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第 1章

イントロダクション

この世界の物質は原子からできており、さらに原子は電子と原子核からできている。原子核は

その種類に応じて複数個の陽子や中性子が束縛して形成される。これら陽子や中性子は 3 個の

クォークの束縛状態であると考えられており、また、陽子と中性子の間の引力の源の一つである

π 中間子はクォーク 1 個とその反粒子である反クォーク 1 個束縛状態であると考えられている。

このように、3個のクォークからなる粒子を「バリオン」、1個のクォークと 1個の反クォークか

らなる粒子を「メソン」と呼んでおり、さらにそれらを総称して「ハドロン」と呼ぶ。以降では

クォークの数とはクォークと反クォークのそれぞれの数を合計したものとする。クォーク間の相

互作用は量子色力学 (Quantum Chromodynamics, QCD)によって記述される。しかし QCDは

低エネルギー領域において非摂動的に振る舞うため、クォークからハドロンへの形成過程を厳密

に計算することはとてつもなく困難である。

ハドロンを記述するモデルの一つにクォークモデル [1, 2]がある。標準模型ではアップ (u)、ダ

ウン (d)、ストレンジ (s)、チャーム (c)、ボトム (b)、トップ (t)の 6種類のフレーバーのクォー

クがある。前述したようにバリオンを 3 クォーク状態、メソンを 2 クォーク状態として記述す

るのがクォークモデルであり、このモデルは大きな成功を収めていた。しかし、従来のクォーク

モデルの予言から外れたハドロンが、特にチャームクォークなどの重いクォークを含む場合に複

数見つかっている。クォークモデルの枠組みから外れたハドロンは「エキゾチックハドロン」と

呼ばれており、実験、理論の両面から盛んに研究が進められている。重いクォークを含むエキゾ

チックハドロンが注目されるようになった大きなきっかけの一つが 2003年の Belle実験における

X(3872)の発見 [3]である。X(3872)はチャーモニウムと同様の量子数を持つが、クォークモデ

ルが予言する質量 [4,5]とは異なっている。他にアイソスピンを破る崩壊チャネルを持つなどの性

質を持ち、X(3872)は通常のチャーモニウムだけではなく 4クォーク成分を持つハドロンだと考

えられている。

現在では X(3872)以外にも多くのエキゾチックハドロンの候補が見つかっており、その多くが

重いクォーク 2 個と軽いクォーク 2 個からなる 4 クォーク状態と示唆されているテトラクォー

ク X,Y, Z である。2015年には LHCb実験にて重いクォーク 2個と軽いクォーク 3個からなる

5 クォーク状態と考えられているペンタクォーク Pc [6–8] も発見された。その後 2019 年に新た

な実験結果 [9] が公開され、これまでに 3 種類の Pc ペンタクォークの存在が知られている。4

クォーク状態、5 クォーク状態といった多クォーク状態が存在する可能性については 1964 年の

時点で Gell-Mann [1] が触れているが、2000 年代になり複数のエキゾチックハドロンが実際に

見つかったことで、ハドロン形成過程やハドロン間相互作用などにアプローチする新たな視点の
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一つとして注目されている。これまでのエキゾチックハドロンの研究の進展については複数のレ

ビュー論文 [5, 10–15]でまとめられている。

X,Y, Z テトラクォークや Pc ペンタクォークの多くはチャームクォークと反チャームクォーク、

またはボトムクォークと反ボトムクォークを組成に持っている。チャーム、ボトムクォークの質

量は QCDの典型的なエネルギースケールより大きいため、ヘビークォークと呼ばれている。一

方でアップ、ダウン、ストレンジクォークは質量が小さいためライトクォークと呼ばれる。ヘビー

クォークを扱う上で有用となるのがヘビークォーク有効理論 (Heavy Quark Effective Theory,

HQET) である。HQET において重要となるのがヘビークォークが持つ対称性の 1 つのヘビー

クォークスピン対称性 (Heavy Quark Spin Symmetry, HQSS) である。ヘビークォークを含む

ハドロンの有効理論ではこの HQSS が尊重されており、ヘビークォークスピン多重項 (Heavy

Quark Spin多重項, HQS多重項)という特徴的な構造が現れる。ヘビークォークの質量が無限大

の極限（ヘビー極限）では異なるスピンを持つヘビーハドロンの質量が縮退する多重項構造であ

る。特にヘビークォークを 1個のみ含むヘビーメソンやヘビーバリオンでは 2種類のハドロンが

縮退の傾向を見せる HQS二重項の構造があることが実験的、理論的に知られている。

ところが、X,Y, Z,テトラクォークや Pc ペンタクォークはヘビークォークと反ヘビークォーク

を合わせて 2個のヘビークォークを持つハドロンである。このようなマルチヘビーハドロンに対

する HQS 多重項についてはこれまで系統的に調べられてはいない。すでに複数のエキゾチック

ハドロンの候補が実験的に観測されており、今後もさらに発見されると予想されているため、対

称性に基づく粒子の分類を行うことは非常に重要だと考えられる。

私は 2 個のヘビークォークを含むハドロンの HQS 多重項について研究を行った [16, 17]。

Pc ペンタクォークは 2015 年に LHCb 実験で発見されたペンタクォークの候補である。cc̄uud

のクォーク組成を持つと考えられているためヒドゥンチャームペンタクォークとも呼ばれる。

LHCbでの発見以前からヒドゥンチャームペンタクォークの理論的な研究はいくつか行われてい

た [18–21]。LHCb 実験後は多くの理論的解析が行われ、複数のモデルが提唱された。この論文

では、2つのハドロン間で引力が働き、緩い束縛状態が形成されるというハドロン分子模型を用い

る。Pc ペンタクォークの質量は反チャームクォーク 1個とライトクォーク 1個からなるチャーム

メソン及びチャームクォーク 1個とライトクォーク 2個からなるチャームバリオンの 2体の閾値

よりわずかに小さいため、これらの束縛状態として Pc を記述できると考えるのが妥当である。

前述の通り、ヘビークォークを 1個のみ含むハドロンの HQS二重項構造はよく知られている。

またハドロン分子状態に対する HQS多重項構造については、チャームメソンと核子が束縛した分

子状態が HQS二重項構造を持つことが議論されている [22]。この論文ではヘビーメソンとヘビー

バリオンからなる分子状態に注目し、ヘビークォークを 2個含むエキゾチックハドロンの HQS多

重項を解析する。HQSSはヘビークォークが 1個だけの系において、ヘビークォーク極限で QCD

が持つ対称性であり、有限の質量でも近似的に存在する対称性だと広く知られている。一方で複

数のヘビークォークが含まれる系でそれらのスピンが良い対称性であるかは自明ではない。本研

究では 2個のヘビークォークを含むハドロンに対して HQSSを適用するためにライトクラウドス

ピン (Light-cloud spin, LCS)基底を定義し、HQS多重項について議論する。次にパイ中間子交

換ポテンシャルを構築し、どの多重項に対して引力が働くかを調べ、可能な束縛状態の縮退構造

を明らかにする。LCS基底ではヘビークォーク極限でポテンシャルが自動的に (ブロック)対角化

され、HQS多重項ごとに分かれる。つまりその系の固有状態は HQS多重項で記述されることが

明確となる。またヘビークォークのスピンが保存することから、2 個のヘビークォークの合成ス
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ピンが 0か 1かで崩壊チャネルが異なることが分かる。これらの性質はヘビークォーク極限にお

いて存在するものだが、有限質量のヘビークォークでも近似的に HQSSが成立するのならヘビー

クォークを 2個含むエキゾチックハドロンもこのような性質を持ちうる。

本論文は以下のように構成されている。第 2章でヘビークォーク有効理論や、ヘビークォーク

を 1個含むハドロンの有効理論を説明する。第 3章ではヘビーメソンとヘビーバリオンの分子状

態としてのペンタクォークについて、HQS多重項構造を解析する。第 4章ではヘビーメソン 2体

の分子状態としてのテトラクォークについて、HQS多重項構造を解析する。そして第 5章は本論

文のまとめである。
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第 2章

ヘビーハドロン有効理論

この章ではヘビーメソン及びヘビーバリオンの有効ラグランジアンについて説明する。ここで、

ヘビーメソンとはヘビークォークを 1個含むメソンを指し、ヘビーバリオンとはヘビークォーク

を 1個含むバリオンを指す。またヘビーメソンとヘビーバリオンを総称してヘビーハドロンと呼

ぶ。チャームクォークは約 1.3GeV、ボトムクォークは約 4.2GeVの質量を持ち、QCDの典型的

なエネルギースケール (ΛQCD)よりもはるかに大きいためヘビークォークと呼ばれている。

ヘビークォークを記述する有効理論としてヘビークォーク有効理論 (Heavy Quark Effec-

tive Theory, HQET) がある。HQET からヘビークォークスピン対称性 (Heavy Quark Spin

Symmetry, HQSS) が導かれ、ヘビーハドロン有効理論を記述する上で非常に重要な役割を果

たす。

まずは HQETと HQSSについて簡単に解説したあと、これらを用いて記述されるヘビーメソ

ン有効理論、ヘビーバリオン有効理論について解説する。

2.1 ヘビークォーク有効理論 (HQET)

まず初めに HQET [23–25] について簡単に解説する。HQET は粒子の運動量がヘビークォー

クの質量よりも充分小さい範囲で有効となる。このとき運動量はおおよそ Pheavy ≃ mQv と書け

る。ここで mQ はヘビークォーク質量、v はヘビークォークの速度である。この範囲において粒

子の四元速度の変化量は微小量である。特に質量無限大の極限を考えると

∆v =
∆P

mQ
→ 0 , (2.1.1)

となる。そのため強い相互作用による運動量移行を無視することができ、ヘビークォークを含む

ハドロンは四元速度 v によってラベルすることができる。

質量mQ、運動量 Qをもつクォークのプロパゲータは

i

Q/−mQ + iϵ
, (2.1.2)

と書ける。クォークの四元速度 vµ と residual momentum k を用いて運動量 Qµ を Qµ =

mQv
µ + kµ と分ける。ここで vµ は v2 = 1を満たす。クォーク質量が充分重い時、クォークの
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プロパゲータは

i

Q/−mQ
=

i

mQv/+ k/−mQ

=
i(mQv/+ k/+mQ)

(mQv/+ k/)2 −m2
Q

→ 1 + v/

2

i

v · k + iϵ
(2.1.3)

と変形される。HQETにおいて プロパゲータ の表記は (2.1.3)を用いる。

速度 vµ を持つクォーク場は v/ = vµγµ を用いて２つの部分に分けられる。

ψ = e−imQv·x
[
eimQv·x 1 + v/

2
ψ + eimQv·x 1− v/

2
ψ

]
≡ e−imQv·x [ψv +Ψv] . (2.1.4)

ここでクォークの large component と small component をそれぞれ

ψv ≡ eimQv·x 1 + v/

2
ψ, (2.1.5)

Ψv ≡ eimQv·x 1− v/

2
ψ, (2.1.6)

と定義した。特にクォークの静止系 vµ = (1, 0⃗)では v/ → γ0 となり、P+ = 1+v/
2 はクォークの正

エネルギー部分、P− = 1−v/
2 はクォークの負エネルギー部分への射影を表す演算子である。これ

らの射影演算子は

P 2
± = P±, P±P∓ = 0 , (2.1.7)

を満たす。また ψv と Ψv は

v/ψv = +ψv, v/Ψv = −Ψv , (2.1.8)

と変換される。

式 (2.1.4)を用いて QCDラグランジアンを書き直す。

L = ψ̄(iD/−m)ψ

= (ψ̄v + Ψ̄v)e
imv·x(iD/−m)e−imv·x(ψv +Ψv)

= (ψ̄v + Ψ̄v)iD/(ψv +Ψv)− (ψ̄v + Ψ̄v)m(1− v/)(ψv +Ψv). (2.1.9)

ヘビークォークのプロパゲータ (2.1.2) は質量無限大極限でクォークの large component のみを

持つのでラグランジアンの leading order は式 (2.1.9)の small component を落として

L = ψ̄viD/ψv −mψ̄v(1− v/)ψv

= ψ̄v
1 + v/

2
iD/

1 + v/

2
ψv −mψ̄v

1 + v/

2
(1− v/)

1 + v/

2
ψv

= ψ̄v
i

2
(D/+ 2v ·D −D/v/)

1 + v/

2
ψv

= ψ̄viv ·Dψv. (2.1.10)
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となる。途中で次の関係式を使った。

ψv =
1 + v/

2
ψv, (2.1.11)

v/D/ = 2v ·D −D/v/. (2.1.12)

ここから得られるプロパゲータは

i

v · k + iϵ
, (2.1.13)

であり、関係式 (2.1.11)を併せて式 (2.1.2)に一致する。

有効ラグランジアン (2.1.10)には γ 行列が含まれていない。これはヘビークォークとグルーオ

ンの相互作用においてヘビークォークはそのスピンを変えないことを表しており、グローバルな

SU(2)S スピン対称性が存在する。これはヘビークォークスピン対称性と呼ばれており、次節以降

で紹介するヘビーハドロン有効理論の構築において重要な役割を持っている。

2.2 ヘビーメソン有効理論

HQSSを取り入れたヘビーメソンの有効理論について紹介する。ここでヘビーメソンとは１個

のヘビークォーク Qと１個の反ライトクォーク q̄ から構成され、形式的に

Qhq̄
a
l , (2.2.1)

と書ける。ここで h と l はそれぞれヘビークォークとライトクォークのスピンを、a はライト

クォークのフレーバーを表す添字である。軌道角運動量は L = 0としてスピンに注目すると

1

2h
⊗ 1

2 l
= 0⊕ 1 , (2.2.2)

となっているので JP = 0− のメソンと JP = 1− のメソンが存在する。

HQSSの効果によりヘビークォーク極限ではこの 2つのメソンの質量は縮退することが知られ

ている。ハドロンの全角運動量を J⃗、ヘビークォークのスピンを S⃗、そしてライトクラウドスピ

ンを j⃗ とすると、

J⃗ = S⃗ + j⃗ , (2.2.3)

となる。ここでライトクラウドスピンとはハドロン内の角運動量のうちヘビークォーク以外のす

べての成分による角運動量 (ライトクォークスピンや軌道角運動量) を指す。ここでは全角運動

量 J⃗ は保存量であるとする。またヘビークォーク極限ではヘビークォークスピンがフリップしな

いので S⃗ も保存量である。すると j⃗ も保存量となる。つまりヘビーハドロンにおいてはヘビー

クォークスピンとライトクラウドスピンがそれぞれ独立した保存量になることが分かる。さらに

ヘビークォーク極限では有効ラグランジアンにヘビークォークのスピンに依存した項が存在しな

いので、ヘビークォークスピンの向きの違いによるエネルギー差が生じない。ヘビークォーク１

個のスピンは 1/2なので有限のライトクラウドスピン j に対し

J± = j ± 1

2
, (2.2.4)

という 2 つのスピン状態は縮退している。このように縮退した 2 種類のスピンの状態のことを

HQS二重項と呼ぶ。
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現実世界のチャームクォークやボトムクォークの質量は有限のため HQSSは顕に破れており、

メソン間の質量差が生まれている。例えばチャームメソン D(0−) と D∗(1−) の間の質量差は約

140MeVある。しかしながらこの差は O(ΛQCD/mQ)によって抑制されている。実際、ボトムメ

ソン B̄(0−)と B̄∗(1−)の場合は対称性がより良く働くため質量差は約 45MeVとさらに小さくな

る。したがって HQSSは現実の有限質量クォークでも近似的に成立していると考えて有効理論を

構築する。

ベクターメソンと擬スカラーメソンの縮退を扱う上で便利な表記として次の複合場 Ha を導入

する。

Ha ≡ 1 + v/

2
[P/∗a + iγ5Pa] , (2.2.5)

H̄a = γ0H
†
aγ0 =

[
P ∗†
aµγ

µ + iγ5P
†
a

] 1 + v/

2
(2.2.6)

P ∗µ
a , Pa はそれぞれベクターメソンと擬スカラーメソンの場を表す。aはライトクォークのフレー

バー (u, d, s)を表す添字である。(1 + v/)/2は前節の通りヘビークォークの正エネルギー部分を取

り出す射影演算子である。H 場はヘビークォークのスピン変換 Q→ SQQ及び反ライトクォーク

のカイラル変換 q̄ → q̄h† に対して

H → SQHh
† , (2.2.7)

と変換する。ヘビーメソンの有効ラグランジアンはこれら２つの変換に対して不変になるように

構築すれば良い。また H 場は v/H = +H,Hv/ = −H という拘束条件を持っている。
ヘビーメソンと π 中間子の相互作用項について、π 中間子の微分の最低次までで考える。非線

形表現における π 中間子場は

ξ = exp

(
i

π̂√
2fπ

)
, (2.2.8)

π̂ =

(
π0/

√
2 π+

π− −π−/
√
2

)
, (2.2.9)

で定義される。また fπ ≃ 92.4 MeVは π中間子の崩壊定数である。ベクトルカレント、および軸

性ベクトルカレントはそれぞれ

V µ =
i

2

(
ξ†∂µξ + ξ∂µξ†

)
, (2.2.10)

Aµ =
i

2

(
ξ†∂µξ − ξ∂µξ†

)
, (2.2.11)

と与えられ、これらの変換則は

V µ → hV µh† + ih∂µh† , (2.2.12)

Aµ → hAµh† , (2.2.13)

である。以上より最低次の有効ラグランジアンは

LHHπ = Tr
[
Hb(iv ·D)baH̄a

]
+ gTr

[
H̄aHbγµγ5A

µ
ba

]
+O(1/M) , (2.2.14)
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となる。ここで共変微分は DµH = ∂µH − iV µH である。M はヘビーメソンの質量を表す。運

動項の展開は次のようになる。

Tr
[
Hb(iv ·D)baH̄a

]
= Tr

[
(P̄ ∗

aµγ
µ + iγ5P̄a)

1 + v/

2

1 + v/

2
(P ∗

bνγ
ν + iγ5Pb)(iv ·D)ba

]
=

1

2
Tr
[
P̄ ∗
aµP

∗
bνγ

µγν(iv ·D)ba + P̄ ∗
aµvνP

∗
bργ

µγνγρ(iv ·D)ba

+ iP̄ ∗
aµPbγ

µγ5(iv ·D)ba + iP̄ ∗
aµvνPbγ

µγνγ5(iv ·D)ba

+ iP̄aP
∗
bµγ5γ

µ(iv ·D)ba + iP̄avµP
∗
bνγ5γ

µγν(iv ·D)ba

−P̄aPb(iv ·D)ba + P̄avµPbγ
µ(iv ·D)ba

]
=

1

2

[
4gµνP ∗

bν(iv ·D)baP̄
∗
aµ + 0 + 0 + 0

+0 + 0− 4Pb(iv ·D)baP̄a − 0
]

= 2P ∗
bµ(iv ·D)baP̄

∗µ
a − 2Pb(iv ·D)baP̄a . (2.2.15)

現実のヘビーハドロンの質量は有限なので定量的な解析の際に最低次だけでなく高次項まで

取り入れる場合があり、reparametrization invariance を用いた O(1/M) の導入が知られてい

る [26–28]。

式 (2.2.14)第一項のベクトルカレントからは偶数個の NGボソンとヘビーメソンの相互作用が、

第二項の軸性カレントからは奇数個の NGボソンとヘビーメソンの相互作用が得られる。1個の

パイ中間子との相互作用は Aµ について展開することで得られ、g がその結合定数である。Aµ の

展開の一次は

Aµ =
i

2
(ξ†∂µξ − ξ∂µξ†)

∼ i

2

[(
1− i

π̂√
2fπ

)
∂µ
(
1 + i

π̂√
2fπ

)
−
(
1 + i

π̂√
2fπ

)
∂µ
(
1− i

π̂√
2fπ

)]
= − 1√

2fπ
∂µπ̂ . (2.2.16)

である。式 (2.2.14)の第二項を展開する。

Tr

[
H̄aHbγµγ5

(
− 1√

2fπ
∂µπ̂

)]
= Tr

[
(P̄ ∗

aµγ
µ + iγ5P̄a)

1 + v/

2

1 + v/

2
(P ∗

bνγ
ν + iγ5Pb)γ

ργ5

(
− 1√

2fπ
∂ρπ̂ba

)]
= − 1

2
√
2fπ

Tr
[
P̄ ∗
aµγ

µP ∗
bνγ

νγργ5∂ρπ̂ba + P̄ ∗
aµγ

µv/P ∗
bνγ

νγργ5∂ρπ̂ba

+ P̄ ∗
aµγ

µiγ5Pbγ
ργ5∂ρπ̂ba + P̄ ∗

aµγ
µv/iγ5Pbγ

ργ5∂ρπ̂ba

+ iγ5P̄aP
∗
bνγ

νγργ5∂ρπ̂ba + iγ5P̄av/P
∗
bνγ

νγργ5∂ρπ̂ba

−γ5P̄aγ5Pbγ
ργ5∂ρπ̂ba − γ5P̄av/γ5Pbγ

ργ5∂ρπ̂ba
]

= − 1

2
√
2fπ

Tr
[
P̄ ∗
aµP

∗
bνγ

µγνγργ5∂ρπ̂ba + P̄ ∗
aµvνP

∗
bργ

µγνγργσγ5∂σπ̂ba

− iP̄ ∗
aµPbγ

µγρ∂ρπ̂ba − iP̄ ∗
aµvνPbγ

µγνγρ∂ρπ̂ba

+ iP̄aP
∗
bνγ

νγρ∂ρπ̂ba − iP̄avµP
∗
bνγ

µγνγρ∂ρπ̂ba

−P̄aPbγ
ργ5∂ρπ̂ba + P̄avµPbγ

µγργ5∂ρπ̂ba
]
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= − 1

2
√
2fπ

[
0− 4iϵµνρσP̄ ∗

aµvνP
∗
bρ∂σπ̂ba − 4igµρP̄ ∗

aµPb∂ρπ̂ba − 0

+4igµρP̄aP
∗
bµ∂ρπ̂ba − 0 + 0 + 0

]
=

√
2i

fπ
ϵµνρσP̄ ∗

aµP
∗
bν∂ρπ̂bavσ +

√
2i

fπ
P̄ ∗
aµPb∂

µπ̂ba −
√
2i

fπ
P̄aP

∗
bµ∂

µπ̂ba . (2.2.17)

PPπ バーテックスはパリティを破るのでラグランジアンに現れないことが見て取れる。

このようにヘビークォークとライトクォークの両方を含むハドロンの有効模型ではヘビー

クォークスピン対称性とカイラル対称性を同時に考慮することによりラグランジアンへの大きな

制限をつけることができる。

2.3 ヘビーバリオン有効理論

前節ではヘビークォークスピン対称性とカイラル対称性を用いてヘビーメソン (∼ Qq̄) 有効

理論を構築した。同様の方法でヘビーバリオン (∼ Qqq) と π 中間子の有効相互作用を構築でき

る [29, 30]。

S 波のヘビーバリオンについて考える。ライトクォークを２個含むため内部のライトクラウド

スピンは j = 0, 1の２通りがある。そのため実現しうるハドロンスピンとしては

1

2h
⊗ 0l =

1

2
, (2.3.1)

1

2h
⊗ 1l =

1

2
⊕ 3

2
, (2.3.2)

となり、スピンパートナーが存在しない HQS一重項とパートナーが存在する二重項の二種類があ

る。フレーバー空間で見ると各ライトクォークはフレーバー SU(3)の三重項に属するのでライト

ダイクォークには

3⊗ 3 = 3̄⊕ 6 (2.3.3)

という 2種類のフレーバー多重項がある。フレーバー反対称の場合ライトダイクォークのスピン

は 0であり、フレーバー対称の場合スピンは 1である。

j = 0の場合、ヘビーバリオンの有効場はヘビークォーク Qv とスピン 0のライトダイクォー

ク場 Sab を用いて

ψab
v = SabQv , (2.3.4)

と書ける。ここで a, b はライトクォークのフレーバーの添字である。これは式 (2.1.5) より

v/ψv = ψv を満たす。ψv はライトクォーク部分 qq についての SU(3)フレーバー反三重項に相当

し B3̄ と書かれる。チャームバリオンの場合、

B3̄ =

 0 Λ+
c Ξ+

c

−Λ+
c 0 Ξ0

c

−Ξ+
c −Ξ0

c 0

 , (2.3.5)

と定義される。

j = 1の場合の有効場は、スピン 1のベクトル場を Aµ とすると

ψµ,ab
v = Aµ,abQv , (2.3.6)
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と書ける。スピン 1のライトクォークスピンとスピン 1/2のヘビークォークスピンとの組み合わ

せなので全スピンとして 1/2と 3/2の両方を含む複合場である。スピン 3/2の Rarita-Schwinger

場は以下の拘束条件を持つ。

γµψ
µ
RS = 0 , (2.3.7)

∂µψ
µ
RS = 0 . (2.3.8)

これと同等の拘束条件をヘビーバリオン場 ψµ
v のうちのスピン 3/2成分 ψµ

v,3/2 も持つと考えると

γµψ
µ
v,3/2 = 0 , (2.3.9)

vµψ
µ
v,3/2 = 0 , (2.3.10)

となる。これらの拘束条件、及び v/ψµ
v,3/2 = ψµ

v,3/2 を満たすように ψµ
v,3/2 を定義すると次のよう

になる。

ψµ
v,3/2 =

(
gµν − 1

3
(γµ + vµ) γν

)
ψν
v . (2.3.11)

スピン 1/2成分 ψv,1/2 は ψµ
v,3/2 と直交し、かつ v/ψv,1/2 = ψv,1/2 を満たすように

ψv,1/2 =
1√
3
γ5γνψ

ν
v , (2.3.12)

と定義する。結局、ψµ
v をスピン 3/2成分とスピン 1/2成分に分離すると

ψµ
v = ψµ

v,3/2 +
1√
3
(γµ + vµ) γ5ψv,1/2 , (2.3.13)

と書ける。複合場 ψµ
v はしばしば super field と呼ばれ、Sµ と書かれる。また ψµ

v,3/2 と ψv,1/2 は

フレーバー六重項に相当しそれぞれ B∗µ
6 , B6 と書かれる。

Sµ = B∗µ
6 +

1√
3
(γµ + vµ) γ5B6 . (2.3.14)

B6 はチャームバリオンの場合、

B6 =

 Σ++
c

1√
2
Σ+

c
1√
2
Ξ

′+
c

1√
2
Σ+

c Σ0
c

1√
2
Ξ

′0
c

1√
2
Ξ

′+
c

1√
2
Ξ

′0
c Ω0

c

 , (2.3.15)

と定義できる。B∗µ
6 は B6 をスピン 3/2のバリオンに置き換えた行列で表される。

B3̄, S
µ はカイラル変換 h及びヘビークォークスピン変換 SQ のもとで

B3̄ → SQhB3̄h
T , (2.3.16)

Sµ → SQhS
µhT , (2.3.17)

と変換する。軸性ベクトルカレント Aµ を導入するとヘビーバリオンと π 中間子の相互作用を表

す最低次のラグランジアンは次のように書ける。

Lint =
3

2
ig1vσϵ

µνρσTr
[
S̄µAνSρ

]
+ g4

(
Tr
[
S̄µAµB3̄ +H.c.

])
. (2.3.18)

g1, g4 は結合定数である。トレースはフレーバー空間に対して取っている。また B3̄B3̄π 相互作用

はアイソスピンの保存を破るため禁止されている。
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第 3章

ペンタクォークの HQS多重項構造

第 2章ではヘビーメソンとヘビーバリオンの有効理論について説明した。ヘビーハドロンに対

してはヘビークォークスピン対称性 (HQSS)が重要な役割を持っており、HQS多重項構造が形成

されることを示した。例えばヘビークォークを 1個のみ含むハドロンでは HQS一重項または二

重項のみが存在し、この構造は実験的にも理論的にも確かめられている。

一方、Pc ペンタクォークや X,Y, Z テトラクォークといったエキゾチックハドロンは 2 個の

ヘビークォークを持っていると考えられている。一般にヘビークォークが複数ある系ではヘビー

クォーク間の相対的な運動が HQSSを破ってしまう。特にヘビークォーコニウムでは軌道角運動

量励起を考えると、有効理論の最低次でも対称性が破れている。しかし、近年発見されているペ

ンタクォークやテトラクォークはヘビークォーク・反ヘビークォーク対の他に複数の軽いクォー

クを含んでいる。我々はこの軽い自由度に着目し、角運動量励起や相対運動は軽い自由度が持つ

としてヘビークォーク間の相対運動を禁止する系を仮定する。この系では 2つのヘビークォーク

が同じ速度でラベルされるためヘビークォーク極限で HQSSが存在する。この論文ではヘビーメ

ソンとヘビーバリオンの分子状態へ HQSSを適用した結果として得られる HQS多重項構造を調

べる。

この章ではまず、エキゾチックハドロンについて簡単に紹介した後、HQSSに基づいたペンタ

クォークの HQS多重項構造について解析した結果 [16, 17,31]を説明する。

3.1 ハドロンとエキゾチックハドロン

素粒子の一種であるクォークは現在判明している中で最も基本的な物質を構成する粒子の一つ

である。このクォークが複数集まってできる粒子を総じてハドロンと呼ぶ。素粒子の標準理論に

おいてクォークは 6種類のフレーバが存在すると考えられている。アップ (u)、ダウン (d)、スト

レンジ (s)、チャーム (c)、ボトム (b)、トップ (t) である。通常環境下においてクォークは単独

では存在せず、複数のクォークが集まったハドロンとして存在する。しかしクォーク間の相互作

用を記述する QCDは低エネルギー領域で非摂動的に振る舞うのでハドロン形成過程を厳密に計

算することは難しい。そのためハドロンの性質の理解を通して、素粒子であるクォークの性質や

クォークがどのように集まってハドロンを形成するかを解明するというアプローチがある。構成

子クォークを用いてハドロンを分類するクォークモデルに基づくと通常のハドロンは大きく分け

て 2種類が存在する。3つのクォークから構成されるバリオンと、2つのクォークから構成される

メソンである。例えば陽子は uud、中性子は uddで出来ているためバリオンである。また、核子
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間の引力の起源の一種であるパイ中間子は ud̄, dūなどからできているメソンである。クォークモ

デルによるハドロンの解析は大きな成功をおさめ、多くのハドロンは 2個、または 3個のクォー

クによって理解されてきた。

しかし、ハドロンが持つクォークは 3個以下に限るという理論的な制約はなく、より多彩な組

み合わせも研究されてきた。例えば 4個のクォークからなるテトラクォーク、5個のクォークから

なるペンタクォークである。そのような多クォーク状態はエキゾチックハドロン (異種ハドロン)

と呼ばれ、古くはクォークモデルを提唱した Gell-Mann [1]によって存在を指摘されている。ま

た現象論的にも軽いスカラーメソン [32, 33]などで考察されてきた。

近年ではヘビークォークを含むエキゾチックハドロンの存在がハドロン物理学の中でも注目さ

れる一つのトピックとなっている。そのきっかけとなったのが 2003 年に Belle 実験 [3] で発見

された X(3872) と呼ばれるハドロンである。アップ、ダウンクォークをまとめて q と表記する

と、X(3872)は cc̄qq̄ という 4つのクォークからなると考えられるテトラクォークの候補である。

X(3872)の特徴の一つとして、その質量がハドロン 2体の閾値に近いことが挙げられる。Particle

Data Group (PDG) [34] によると X(3872) の質量は 3871.69 ± 0.17MeV である。一方 D0 中

間子と D̄∗0 中間子を合わせた閾値は 3871.80 ± 0.12MeV、D± 中間子と D∗∓ 中間子の閾値は

3879.87 ± 0.12MeV と X(3872) の質量のすぐ上である。そのため素朴には 2 つのハドロンがゆ

るく束縛して形成されると考えられ、ハドロン分子状態と呼ばれる。

この他にもチャームクォークと反チャームクォーク、またはボトムクォークと反ボトムクォー

クを含んだテトラクォークの候補が複数発見され、それらは X,Y, Zc, Zb と呼ばれている。これ

らの実験結果や理論研究の詳細については複数のレビュー論文にまとめられている [5, 10–15]。

X,Y, Z テトラクォークの他に注目されているエキゾチックハドロンとして Pc ペンタクォーク

がある。これは 2015年に LHCb実験 [6–8]で発見された cc̄qqq という組成を持つ 5クォーク状

態の候補であり、ヒドゥンチャームペンタクォーク (hidden-charm pentaquark) と呼ばれてい

る。この実験では Pc(4380)と Pc(4450)という２種類のペンタクォークが報告された。それぞれ

の質量はMPc(4380) = 4380± 8± 28 MeV、MPc(4450) = 4449.8± 1.7± 2.5 MeV である。チャー

ムメソンとチャームバリオンの 2体の閾値に近いため、X(3872)と同じくハドロン分子状態の候

補である。D̄Σ∗
c の閾値は 4385.3 MeV、D̄∗Σc の閾値は 4462.2 MeVなので図 3.1のようにそれ

ら 2体による束縛状態を形成しているのではと考えられる。

LHCbからの報告以前にもヒドゥンチャームペンタクォークについていくつかの理論的な研究

があった [18–21]。LHCbで Pc ペンタクォークが発見されて以降、様々な理論研究が盛んに行わ

れた。有力なモデルであるハドロン分子描像 [35–46] の他、コンパクトペンタクォーク [47–49]、

ダイクォーク描像 [50–54]、クォーク-クラスターモデル [55]、バリオチャーモニウムモデル [56]、

D̄−ソリトンモデル [57]、など様々モデルでの解析が行われている。

2019年には LHCbから Pc ペンタクォークについての新たな実験結果 [9]が報告された。これ
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図 3.1 ヘビーメソン P̄ , P̄ ∗ とヘビーバリオン ΣQ,Σ
∗
Q の 2体によるハドロン分子状態

らの質量と崩壊幅は以下の通りである。

Pc(4312) M = 4311.9± 0.7+6.8
−0.6 MeV,

Γ = 9.8± 2.7+3.7
−4.5 MeV,

Pc(4440) M = 4440.3± 1.3+4.1
−4.7 MeV,

Γ = 20.6± 4.9+8.7
−10.1 MeV,

Pc(4457) M = 4457.3± 0.6+4.1
−1.7 MeV,

Γ = 6.4± 2.0+5.7
−1.9 MeV.

2015 年に報告された Pc(4450) は 2 つの細いピークに分かれた。一方、Pc(4380) は新しい実験

からは明確なピークは見えていないがその存在は未だ否定されていない。また新たに Pc(4312)

が発見され、その質量は D̄Σc の閾値 4320.7 MeV の近傍である。そのためこれもまたハドロン

分子状態の候補とされている。この新たな実験結果を受けて更に多くの理論研究が行われてい

る [31, 58–70]。これまでの Pc ペンタクォークについての研究は複数のレビュー論文 [11, 13–15]

にまとめられている。

このように 2000年代に入って以降重いクォークを含むさまざまなエキゾチックハドロンが発見

され、ハドロン物理学の新たなトピックとして注目を集めている。エキゾチックハドロンという

多クォーク状態が内部でどのような構造を持っているかは依然として明らかにはなっていないが、

発見されたエキゾチックハドロンの中にはヘビーハドロン 2体の閾値近傍の質量を持っているも

のがあることから、それらはハドロン 2体の束縛状態であるハドロン分子描像を用いた研究が盛

んに進められている。

一方、テトラクォークやペンタクォークが HQSSの観点からどのような HQS多重項に分類で

きるかはほとんど知られていない。分子状態を形成するヘビーメソン ∼ Qq̄ やヘビーバリオン

∼ Qqq のそれぞれには HQS二重項または一重項が存在することは理論的にも実験的にも分かっ

ており、現実の有限質量クォークでも近似的に HQSS が成り立っていると考えられている。し

かしハドロン全体として QQ̄qq̄ や QQ̄qqq というクォーク組成を持つエキゾチックハドロンが持

ちうる HQS 多重項は自明ではない。そこで本章はハドロン分子状態のペンタクォークに対して

HQSSを用いて HQS多重項の構造を解析する。
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図 3.2 ヘビーメソンとヘビーバリオンの分子描像におけるハドロン分子基底 (図 (a))とライ

トクラウドスピン基底 (図 (b))のイメージ図。クォークやダイクォークなどを囲んでいる円は

スピン合成の組を意味している。これらはカラーシングレットハドロンのクォーク成分を表し

てはいない。つまり図 (b)の円で囲まれた Q̄Qや qqq は必ずしもカラーシングレットのヘビー

クォーコニウムや核子という意味ではない。図内の Sα は αのスピン、Lは軌道角運動量であ

る。この軌道角運動量はライトクラウド内のクォークとダイクォーク間に存在する。

3.2 ライトクラウドスピン基底

本節ではハドロン分子状態のエキゾチックハドロンに対してどのように HQSSを適用するかに

ついて議論する。

ハドロン分子状態に対して HQSSを適用した先行研究として、ヘビーメソン P̄ (∗) と核子 N の

束縛状態としての Q̄qqqq ペンタクォークについての研究 [22, 71, 72] がある。これらの研究では

ハドロン分子の内部スピンをヘビークォークスピンとそれ以外の軽い自由度のスピンに分離する

ことで HQSSを議論している。その結果、ヘビークォーク極限においてシングルヘビーハドロン

と同様に HQS二重項が存在することを示している。この手法をヘビークォークが 2個の場合へ

拡張することで実験で見つかっている QQ̄qqq ペンタクォークについて議論できる。

またヘビークォークを 2個含むハドロンについての有効理論の先行研究として、ヘビークォー

ク 1個と反ヘビークォーク 1個からなるヘビークォーコニウム有効理論 [73, 74]がある。ヘビー

クォーク間での相対的な動きが存在する場合はたとえ有効理論の最低次であっても HQSSが破れ

てしまう。特に軌道角運動量による励起がある場合は 2つのヘビークォークを相対的に静止させ

ることは不可能である。そのためヘビークォーコニウム有効理論では HQSSの破れを取り入れる

ことが必要になる。

我々はヘビークォークを 2個含む、ハドロン分子状態のペンタクォークに対して HQSSを適用

するために図 3.2 のようにハドロン分子基底 (Hadronic molecular basis, HM 基底) とライトク

ラウドスピン基底 (Light-cloud spin basis, LCS 基底) を定義する。HM 基底での全角運動量は

Q̄q メソンのスピン SQ̄q と Qqq バリオンのスピン SQqq、そして相対軌道角運動量 Lの結合とし
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て次のように与えられる。 [
L
[[
SQ̄Sq

]
SQ̄q

[SQSqq]SQqq

]
S

]
Jtotal

. (3.2.1)

ここで SQ(SQ̄)はヘビークォーク (反ヘビークォーク)のスピン、Sq(Sqq)はライトクォーク (ラ

イトダイクォーク) のスピン、そして Jtotal はハドロン分子の全角運動量を表す。特に Pc ペン

タクォークを構成すると考えられるヘビーバリオン Σc ではライトダイクォークのスピンが 1

であるため、Sqq = 1 とする。LCS 基底は HM 基底のスピンを組み替えることで得られ、これ

らの基底は互いにユニタリ変換によって移行できる。LCS 基底はヘビークォーク成分のスピン

Sheavy = SQ̄ ⊗ SQ とライトクラウド成分のスピン SLCS = Sq ⊗ Sqq ⊗ Lの結合として次のよう

に与えられる。 [[
SQ̄SQ

]
Sheavy

[
L [SqSqq]Sqqq

]
SLCS

]
Jtotal

. (3.2.2)

ここでライトクラウドスピンとは系全体からヘビークォークスピンを除いた残りの成分の角運動

量を意味し、ライトクォーク、ライトダイクォーク、相対軌道角運動量の全ての結合から得られ

る。図 3.2において、クォークやダイクォークを囲んでいる円はクォークスピンの組を表してい

るのであり、カラーシングレットのハドロンを意味してはいないことに注意する。カラーシング

レットハドロンになっているのはヘビーメソンとヘビーバリオン、そして Q̄Qqqq 系全体なので、

図 3.2(b)の Q̄Qや qqq は必ずしもクォーコニウムや核子といったハドロンではない。

ヘビークォーコニウム有効理論ではヘビークォーク間の相対速度が無視できず、最低次でも

HQSSを破ると述べた。しかしこのペンタクォークの研究ではヘビークォークと反ヘビークォー

クを同時に静止できると仮定する。軌道角運動量の励起などによる相対速度はヘビーメソン内の

ライトクォークと、ヘビーバリオン内のライトダイクォークの間にあるとする。これはあたかも

ヘビークォークを覆う雲のような軽い自由度が存在し、軽い雲の間で相互作用や相対的な軌道角

運動量が生じるように見える。よって我々はこの描像をライトクラウドスピン (LCS) 基底と名付

けた。本研究では LCS基底というモデルによってヘビークォーク極限では HQSSが成立してい

るという仮定の下で QQ̄qqq ペンタクォークの HQS多重項構造について議論する。

3.3 P̄ (∗)Σ
(∗)
Q 分子状態の HQS多重項構造：S波の場合

この節ではヘビーメソン P̄ (∗) とヘビーバリオン Σ
(∗)
Q の分子状態として最も簡単な相対軌道角

運動量が S波 (L = 0)の場合を解析する。

3.3.1 HQS多重項構造

まずはハドロン分子基底 (HM 基底) におけるスピン構造を考える。相対軌道角運動量 S 波の

P̄ (∗)Σ
(∗)
Q 分子状態が取りうるスピン・パリティの組み合わせを表 3.1に示す。P̄ (∗)Σ

(∗)
Q 分子状態
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表 3.1 S波の P̄ (∗)Σ
(∗)
Q 分子状態が取りうるスピンとパリティ (JP )の組。

(
2S+1LJ

)
はメソ

ンとバリオンの合成スピン S、軌道角運動量 L、全角運動量 J を表す。

JP

1
2

−
P̄ΣQ

(
2S1/2

)
, P̄ ∗ΣQ

(
2S1/2

)
, P̄ ∗Σ∗

Q

(
2S1/2

)
3
2

−
P̄Σ∗

Q

(
4S3/2

)
, P̄ ∗ΣQ

(
4S3/2

)
, P̄ ∗Σ∗

Q

(
4S3/2

)
5
2

−
P̄ ∗Σ∗

Q

(
6S5/2

)

が HM基底で持つスピン構造は

P̄ΣQ =
[
Q̄q
]
0
⊗ [Q[qq]1]1/2 =

1

2
, (3.3.1)

P̄Σ∗
Q =

[
Q̄q
]
0
⊗ [Q[qq]1]3/2 =

3

2
, (3.3.2)

P̄ ∗ΣQ =
[
Q̄q
]
1
⊗ [Q[qq]1]1/2 =

1

2
⊕ 3

2
, (3.3.3)

P̄ ∗Σ∗
Q =

[
Q̄q
]
1
⊗ [Q[qq]1]3/2 =

1

2
⊕ 3

2
⊕ 5

2
, (3.3.4)

である。Σ
(∗)
Q バリオン内のライトダイクォークはスピン 1なので [qq]1 となっている。HM基底

の全角運動量は単にヘビーメソンとヘビーバリオンのスピン、そして相対軌道角運動量（今は

L = 0）の合成となる。

しかしながら HM基底では式 (2.2.3)のようにヘビースピンとライトクラウドスピンが分離さ

れていないため HQS多重項を議論するには不適当である。そこで第 3.2節で議論した LCS基底

へ変換する。

LCS基底における P̄ (∗)Σ
(∗)
Q 分子状態のスピン構造は以下のように与えられる。

[
Q̄Q
]
0
⊗ [q[qq]1]1/2 =

1

2
(singlet) , (3.3.5)[

Q̄Q
]
0
⊗ [q[qq]1]3/2 =

3

2
(singlet) , (3.3.6)[

Q̄Q
]
1
⊗ [q[qq]1]1/2 =

1

2
⊕ 3

2
(doublet) , (3.3.7)[

Q̄Q
]
1
⊗ [q[qq]1]3/2 =

1

2
⊕ 3

2
⊕ 5

2
(triplet) . (3.3.8)

スピン 1/2 一重項、スピン 3/2 一重項、スピン (1/2, 3/2) 二重項、スピン (1/2, 3/2, 5/2) 三重

項の全 4種類の HQS多重項が存在することが分かる。これらの多重項はヘビークォークスピン

S = 0, 1 とライトクラウドスピン j = 1/2, 3/2 の組み合わせで分類される。HQS 三重項はヘ

ビークォークが 1個だけの系には現れない多重項で、複数のヘビークォークを含む場合に現れる。

ヘビークォーク 1個の場合ヘビースピンは 1/2しかとれず、スピンの方向として ±1/2の 2通り

しかない。一方ヘビークォークが 2個ある場合はその合成スピンとして 0と 1があり得る。合成

スピン 1を取るとその方向として +1, 0,−1の 3通りがあるのでそれに対応した三重項が現れる。

次に HM基底と LCS基底の間の変換について考える。これらの基底は内部のスピン自由度を

組み替えるユニタリ変換でつながっている。HM基底では JP = 1/2− の波動関数は次のような 3
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成分からなる。

ψHM
1/2− =


∣∣P̄ΣQ

〉
1/2−∣∣P̄ ∗ΣQ

〉
1/2−∣∣P̄ ∗Σ∗

Q

〉
1/2−

 . (3.3.9)

この HM基底での波動関数にユニタリ変換行列 U を作用させることで LCS基底での波動関数が

得られる。

ψLCS
1/2− = U−1

1/2−ψ
HM
1/2−

=



∣∣∣[Q̄Q]
0
⊗ [q[qq]1]1/2

〉singlet
1/2−∣∣∣[Q̄Q]

1
⊗ [q[qq]1]1/2

〉doublet
1/2−∣∣∣[Q̄Q]

1
⊗ [q[qq]1]3/2

〉triplet
1/2−

 , (3.3.10)

U1/2− =


1
2 − 1

2
√
3

2√
6

− 1
2
√
3

5
6

2
3
√
2

2√
6

2
3
√
2

− 1
3

 . (3.3.11)

同様にして JP = 3/2−, 5/2− の基底変換を行う。

ψHM
3/2− =


∣∣P̄Σ∗

Q

〉
3/2−∣∣P̄ ∗ΣQ

〉
3/2−∣∣P̄ ∗Σ∗

Q

〉
3/2−

 , (3.3.12)

ψLCS
3/2− = U−1

3/2−ψ
HM
3/2−

=



∣∣∣[Q̄Q]
0
⊗ [q[qq]1]3/2

〉singlet
3/2−∣∣∣[Q̄Q]

1
⊗ [q[qq]1]1/2

〉doublet
3/2−∣∣∣[Q̄Q]

1
⊗ [q[qq]1]3/2

〉triplet
3/2−

 , (3.3.13)

U3/2− =


1
2 − 1√

3

√
15
6

− 1√
3

1
3

√
5
3√

15
6

√
5
3

1
6

 , (3.3.14)

ψHM
5/2− =

( ∣∣P̄ ∗Σ∗
Q

〉
5/2−

)
. (3.3.15)

ψLCS
5/2− = U−1

5/2−ψ
HM
5/2−

=

( ∣∣∣[Q̄Q]
1
⊗ [q[qq]1]3/2

〉triplet
5/2−

)
, (3.3.16)

U5/2− = 1 . (3.3.17)

変換行列の行列要素はスピンの組み換えに伴うクレブシュ-ゴルダン係数から求めることができ

る。9-j 記号を用いた導出方法を付録 Aで解説している。
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3.3.2 有効ラグランジアンとポテンシャル

第 3.3.1節で示した多重項構造は HQSSが成り立っているならばモデルに依存しない。しかし、

どの多重項が束縛状態になるかを議論するにはモデルの詳細による。ここではパイ中間子交換ポ

テンシャル (One-pion exchange potential, OPEP) を用いてヘビーメソン-ヘビーバリオン束縛

状態について議論する。

ヘビーメソン P (∗) とパイ中間子の相互作用ラグランジアンは式 (2.2.14)より

L = gTr
[
H̄aHbγµγ5A

µ
ba

]
, (3.3.18)

である。各場の定義は第 2.2節と同様に

Ha ≡ 1 + v/

2
[P/∗a + iγ5Pa] , (3.3.19)

H̄a = γ0H
†
aγ0 =

[
P ∗†
aµγ

µ + iγ5P
†
a

] 1 + v/

2
(3.3.20)

Aµ =
i

2

(
ξ†∂µξ − ξ∂µξ†

)
, (3.3.21)

ξ = exp

(
i

π̂√
2fπ

)
, (3.3.22)

π̂ =

(
π0/

√
2 π+

π− −π−/
√
2

)
, (3.3.23)

である。ここでパイ中間子の崩壊定数は fπ ≃ 92.4 MeVである。また結合定数 gはチャームメソ

ンの崩壊 D∗ → Dπ から |g| = 0.59と決まる [34]。ヘビークォークのフレーバー対称性があると

考えてヘビークォーク極限でも同じ値を用いる。

ヘビーバリオン Σ
(∗)
Q とパイ中間子の相互作用ラグランジアンは式 (2.3.18)より

L =
3

2
ig1vσϵ

µνρσTr
[
S̄µAνSρ

]
, (3.3.24)

Sµ = B∗µ
6 +

1√
3
(γµ + vµ) γ5B6 , (3.3.25)

と書ける。結合定数 g1 をチャームバリオン Σ∗
c の崩壊から直接は決定できないため、クォークモ

デルによる評価 [30]を用いて g1 = 0.94とし、ヘビークォーク極限でも同じ値を使う。

これらの有効ラグランジアンから OPEPを構成する際、各バーテックスに以下のモノポール型

形状因子を通じてカットオフパラメータ Λが導入される。

F (q) =
Λ2 −m2

π

Λ2 − q2
, (3.3.26)

ここで mπ は交換されるパイ中間子の質量、q はその運動量である。簡単のため P̄ (∗)P̄ (∗)π バー

テックスと Σ
(∗)
Q Σ

(∗)
Q π バーテックスで同じ値のカットオフパラメータを使う。陽子と中性子の束

縛状態である重陽子 (deuteron)の束縛エネルギーを OPEPで再現するには Λ ∼ 900 MeV であ

る。ここではそれを参考に Λ = 1000, 1500 MeVに固定して解析する。OPEPでは有限の軌道角

運動量を持つ成分との結合が寄与するテンソル力が強い引力を生むと知られているが、この解析

では最も簡単な S波状態のみを考えているためテンソル力が含まれていない。本研究の目的は観

測された質量をモデルで再現することではなく、引力下での HQS多重項の振る舞いを理論的に調

べることなので、テンソル力の効果を考慮してカットオフパラメータを大きめに取る。
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ヘビークォークの質量は強い相互作用のスケールより充分に重く非相対論的に扱えるとして 4

元ベクトルの第 0成分を無視する近似を取る。また、発見された Pc ペンタクォークのアイソスピ

ンが 1/2なので以下の計算では全てアイソスピン 1/2へ射影している。

HM基底における各 JP の OPEPは

V HM
π,1/2−(r) =

gg1
f2π

 0 − 1√
3

1√
6

− 1√
3

2
3

1
3
√
2

1√
6

1
3
√
2

5
6

Cπ(r) , (3.3.27)

V HM
π,3/2−(r) =

gg1
f2π

 0 − 1
2
√
3

− 5
2
√
15

− 1
2
√
3

− 1
3

5
6
√
5

− 5
2
√
15

5
6
√
5

1
3

Cπ(r) , (3.3.28)

V HM
π,5/2−(r) = − gg1

2f2π
Cπ(r) , (3.3.29)

と書ける。関数 Cπ(r) の定義は

Cπ(r) =
m2

π

4π

[
e−mπr − e−Λr

r
− Λ2 −m2

π

2Λ
e−Λr

]
, (3.3.30)

であり、スピン-スピン力によるポテンシャル (中心力ポテンシャル)を表す。OPEPは長距離の

核力の振る舞いを表すポテンシャルなので、伝統的な手法にのっとり、デルタ関数部分をポテン

シャルから引き去っている [75, 76]。JP = 1/2−, 3/2− はそれぞれ表 3.1 にある 3 チャネルの結

合があるのでポテンシャルは 3× 3の行列で得られる。

これらのポテンシャルを用いてシュレディンガー方程式を解くことで束縛状態を調べることが

できるが、本研究では HQS多重項に基づいた解析を行うため、第 3.3.1で行った LCS基底への

変換を行う。LCS基底でのポテンシャルはユニタリ変換行列 U を用いて以下のように得られる。

V LCS
π,1/2−(r) = U−1

1/2−V
HM
1/2−U1/2−

=
gg1
f2π

 1 0 0
0 1 0
0 0 − 1

2

Cπ(r) , (3.3.31)

V LCS
π,3/2−(r) = U−1

3/2−V
HM
3/2−U3/2−

=
gg1
f2π

 − 1
2 0 0
0 1 0
0 0 − 1

2

Cπ(r) , (3.3.32)

V LCS
π,5/2−(r) = U−1

5/2−V
HM
5/2−U5/2−

= − gg1
2f2π

Cπ(r) . (3.3.33)

LCS基底ではポテンシャルが対角化されることが分かる。この対角成分は LCS基底における波

動関数の成分に対応している。例えば (3.3.31)の JP = 1/2− のポテンシャルは左上から順に式

(3.3.10)の一重項、二重項、三重項である。HM基底ではポテンシャルに非対角項がある 3チャ

ネル結合問題になっていたが、LCS基底へ変換することで HQS多重項ごとに分離される。
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運動項も同様に HM基底から LCS基底へ変換できる。まず HM基底での運動項は以下のよう

になる。

KHM
1/2− = diag

[
K0

P̄ΣQ
,K0

P̄∗ΣQ
,K0

P̄∗Σ∗
Q

]
, (3.3.34)

KHM
3/2− = diag

[
K0

P̄Σ∗
Q
,K0

P̄∗ΣQ
,K0

P̄∗Σ∗
Q

]
, (3.3.35)

KHM
5/2+ = K0

P̄∗Σ∗
Q
. (3.3.36)

K の定義は

KL
i = − 1

2µi

(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− L(L+ 1)

r2

)
, (3.3.37)

である。i はチャネルを表す添字、L は軌道角運動量、µi はチャネル i の換算質量を意味する。

LCS基底への変換は変換行列 U を用いて

KLCS
JP = U−1

JP K
HM
JP UJP , (3.3.38)

と変換される。注意が必要なのは、ヘビークォーク極限では KLCS
JP の非対角項は無いが、ヘビー

クォークの質量が有限の場合には非対角項が存在することである。これはクォーク質量が有限で

あることからくる HQSSの破れの効果である。つまりヘビークォーク極限では HQS多重項ごと

の単一チャネル問題を解けばよいが、有限質量で計算する場合は HM基底と同様に結合チャネル

問題になっている。ただしこの運動項での HQSSの破れからくる多重項の混合効果は小さいこと

を後ほど示す。

3.3.3 数値計算

ここでは第 3.3.2 節で得た OPEP を用いて質量を変えながらシュレディンガー方程式を解き、

エネルギーの縮退を数値的に見る。シュレディンガー方程式を解く際にガウス展開法 [77, 78] を

用いる。ガウス展開法の詳細は付録 Cで解説している。

ここで結合定数の符号について考える。ヘビーメソンとパイ中間子の結合定数は D∗ → Dπ の

崩壊より絶対値が |g| = 0.59と決まる。多くの研究でその符号は正に取られているが、崩壊から

の評価には符号の不定性*1 がある。この符号の選び方によって束縛状態になりうる HQS多重項

の種類が変わる。式 (3.3.31) - (3.3.33)の OPEPにおいて係数が −1/2になっているチャネルは

g = +0.59の時に引力で、g = −0.59の時に斥力である。係数が +1のチャネルはその逆になる。

多重項の振る舞いを調べるにあたってどちらの符号を使うかが重要になってくる。g の符号とし

て正が採用されることが一般的だが、本研究では多重項の縮退の様子を調べるという理論的興味

のために正と負両方の場合を調べる。

ヘビークォーク極限でのハドロンを扱うためにヘビーメソン (P̄ , P̄ ∗) とヘビーバリオン

*1 本来は g とヘビーバリン-パイ中間子結合定数 g1 の相対符号の不定性である。ただしここでは g1 の符号を正に固
定し、不定性は g が持つとする。
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表 3.2 チャームハドロンとボトムハドロンの質量 [34]。

D̄ D̄∗ B B∗

Mass[MeV] 1867.21 2008.56 5279.48 5324.65

Σc Σ∗
c Σb Σ∗

b

Mass[MeV] 2453.54 2518.13 5813.4 5833.6

表 3.3 表 3.2のハドロン質量を再現するように決めた、式 (3.3.39)-(3.3.42)のパラメータの値。

a[GeV2] b[GeV2] c[GeV2] d[GeV2] w[GeV3] x[GeV3] y[GeV3] z[GeV3]

-2.0798 -1.8685 1.9889 2.0814 2.9468 3.1677 -3.1729 -3.0629

(ΣQ,Σ
∗
Q)の質量を次のようにパラメータ化 [16]する。

MP̄ = 2µ+
a

2µ
+

w

(2µ)2
, (3.3.39)

MP̄∗ = 2µ+
b

2µ
+

x

(2µ)2
, (3.3.40)

MΣQ
= 2µ+

c

2µ
+

y

(2µ)2
, (3.3.41)

MΣ∗
Q
= 2µ+

d

2µ
+

z

(2µ)2
. (3.3.42)

µは P̄ΣQ, P̄Σ
∗
Q, P̄

∗ΣQ, P̄
∗Σ∗

Q の 4種類のチャネルの換算質量を平均化したものであり、ヘビー

クォーク質量をコントロールする質量パラメータである。a, b, c, d, w, x, y, z の 8 つのパラメー

タは表 3.2 の 8 つのチャームハドロン、ボトムハドロンの質量を再現するように決定する。こ

れらのパラメータの値は表 3.3 にまとめている。µ = 1.102 GeV の時チャームハドロンの質量

を、µ = 2.779 GeV の時ボトムハドロンの質量を再現する。µ の値を大きくすることはヘビー

クォークの質量を大きくすることに対応する。本研究では µ = 1-100 GeVの範囲で解析を行う。

µ = 100 GeVの時、P̄ と P̄ ∗ の質量差は 1.0 MeV、ΣQ と Σ∗
Q の質量差は 0.4 MeVという小さ

な値であり、本研究ではこれをヘビークォーク極限として扱う。µの値が小さい場合は式 (3.3.38)

の LCS基底での運動項に非対角項が残るので多重項の混合が起こる。

まず g = +0.59の結果を示す。図 3.3はこの時の引力ポテンシャル

V (r) = − gg1
2f2π

Cπ(r) (3.3.43)

の概形である。図 3.4 はシュレディンガー方程式を解いて得られた固有エネルギーである。横

軸は質量パラメータ µ [GeV] で、縦軸は P̄ΣQ のしきい値から測った束縛解のエネルギーであ

る。それぞれのラベルは得られた固有状態の中で最も主要な成分の名前で定義している。ヘビー

クォーク極限では P̄ΣQ, P̄Σ
∗
Q, P̄

∗ΣQ, P̄
∗Σ∗

Q の 4チャネルのしきい値は全て同じだが有限質量で

は HQSS の破れの効果によりそれぞれのしきい値が異なる。スピン 3/2 では P̄Σ∗
Q が、スピン

5/2では P̄ ∗Σ∗
Q が最低のしきい値を持つチャネルなので、µが小さい範囲ではエネルギーが正に

なっているがいずれも束縛状態を表している。µ = 100 GeV で 4 つの束縛状態は全て縮退して

おり、束縛エネルギーは Λ = 1000 MeVの時 −13.7 MeV、Λ = 1500 MeVの時 −22.3 MeVで

ある。
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図 3.3 g = +0.59 とした時の引力ポテンシャル V (r) = − gg1
2f2

π
Cπ(r) の概形。紫実線は

Λ = 1000 MeV、緑点線は Λ = 1500 MeVの場合。

表 3.4 g = +0.59,Λ = 1000 MeVで得られた束縛解の波動関数の成分比 (%)。”-” は束縛解

が得られなかったパラメータを意味する。

Spin1/2 triplet Spin3/2 singlet Spin3/2 triplet

µ[GeV] singlet doublet triplet singlet doublet triplet singlet doublet triplet

1 0.8 0 99.2 - - - 1.6 0 98.4

2 0 0 100 - - - 0.9 0 99.1

3 0 0 100 100 0 0 0 0 100

図 3.4を見ると µが小さい時は HQSSの破れによって質量の縮退が解けている。また運動項の

非対角項があるために多重項の混合が起こる。µ = 1-3 GeV 、Λ = 1000 MeV の時の多重項の成

分比を表 3.4にまとめている。ただし JP = 5/2− は三重項成分のみで自明なため書いていない。

µ = 1− 2 GeVではわずかに異なる多重項成分が混ざっているがその割合は小さい。µ ≥ 3 GeV

では多重項が完全に分離している。このことから有限質量であっても運動項の非対角成分による

HQSSの破れの効果は非常に小さいことが分かる。

次に g = −0.59 の場合の結果を示す。引力を持つ多重項は JP = 1/2− 一重項と JP =

(1/2−, 3/2−)二重項であり、その引力ポテンシャルは

V (r) =
gg1
f2π

Cπ(r) (3.3.44)

と書かれる。g = +0.59 の場合と比べてポテンシャルは 2 倍大きい。得られた固有エネルギー

を図 3.5 に示す。µ = 100 GeV で全ての束縛状態が縮退しており、その束縛エネルギーは

Λ = 1000 MeVで −29.5 MeV、Λ = 1500 MeVで −48.1 MeVである。µが小さくなると縮退

が解ける点は g = +0.59の場合同じだが、引力が強いために µ = 1 GeVでもすべての状態が束

縛している点が異なる。波動関数の成分比は表 3.5のようになった。こちらも、HQSSの破れに

よる運動項の非対角項の効果は小さい事がわかる。
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図 3.4 g = +0.59の時の P̄ (∗)Σ
(∗)
Q 分子状態の固有エネルギー。上図は Λ = 1000 MeVの場

合、下図は Λ = 1500 MeVの場合。これらのエネルギーは P̄ΣQ のしきい値から測っている。

表 3.5 g = −0.59,Λ = 1000 MeVで得られた束縛解の波動関数の成分比 (%)。

Spin1/2 singlet Spin1/2 doublet Spin3/2 doublet

µ[GeV] singlet doublet triplet singlet doublet triplet singlet doublet triplet

1 96.1 3.9 0 3.4 96.5 0.1 0 99.9 0.1

2 99.8 0.2 0 0.1 99.9 0 0 100 0

3 100 0 0 0 100 0 0 100 0
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図 3.5 g = −0.59の時の P̄ (∗)Σ
(∗)
Q 分子状態の固有エネルギー。上図は Λ = 1000 MeVの場

合、下図は Λ = 1500 MeVの場合。これらのエネルギーは P̄ΣQ のしきい値から測っている。

3.3.4 議論

第 3.3.3 節では結合定数の符号によって束縛状態になる多重項が異なること、束縛状態のエ

ネルギーはヘビークォーク極限で縮退することをシュレディンガー方程式を解くことで示した。

g = +0.59の場合は JP = 3/2一重項と JP = (1/2−, 3/2−, 5/2−)三重項が、g = −0.59の場合

は JP = 1/2 一重項と JP = (1/2−, 3/2−) 二重項が引力チャネルであった。これらの多重項は

LCS基底でのポテンシャルの係数を見ると −1/2 のチャネルと +1 のチャネルに分かれている。

係数が −1/2になっているのは JP = 3/2− 一重項と JP = (1/2−, 3/2−, 5/2−)三重項である。

同一のポテンシャルを持つためヘビークォーク極限ではこの一重項と三重項の縮退が起こり、四重
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項として振る舞うことになる。この 2つの多重項の共通点はライトクラウドスピンの構造である。

どちらも [q[qq]1]3/2 という構造を持っている。現在考えているポテンシャルは軽いクォークで構

成されたパイ中間子の交換であるため、相互作用に寄与するのは軽いクォークのみでありヘビー

クォークのスピン構造に依存しない。従って同じライトクラウドスピンを持つ 2つの多重項は同

じポテンシャルになる。同様に [q[qq]1]1/2 というライトクラウドスピンを持つ JP = 1/2− 一重

項と JP = (1/2−, 3/2−)二重項はどちらもポテンシャルの係数が +1である。ここで考えている

ポテンシャルは OPEPのみだが、パイ中間子以外の交換相互作用を導入してもそれが軽いクォー

クからなる中間子交換であればその振る舞いはライトクラウドスピンの構造にのみ依存する。

上記の理由から、HQS 一重項と三重項 (または一重項と二重項) が縮退している。しかし、

HQSSの効果によりそれぞれの多重項で崩壊先が異なるため区別することができる。一重項の場

合 QQ̄のスピンは 0であり、三重項 (二重項)の場合はスピン 1である。このスピンが保存される

ことから、それぞれが結合するヘビークォーコニウムのスピンが異なる。よって一重項はスピン 0

のクォーコニウム (チャーモニウムなら ηc)のチャネルへ、三重項 (二重項)はスピン 1のクォー

コニウム (チャーモニウムなら J/ψ)のチャネルへ崩壊することが分かる。現実ではクォーク質量

が有限なので HQSSは破れているが、その破れが小さいならばスピン 0と 1のクォーコニウムへ

の崩壊分岐比からそのスピン構造を類推することができる。

図 3.6 は g = +0.59、Λ = 1000 MeV の場合の数値計算結果と実験で測定された Pc ペンタ

クォークの質量との比較である。上図は 2015年の実験結果 [6]、下図は 2019年の実験結果 [9]と

比較している。2015 年の結果との比較から、Pc(4380) は HQS 三重項に属する JP = 3/2− の

束縛状態に対応している。そのスピンパートナーとなる JP = 1/2− の束縛状態も解が存在し、

4320MeV付近の質量を持つ Pc ペンタクォークの存在を予言できる。一方、5/2− の束縛状態は

チャームクォーク領域には存在しない。また Pc(4450) に対応する束縛状態もこの計算からは得

られていない。2019 年の結果と比較すると、束縛状態の存在を予言していた 4320MeV 付近に

Pc(4312)が発見された。これは HQS三重項の内の JP = 1/2− の状態に対応し、Pc(4380)のス

ピンパートナーだと推測できる。Pc(4440), Pc(4457)についてはやはり本研究の計算からは束縛

状態が得られない。これらの解析には共鳴状態の取り扱いが必要である。

チャームハドロンに対応するパラメータでは HQS三重項に属する JP = 1/2−, 3/2− しか束縛

状態が存在しないが、ボトムハドロンに対応するパラメータならば三重項に属する全てと一重項の

計４種類の束縛状態が存在する。よって hidden-bottom ペンタクォークが将来の実験で発見され

る場合には三重項の全ての状態が発見されると期待される。そして一重項の束縛状態を発見でき

る可能性がある。すでに述べたとおり HQSSの破れがなければ一重項と三重項では粒子の崩壊先

が異なるため、ボトモニウムへの崩壊から多重項構造を推測することができる。Pc ペンタクォー

クがスピン 1のチャーモニウムである J/ψ へ崩壊するのと同様にスピン 1のボトモニウムである

Υへ崩壊していれば HQS三重項に属すると考えられる。さらに、スピン 0の ηb へ崩壊が観測さ

れれば一重項の束縛状態の可能性が高い。これらの測定からスピン多重項構造を確認することが

できれば本研究で提案するライトクラウドスピン基底によるモデルの検証が進むと期待できる。

本節では相対軌道角運動量 S 波の場合を解析した。しかし有限の軌道角運動量へ拡張した議

論も必要である。LHCb 実験で発見されたペンタクォークのパリティは不明であるが、正パリ

ティの解析をするには P波分子状態を考える必要がある。また、パリティが負であったとしても

OPEPではテンソル力の効果が重要である。テンソル力は有限の軌道角運動量を持つチャネルと

の結合から現れ、強い引力ポテンシャルを生む。例えば重陽子では S 波チャネルと D 波チャネ
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図 3.6 g = +0.59、Λ = 1000 MeVの時の P̄ (∗)Σ
(∗)
Q 分子状態の固有エネルギーと LHCbか

ら報告された実験結果との比較。µ = 1.102, 2.779 GeVでそれぞれ、チャームハドロン分子状

態とボトムハドロン分子状態に対応する。µ = 1.102を表す縦線上の四角は実験で測定された

Pc ペンタクォークの質量の値を誤差を含めて示している。上図は 2015 年の実験結果 [6]、下

図は 2019年の実験結果 [9]と比較している。

ルの結合によるテンソル力の寄与が大きいことが知られている。よって軌道角運動量を導入した

LCS基底の議論として、次節では P波分子状態について解析する。

3.4 P̄ (∗)Σ
(∗)
Q 分子状態の HQS多重項構造：P波の場合

相対軌道角運動量を持つ分子状態を LCS 基底で扱うため、既に第 3.2 節でも解説している通

り、軌道角運動量はライトクラウド内にあると仮定する。複数のヘビークォークがある系ではヘ
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表 3.6 P波の P̄ (∗)Σ
(∗)
Q 分子状態が取りうるスピンとパリティ (JP )の組。

(
2S+1LJ

)
はメソ

ンとバリオンの合成スピン S、軌道角運動量 L、全角運動量 J を表す。

JP

1
2

+
P̄ΣQ

(
2P1/2

)
, P̄Σ∗

Q

(
4P1/2

)
, P̄ ∗ΣQ

(
2P1/2

)
, P̄ ∗ΣQ

(
4P1/2

)
, P̄ ∗Σ∗

Q

(
2P1/2

)
, P̄ ∗Σ∗

Q

(
4P1/2

)
3
2

+
P̄ΣQ

(
2P3/2

)
, P̄Σ∗

Q

(
4P3/2

)
, P̄ ∗ΣQ

(
2P3/2

)
, P̄ ∗ΣQ

(
4P3/2

)
,

P̄ ∗Σ∗
Q

(
2P3/2

)
, P̄ ∗Σ∗

Q

(
4P3/2

)
, P̄ ∗Σ∗

Q

(
6P3/2

)
5
2

+
P̄Σ∗

Q

(
4P5/2

)
, P̄ ∗ΣQ

(
4P5/2

)
, P̄ ∗Σ∗

Q

(
4P5/2

)
, P̄ ∗Σ∗

Q

(
6P5/2

)
7
2

+
P̄ ∗Σ∗

Q

(
6P7/2

)

ビークォークの励起を考えると有効理論の最低次でも HQSSが破れてしまう [73, 74]。チャーモ

ニウムやボトモニウムの励起状態は存在するので現実のペンタクォークの質量などを定量的に議

論する場合はこの破れの効果は重要になるだろうが、本研究はヘビークォーク極限での HQS多重

項構造を調べることを主目的としているためヘビークォークの励起は考慮しない。

3.4.1 HQS多重項構造

P波分子状態が取りうるスピン・パリティの組を表 3.6に示す。これらの状態の HM基底での

スピン構造は

P̄ΣQ

(
2P
)
=

[
P
[[
Q̄q
]
0
[Q [qq]1]1/2

]
1/2

]
=

1

2
⊕ 3

2
, (3.4.1)

P̄Σ∗
Q

(
4P
)
=

[
P
[[
Q̄q
]
0
[Q [qq]1]3/2

]
3/2

]
=

1

2
⊕ 3

2
⊕ 5

2
, (3.4.2)

P̄ ∗ΣQ

(
2P
)
=

[
P
[[
Q̄q
]
1
[Q [qq]1]1/2

]
1/2

]
=

1

2
⊕ 3

2
, (3.4.3)

P̄ ∗ΣQ

(
4P
)
=

[
P
[[
Q̄q
]
1
[Q [qq]1]1/2

]
3/2

]
=

1

2
⊕ 3

2
⊕ 5

2
, (3.4.4)

P̄ ∗Σ∗
Q

(
2P
)
=

[
P
[[
Q̄q
]
1
[Q [qq]1]3/2

]
1/2

]
=

1

2
⊕ 3

2
, (3.4.5)

P̄ ∗Σ∗
Q

(
4P
)
=

[
P
[[
Q̄q
]
1
[Q [qq]1]3/2

]
3/2

]
=

1

2
⊕ 3

2
⊕ 5

2
, (3.4.6)

P̄ ∗Σ∗
Q

(
6P
)
=

[
P
[[
Q̄q
]
1
[Q [qq]1]3/2

]
5/2

]
=

3

2
⊕ 5

2
⊕ 7

2
, (3.4.7)
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となる。次に S波の場合と同じように LCS基底でのスピン構造を考えると以下のようになる。

(s-1) :

[[
Q̄Q
]
0

[
P [q [qq]1]1/2

]
1/2

]
=

1

2
, (3.4.8)

(s-2) :

[[
Q̄Q
]
0

[
P [q [qq]1]3/2

]
1/2

]
=

1

2
, (3.4.9)

(s-3) :

[[
Q̄Q
]
0

[
P [q [qq]1]1/2

]
3/2

]
=

3

2
, (3.4.10)

(s-4) :

[[
Q̄Q
]
0

[
P [q [qq]1]3/2

]
3/2

]
=

3

2
, (3.4.11)

(s-5) :

[[
Q̄Q
]
0

[
P [q [qq]1]3/2

]
5/2

]
=

5

2
, (3.4.12)

(d-1) :

[[
Q̄Q
]
1

[
P [q [qq]1]1/2

]
1/2

]
=

1

2
⊕ 3

2
, (3.4.13)

(d-2) :

[[
Q̄Q
]
1

[
P [q [qq]1]3/2

]
1/2

]
=

1

2
⊕ 3

2
, (3.4.14)

(t-1) :

[[
Q̄Q
]
1

[
P [q [qq]1]1/2

]
3/2

]
=

1

2
⊕ 3

2
⊕ 5

2
, (3.4.15)

(t-2) :

[[
Q̄Q
]
1

[
P [q [qq]1]3/2

]
3/2

]
=

1

2
⊕ 3

2
⊕ 5

2
, (3.4.16)

(t-3) :

[[
Q̄Q
]
1

[
P [q [qq]1]3/2

]
5/2

]
=

3

2
⊕ 5

2
⊕ 7

2
. (3.4.17)

全部で 10 種類の HQS 多重項があり、s-1 から s-5 は一重項、d-1 と d-2 二重項、t-1 から t-3

は三重項である。HM基底と LCS基底間の変換も S波の場合と同様にユニタリ行列 U を用いて

ψLCS
JP = U−1

JP ψ
HM
JP と変換する。

ψHM
1/2+ =



P̄ΣQ

(
2P1/2

)
P̄Σ∗

Q

(
4P1/2

)
P̄ ∗ΣQ

(
2P1/2

)
P̄ ∗ΣQ

(
4P1/2

)
P̄ ∗Σ∗

Q

(
2P1/2

)
P̄ ∗Σ∗

Q

(
4P1/2

)

 , (3.4.18)

ψLCS
1/2+ =



[[
Q̄Q
]
0

[
P [q [qq]1]1/2

]
1/2

]singlet−1

1/2[[
Q̄Q
]
0

[
P [q [qq]1]3/2

]
1/2

]singlet−2

1/2[[
Q̄Q
]
1

[
P [q [qq]1]1/2

]
1/2

]doublet−1

1/2[[
Q̄Q
]
1

[
P [q [qq]1]3/2

]
1/2

]doublet−2

1/2[[
Q̄Q
]
1

[
P [q [qq]1]1/2

]
3/2

]triplet−1

1/2[[
Q̄Q
]
1

[
P [q [qq]1]3/2

]
3/2

]triplet−2

1/2



, (3.4.19)
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U1/2+ =



1
2 0

√
3

18
2
√
6

9

√
6
9

√
30
9

0 1
2

2
√
6

9
5
√
3

18 −
√
3
9 −

√
15
9

−
√
3
6 0 − 5

18
2
√
2

9 − 5
√
2

9

√
10
9

0 −
√
3
3 − 2

√
2

9
5
9

1
9 − 2

√
5

9√
6
3 0 −

√
2
9 − 2

9 − 4
9 −

√
5
9

0
√
15
6 − 2

√
10
9

√
5

18

√
5
9 − 1

9


, (3.4.20)

ψHM
3/2+ =



P̄ΣQ

(
2P3/2

)
P̄Σ∗

Q

(
4P3/2

)
P̄ ∗ΣQ

(
2P3/2

)
P̄ ∗ΣQ

(
4P3/2

)
P̄ ∗Σ∗

Q

(
2P3/2

)
P̄ ∗Σ∗

Q

(
4P3/2

)
P̄ ∗Σ∗

Q

(
6P3/2

)


, (3.4.21)

ψLCS
3/2+ =



[[
Q̄Q
]
0

[
P [q [qq]1]1/2

]
3/2

]singlet−3

3/2[[
Q̄Q
]
0

[
P [q [qq]1]3/2

]
3/2

]singlet−4

3/2[[
Q̄Q
]
1

[
P [q [qq]1]1/2

]
1/2

]doublet−1

3/2[[
Q̄Q
]
1

[
P [q [qq]1]3/2

]
1/2

]doublet−2

3/2[[
Q̄Q
]
1

[
P [q [qq]1]1/2

]
3/2

]triplet−1

3/2[[
Q̄Q
]
1

[
P [q [qq]1]3/2

]
3/2

]triplet−2

3/2[[
Q̄Q
]
1

[
P [q [qq]1]3/2

]
5/2

]triplet−3

3/2



, (3.4.22)

U3/2+ =



1
2 0 −

√
3
9

√
6

18 −
√
15
18

2
√
3

9

√
2
2

0 1
2 −

√
15
9

√
30
18

2
√
3

9
11

√
15

90 −
√
10
10

−
√
3
6 0 5

9

√
2

18
5
√
5

18
2
9

√
6
6

0 −
√
3
3

√
5
9

√
10
9 − 2

9
11

√
5

45 −
√
30
15√

6
3 0 2

√
2

9 − 1
18

√
10
9 −

√
2
9 −

√
3
6

0
√
15
6

5
9

√
2

18 − 2
√
5

9
11
90 −

√
6

30

0 0 0
√
3
2 0 −

√
6
5

1
10


, (3.4.23)

ψHM
5/2+ =


P̄Σ∗

Q

(
4P5/2

)
P̄ ∗ΣQ

(
4P5/2

)
P̄ ∗Σ∗

Q

(
4P5/2

)
P̄ ∗Σ∗

Q

(
6P5/2

)
 , (3.4.24)
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ψLCS
5/2+ =



[[
Q̄Q
]
0

[
P [q [qq]1]3/2

]
5/2

]singlet−5

5/2[[
Q̄Q
]
1

[
P [q [qq]1]1/2

]
3/2

]triplet−1

5/2[[
Q̄Q
]
1

[
P [q [qq]1]3/2

]
3/2

]triplet−2

5/2[[
Q̄Q
]
1

[
P [q [qq]1]3/2

]
5/2

]triplet−3

5/2


, (3.4.25)

U5/2+ =


1
2 −

√
3
3

√
15
15

√
35
10

−
√
3
3

1
3

2
√
5

15

√
105
15√

15
6

√
5
3

1
15

√
21
30

0 0
√
21
5 − 2

5

 , (3.4.26)

ψHM
7/2+ =

(
P̄ ∗Σ∗

Q

(
6P7/2

) )
. (3.4.27)

ψLCS
7/2+ =

[[
Q̄Q
]
1

[
P [q [qq]1]3/2

]
5/2

]triplet−3

7/2

, (3.4.28)

U7/2+ = 1 . (3.4.29)

3.4.2 ポテンシャル

次に第 3.3.2節と同様の有効ラグランジアンから OPEPを導出して議論する。HM基底と LCS

基底での OPEPはそれぞれ以下のように得られる。

V HM
1/2+ =



0 0 −
√
3
3 C

√
6
3 T

√
6
6 C

√
30
30 T

0 0
√
6
6 T −

√
3
6 C −

√
3
6 T −

√
3
6 T −

√
15
6 C + 2

√
15

15 T

−
√
3
3 C

√
6
6 T

2
3C

√
2
3 T

√
2
6 C

2
√
10

15 T
√
6
3 T −

√
3
6 C −

√
3
6 T

√
2
3 T − 1

3C + 2
3T

1
6T

√
5
6 C −

√
5

30 T√
6
6 C −

√
3
6 T

√
2
6 C

1
6T

5
6C − 7

√
5

30 T√
30
30 T −

√
15
6 C + 2

√
15

15 T 2
√
10

15 T
√
5
6 C −

√
5

30 T − 7
√
5

30 T
1
3C + 8

15T


gg1
f2π

,

(3.4.30)

V LCS
1/2+ = U−1

1/2+V
HM
1/2+U1/2+

=



C −
√
2
2 T 0 0 0 0

−
√
2
2 T − 1

2C + T 0 0 0 0

0 0 C −
√
2
2 T 0 0

0 0 −
√
2
2 T − 1

2C + T 0 0

0 0 0 0 C
√
5

10 T

0 0 0 0
√
5

10 T − 1
2C − 4

5T


gg1
f2π

, (3.4.31)



34 第 3章 ペンタクォークの HQS多重項構造

V HM
3/2+ =



0 0 −
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
5

6
C + 2

√
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√
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√
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100
T

3
√
2
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T 21

√
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100
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√
6
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T 7

√
30
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T −

√
3

5
T − 7

√
6

100
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2
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T


gg1
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π

,

(3.4.32)

V LCS
3/2+ = U−1

3/2+V
HM
3/2+U3/2+

=



C
√
5

10 T 0 0 0 0 0√
5

10 T − 1
2C − 4
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0 0 C −
√
2
2 T 0 0 0

0 0 −
√
2
2 T − 1

2C + T 0 0 0

0 0 0 0 C
√
5

10 T 0

0 0 0 0
√
5
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
gg1
f2π

,

(3.4.33)

V HM
5/2+ =


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√
3
6 C −

√
3

30 T −
√
15
6 C + 2

√
15

75 T − 3
√
35
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−
√
3
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√
3

30 T − 1
3C + 2

15T
√
5
6 C −

√
5

150T −
√
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−
√
15
6 C + 2

√
15

75 T
√
5
6 C −

√
5
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1
3C + 8

75T
√
21
50 T

− 3
√
35

50 T −
√
105
50 T

√
21
50 T − 1

2C − 16
25T

 gg1
f2π

,

(3.4.34)

V LCS
5/2+ = U−1

5/2+V
HM
5/2+U5/2+

=


− 1

2C + 1
5T 0 0 0

0 C
√
5

10 T 0

0
√
5

10 T − 1
2C − 4

5T 0
0 0 0 − 1

2C + 1
5T

 gg1
f2π

, (3.4.35)

V HM
7/2+ =

gg1
f2π

[
−1

2
C +

1

5
T

]
, (3.4.36)

V LCS
7/2+ = U−1

7/2+V
HM
7/2+U7/2+

=
gg1
f2π

[
−1

2
C +

1

5
T

]
. (3.4.37)

ここで Cπ(r)は式 (3.3.30)と同じスピン-スピン力ポテンシャル、Tπ(r)はテンソル力ポテンシャ

ルで

Tπ(r) =
1

4π

[
m2

πr
2 + 3mπr + 3

r3
e−mπr − Λ2r2 + 3Λr + 3

r3
e−Λr

−Λ2 −m2
π

2r
e−Λr − Λ3 − Λm2

π

2
e−Λr

]
, (3.4.38)

と書ける。なお上記のポテンシャルの式中では添字や引数を省略して C, T としている。図 3.7は

これらの概形である。テンソル力が深い引力ポケットを持つことが見て取れる。
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図 3.7 カットオフパラメータ Λ = 1000 MeVでのスピン-スピン力ポテンシャル Cπ(r)とテ

ンソル力ポテンシャル Tπ(r)の概形。引力ポテンシャルとなるように符号を負に取っている。

HM基底での運動項は式 (3.3.37)の定義を用いると次のように書ける。

KHM
1/2+ = diag

[
K1

P̄ΣQ
,K1

P̄Σ∗
Q
,K1

P̄∗ΣQ
,

K1
P̄∗ΣQ

,K1
P̄∗Σ∗

Q
,K1

P̄∗Σ∗
Q

]
, (3.4.39)

KHM
3/2+ = diag

[
K1

P̄ΣQ
,K1

P̄Σ∗
Q
,K1

P̄∗ΣQ
,

K1
P̄∗ΣQ

,K1
P̄∗Σ∗

Q
,K1

P̄∗Σ∗
Q
,K1

P̄∗Σ∗
Q

]
, (3.4.40)

KHM
5/2+ = diag

[
K1

P̄Σ∗
Q
,K1

P̄∗ΣQ
,K1

P̄∗Σ∗
Q
,K1

P̄∗Σ∗
Q

]
, (3.4.41)

KHM
7/2+ = K1

P̄∗Σ∗
Q
. (3.4.42)

LCS基底への変換は S波と同様に

KLCS
JP = U−1

JP K
HM
JP UJP , (3.4.43)

と変換する。ヘビークォーク極限では LCS基底の運動項も対角化されているが、有限質量では非

対角成分があることも S波と同様である。

3.4.3 計算結果

第 3.3.3 節の質量パラメータ µ を用いて µ = 1 − 100 GeV の範囲でシュレディンガー

方程式を解く。S 波の計算ではテンソル力が無いことからカットオフパラメータを大きめに

Λ = 1000, 1500 MeVと取ったが、P波ではテンソル力が含まれるので Λ = 800, 900, 1000 MeV

として計算する。図 3.8- 3.12 は各ライトクラウドスピンの構造ごとに得られた固有エネルギーで

ある。 また表 3.7 -3.11 はいくつかの µの値を取った時の多重項の成分比である。この比は束縛
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図 3.8 g = +0.59 の時の (s-1) と (d-1) のエネルギー。これらはライトクラウドスピン[
P
[
q [qq]1

]
1/2

]
1/2
を持つ。カットオフパラメータはそれぞれ (a) 800 MeV, (b) 900 MeV

and (c) 1000 MeVである。エネルギーは P̄ΣQ のしきい値から測っている。各ラベルは波動

関数の最も主要な成分から定義されている。
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図 3.9 g = +0.59 の時の (s-4) と (t-2) のエネルギー。これらはライトクラウドスピン[
P
[
q [qq]1

]
3/2

]
3/2
を持つ。カットオフパラメータはそれぞれ (a) 800 MeV, (b) 900 MeV

and (c) 1000 MeVである。エネルギーは P̄ΣQ のしきい値から測っている。各ラベルは波動

関数の最も主要な成分から定義されている。
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図 3.10 g = −0.59 の時の (s-3) と (t-1) のエネルギー。これらはライトクラウドスピン[
P
[
q [qq]1

]
1/2

]
3/2
を持つ。カットオフパラメータはそれぞれ (a) 800 MeV, (b) 900 MeV

and (c) 1000 MeVである。エネルギーは P̄ΣQ のしきい値から測っている。各ラベルは波動

関数の最も主要な成分から定義されている。
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図 3.11 g = −0.59 の時の (s-2) と (d-2) のエネルギー。これらはライトクラウドスピン[
P
[
q [qq]1

]
3/2

]
1/2
を持つ。カットオフパラメータはそれぞれ (a) 800 MeV, (b) 900 MeV

and (c) 1000 MeVである。エネルギーは P̄ΣQ のしきい値から測っている。各ラベルは波動

関数の最も主要な成分から定義されている。
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図 3.12 g = −0.59 の時の (s-5) と (t-3) のエネルギー。これらはライトクラウドスピン[
P
[
q [qq]1

]
3/2

]
5/2
を持つ。カットオフパラメータはそれぞれ (a) 800 MeV, (b) 900 MeV

and (c) 1000 MeVである。エネルギーは P̄ΣQ のしきい値から測っている。各ラベルは波動

関数の最も主要な成分から定義されている。



3.4 P̄ (∗)Σ
(∗)
Q 分子状態の HQS多重項構造：P波の場合 41

表 3.7 Λ = 900 MeV の時の図 3.8 における singlet-1 と doublet-1 の波動関数の成分

比。”-” は束縛状態が得られなかったことを意味する。

Spin1/2 singlet-1 Spin1/2 doublet-1

µ[GeV] s-1 s-2 d-1 d-2 t-1 t-2 s-1 s-2 d-1 d-2 t-1 t-2

1 - - - - - - - - - - - -

2 - - - - - - - - - - - -

3 - - - - - - - - - - - -

4 75.1 24.3 0.5 0.1 0.0 0.0 0.5 0.1 75.1 24.3 0.0 0.0

5 75.4 24.4 0.2 0.0 0.0 0.0 0.2 0.0 75.4 24.4 0.0 0.0

10 75.9 24.1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 75.9 24.1 0.0 0.0

100 76.0 24.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 76.0 24.0 0.0 0.0

Spin3/2 doublet-1

µ[GeV] s-1 s-2 d-1 d-2 t-1 t-2 t-3

1 - - - - - -

2 - - - - - -

3 - - - - - -

4 0.0 0.0 74.9 25.1 0.0 0.0 0.0

5 0.0 0.0 75.5 24.5 0.0 0.0 0.0

10 0.0 0.0 76.0 24.0 0.0 0.0 0.0

100 0.0 0.0 76.0 24.0 0.0 0.0 0.0

状態の波動関数より ∫
dr|ψi|2∑

i

∫
dr|ψi|2

, (3.4.44)

と定義している。添字 i は波動関数の成分を意味する。図 3.8- 3.12 の束縛解のラベルは波動関

数の最も主要な成分の名前で付けている。例えば表 3.7 のスピン 1/2 一重項は式 (3.4.8) で定義

された一重項 (s-1) がメインである。したがって図 3.8 でのこの束縛状態のラベルは ”Spin1/2

singlet-1”と付けられている。

g = +0.59の場合、ライトクラウドが
[
P [q [qq]1]1/2

]
1/2
と
[
P [q [qq]1]3/2

]
3/2
である多重項が

引力ポテンシャルを持つ。図 3.8はライトクラウド
[
P [q [qq]1]1/2

]
1/2
のエネルギーで式 (3.4.8)

の JP = 1/2+ 一重項と式 (3.4.13) の JP = (1/2+, 3/2+) 二重項に対応する。これらのエネ

ルギーは P̄ΣQ のしきい値から測られており µ の全範囲でほぼ縮退している。図 3.9 はライト

クラウド
[
P [q [qq]1]3/2

]
3/2
のエネルギーで式 (3.4.11) の JP = 3/2+ 一重項と式 (3.4.16) の

JP = (1/2+, 3/2+, 5/2+)三重項に対応する。スピン 1/2と 3/2の状態は最も小さいしきい値が

P̄ΣQ だがスピン 5/2状態は P̄Σ∗
Q である。そのため、スピン 5/2状態は束縛状態であってもエネ

ルギーが正の値をとっている。

g = −0.59の場合、
[
P [q [qq]1]1/2

]
3/2

,
[
P [q [qq]1]3/2

]
1/2

,
[
P [q [qq]1]3/2

]
5/2
の 3種類のライ

トクラウドスピン構造が引力になる。図 3.10はライトクラウド
[
P [q [qq]1]1/2

]
3/2
のエネルギー

で式 (3.4.10)の JP = 3/2+ 一重項と式 (3.4.15)の JP = (1/2+, 3/2+, 5/2+)三重項に対応する。
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表 3.8 Λ = 900 MeVの時の図 3.9における singlet-4 と triplet-2 の波動関数の成分比。”-”

は束縛状態が得られなかったことを意味する。

Spin1/2 triplet-2 Spin3/2 singlet-4

µ[GeV] s-1 s-2 d-1 d-2 t-1 t-2 s-3 s-4 d-1 d-2 t-1 t-2 t-3

1 - - - - - - - - - - - -

2 0.0 0.0 0.0 0.0 4.8 95.2 4.7 94.0 0.0 0.0 0.0 1.3 0.0

3 0.0 0.0 0.0 0.0 4.8 95.2 4.8 95.2 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

4 0.0 0.0 0.0 0.0 4.8 95.2 4.8 95.2 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

5 0.0 0.0 0.0 0.0 4.8 95.2 4.8 95.2 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

10 0.0 0.0 0.0 0.0 4.8 95.2 4.8 95.2 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

100 0.0 0.0 0.0 0.0 4.8 95.2 4.9 95.1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Spin3/2 triplet-2 Spin5/2 triplet-2

µ[GeV] s-3 s-4 d-1 d-2 t-1 t-2 t-3 s-5 t-1 t-2 t-3

1 - - - - - - - - - - -

2 0.0 1.3 0.0 0.0 4.7 94.0 0.0 0.0 4.7 95.3 0.0

3 0.0 0.0 0.0 0.0 4.8 95.2 0.0 0.0 4.8 95.2 0.0

4 0.0 0.0 0.0 0.0 4.8 95.2 0.0 0.0 4.8 95.2 0.0

5 0.0 0.0 0.0 0.0 4.8 95.2 0.0 0.0 4.8 95.2 0.0

10 0.0 0.0 0.0 0.0 4.8 95.2 0.0 0.0 4.8 95.2 0.0

100 0.0 0.0 0.0 0.0 4.8 95.2 0.0 0.0 4.8 95.2 0.0

表 3.9 Λ = 900 MeV の時の図 3.10 における singlet-3 と triplet-1 の波動関数の成分

比。”-” は束縛状態が得られなかったことを意味する。

Spin1/2 triplet-1 Spin3/2 singlet-3

µ[GeV] s-1 s-2 d-1 d-2 t-1 t-2 s-3 s-4 d-1 d-2 t-1 t-2 t-3

1 - - - - - - - - - - - -

2 - - - - - - - - - - - -

3 - - - - - - - - - - - -

4 - - - - - - - - - - - -

5 - - - - - - - - - - - -

10 0.0 0.0 0.0 0.0 95.5 4.5 95.4 4.6 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

100 0.0 0.0 0.0 0.0 95.1 4.9 95.1 4.9 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Spin3/2 triplet-1 Spin5/2 triplet-1

µ[GeV] s-3 s-4 d-1 d-2 t-1 t-2 t-3 s-5 t-1 t-2 t-3

1 - - - - - - - - - - -

2 - - - - - - - - - - -

3 - - - - - - - - - - -

4 - - - - - - - - - - -

5 - - - - - - - - - - -

10 0.0 0.0 0.0 0.0 95.4 4.6 0.0 0.0 95.3 4.7 0.0

100 0.0 0.0 0.0 0.0 95.2 4.8 0.0 0.0 95.3 4.7 0.0
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表 3.10 Λ = 900 MeV の時の図 3.11 における singlet-2 と doublet-2 の波動関数の成分

比。”-” は束縛状態が得られなかったことを意味する。

Spin1/2 singlet-2 Spin1/2 doublet-2

µ[GeV] s-1 s-2 d-1 d-2 t-1 t-2 s-1 s-2 d-1 d-2 t-1 t-2

1 23.0 73.0 1.2 2.8 0.0 0.0 1.2 2.8 23.0 73.0 0.0 0.0

2 23.2 74.8 0.6 1.4 0.0 0.0 0.6 1.4 23.2 74.8 0.0 0.0

3 24.0 75.1 0.1 0.8 0.0 0.0 0.1 0.8 23.9 75.1 0.0 0.0

4 23.9 75.7 0.0 0.4 0.0 0.0 0.0 0.4 23.9 75.7 0.0 0.0

5 24.0 75.9 0.0 0.1 0.0 0.0 0.0 0.1 24.0 75.9 0.0 0.0

10 24.1 75.9 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 24.1 75.9 0.0 0.0

100 24.1 75.9 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 24.1 75.9 0.0 0.0

Spin3/2 doublet-2

µ[GeV] s-1 s-2 d-1 d-2 t-1 t-2 t-3

1 0.0 0.0 24.3 75.7 0.0 0.0 0.0

2 0.0 0.0 24.1 75.9 0.0 0.0 0.0

3 0.0 0.0 24.0 76.0 0.0 0.0 0.0

4 0.0 0.0 23.9 76.1 0.0 0.0 0.0

5 0.0 0.0 23.9 76.1 0.0 0.0 0.0

10 0.0 0.0 24.1 75.9 0.0 0.0 0.0

100 0.0 0.0 24.1 75.9 0.0 0.0 0.0

表 3.11 Λ = 900 MeV の時の図 3.12 における singlet-5 と triplet-3 の波動関数の成分

比。”-” は束縛状態が得られなかったことを意味する。

Spin3/2 triplet-3 Spin5/2 singlet-5

µ[GeV] s-3 s-4 d-1 d-2 t-1 t-2 t-3 s-5 t-1 t-2 t-3

1 - - - - - - - - - - -

2 - - - - - - - - - - -

3 - - - - - - - - - - -

4 - - - - - - - - - - -

5 - - - - - - - - - - -

10 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 100 99.8 0.0 0.0 0.2

100 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 100 100 0.0 0.0 0.0

Spin5/2 triplet-3 Spin7/2 triplet-3

µ[GeV] s-5 t-1 t-2 t-3 t-3

1 - - - - -

2 - - - - -

3 - - - - -

4 - - - - -

5 - - - - -

10 0.0 0.0 0.0 100 100

100 0.0 0.0 0.0 100 100



44 第 3章 ペンタクォークの HQS多重項構造

最小のしきい値はスピン 1/2と 3/2が P̄ΣQ、スピン 5/2は P̄Σ∗
Q である。

[
P [q [qq]1]3/2

]
1/2
の

エネルギーは図 3.11で、式 (3.4.9)の JP = 1/2+ 一重項と式 (3.4.14)の JP = (1/2+, 3/2+)二

重項に対応する。最後に図 3.12がライトクラウド
[
P [q [qq]1]3/2

]
5/2
のエネルギーで、式 (3.4.12)

の JP = 5/2+ 一重項と式 (3.4.17)の JP = (3/2+, 5/2+, 7/2+)三重項に対応する。スピン 7/2

状態の最小のしきい値は P̄ ∗Σ∗
Q である。µ = 100 GeV では P̄ΣQ, P̄Σ

∗
Q, P̄

∗Σ∗
Q のしきい値はほ

ぼ縮退しているが、µ = 1 GeVでは P̄ΣQ と P̄Σ∗
Q の差は 73.774 MeV、P̄ΣQ と P̄ ∗Σ∗

Q の差は

234.63 MeV ある。

3.4.4 議論

軌道角運動量 P 波の P̄ (∗)Σ
(∗)
Q 分子状態には 10 種類の HQS 多重項があり、OPEP のもとで

シュレディンガー方程式を解いてそれぞれのエネルギーの振る舞いを見た。S波の場合と同様に

その振る舞いはライトクラウドスピンの構造によって分類される。

S 波の場合と異なるのは LCS 基底でのポテンシャルは完全には対角化されず、ブロック対角

になっていることである。それぞれのブロックは多重項の種類ごとに分かれている。例えば式

(3.4.31)の JP = 1/2+ のポテンシャルは左上のブロックから順に、式 (3.4.19)の波動関数成分の

一重項、二重項、三重項となっている。同じブロック行列内の 2成分を見るとライトクラウド全

体の角運動量は同じだが、内部のスピン構造が異なる。HQSSの観点から意味があるのはライト

クラウド全体のみなので、その内部構造が違っていても区別されずにそれらの成分が混ざり合う。

ブロックの非対角成分はテンソル力であることから、テンソル力はスピン構造が異なる成分同士

を結合させる効果があることが分かる。これは重陽子において、テンソル力により S波成分と D

波成分が混合していることに類似する。実際に、表 3.7を見ると singlet-1 と singlet-2 はどの µ

の値でも混ざっている。

一方、HQS一重項と二重項、一重項と三重項のような、異なる多重項同士の混合は µが小さい

ときにしか起こっていない。このように異なる多重項が混ざっているのは S 波の場合と同様に、

運動項での有限質量による HQSSの破れの効果であるが、混ざり具合が小さいことからこの効果

は小さいと言える。

ライトクラウドスピンが同じ構造ならば一重項と二重項 (または三重項) がヘビークォーク極

限で縮退するが、ヘビークォークスピンの構造によって崩壊先が異なるので区別可能であること

は S波の場合と同じである。よってクォーコニウムの崩壊分岐比が実験から分かればそのスピン

構造を類推でき、またスピン 0よりもスピン 1のクォーコニウムへの崩壊がメインならばヘビー

クォークスピンパートナーの粒子が存在する可能性を指摘できる。

3.5 まとめ

ヘビーメソン P̄ (∗) ∼ Q̄q とヘビーバリオン Σ
(∗)
Q ∼ Qqq の分子状態としてのペンタクォークに

HQSSを適用した際に現れる HQS多重項の構造を解析した。一般には複数のヘビークォークが

存在する系ではヘビークォーク間の相対運動によって対称性が破れている。本研究では 2つのヘ

ビークォークが同じ速度でラベルされるという仮定をおいた LCS基底を定義して HQSSに基づ

く議論を行った。その結果、軌道角運動量 S波の場合は 4種類の HQS多重項が、P波の場合は

10種類の HQS多重項が存在することが分かった。
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これらの内どの多重項が束縛状態を持ちるうかはモデルの詳細に依存する。ここではシンプル

なポテンシャルモデルとして OPEPを用い、HM基底では多くの非対角成分が存在する結合チャ

ネル問題であったが、LCS 基底ではポテンシャル行列が自動的に (ブロック) 対角化されチャネ

ルの結合が単純化された。各対角成分は HQS 多重項の種類によって分かれており、物理的な固

有状態が分かりやすくなっている。HM基底と LCS基底はユニタリ変換でつながっているため、

どちらの基底でシュレディンガー方程式を解いても得られる固有値、固有状態は同じものである。

LCS基底への変換は、得られる固有状態が物理的には HQS多重項で分類されることをあらわに

示しており、対称性に基づいた理解が容易になることが利点である。

負パリティの解析では最も単純な軌道角運動量 S波しか取り入れていなかった。しかし P波の

解析ではテンソル力がある場合ポテンシャルは完全な対角化はされていないブロック行列となり、

異なるライトクラウドスピン構造を混ぜる効果があることが分かった。そもそも S波と D波の混

合によるテンソル力が強い引力を生むことが知られている。よって S-D混合を取り入れた再解析

を行うべきである。

しかしながら本研究、そして S-D混合を考慮するだけでは実験で見つかってる Pc ペンタクォー

クの定量的な解析を行うことは難しい。我々は相互作用として OPEPのみを用いたが、他の中間

子の交換相互作用や、さらに近距離の相互作用を考慮していない。また数値計算ではシュレディ

ンガー方程式を解いて束縛状態の解のみを調べているが、発見された Pc ペンタクォークのいくつ

かはしきい値が最小の D̄Σc より大きな質量を持つ。そのためこれらのペンタクォークにアプロー

チするには共鳴状態の解を調べる必要がある。共鳴解の解析手法として例えば複素スケーリング

法 [79]がある。ヘビークォークのスピンをフリップさせる相互作用を導入しない限りは LCS基

底では HQSSが保たれるので、より詳細なポテンシャルを導入したり共鳴状態を調べることは今

後の課題である。
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第 4章

テトラクォークの HQS多重項構造

第 3 章ではヘビーメソンとヘビーバリオンの分子状態としてのペンタクォーク ∼ Q̄Qqqq に

HQSSを適用するために LCS基底を定義し、HQS多重項構造を調べた。この手法はペンタクォー

ク以外の系でも適用できる。この章ではヘビーメソンと反ヘビーメソンの分子状態としてのテト

ラクォーク ∼ Q̄Qq̄q に HQSSを適用する。このようなテトラクォークは 2003年に Belle実験で

発見された X(3872) [3]をはじめとした X,Y, Z テトラクォークがある。これらの多くはチャー

ムクォークを含んでいるが、ボトムクォークを含んだ Zb テトラクォークも発見されている [80]。

X,Y, Z テトラクォークに関する研究は非常に盛んに行われており、テトラクォークのこれまでの

研究がまとめられたレビュー論文も複数出版されている [5, 11–15]。

本章では、第 3章で考えていたヘビーバリオン内のスピン 1のライトダイクォークをスピン 1/2

の反ライトクォークに置き換えてスピン構造を調べる。なおここでも HM基底から LCS基底へ

の変換を行い、HQS多重項構造を調べて結合チャネル問題の OPEPがブロック対角化されるこ

とを見るが、シュレディンガー方程式を数値的に解いて束縛エネルギーを得ることまではしない。

4.1 HQS多重項構造

まず J ≦ 3で取りうる JPC の組を表 4.1に示す。HM基底における軌道角運動量 S波から G

波までのそれぞれの状態のスピン構造は以下の通りである。

PP̄
(
1S0

)
=
[
S
[
[Qq̄]0

[
Q̄q
]
0

]
0

]
= 0 , (4.1.1)

PP̄ ∗ (3S1

)
=
[
S
[
[Qq̄]0

[
Q̄q
]
1

]
1

]
= 1 , (4.1.2)

P ∗P̄
(
3S1

)
=
[
S
[
[Qq̄]1

[
Q̄q
]
0

]
1

]
= 1 , (4.1.3)

P ∗P̄ ∗ (1S0

)
=
[
S
[
[Qq̄]1

[
Q̄q
]
1

]
0

]
= 0 , (4.1.4)

P ∗P̄ ∗ (3S1

)
=
[
S
[
[Qq̄]1

[
Q̄q
]
1

]
1

]
= 1 , (4.1.5)

P ∗P̄ ∗ (5S2

)
=
[
S
[
[Qq̄]1

[
Q̄q
]
1

]
2

]
= 2 , (4.1.6)
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表 4.1 P (∗)P̄ (∗)(2S+1LJ)が取りうる JPC の一覧。S は P (∗) と P̄ (∗) の合成スピン、Lは軌

道角運動量、J は全角運動量。”Exoticness”に
√
マークが付いている量子数は純粋なクォー

コニウム Q̄Qで実現できない量子数。実現できる場合は Q̄Q状態の 2S+1LJ が書かれている。

JPC Components Exoticness

I = 0 I = 1

0+− —
√ √

0++ PP̄ (1S0), P
∗P̄ ∗(1S0,

5D0)
3P0

√

0−− 1√
2
(PP̄ ∗ + P ∗P̄ )(3P0)

√ √

0−+ 1√
2
(PP̄ ∗ − P ∗P̄ )(3P0), P

∗P̄ ∗(3P0)
1S0

√

1+− 1√
2
(PP̄ ∗ − P ∗P̄ )(3S1,

3D1), P
∗P̄ ∗(3S1,

3D1)
1P1

√

1++ 1√
2
(PP̄ ∗ + P ∗P̄ )(3S1,

3D1), P
∗P̄ ∗(5D1)

3P1
√

1−− PP̄ (1P1),
1√
2
(PP̄ ∗ + P ∗P̄ )(3P1), P

∗P̄ ∗(1P1,
5 P1,

5 F1)
3S1,

3D1
√

1−+ 1√
2
(PP̄ ∗ − P ∗P̄ )(3P1), P

∗P̄ ∗(3P1)
√ √

2+− 1√
2
(PP̄ ∗ − P ∗P̄ )(3D2), P

∗P̄ ∗(3D2)
√ √

2++ PP̄ (1D2),
1√
2
(PP̄ ∗ + P ∗P̄ )(3D2), P

∗P̄ ∗(5S2,
1D2,

5D2,
5G2)

3P2,
3 F2

√

2−− 1√
2
(PP̄ ∗ + P ∗P̄ )(3P2,

3 F2), P
∗P̄ ∗(5P2,

5 F2)
3D2

√

2−+ 1√
2
(PP̄ ∗ − P ∗P̄ )(3P2,

3 F2), P
∗P̄ ∗(3P2,

3 F2)
1D2

√

3+− 1√
2
(PP̄ ∗ − P ∗P̄ )(3D3,

3G3), P
∗P̄ ∗(3D3,

3G3)
1F3

√

3++ 1√
2
(PP̄ ∗ + P ∗P̄ )(3D3,

3G3), P
∗P̄ ∗(5D3,

5G3)
3F3

√

3−− PP̄ (1F3),
1√
2
(PP̄ ∗ + P ∗P̄ )(3F3), P

∗P̄ ∗(5P3,
1 F3,

5 F3,
5H3)

3D3,
3G3

√

3−+ 1√
2
(PP̄ ∗ − P ∗P̄ )(3F3), P

∗P̄ ∗(3F3)
√ √

PP̄
(
1P1

)
=
[
P
[
[Qq̄]0

[
Q̄q
]
0

]
0

]
= 1 , (4.1.7)

PP̄ ∗ (3P0,1,2

)
=
[
P
[
[Qq̄]0

[
Q̄q
]
1

]
1

]
= 0⊕ 1⊕ 2 , (4.1.8)

P ∗P̄
(
3P0,1,2

)
=
[
P
[
[Qq̄]1

[
Q̄q
]
0

]
1

]
= 0⊕ 1⊕ 2 , (4.1.9)

P ∗P̄ ∗ (1P1

)
=
[
P
[
[Qq̄]1

[
Q̄q
]
1

]
0

]
= 1 , (4.1.10)

P ∗P̄ ∗ (3P0,1,2

)
=
[
P
[
[Qq̄]1

[
Q̄q
]
1

]
1

]
= 0⊕ 1⊕ 2 , (4.1.11)

P ∗P̄ ∗ (5P1,2,3

)
=
[
P
[
[Qq̄]1

[
Q̄q
]
1

]
2

]
= 1⊕ 2⊕ 3 , (4.1.12)



48 第 4章 テトラクォークの HQS多重項構造

PP̄
(
1D2

)
=
[
D
[
[Qq̄]0

[
Q̄q
]
0

]
0

]
= 2 , (4.1.13)

PP̄ ∗ (3D1,2,3

)
=
[
D
[
[Qq̄]0

[
Q̄q
]
1

]
1

]
= 1⊕ 2⊕ 3 , (4.1.14)

P ∗P̄
(
3D1,2,3

)
=
[
D
[
[Qq̄]1

[
Q̄q
]
0

]
1

]
= 1⊕ 2⊕ 3 , (4.1.15)

P ∗P̄ ∗ (1D2

)
=
[
D
[
[Qq̄]1

[
Q̄q
]
1

]
0

]
= 2 , (4.1.16)

P ∗P̄ ∗ (3D1,2,3

)
=
[
D
[
[Qq̄]1

[
Q̄q
]
1

]
1

]
= 1⊕ 2⊕ 3 , (4.1.17)

P ∗P̄ ∗ (5D0,1,2,3,4

)
=
[
D
[
[Qq̄]1

[
Q̄q
]
1

]
2

]
= 0⊕ 1⊕ 2⊕ 3⊕ 4 , (4.1.18)

PP̄
(
1F3

)
=
[
F
[
[Qq̄]0

[
Q̄q
]
0

]
0

]
= 3 , (4.1.19)

PP̄ ∗ (3F2,3,4

)
=
[
F
[
[Qq̄]0

[
Q̄q
]
1

]
1

]
= 2⊕ 3⊕ 4 , (4.1.20)

P ∗P̄
(
3F2,3,4

)
=
[
F
[
[Qq̄]1

[
Q̄q
]
0

]
1

]
= 2⊕ 3⊕ 4 , (4.1.21)

P ∗P̄ ∗ (1F3

)
=
[
F
[
[Qq̄]1

[
Q̄q
]
1

]
0

]
= 3 , (4.1.22)

P ∗P̄ ∗ (3F2,3,4

)
=
[
F
[
[Qq̄]1

[
Q̄q
]
1

]
1

]
= 2⊕ 3⊕ 4 , (4.1.23)

P ∗P̄ ∗ (5F1,2,3,4,5

)
=
[
F
[
[Qq̄]1

[
Q̄q
]
1

]
2

]
= 1⊕ 2⊕ 3⊕ 4⊕ 5 , (4.1.24)

PP̄
(
1G4

)
=
[
G
[
[Qq̄]0

[
Q̄q
]
0

]
0

]
= 4 , (4.1.25)

PP̄ ∗ (3G3,4,5

)
=
[
G
[
[Qq̄]0

[
Q̄q
]
1

]
1

]
= 3⊕ 4⊕ 5 , (4.1.26)

P ∗P̄
(
3G3,4,5

)
=
[
G
[
[Qq̄]1

[
Q̄q
]
0

]
1

]
= 3⊕ 4⊕ 5 , (4.1.27)

P ∗P̄ ∗ (1G4

)
=
[
G
[
[Qq̄]1

[
Q̄q
]
1

]
0

]
= 4 , (4.1.28)

P ∗P̄ ∗ (3G3,4,5

)
=
[
G
[
[Qq̄]1

[
Q̄q
]
1

]
1

]
= 3⊕ 4⊕ 5 , (4.1.29)

P ∗P̄ ∗ (5G2,3,4,5,6

)
=
[
G
[
[Qq̄]1

[
Q̄q
]
1

]
2

]
= 2⊕ 3⊕ 4⊕ 5⊕ 6 . (4.1.30)

次にペンタクォークの場合と同様に LCS基底でのスピン構造を考える。[[
QQ̄
]
0
[S [qq̄]0]0

]
= 0 , (4.1.31)[[

QQ̄
]
0
[S [qq̄]1]1

]
= 1 , (4.1.32)[[

QQ̄
]
1
[S [qq̄]0]0

]
= 1 , (4.1.33)[[

QQ̄
]
1
[S [qq̄]1]1

]
= 0⊕ 1⊕ 2 , (4.1.34)
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[[
QQ̄
]
0
[P [qq̄]0]1

]
= 1 , (4.1.35)[[

QQ̄
]
0
[P [qq̄]1]0

]
= 0 , (4.1.36)[[

QQ̄
]
0
[P [qq̄]1]1

]
= 1 , (4.1.37)[[

QQ̄
]
0
[P [qq̄]1]2

]
= 2 , (4.1.38)[[

QQ̄
]
1
[P [qq̄]0]1

]
= 0⊕ 1⊕ 2 , (4.1.39)[[

QQ̄
]
1
[P [qq̄]1]0

]
= 1 , (4.1.40)[[

QQ̄
]
1
[P [qq̄]1]1

]
= 0⊕ 1⊕ 2 , (4.1.41)[[

QQ̄
]
1
[P [qq̄]1]2

]
= 1⊕ 2⊕ 3 , (4.1.42)

[[
QQ̄
]
0
[D [qq̄]0]2

]
= 2 , (4.1.43)[[

QQ̄
]
0
[D [qq̄]1]1

]
= 1 , (4.1.44)[[

QQ̄
]
0
[D [qq̄]1]2

]
= 2 , (4.1.45)[[

QQ̄
]
0
[D [qq̄]1]3

]
= 3 , (4.1.46)[[

QQ̄
]
1
[D [qq̄]0]2

]
= 1⊕ 2⊕ 3 , (4.1.47)[[

QQ̄
]
1
[D [qq̄]1]1

]
= 0⊕ 1⊕ 2 , (4.1.48)[[

QQ̄
]
1
[D [qq̄]1]2

]
= 1⊕ 2⊕ 3 , (4.1.49)[[

QQ̄
]
1
[D [qq̄]1]3

]
= 2⊕ 3⊕ 4 , (4.1.50)

[[
QQ̄
]
0
[F [qq̄]0]3

]
= 3 , (4.1.51)[[

QQ̄
]
0
[F [qq̄]1]2

]
= 2 , (4.1.52)[[

QQ̄
]
0
[F [qq̄]1]3

]
= 3 , (4.1.53)[[

QQ̄
]
0
[F [qq̄]1]4

]
= 4 , (4.1.54)[[

QQ̄
]
1
[F [qq̄]0]3

]
= 2⊕ 3⊕ 4 , (4.1.55)[[

QQ̄
]
1
[F [qq̄]1]2

]
= 1⊕ 2⊕ 3 , (4.1.56)[[

QQ̄
]
1
[F [qq̄]1]3

]
= 2⊕ 3⊕ 4 , (4.1.57)[[

QQ̄
]
1
[F [qq̄]1]4

]
= 3⊕ 4⊕ 5 , (4.1.58)

[[
QQ̄
]
0
[G [qq̄]0]4

]
= 4 , (4.1.59)[[

QQ̄
]
0
[G [qq̄]1]3

]
= 3 , (4.1.60)[[

QQ̄
]
0
[G [qq̄]1]4

]
= 4 , (4.1.61)[[

QQ̄
]
0
[G [qq̄]1]5

]
= 5 , (4.1.62)[[

QQ̄
]
1
[G [qq̄]0]4

]
= 3⊕ 4⊕ 5 , (4.1.63)[[

QQ̄
]
1
[G [qq̄]1]3

]
= 2⊕ 3⊕ 4 , (4.1.64)[[

QQ̄
]
1
[G [qq̄]1]4

]
= 3⊕ 4⊕ 5 , (4.1.65)[[

QQ̄
]
1
[G [qq̄]1]5

]
= 4⊕ 5⊕ 6 . (4.1.66)

S波では 3つの一重項と 1つの三重項、P波では 5つの一重項と 3つの三重項、それ以上の軌道

角運動量では 4つの一重項と 4つの三重項が得られる。ペンタクォークの場合と違い、ライトク

ラウドスピンの構造に Jl = 1/2がが現れないので二重項は存在しない。
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4.2 基底変換とポテンシャル

ここでは各 JPC ごとに HM基底と LCS基底での波動関数成分とポテンシャル行列、そして基

底変換の行列を示す。ポテンシャルはペンタクォークと同様に OPEPを考える。有効ラグランジ

アンは第 2.2節 (2.2.17)式のヘビーメソンと 1個のパイ中間子との相互作用項を用いる。

4.2.1 JPC = 0++

HM基底での波動関数と OPEPは

ψHM
0++ =

 PP̄ (1S0)
P ∗P̄ ∗(1S0)
P ∗P̄ ∗(5D0)

 , (4.2.1)

V HM
0++,π =

 0
√
3Cπ −

√
6Tπ√

3Cπ 2Cπ

√
2Tπ

−
√
6Tπ

√
2Tπ −Cπ + 2Tπ

× g2

3f2π
(τ⃗1 · τ⃗2) . (4.2.2)

と与えられる。ここで Cπ は式 (3.3.30)のスピン-スピン力ポテンシャル、Tπ は式 (3.4.38)のテ

ンソル力ポテンシャルである。また τ⃗1 · τ⃗2 はアイソスピンファクターで I = 0のとき −3/4を、

I = 1のとき +1/4を取る。

τ⃗1 · τ⃗2 =
1

2

[
τ⃗2 − τ⃗21 − τ⃗22

]
=

1

2

[
I(I + 1)− 1

2

(
1

2
+ 1

)
− 1

2

(
1

2
+ 1

)]
=

1

2

[
I(I + 1)− 3

2

]
. (4.2.3)

基底変換行列は

U0++ =

 1/2
√
3/2 0√

3/2 −1/2 0
0 0 −1

 , (4.2.4)

となる。これを用いて LCS基底での波動関数とポテンシャル行列が得られる。

ψLCS
0++ = U−1

0++ψ
HM
0++

=


[[
QQ̄
]
0
[S [qq̄]0]0

]
0[[

QQ̄
]
1
[S [qq̄]1]1

]
0,1,2[[

QQ̄
]
1
[D [qq̄]1]1

]
0,1,2

 , (4.2.5)

V LCS
0++,π = U−1

0++V
HM
0++,πU0++

=

 3Cπ 0 0

0 −Cπ −2
√
2Tπ

0 −2
√
2Tπ −Cπ + 2Tπ

× g2

3f2π
(τ⃗1 · τ⃗2) . (4.2.6)

以降では他の JPC での波動関数とポテンシャルを列挙するが、ポテンシャルの全体の係数 g2/3f2π

とアイソスピンファクター τ⃗1 · τ⃗2 は全ての場合で共通なので表記を省略する。
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4.2.2 JPC = 0−−

ψHM
0−− =

1√
2
(PP̄ ∗ + P ∗P̄ )(3P0) , (4.2.7)

ψLCS
0−− =

[[
QQ̄
]
1
[P [qq̄]1]1

]
0,1,2

, (4.2.8)

V HM
0−− = −Cπ − 2Tπ , (4.2.9)

V LCS
0−− = −Cπ − 2Tπ , (4.2.10)

U0−− = 1 . (4.2.11)

4.2.3 JPC = 0−+

ψHM
0−+ =

( 1√
2
(PP̄ ∗ − P ∗P̄ )(3P0)

P ∗P̄ ∗(3P0)

)
, (4.2.12)

ψLCS
0−+ =

( [[
QQ̄
]
0
[P [qq̄]1]0

]
0[[

QQ̄
]
1
[P [qq̄]0]1

]
0,1,2

)
, (4.2.13)

V HM
0−+ =

(
Cπ + 2Tπ −2Cπ + 2Tπ

−2Cπ + 2Tπ Cπ + 2Tπ

)
, (4.2.14)

V LCS
0−+ =

(
−Cπ + 4Tπ 0

0 3Cπ

)
, (4.2.15)

U0−+ =

(
1/

√
2 −1/

√
2

1/
√
2 1/

√
2

)
. (4.2.16)
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4.2.4 JPC = 1+−

ψHM
1+− =


1√
2
(PP̄ ∗ − P ∗P̄ )(3S1)

1√
2
(PP̄ ∗ − P ∗P̄ )(3D1)

P ∗P̄ ∗(3S1)
P ∗P̄ ∗(3D1)

 , (4.2.17)

ψLCS
1+− =


[[
QQ̄
]
0
[S [qq̄]1]1

]
1[[

QQ̄
]
0
[D [qq̄]1]1

]
1[[

QQ̄
]
1
[S [qq̄]0]0

]
1[[

QQ̄
]
1
[D [qq̄]0]2

]
1,2,3

 , (4.2.18)

V HM
1+− =


Cπ −

√
2Tπ −2Cπ −

√
2Tπ

−
√
2Tπ Cπ + Tπ −

√
2Tπ −2Cπ + Tπ

−2Cπ −
√
2Tπ Cπ −

√
2Tπ

−
√
2Tπ −2Cπ + Tπ −

√
2Tπ Cπ + Tπ

 , (4.2.19)

V LCS
1+− =


−Cπ −2

√
2Tπ 0 0

−2
√
2Tπ −Cπ + 2Tπ 0 0
0 0 3Cπ 0
0 0 0 3Cπ

 , (4.2.20)

U1+− =


1/
√
2 0 −1/

√
2 0

0 1/
√
2 0 −1/

√
2

1/
√
2 0 1/

√
2 0

0 1/
√
2 0 1/

√
2

 . (4.2.21)

4.2.5 JPC = 1++

ψHM
1++ =

 1√
2
(PP̄ ∗ + P ∗P̄ )(3S1)

1√
2
(PP̄ ∗ + P ∗P̄ )(3D1)

P ∗P̄ ∗(5D1)

 , (4.2.22)

ψLCS
1++ =


[[
QQ̄
]
1
[S [qq̄]1]1

]
0,1,2[[

QQ̄
]
1
[D [qq̄]1]1

]
0,1,2[[

QQ̄
]
1
[D [qq̄]1]2

]
1,2,3

 , (4.2.23)

V HM
1++ =

 −Cπ

√
2Tπ

√
6Tπ√

2Tπ −Cπ − Tπ
√
3Tπ√

6Tπ
√
3Tπ −Cπ + Tπ

 , (4.2.24)

V LCS
1++ =

 −Cπ −2
√
2Tπ 0

−2
√
2Tπ −Cπ + 2Tπ 0
0 0 −Cπ − 2Tπ

 , (4.2.25)

U1++ =

 1 0 0

0 −1/2 −
√
3/2

0 −
√
3/2 1/2

 . (4.2.26)
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4.2.6 JPC = 1−−

ψHM
1−− =


PP̄ (1P1)

1√
2
(PP̄ ∗ + P ∗P̄ )(3P1)

P ∗P̄ ∗(1P1)
P ∗P̄ ∗(5P1)
P ∗P̄ ∗(5F1)

 , (4.2.27)

ψLCS
1−− =



[[
QQ̄
]
0
[P [qq̄]0]1

]
1[[

QQ̄
]
1
[P [qq̄]1]0

]
1[[

QQ̄
]
1
[P [qq̄]1]1

]
0,1,2[[

QQ̄
]
1
[P [qq̄]1]2

]
1,2,3[[

QQ̄
]
1
[F [qq̄]1]2

]
1,2,3


, (4.2.28)

V HM
1−− =



0 0
√
3Cπ 2

√
3
5Tπ −3

√
2
5Tπ

0 −Cπ + Tπ 0 3
√

3
5Tπ 3

√
2
5Tπ√

3Cπ 0 2Cπ − 2√
5
Tπ

√
6
5Tπ

2
√

3
5Tπ 3

√
2
5Tπ − 2√

5
Tπ −Cπ + 7

5Tπ −
√
6
5 Tπ

−3
√

2
5Tπ 3

√
2
5Tπ

√
6
5Tπ −

√
6
5 Tπ −Cπ + 8

5Tπ


, (4.2.29)

V LCS
1−− =


3Cπ 0 0 0 0
0 −Cπ + 4Tπ 0 0 0
0 0 −Cπ − 2Tπ 0 0

0 0 0 −Cπ + 2
5Tπ − 6

√
6

5 Tπ

0 0 0 − 6
√
6

5 Tπ −Cπ + 8
5Tπ

 , (4.2.30)

U1−− =


1
2

√
3
6

1
2

√
15
6 0

0 1√
3

1
2 −

√
15
6 0

√
3
2 − 1

6 −
√
3
6 −

√
5
6 0

0
√
5
3 −

√
15
6

1
6 0

0 0 0 0 1

 . (4.2.31)

4.2.7 JPC = 1−+

ψHM
1−+ =

( 1√
2
(PP̄ ∗ − P ∗P̄ )(3P1)

P ∗P̄ ∗(3P1)

)
, (4.2.32)

ψLCS
1−+ =

( [[
QQ̄
]
0
[P [qq̄]1]1

]
1[[

QQ̄
]
1
[P [qq̄]0]1

]
0,1,2

)
, (4.2.33)

V HM
1−+ =

(
Cπ − Tπ −2Cπ − Tπ

−2Cπ − Tπ Cπ − Tπ

)
, (4.2.34)

V LCS
1−+ =

(
−Cπ − 2Tπ 0

0 3Cπ

)
, (4.2.35)

U1−+ =

(
1/
√
2 1/

√
2

1/
√
2 −1/

√
2

)
. (4.2.36)
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4.2.8 JPC = 2+−

ψHM
2+− =

( 1√
2
(PP̄ ∗ − P ∗P̄ )(3D2)

P ∗P̄ ∗(3D2)

)
, (4.2.37)

ψLCS
2+− =

( [[
QQ̄
]
0
[D [qq̄]1]2

]
2[[

QQ̄
]
1
[D [qq̄]0]2

]
1,2,3

)
, (4.2.38)

V HM
2+− =

(
Cπ − Tπ −2Cπ − Tπ

−2Cπ − Tπ Cπ − Tπ

)
, (4.2.39)

V LCS
2+− =

(
−Cπ − 2Tπ 0

0 3Cπ

)
, (4.2.40)

U2+− =

(
1/
√
2 1/

√
2

1/
√
2 −1/

√
2

)
. (4.2.41)
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4.2.9 JPC = 2++

ψHM
2++ =



PP̄ (1D2)
1√
2
(PP̄ ∗ + P ∗P̄ )(3D2)

P ∗P̄ ∗(1D2)
P ∗P̄ ∗(5S2)
P ∗P̄ ∗(5D2)
P ∗P̄ ∗(5G2)

 , (4.2.42)

ψLCS
2++ =



[[
QQ̄
]
0
[D [qq̄]0]2

]
2[[

QQ̄
]
1
[S [qq̄]1]1

]
0,1,2[[

QQ̄
]
1
[D [qq̄]1]1

]
0,1,2[[

QQ̄
]
1
[D [qq̄]1]2

]
1,2,3[[

QQ̄
]
1
[D [qq̄]1]3

]
2,3,4[[

QQ̄
]
1
[G [qq̄]1]3

]
2,3,4


, (4.2.43)

V HM
2++ =



0 0
√
3Cπ −

√
6
5Tπ 2

√
3
7Tπ −6

√
3
35Tπ

0 −Cπ + Tπ 0 −3
√

2
5Tπ

3√
7
Tπ

12√
35
Tπ

√
3Cπ 0 2Cπ

√
2
5Tπ − 2√

7
Tπ

6√
35
Tπ

−
√

6
5Tπ −3

√
3
35Tπ

√
2
5Tπ −Cπ −

√
14
5 Tπ 0

2
√

3
7Tπ

3√
7
Tπ − 2√

7
Tπ −

√
14
5 Tπ −Cπ − 3

7Tπ − 12
7
√
5
Tπ

−6
√

3
35Tπ

12√
35
Tπ

6√
35
Tπ 0 − 12

7
√
5
Tπ −Cπ + 10

7 Tπ


,

(4.2.44)

V LCS
2++ =



3Cπ 0 0 0 0 0

0 −Cπ −2
√
2Tπ 0 0 0

0 −2
√
2Tπ −Cπ + 2Tπ 0 0 0

0 0 0 −Cπ − 2Tπ 0 0

0 0 0 0 −Cπ + 4
7Tπ − 12

√
3

7 Tπ

0 0 0 0 − 12
√
3

7 Tπ −Cπ + 10
7 Tπ


,

(4.2.45)

U2++ =



1
2 0

√
15
10

1
2

√
35
10 0

0 0 3
√
5

10

√
3
6 −

√
105
15 0√

3
2 0 −

√
5

10 −
√
3
6 −

√
105
30 0

0 1 0 0 0 0

0 0
√
35
10 −

√
21
6

√
15
15 0

0 0 0 0 0 1


. (4.2.46)
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4.2.10 JPC = 2−−

ψHM
2−− =


1√
2
(PP̄ ∗ + P ∗P̄ )(3P2)

1√
2
(PP̄ ∗ + P ∗P̄ )(3F2)

P ∗P̄ ∗(5P2)
P ∗P̄ ∗(5F2)

 , (4.2.47)

ψLCS
2−− =



[[
QQ̄
]
1
[P [qq̄]1]1

]
0,1,2[[

QQ̄
]
1
[P [qq̄]1]2

]
1,2,3[[

QQ̄
]
1
[F [qq̄]1]2

]
1,2,3[[

QQ̄
]
1
[F [qq̄]1]3

]
2,3,4

 , (4.2.48)

V HM
2−− =


−Cπ − 1

5Tπ
3
√
6

5 Tπ − 3
√
3

5 Tπ
6
√
3

5 Tπ
3
√
6

5 Tπ −Cπ − 4
5Tπ − 3

√
2

5 Tπ
6
√
2

5 Tπ

− 3
√
3

5 Tπ − 3
√
2

5 Tπ −Cπ − 7
5Tπ − 6

5Tπ
6
√
3

5 Tπ
6
√
2

5 Tπ − 6
5Tπ −Cπ + 2

5Tπ

 , (4.2.49)

V LCS
2−− =


−Cπ − 2Tπ 0 0 0

0 −Cπ + 2
5Tπ − 6

√
6

5 Tπ 0

0 − 6
√
6

5 Tπ −Cπ + 8
5Tπ 0

0 0 0 −Cπ − 2Tπ

 , (4.2.50)

U2−− =


1
2

√
3
2 0 0

0 0 − 1√
3

−
√

2
3√

3
2 − 1

2 0 0

0 0 −
√

2
3

1√
3

 . (4.2.51)
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4.2.11 JPC = 2−+

ψHM
2−+ =


1√
2
(PP̄ ∗ − P ∗P̄ )(3P2)

1√
2
(PP̄ ∗ − P ∗P̄ )(3F2)

P ∗P̄ ∗(3P2)
P ∗P̄ ∗(3F2)

 , (4.2.52)

ψLCS
2−+ =


[[
QQ̄
]
0
[P [qq̄]1]2

]
2[[

QQ̄
]
0
[F [qq̄]1]2

]
2[[

QQ̄
]
1
[P [qq̄]0]1

]
0,1,2[[

QQ̄
]
1
[F [qq̄]0]3

]
2,3,4

 , (4.2.53)

V HM
2−+ =


Cπ + 1

5Tπ − 3
√
6

5 Tπ −2Cπ + 1
5Tπ − 3

√
6

5 Tπ

− 3
√
6

5 Tπ Cπ + 4
5Tπ − 3

√
6

5 Tπ −2Cπ + 4
5Tπ

−2Cπ + 1
5Tπ − 3

√
6

5 Tπ Cπ + 1
5Tπ − 3

√
6

5 Tπ

− 3
√
6

5 Tπ −2Cπ + 4
5Tπ − 3

√
6

5 Tπ Cπ + 4
5Tπ

 , (4.2.54)

V LCS
2−+ =


−Cπ + 2

5Tπ − 6
√
6

5 Tπ 0 0

− 6
√
6

5 Tπ −Cπ + 8
5Tπ 0 0

0 0 3Cπ 0
0 0 0 3Cπ

 , (4.2.55)

U2−+ =



√
1
2 0 −

√
1
2 0

0
√

1
2 0 −

√
1
2√

1
2 0

√
1
2 0

0
√

1
2 0

√
1
2

 . (4.2.56)
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4.2.12 JPC = 3+−

ψHM
3+− =


1√
2
(PP̄ ∗ − P ∗P̄ )(3D3)

1√
2
(PP̄ ∗ − P ∗P̄ )(3G3)

P ∗P̄ ∗(3D3)
P ∗P̄ ∗(3G3)

 , (4.2.57)

ψLCS
3+− =


[[
QQ̄
]
0
[D [qq̄]1]3

]
3[[

QQ̄
]
0
[G [qq̄]1]3

]
3[[

QQ̄
]
1
[D [qq̄]0]2

]
1,2,3[[

QQ̄
]
1
[G [qq̄]0]4

]
3,4,5

 , (4.2.58)

V HM
3+− =


Cπ + 2

7Tπ − 6
√
3

7 Tπ −2Cπ + 2
7Tπ − 6

√
3

7 Tπ

− 6
√
3

7 Tπ Cπ + 5
7Tπ − 6

√
3

7 Tπ −2Cπ + 5
7Tπ

−2Cπ + 2
7Tπ − 6

√
3

7 Tπ Cπ + 2
7Tπ − 6

√
3

7 Tπ

− 6
√
3

7 Tπ −2Cπ + 5
7Tπ − 6

√
3

7 Tπ Cπ + 5
7Tπ

 , (4.2.59)

V LCS
3+− =


−Cπ + 4

7Tπ − 12
√
3

7 Tπ 0 0

− 12
√
3

7 Tπ −Cπ + 10
7 Tπ 0 0

0 0 3Cπ 0
0 0 0 3Cπ

 , (4.2.60)

U3+− =


1√
2

0 − 1√
2

0

0 1√
2

0 − 1√
2

1√
2

0 1√
2

0

0 1√
2

0 1√
2

 . (4.2.61)
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4.2.13 JPC = 3++

ψHM
3++ =


1√
2
(PP̄ ∗ + P ∗P̄ )(3D3)

1√
2
(PP̄ ∗ + P ∗P̄ )(3G3)

P ∗P̄ ∗(5D3)
P ∗P̄ ∗(5G3)

 , (4.2.62)

ψLCS
3++ =



[[
QQ̄
]
1
[D [qq̄]1]2

]
1,2,3[[

QQ̄
]
1
[D [qq̄]1]3

]
2,3,4[[

QQ̄
]
1
[G [qq̄]1]3

]
2,3,4[[

QQ̄
]
1
[G [qq̄]1]4

]
3,4,5

 , (4.2.63)

V HM
3++ =


−Cπ − 2

7Tπ
6
√
3

7 Tπ − 6
√
2

7 Tπ
6
√
5

7 Tπ
6
√
3

7 Tπ −Cπ − 5
7Tπ − 3

√
6

7 Tπ
3
√
15
7 Tπ

− 6
√
2

7 Tπ − 3
√
6

7 Tπ −Cπ − 8
7Tπ − 3

√
10
7 Tπ

6
√
5

7 Tπ
3
√
15
7 Tπ − 3

√
10
7 Tπ −Cπ + 1

7Tπ

 , (4.2.64)

V LCS
3++ =


−Cπ − 2Tπ 0 0 0

0 −Cπ + 4
7Tπ − 12

√
3

7 Tπ 0

0 − 12
√
3

7 Tπ −Cπ + 10
7 Tπ 0

0 0 0 −Cπ − 2Tπ

 , (4.2.65)

U3++ =



√
1
3

√
2
3 0 0

0 0 −
√

3
8 −

√
5
8√

2
3 −

√
1
3 0 0

0 0 −
√

5
8

√
3
8

 . (4.2.66)
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4.2.14 JPC = 3−−

ψHM
3−− =



PP̄ (1F3)
1√
2
(PP̄ ∗ + P ∗P̄ )(3F3)

P ∗P̄ ∗(1F3)
P ∗P̄ ∗(5P3)
P ∗P̄ ∗(5F3)
P ∗P̄ ∗(5H3)

 , (4.2.67)

ψLCS
3−− =



[[
QQ̄
]
0
[F [qq̄]0]3

]
3[[

QQ̄
]
1
[P [qq̄]1]2

]
1,2,3[[

QQ̄
]
1
[F [qq̄]1]2

]
1,2,3[[

QQ̄
]
1
[F [qq̄]1]3

]
2,3,4[[

QQ̄
]
1
[F [qq̄]1]4

]
3,4,5[[

QQ̄
]
1
[H [qq̄]1]4

]
3,4,5


, (4.2.68)

V HM
3−− =



0 0
√
3Cπ − 3

√
210
35 Tπ

2
√
10
5 Tπ − 2

√
35
7 Tπ

0 −Cπ + Tπ 0 − 12
√
35

35 Tπ
√
15
5 Tπ

√
210
7 Tπ√

3Cπ 0 2Cπ
3
√
70

35 Tπ − 2
√
30

15 Tπ
2
√
105
21 Tπ

− 3
√
210
35 Tπ − 12

√
35

35 Tπ
3
√
70

35 Tπ −Cπ + 2
5Tπ − 12

√
21

35 Tπ 0
2
√
10
5 Tπ

√
15
5 Tπ − 2

√
30

15 Tπ − 12
√
21

35 Tπ −Cπ − 11
15Tπ − 5

√
14

21 Tπ

− 2
√
35
7 Tπ

√
210
7 Tπ

2
√
105
21 Tπ 0 − 5

√
14

21 Tπ −Cπ + 2
3Tπ


,

(4.2.69)

V LCS
3−− =



3Cπ 0 0 0 0 0

0 −Cπ + 2
5Tπ − 6

√
6

5 Tπ 0 0 0

0 − 6
√
6

5 Tπ −Cπ + 8
5Tπ 0 0 0

0 0 0 −Cπ − 2Tπ 0 0

0 0 0 0 −Cπ + 2
3Tπ − 4

√
5

3 Tπ

0 0 0 0 − 4
√
5

3 Tπ −Cπ + 2
3Tπ


,

(4.2.70)

U3−− =



1
2 0

√
35
14

1
2

3
√
7

14 0

0 0
√
210
21

√
6

12 − 3
√
42

28 0√
3
2 0 −

√
105
42 −

√
3
6 −

√
21
14 0

0 1 0 0 0 0

0 0
√
14
7 −

√
10
4

√
70
28 0

0 0 0 0 0 1


. (4.2.71)
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4.2.15 JPC = 3−+

ψHM
3−+ =

( 1√
2
(PP̄ ∗ − P ∗P̄ )(3F3)

P ∗P̄ ∗(3F3)

)
, (4.2.72)

ψLCS
3−+ =

( [[
QQ̄
]
0
[F [qq̄]1]3

]
3[[

QQ̄
]
1
[F [qq̄]0]3

]
2,3,4

)
, (4.2.73)

V HM
3−+ =

(
Cπ − Tπ −2Cπ − Tπ

−2Cπ − Tπ Cπ − Tπ

)
, (4.2.74)

V LCS
3−+ =

(
−Cπ − 2Tπ 0

0 3Cπ

)
, (4.2.75)

U3−+ =

(
1/
√
2 1/

√
2

1/
√
2 −1/

√
2

)
. (4.2.76)

4.3 議論とまとめ

本章では J ≦ 3で可能な全てのヘビーメソンと反ヘビーメソンの分子状態に HQSSを適用し、

HQS多重項構造を調べた。第 4.2節では各 JPC でのポテンシャル行列を示した。HM基底では

どのポテンシャルもブロック対角化されることや、ライトクラウド全体のスピンは同じだがその

内部スピンの構造が異なるチャネルはブロック行列の非対角成分であるテンソル力ポテンシャル

によって混ぜられることなど、ペンタクォークの解析と同様の性質が見て取れる。

ここではシュレディンガー方程式を解いて束縛状態を調べるのではなく、ポテンシャルのブロッ

ク部分も対角化することでどのチャネルが引力ポテンシャルを持つか示す。

アイソスピン 1 の場合のポテンシャルを表 4.2 及び表 4.3 にまとめる。I = 1 のときアイソス

ピンファクターは τ⃗1 · τ⃗2 = 1/4である。なお表中では全体の係数 g2/3f2π は省略した。引力ポテ

ンシャルには
√
マークを付けている。ブロック行列を対角化した部分は 2成分が混合した状態に

なっている。 表 4.4及び表 4.5はアイソスピン 0の場合のポテンシャルである。I = 0のときア

イソスピンファクターは τ⃗1 · τ⃗2 = −3/4となる。 アイソスピンの選び方で全体の符号が変わる

ので引力ポテンシャルを持つ多重項の種類がそれぞれで逆となる。またアイソスピンファクター

の絶対値が 3倍異なるので I = 0のほうがポテンシャルが強い傾向にある。

ここでの解析は中間子交換相互作用としてパイ中間子しか用いていない、クォーコニウムとの

結合を記述する近距離相互作用がない、HQSSの破れの効果を取り入れていない、などの理由か

ら現象論的な議論を行うには更なる発展が必要である。また近年ではハドロン分子状態とクォー

コニウムのコア状態との結合などを取り入れたモデル [81–83]も提案されている。

しかしながら既に発見されているテトラクォークと比べることは面白い。例えば X(3872) *1

について考える。これは DD̄∗ のしきい値近傍にありハドロン分子状態の候補とされる。量子数

も測られており I(JPC) = 0(1++) [34] である。この状態を表表 4.4 で見ると引力ポテンシャル

を持つのは JPC = (0++, 1++, 2++) の HQS三重項である。そのため、もしパイ中間子交換以外

のポテンシャルやチャーモニウムコアの影響が小さければこのようなパートナー構造が存在する

*1 PDG(Particle Date Group) [34] では、量子数が測られており、それがチャーモニウムで実現可能な量子数のた
め χc1(3872)と表記されている。
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表 4.2 アイソスピン I = 1のときの対角化されたポテンシャルと固有状態。ブロック行列を

対角化した部分は 2成分の重ね合わせ状態である。
√
マークはポテンシャルが引力のチャネル

である。

JPC Potential State Attractive

0++ 3
4Cπ

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]0 S]0

]
0

− 1
4Cπ + Tπ

√
1
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 S]1

]
0,1,2

+
√

2
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

1

]
0,1,2

− 1
4Cπ − 1

2Tπ −
√

2
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 S]1

]
0,1,2

+
√

1
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

1

]
0,1,2

√

1+− − 1
4Cπ + Tπ

√
1
3

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1 S]1

]
1
+
√

2
3

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1D]

1

]
1

− 1
4Cπ − 1

2Tπ −
√

2
3

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1 S]1

]
1
+
√

1
3

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1D]

1

]
1

√

3
4Cπ

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]0 S]0

]
1

3
4Cπ

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]0D]

2

]
1,2,3

1++ − 1
4Cπ + Tπ

√
1
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 S]1

]
0,1,2

+
√

2
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

1

]
0,1,2

− 1
4Cπ − 1

2Tπ −
√

2
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 S]1

]
0,1,2

+
√

1
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

1

]
0,1,2

√

− 1
4Cπ − 1

2Tπ
[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

2

]
1,2,3

√

2+− − 1
4Cπ − 1

2Tπ
[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1D]

2

]
2

√

3
4Cπ

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]0D]

2

]
1,2,3

2++ 3
4Cπ

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]0D]

2

]
2

− 1
4Cπ + Tπ

√
1
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 S]1

]
0,1,2

+
√

2
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

1

]
0,1,2

− 1
4Cπ − 1

2Tπ −
√

2
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 S]1

]
0,1,2

+
√

1
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

1

]
0,1,2

√

− 1
4Cπ − 1

2Tπ
[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

2

]
1,2,3

√

− 1
4Cπ + Tπ

√
3
7

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]3

]
2,3,4

+
√

4
7

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1G]3

]
2,3,4

− 1
4Cπ − 1

2Tπ −
√

4
7

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

3

]
2,3,4

+
√

3
7

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1G]3

]
2,3,4

√

3+− − 1
4Cπ + Tπ

3√
21

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1D]

3

]
3
+ 2√

7

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1G]3

]
3

− 1
4Cπ − 1

2Tπ − 2√
7

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1D]

3

]
3
+ 3√

21

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1G]3

]
3

√

3
4Cπ

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1D]

2

]
1,2,3

3
4Cπ

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1G]4

]
3,4,5

3++ − 1
4Cπ − 1

2Tπ
[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

2

]
1,2,3

√

− 1
4Cπ + Tπ

3√
21

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

3

]
2,3,4

+ 2√
7

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1G]3

]
2,3,4

− 1
4Cπ − 1

2Tπ − 2√
7

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

3

]
2,3,4

+ 3√
21

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1G]3

]
2,3,4

√

− 1
4Cπ − 1

2Tπ
[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1G]4

]
3,4,5

√
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表 4.3 アイソスピン I = 1のときの対角化されたポテンシャルと固有状態。ブロック行列を

対角化した部分は 2成分の重ね合わせ状態である。
√
マークはポテンシャルが引力のチャネル

である。

JPC Potential State Attractive

0−− − 1
4Cπ − 1

2Tπ
[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 P ]1

]
0,1,2

√

0−+ − 1
4Cπ + Tπ

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1 P ]0

]
0

3
4Cπ

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]0 P ]1

]
0,1,2

1−− 3
4Cπ

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]0 P ]1

]
1

− 1
4Cπ + Tπ

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 P ]0

]
1

− 1
4Cπ − 1

2Tπ
[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 P ]1

]
0,1,2

√

− 1
4Cπ + Tπ

√
2
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 P ]2

]
1,2,3

+
√

3
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 F ]2

]
1,2,3

− 1
4Cπ − 1

2Tπ −
√

3
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 P ]2

]
1,2,3

+
√

2
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 F ]2

]
1,2,3

√

1−+ − 1
4Cπ − 1

2Tπ
[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1 P ]1

]
1

√

3
4Cπ

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]0 P ]1

]
0,1,2

2−− − 1
4Cπ − 1

2Tπ
[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 P ]1

]
0,1,2

√

− 1
4Cπ + Tπ

√
2
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 P ]2

]
1,2,3

+
√

3
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 F ]2

]
1,2,3

− 1
4Cπ − 1

2Tπ −
√

3
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 P ]2

]
1,2,3

+
√

2
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 F ]2

]
1,2,3

√

− 1
4Cπ − 1

2Tπ
[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 F ]3

]
2,3,4

√

2−+ − 1
4Cπ + Tπ

√
2
5

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1 P ]2

]
2
+
√

3
5

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1 F ]2

]
2

− 1
4Cπ − 1

2Tπ −
√

3
5

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1 P ]2

]
2
+
√

2
5

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1 F ]2

]
2

√

3
4Cπ

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]0 P ]1

]
0,1,2

3
4Cπ

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]0 F ]3

]
2,3,4

3−− 3
4Cπ

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]0 F ]3

]
3

− 1
4Cπ + Tπ

√
2
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 P ]2

]
1,2,3

+
√

3
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 F ]2

]
1,2,3

− 1
4Cπ − 1

2Tπ −
√

3
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 P ]2

]
1,2,3

+
√

2
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 F ]2

]
1,2,3

√

− 1
4Cπ − 1

2Tπ
[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 F ]3

]
2,3,4

√

− 1
4Cπ + 1+2

√
5

6 Tπ

√
1
2

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 F ]4

]
3,4,5

+
√

1
2

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1H]

4

]
3,4,5

− 1
4Cπ + 1−2

√
5

6 Tπ

√
1
2

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 F ]4

]
3,4,5

−
√

1
2

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1H]

4

]
3,4,5

√

3−+ − 1
4Cπ − 1

2Tπ
[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1 F ]3

]
3

√

3
4Cπ

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]0 F ]3

]
2,3,4
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表 4.4 アイソスピン I = 0のときの対角化されたポテンシャルと固有状態。ブロック行列を

対角化した部分は 2成分の重ね合わせ状態である。
√
マークはポテンシャルが引力のチャネル

である。

JPC Potential State Attractive

0++ − 9
4Cπ

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]0 S]0

]
0

√

3
4Cπ − 3Tπ

√
1
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 S]1

]
0,1,2

+
√

2
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

1

]
0,1,2

√

3
4Cπ + 3

2Tπ −
√

2
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 S]1

]
0,1,2

+
√

1
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

1

]
0,1,2

1+− 3
4Cπ − 3Tπ

√
1
3

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1 S]1

]
1
+
√

2
3

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1D]

1

]
1

√

3
4Cπ + 3

2Tπ −
√

2
3

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1 S]1

]
1
+
√

1
3

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1D]

1

]
1

− 9
4Cπ

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]0 S]0

]
1

√

− 9
4Cπ

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]0D]

2

]
1,2,3

√

1++ 3
4Cπ − 3Tπ

√
1
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 S]1

]
0,1,2

+
√

2
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

1

]
0,1,2

√

3
4Cπ + 3

2Tπ −
√

2
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 S]1

]
0,1,2

+
√

1
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

1

]
0,1,2

3
4Cπ + 3

2Tπ
[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

2

]
1,2,3

2+− 3
4Cπ + 3

2Tπ
[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1D]

2

]
2

− 9
4Cπ

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]0D]

2

]
1,2,3

√

2++ − 9
4Cπ

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]0D]

2

]
2

√

3
4Cπ − 3Tπ

√
1
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 S]1

]
0,1,2

+
√

2
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

1

]
0,1,2

√

3
4Cπ + 3

2Tπ −
√

2
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 S]1

]
0,1,2

+
√

1
3

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

1

]
0,1,2

3
4Cπ + 3

2Tπ
[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

2

]
1,2,3

3
4Cπ − 3Tπ

√
3
7

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]3

]
2,3,4

+
√

4
7

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1G]3

]
2,3,4

√

3
4Cπ + 3

2Tπ −
√

4
7

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

3

]
2,3,4

+
√

3
7

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1G]3

]
2,3,4

3+− 3
4Cπ − 3Tπ

3√
21

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1D]

3

]
3
+ 2√

7

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1G]3

]
3

√

3
4Cπ + 3

2Tπ − 2√
7

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1D]

3

]
3
+ 3√

21

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1G]3

]
3

− 9
4Cπ

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1D]

2

]
1,2,3

√

− 9
4Cπ

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1G]4

]
3,4,5

√

3++ 3
4Cπ + 3

2Tπ
[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

2

]
1,2,3

3
4Cπ − 3Tπ

3√
21

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

3

]
2,3,4

+ 2√
7

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1G]3

]
2,3,4

√

3
4Cπ + 3

2Tπ − 2√
7

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1D]

3

]
2,3,4

+ 3√
21

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1G]3

]
2,3,4

3
4Cπ + 3

2Tπ
[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1G]4

]
3,4,5
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表 4.5 アイソスピン I = 0のときの対角化されたポテンシャルと固有状態。ブロック行列を

対角化した部分は 2成分の重ね合わせ状態である。
√
マークはポテンシャルが引力のチャネル

である。

JPC Potential State Attractive

0−− 3
4Cπ + 3

2Tπ
[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 P ]1

]
0,1,2

0−+ 3
4Cπ − 3Tπ

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1 P ]0

]
0

√

− 9
4Cπ

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]0 P ]1

]
0,1,2

√

1−− − 9
4Cπ

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]0 P ]1

]
1

√

3
4Cπ − 3Tπ

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 P ]0

]
1

√

3
4Cπ + 3

2Tπ
[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 P ]1

]
0,1,2

3
4Cπ − 3Tπ

√
2
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 P ]2

]
1,2,3

+
√

3
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 F ]2

]
1,2,3

√

3
4Cπ + 3

2Tπ −
√

3
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 P ]2

]
1,2,3

+
√

2
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 F ]2

]
1,2,3

1−+ 3
4Cπ + 3

2Tπ
[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1 P ]1

]
1

− 9
4Cπ

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]0 P ]1

]
0,1,2

√

2−− 3
4Cπ + 3

2Tπ
[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 P ]1

]
0,1,2

3
4Cπ − 3Tπ

√
2
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 P ]2

]
1,2,3

+
√

3
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 F ]2

]
1,2,3

√

3
4Cπ + 3

2Tπ −
√

3
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 P ]2

]
1,2,3

+
√

2
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 F ]2

]
1,2,3

3
4Cπ + 3

2Tπ
[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 F ]3

]
2,3,4

2−+ 3
4Cπ − 3Tπ

√
2
5

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1 P ]2

]
2
+
√

3
5

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1 F ]2

]
2

√

3
4Cπ + 3

2Tπ −
√

3
5

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1 P ]2

]
2
+
√

2
5

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1 F ]2

]
2

− 9
4Cπ

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]0 P ]1

]
0,1,2

√

− 9
4Cπ

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]0 F ]3

]
2,3,4

√

3−− − 9
4Cπ

[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]0 F ]3

]
3

√

3
4Cπ − 3Tπ

√
2
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 P ]2

]
1,2,3

+
√

3
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 F ]2

]
1,2,3

√

3
4Cπ + 3

2Tπ −
√

3
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 P ]2

]
1,2,3

+
√

2
5

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 F ]2

]
1,2,3

3
4Cπ + 3

2Tπ
[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 F ]3

]
2,3,4

3
4Cπ − (1+2

√
5)

2 Tπ

√
1
2

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 F ]4

]
3,4,5

+
√

1
2

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1H]

4

]
3,4,5

√

3
4Cπ − (1−2

√
5)

2 Tπ

√
1
2

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1 F ]4

]
3,4,5

−
√

1
2

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]1H]

4

]
3,4,5

3−+ 3
4Cπ + 3

2Tπ
[[
QQ̄
]
0
[[qq̄]1 F ]3

]
3

− 9
4Cπ

[[
QQ̄
]
1
[[qq̄]0 F ]3

]
2,3,4

√
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可能性がある。またこの引力チャネルは QQ̄のスピンが 1である。HQSSの破れが小さければこ

のスピンは保存されるので崩壊先のチャーモニウムは J/ψ になる。PDGに記載されている崩壊

モードを見ると J/ψ を含むモードへの崩壊は見えているが、ηc のモードは not seen となってい

る。このことからも三重項が存在するのではないかと考えられる。

もちろん現実のクォーク質量が有限であることから HQSS はあらわに破れている。対称性に

基づく議論を行うならばチャームクォークよりも重いボトムクォークを含むテトラクォークのほ

うが適しているだろう。今の所、発見されている X,Y, Z テトラクォークの多くはチャーム-反

チャームクォークを含むテトラクォークであるが、今後の実験でさらに多くのテトラクォーク、特

にボトムクォークを含むものが発見されることを期待する。

一方で、現在見つかっているボトムクォークと反ボトムクォークを含む Zb(10610)と Zb(10650)

の 2 種類のテトラクォークはここでの解析結果ではパイ中間子交換だけで説明することはでき

ない。これらはそれぞれ BB̄∗ と B∗B̄∗ のしきい値近傍にあるテトラクォークで、量子数は

I(JPC) = 1(1+−)とされている [34]。該当するのは表 4.2だが引力ポテンシャルを持つチャネル

は 1 つだけしかない。これはパイ中間子交換以外の相互作用も大きな寄与があると予想される。

ボトムクォークはチャームクォークよりも重く運動項の抑制が強いため、OPEPよりも近距離で

効くポテンシャルの影響が大きくなる。ρ, ω 中間子交換などを取り入れたポテンシャルを用いた

議論が必要となるだろう。

ポテンシャルの改良や対称性の破れを取り入れた解析を行い、現実のエキゾチックハドロンと

比較してそれらの HQS多重項構造を調べていくことが今後の課題である。



67

第 5章
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この論文ではヘビーハドロンの 2体束縛状態としてのエキゾチックハドロンに対して HQSSを

適用し、どのような HQS多重項構造が得られるかを調査した。

第 2 章ではヘビーハドロンの有効理論について解説した。ヘビークォーク極限において QCD

が持つ対称性である HQSSを尊重してヘビーメソンやヘビーバリオンの有効理論を構築した。相

互作用がヘビークォークのスピンに依存しないことから、全スピンは異なるが質量は縮退するハ

ドロンの組が存在し、HQS多重項と呼ばれる。ヘビーメソン ∼ Qq̄ には二重項が、ヘビーバリオ

ン ∼ Qqq には一重項と二重項がある。現実のクォーク質量は有限なので対称性は破れているが、

このような多重項構造は近似的に存在していることがチャームハドロンやボトムハドロンで知ら

れている。

第 3章ではヘビーメソンとヘビーバリオンの分子状態としてのペンタクォークに HQSSを適用

して HQS多重項構造を調べた。この約 15年間で X,Y, Z テトラクォークや Pc ペンタクォーク

といったエキゾチックハドロンの候補が複数発見されている。これらの多くはそのクォーク組成

に 1個のヘビークォークと 1個の反ヘビークォークを含んでいる。HQSSはヘビークォークが 1

個だけの系において QCDが持つ対称性である。複数のヘビークォークがある場合、有効理論の

最低次であってもヘビークォーク間の相対運動によって対称性が破れるため HQSSは厳密には存

在しない。本研究では 2 個のヘビークォークを含んでいても HQSS を適用できる系として LCS

基底を導入した。ヘビークォーク間の相対運動を禁止して同じ速度でラベルされることを仮定し、

角運動量励起など相対運動はヘビークォーク以外の軽い自由度が担うという系である。

第 3.3.1節ではヘビーメソン P̄ (∗) とヘビーバリオン Σ
(∗)
Q との間の相対軌道角運動量が S波の

場合を解析した。LCS基底でのスピン構造を考えると、スピン 1/2一重項、スピン 3/2一重項、

スピン (1/2, 3/2) 二重項、スピン (1/2, 3/2, 5/2) 三重項の全 4 種類の HQS 多重項が存在する。

ヘビークォークが 1個だけの系では一重項か二重項しか存在せず、三重項以上の構造は複数のヘ

ビークォークが存在する系での特徴である。HM基底と LCS基底は内部のスピン状態を組み換え

るユニタリ変換でつながっており、その変換行列要素はスピン組み換えによるクレブシュ-ゴルダ

ン係数によって決まっている。

HQSSが適用できるのであれば多重項構造はモデルに依らないが、どの多重項が束縛状態にな

るかはモデルに依存する。本研究では OPEP を用いて引力チャネルを議論した。HM 基底では

ポテンシャル行列に非対角成分が存在するので結合チャネル問題として解く必要がある。しかし

LCS 基底へ変換するとヘビークォーク極限では自動的に対角化されて単一チャネル問題に変わ

る。この対角成分はそれぞれ HQS多重項ごとに分類されている。HM基底と LCS基底はユニタ
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リ変換で互いに変換できるため、どちらの基底でシュレディンガー方程式を解いても得られる固

有値、固有状態は同一である。通常、HM基底から計算を始めて数値的にシュレディンガー方程

式を解く場合は数値対角化することで固有状態を得る。一方、LCS基底でははじめから対角化さ

れたポテンシャルになっているためその固有状態の物理的な意味が理解しやすいことが大きな利

点である。つまり HQSSが存在するのであれば、その系の固有状態は HQS多重項で分類された

ものが物理状態であり、それは分子状態の重ね合わせで表現される。

またシュレディンガー方程式を実際に解き、多重項の縮退の様子を見た。系の質量スケールを

決めるパラメータ µ を定義し、その値を操作することでヘビークォーク極限の場合と有限質量

の場合とを調べた。ヘビークォーク極限では同じ多重項に属する状態だけでなく、同じライト

クラウドスピンを持つ状態が全て縮退している。例えば
[
Q̄Q
]
1
[q[qq]1]3/2 というスピン構造は

JP = (1/2−, 3/2−, 5/2−)三重項であり、同じ多重項に属するのでヘビークォーク極限で縮退す

る。しかし
[
Q̄Q
]
0
[q[qq]1]3/2 という JP = 3/2− 一重項もまた先の三重項の状態と縮退する。こ

れはパイ中間子との相互作用に影響するのはライトクォークのみで、ヘビークォークが無関係だ

からである。そのためヘビークォークのスピンの構造が違うため別の多重項として分類されても、

ライトクラウドスピンが同じだと感じるポテンシャルが同じになるので縮退する。これはパイ中

間子に限らず、ライトクォークで構成される他の中間子交換相互作用でも同様である。このよう

に一重項と三重項 (または二重項)が縮退するが、これらは結合可能なクォーコニウムが異なるの

で崩壊チャネルで区別される。上記の一重項の場合ヘビースピンは 0である。HQSSによってこ

れが保存されるので可能な崩壊先はスピン 0のクォーコニウムである。逆に三重項の場合、崩壊

先はスピン 1のクォーコニウムになる。現実では HQSSは破れているがその破れ度合いが小さけ

ればスピンフリップは起こりにくいので、クォーコニウムへの崩壊分岐比を測定できればそのス

ピン構造を推定できる。

第 3.4節では P波ペンタクォークの場合を調べた。LCS基底で多重項構造を調べることは S波

と同じだがポテンシャルが完全には対角化されず、ブロック行列になることが異なる。それぞれ

のブロックは HQS 多重項の種類で分類されている。同一ブロック内の成分はライトクラウド全

体のスピンが同じだが、内部のスピン構造が異なる。対称性の観点からは内部のスピン構造は区

別されないので、ライトクラウド全体のスピンが同じであればそれらの成分が混合することは自

然である。この混合を起こしているのはテンソル力であることがブロックの非対角成分から分か

る。それ以外の縮退の構造や崩壊チャネルの違いなどは S波の場合と同様に考えることができる。

第 4章ではヘビーメソンの 2体束縛状態としてテトラクォークを考え、その HQS多重項構造

を調べた。ここでは J ≦ 3で可能な全ての角運動量状態を取り入れて解析した。ペンタクォーク

の場合はライトクラウドスピンの構造に 1/2が存在しうるので HQS二重項があったが、テトラ

クォークを考えると可能なライトクラウドスピンは整数なので二重項は現れない。ポテンシャル

が引力になるセクターを調べると X(3872)に対応する I(JPC) = 0(1++)では HQS三重項が引

力である。そのため JPC = 0++, 2++ のスピンパートナーが存在する可能性がある。またクォー

コニウムへ崩壊する場合、J/ψ への崩壊は観測されているが ηc への崩壊は観測されていないの

で、このことからも HQS三重項が存在する可能性を指摘できる。

以上のように複数のヘビークォークを含む系へ HQSS を適用するために LCS 基底を定義し、

ヘビーハドロン分子状態での HQS 多重項について調べた。しかしながらこの結果を現実のエキ

ゾチックハドロンへ直接適用し、定量的に議論するにはいくつかの課題がある。まず相互作用と

してパイ中間子交換相互作用を用いたが、他の粒子の交換相互作用も考えなければならない。も
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しもパイ中間子以外の影響もあるのならば引力になる多重項が変わる可能性がある。あるいは更

に近距離での相互作用もありうる。ヘビーハドロン分子状態からクォーコニウムを含む状態へ結

合するにはヘビークォークの交換が必要だが、その質量の大きさからハドロンの交換よりも短距

離のクォークレベルのダイナミクスで記述されるだろう。

相互作用の面以外に、HQSSの破れの効果も考慮することは不可欠かつ面白い。本研究では µ

が小さな場合の有限質量の計算では、運動項にのみ HQSSの破れの効果が入っていたがその効果

は小さいことを示した。しかし相互作用ラグランジアンの高次項は取り入れていない。またここ

では LCS基底としてヘビークォーク間の相対運動を禁止したが、ヘビークォーコニウム有効理論

で知られるようにその相対運動は対称性を破る。対称性を破る項は異なる HQS 多重項を混ぜる

ことになり LCS基底のポテンシャルの非対角成分として現れる。これを対角化した際に引力チャ

ネルに多重項の混合がどの程度起こるかは興味深い。

定量的な議論や実験結果との比較のためにはこのように相互作用の改良や対称性の破れの効果

を取り入れることが必要であり今後の課題である。本研究ではシュレディンガー方程式を解いて

束縛状態を調べたのみだが共鳴解の解析を行ったり、散乱問題としてリップマン–シュウィンガー

方程式を解くことも面白いだろう。ヘビークォークを含むエキゾチックハドロンの候補が発見さ

れて 15年以上が経つが、現在でも次々と新たな候補が発見されそのたびに注目を集めている。そ

れらを対称性の観点から分類し、物理的な理解を進めていくために HQSSに基づく解析を発展さ

せていくことは意味がある。そして今後も LHC実験や Belle II 実験などで詳細な測定や新たな

エキゾチックハドロン発見が続くことを期待している。
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付録 A

HM基底と LCS基底とのユニタリ変換
行列

ハドロン分子状態の HQS多重項構造を議論するために HM基底から LCS基底へのユニタリ変

換を行っている。この変換行列は内部のスピン自由度を組み替える際のクレブシュ–ゴルダン係数

（Clebsch–Gordan coefficients, CG係数）を計算することで得られる。本章では変換行列要素の

9-j 記号を用いた計算を説明する。

A.1 ヘビーメソン-ヘビーバリオン分子状態における基底変換

例として第 3 章で解析したヘビーメソン-ヘビーバリオンの分子状態における基底変換を考え

る。つまり次のようなスピン構造の組み替えを行う。[[
Q̄q
]
SQ̄q

[
Q[qq]Sqq

]
SQqq

]
J
→
[[
Q̄Q
]
SQ̄Q

[
q[qq]Sqq

]
Sqqq

]
J

(L = 0), (A.1.1)[
L
[[
Q̄q
]
SQ̄q

[
Q[qq]Sqq

]
SQqq

]
S

]
J
→
[[
Q̄Q
]
SQ̄Q

[
L
[
q[qq]Sqq

]
Sqqq

]
SLCS

]
J

(L ̸= 0). (A.1.2)

ここで SQ̄q や Sqq などは Q̄q や qq のスピンを表し、J は全角運動量である。式 (A.1.2)左辺の S

はヘビーメソンとヘビーバリオンの合成スピンである。また SLCS はライドクラウドスピンを意

味する。特に L = 0の場合は Sqqq = SLCS となる。以降ではライトダイクォーク部分 [qq]Sqq を

dと省略する。

まずはスピン部分のみの組み換えを考える。この組み換えは 9-j 記号を用いて

[[
Q̄q
]
SQ̄q

[Qd]SQqq

]
S
=

∑
SQ̄Q,Sqqq

ŜQ̄qŜQqqŜQ̄QŜqqq


Q̄ q SQ̄q

Q d SQqq

SQ̄Q Sqqq S

[[Q̄Q]SQ̄Q
[qd]Sqqq

]
S
,

(A.1.3)

と書かれる。ここで ŜQ̄q などは Ŝα =
√
2Sα + 1, α = Q̄q,Qqq, Q̄Q, qqq である。
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次に軌道角運動量とスピン部分の組み換えを行う。[
L
[[
Q̄Q
]
SQ̄Q

[qd]Sqqq

]
S

]
J
=
[
[0, L]L

[
SQ̄QSqqq

]
S

]
J

=
∑
SLCS

L̂ŜŜQ̄QŜLCS


0 L L

SQ̄Q Sqqq S
SQ̄Q SLCS J

[[0, SQ̄Q

]
SQ̄Q

[L, Sqqq]SLCS

]
J

=
∑
SLCS

L̂ŜŜQ̄QŜLCS


0 L L

SQ̄Q Sqqq S
SQ̄Q SLCS J


[[
Q̄Q
]
SQ̄Q

[
L [qd]Sqqq

]
SLCS

]
J

.

(A.1.4)

以上より変換行列要素は以下のように求められる。[
L
[[
Q̄q
]
SQ̄q

[Qd]SQqq

]
S

]
J
=

∑
SQ̄Q,Sqqq,SLCS

ŜQ̄qŜQqqŜQ̄QŜqqqL̂ŜŜQ̄QŜLCS ×


Q̄ q SQ̄q

Q d SQqq

SQ̄Q Sqqq S




0 L L
SQ̄Q Sqqq S
SQ̄Q SLCS J


[[
Q̄Q
]
SQ̄Q

[
L [qd]Sqqq

]
SLCS

]
J

.

(A.1.5)
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付録 B

π中間子交換相互作用のスピン-スピン
演算子とテンソル演算子の計算

第 3章ではハドロン間の相互作用として π中間子交換相互作用 (One-pion exchange potential,

OPEP)を用いた解析を行った。OPEPはスピン-スピン力ポテンシャルとテンソル力ポテンシャ

ルの 2種類に分けることができ、それぞれのポテンシャルは π中間子と相互作用するライトクォー

クのスピンから決まる。この章ではこれらのポテンシャルを計算する際に必要となる角運動量演

算子などについて説明する。

B.1 角運動量演算子

OPEPを計算する際に始状態・終状態に現れる粒子のスピンに対応した角運動量演算子を用い

る。角運動量演算子については多くの量子力学の教科書で解説されているが、ここでは Stephen

Gasiorowiczの教科書 [84]を参考にする。

角運動量 lの演算子を考える。z 成分の場合は単純に

Lz =


l 0 · · · 0 0
0 l − 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · −l + 1 0
0 0 · · · 0 −l

 (B.1.1)

という行列で書ける。x成分と y 成分は昇降演算子を用いて定義する。

Lx =
1

2
(L+ + L−) (B.1.2)

Ly = − i

2
(L+ − L−) (B.1.3)
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このとき昇降演算子はそれぞれ

L+ =



0
√
1× 2l 0 · · · 0 0 0

0 0
√

2× (2l − 1) · · · 0 0 0

0 0 0
√

3× (2l − 2) · · · 0 0
...

...
...

. . .
. . .

...
...

0 0 0 · · · 0
√

(2l − 1)× 2 0

0 0 0 · · · 0 0
√
2l × 1

0 0 0 · · · 0 0 0


(B.1.4)

L− =



0 0 0 · · · 0 0 0√
1× 2l 0 0 · · · 0 0 0

0
√
2× (2l − 1) 0 · · · 0 0 0

...
...

. . .
. . .

...
...

...

0 0 · · ·
√

(2l − 2)× 3 0 0 0

0 0 0 · · ·
√

(2l − 1)× 2 0 0

0 0 0 · · · 0
√
2l × 1 0


(B.1.5)

となる。

l = 1/2の場合、角運動量演算子は σi/2であり具体的に以下のようになる。

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
. (B.1.6)

l = 1の場合は

Tx =

 0 1√
2

0
1√
2

0 1√
2

0 1√
2

0

 ,

Ty =

 0 − i√
2

0
i√
2

0 − i√
2

0 i√
2

0

 , (B.1.7)

Tz =

 1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 .

l = 3/2の場合は

Σx =


0

√
3
2 0 0√

3
2 0 1 0

0 1 0
√
3
2

0 0
√
3
2 0

 ,

Σy =


0 −i

√
3
2 0 0

i
√
3
2 0 −i 0

0 i 0 −i
√
3
2

0 0 i
√
3
2 0

 , (B.1.8)

Σz =


3
2 0 0 0
0 1

2 0 0
0 0 − 1

2 0
0 0 0 − 3

2

 ,
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と書ける。

B.2 角運動量遷移演算子

始状態と終状態とで粒子のスピンが異なるときには角運動量遷移演算子を用いる。ここではい

くつかの具体例を書く。

l = 1から l = 0への遷移演算子はいわゆる偏極ベクトルである。

ϵ⃗+ =

 − 1√
2

− i√
2

0

 , ϵ⃗0 =

 0
0
1

 , ϵ⃗− =

 1√
2

− i√
2

0

 . (B.2.1)

l = 3/2から l = 1/2への遷移演算子は 2行 4列の行列で書かれる。

Sx =

(
− 1√

2
0 1√

6
0

0 − 1√
6

0 1√
2

)
,

Sy =

(
− i√

2
0 − i√

6
0

0 − i√
6

0 − i√
2

)
, (B.2.2)

Sz =

 0
√

2
3 0 0

0 0
√

2
3 0


このとき、式 (B.2.2)の遷移演算子 Si と式 (B.1.8)の l = 3/2の演算子 Σi(i = x, y, z)は以下の

関係を満たす。

Σi =
3

2
σrs
i ,

σrs
k = −iϵijkS†

i Sj . (B.2.3)

ただし、係数 3/2を付けずにすむよう遷移演算子に最初から
√

3/2を掛けて定義する場合もある。

B.3 OPEPに現れるスピン-スピン演算子、テンソル演算子につい

ての公式

OPEPは一般にスピン-スピン力 (中心力)部分 C とテンソル力部分 T に分けることができる。

Vij = αij

[
Oi · OjC(mπ,Λ, r) + SOiOj

T (mπ,Λ, r)
]
(τ⃗i · τ⃗j) . (B.3.1)

i, j は始状態、終状態のチャネルを表す添字、αは結合定数などをまとめた全体の係数、Oはチャ
ネルに対応するスピン (遷移)演算子、S はテンソル演算子、τ はアイソスピン演算子である。関

数 C, T はそれぞれスピン-スピンポテンシャル、テンソルポテンシャルである。形式的には

C(mπ,Λ, r) =
m3

π

4π
Y1(mπ,Λ, r) , (B.3.2)

T (mπ,Λ, r) =
m3

π

4π
H3(mπ,Λ, r) , (B.3.3)



76 付録 B π 中間子交換相互作用のスピン-スピン演算子とテンソル演算子の計算

と書かれる。ここで

Y (x) =
e−x

x
, (B.3.4)

H(x) =

(
1 +

3

x
+

3

x2

)
Y (x) , (B.3.5)

Y1(m,Λ, r) = Y (mr)− Λ

m
Y (Λr)− Λ2 −m2

2mΛ
e−Λr , (B.3.6)

H3(m,Λ, r) = H(mr)−
(
Λ

m

)3

H(Λr)− Λ(Λ2 −m2)

2m3
Y (Λr)− Λ(Λ2 −m2)

2m3
e−Λr (B.3.7)

を用いて具体的に書き下すと

C(mπ,Λ, r) =
m2

π

4π

[
e−mπr − e−Λr

r
− Λ2 −m2

π

2Λ
e−Λr

]
, (B.3.8)

T (mπ,Λ, r) =
1

4π

[
m2

πr
2 + 3mπr + 3

r3
e−mπr − Λ2r2 + 3Λr + 3

r3
e−Λr

−Λ2 −m2
π

2r
e−Λr − Λ3 − Λm2

π

2
e−Λr

]
(B.3.9)

となる。必要なのはスピン-スピン演算子Oi ·Oj やテンソル演算子 SOiOj
= 3

(
O⃗i · r̂

)(
O⃗j · r̂

)
−

O⃗i · O⃗j の値を具体的に計算することである。これらを簡単に計算するための公式を導出する。

この導出には A. Hosaka, H. Tokiによる教科書 [85]を参考にした。n-j 記号や換算行列要素に

ついては D.A. Varshalovich らの教科書 [86] が詳しい。

B.3.1 スピン-スピン演算子

以下のスピン-スピン演算子の行列要素の公式を導出する。

スピン-スピン演算子� �
〈
[L′ [S′

1S
′
2]S′ ]J′

∣∣ (O⃗1 · O⃗2

) ∣∣[L [S1S2]S ]J
〉

= (−1)S
′
2+S+S1δJJ ′δJzJ′

z
δLL′δSS′

{
S′
1 S′

2 S′

S2 S1 1

}
⟨S′

1||O1||S1⟩ ⟨S′
2||O2||S2⟩ (B.3.10)� �

ここで

{
S′
1 S′

2 S′

S2 S1 1

}
は 6-j 記号である。また ⟨S′

1||O1||S1⟩などの二重線で書かれた行列要

素は換算行列要素と呼ばれ、後述するWigner-Eckartの定理から出てくる。換算行列要素は角運

動量量子数 S1 の z 成分の固有値に依存せず、固有値の情報は Clebsch-Gordan係数が持つ。

まずテンソル積を用いた次の行列要素を計算する。〈
[L′ [S′

1S
′
2]S′ ]J′

∣∣ (O⃗1 · O⃗2

) ∣∣[L [S1S2]S ]J
〉

= ⟨[L′S′]J′ | (−
√
3) [0 [O1O2]0]0 |[LS]J⟩ (B.3.11)

ここで添え字 1, 2は始 (終)状態の粒子 1、粒子 2を表す。S は粒子 1のスピン S1 と粒子 2のス

ピン S2 の合成スピン、Lは軌道角運動量、J は S と Lの合成角運動量、つまり全角運動量であ
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る。Wigner-Eckartの定理より

−
√
3 ⟨[L′S′]J′ | [0 [O1O2]0]0 |[LS]J⟩

= −
√
3
1

Ĵ
(JJz00|J ′J ′

z) ⟨[L′S′]J′ |
∣∣[0 [O1O2]0]0

∣∣ |[LS]J⟩ . (B.3.12)

となる。ここで Ĵ =
√
2J + 1である。また (J1J1zJ2J2z|JJz) = CJJz

J1J1zJ2J2z
はClebsch-Gordan

係数を表す。よって

(B.3.12) = −
√
3
1

Ĵ
δJJ ′δJzJ′

z
⟨[L′S′]J′ |

∣∣[0 [O1O2]0]0
∣∣ |[LS]J⟩ . (B.3.13)

と変形される。次に換算行列要素と 9-j 記号についての関係式

⟨[j′1j′2]J′ | |[k1k2]K | |[j1j2]J⟩ = Ĵ ′K̂Ĵ

 j′1 j′2 J ′

j1 j2 J
k1 k2 K

 ⟨j′1| |k1| |j1⟩ ⟨j′2| |k2| |j2⟩ , (B.3.14)

を用いて軌道角運動量部分とスピン部分を分離する。

⟨[L′S′]J′ |
∣∣[0 [O1O2]0]0

∣∣ |[LS]J⟩
= Ĵ ′0̂Ĵ

 L′ S′ J ′

L S J
0 0 0

 ⟨L′||1||L⟩ ⟨S′|| [O1O2]0 ||S⟩ . (B.3.15)

3行目が全て 0になる 9-j 記号は L′ S′ J ′

L S J
0 0 0

 =
δLL′δSS′δJJ ′

L̂′Ŝ′Ĵ ′
, (B.3.16)

と変形される。また軌道角運動量演算子 Lの換算行列要素は

⟨L′||1||L⟩ = L̂δLL′ , (B.3.17)

である。これらを用いると

(B.3.13) = −
√
3ĴδJJ ′δJzJ′

z

 L′ S′ J ′

L S J
0 0 0

 ⟨L′||||L⟩ ⟨S′|| [O1O2]0 ||S⟩

= −
√
3
1

Ŝ
δJJ ′δJzJ′

z
δLL′δSS′ ⟨S′|| [O1O2]0 ||S⟩ , (B.3.18)

と変形できる。

次にスピン-スピン部分を分離する。

⟨S′|| [O1O2]2 ||S⟩ = ⟨[S′
1S

′
2]S′ || [O1O2]2 || [S1S2]S⟩

= Ŝ′0̂Ŝ

 S′
1 S′

2 S′

S1 S2 S
1 1 0

 ⟨S′
1||O1||S1⟩ ⟨S′

2||O2||S2⟩ . (B.3.19)

この 9-j 記号は 6-j 記号で書くことができる。 S′
1 S′

2 S′

S1 S2 S
1 1 0

 = (−1)S
′
2+S+S1+1 1

Ŝ1̂

{
S′
1 S′

2 S′

S2 S1 1

}
. (B.3.20)
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以上より、スピン-スピン演算子の行列要素を求める公式が得られる。

(B.3.18) = −
√
3ŜδJJ ′δJzJ′

z
δLL′δSS′(−1)S

′
2+S+S1+1 1

Ŝ1̂

{
S′
1 S′

2 S′

S2 S1 1

}
⟨S′

1||O1||S1⟩ ⟨S′
2||O2||S2⟩

= (−1)S
′
2+S+S1δJJ ′δJzJ′

z
δLL′δSS′

{
S′
1 S′

2 S′

S2 S1 1

}
⟨S′

1||O1||S1⟩ ⟨S′
2||O2||S2⟩ .

(B.3.21)

B.3.2 テンソル演算子

次にテンソル演算子の行列要素を計算する。

テンソル演算子公式� �
〈
[L′ [S′

1S
′
2]S′ ]J′

∣∣S12(r̂)
∣∣[L [S1S2]S ]J

〉
= (−1)2L

′−25
√
6δJJ ′δJzJ′

z
Ĵ ′L̂′Ŝ′ŜCL0

L′020

 L′ S′ J ′

L S J
2 2 0


 S′

1 S′
2 S′

S1 S2 S
1 1 2


× ⟨S′

1||O1||S1⟩ ⟨S′
2||O2||S2⟩ . (B.3.22)� �

テンソル演算子はテンソル積を用いて

S12(r̂) = 3
(
O⃗1 · r̂

)(
O⃗2 · r̂

)
− O⃗1 · O⃗2 (B.3.23)

=
√
24π [Y2 [O1O2]2]0 , (B.3.24)

と書かれる。ここで Y2 は球面調和関数である。次にWigner-Eckartの定理を使う。

√
24π

〈
[L′ [S′

1S
′
2]S′ ]J′

∣∣ [Y2 [O1O2]2]0
∣∣[L [S1S2]S ]J

〉
(B.3.25)

=
1

Ĵ
(JJz00|J ′J ′

z)
√
24π

〈
[L′ [S′

1S
′
2]S′ ]J′

∣∣ ∣∣[Y2 [O1O2]2]0
∣∣ ∣∣[L [S1S2]S ]J

〉
=

1

Ĵ
δJJ ′δJzJ′

z

√
24π

〈
[L′ [S′

1S
′
2]S′ ]J′

∣∣ ∣∣[Y2 [O1O2]2]0
∣∣ ∣∣[L [S1S2]S ]J

〉
. (B.3.26)

(J1J1zJ2J2z|JJz) は Clebsch-Gordan 係数 CJJz

J1J1zJ2J2z
である。スピン-スピン演算子の場合と

同様に 9-j 記号を用いて軌道角運動量部分とスピン部分を分離する。〈
[L′ [S′

1S
′
2]S′ ]J′

∣∣ ∣∣[Y2 [O1O2]2]0
∣∣ ∣∣[L [S1S2]S ]J

〉
=
〈
[L′S′]J′ || [Y2 [O1O2]2]0 || [LS]J

〉
= Ĵ ′0̂Ĵ

 L′ S′ J ′

L S J
2 2 0

 ⟨L′||Y2||L⟩ ⟨S′|| [O1O2]2 ||S⟩ . (B.3.27)

球面調和関数の換算行列要素は

⟨L′||Yk||L⟩ = (−1)2L
′−k L̂

′k̂√
4π

(L′0k0|L0) , (B.3.28)
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である。よって

(B.3.26) =
1

Ĵ
δJJ ′δJzJ′

z

√
24πĴ ′0̂Ĵ

 L′ S′ J ′

L S J
2 2 0

 ⟨L′||Y2||L⟩ ⟨S′|| [O1O2]2 ||S⟩

=
√
24πδJJ ′δJzJ′

z
Ĵ ′

 L′ S′ J ′

L S J
2 2 0

× (−1)2L
′−2 L̂

′2̂√
4π
CL0

L′020 ⟨S′|| [O1O2]2 ||S⟩

= (−1)2L
′−2

√
6
√
5δJJ ′δJzJ′

z
Ĵ ′L̂′

 L′ S′ J ′

L S J
2 2 0

CL0
L′020 ⟨S′|| [O1O2]2 ||S⟩ ,

(B.3.29)

となる。次にスピン演算子を分離する。

⟨[S′
1S

′
2]S′ || [O1O2]2 || [S1S2]S⟩ = Ŝ′2̂Ŝ

 S′
1 S′

2 S′

S1 S2 S
1 1 2

 ⟨S′
1||O1||S1⟩ ⟨S′

2||O2||S2⟩ .

(B.3.30)

ここまでをすべて合わせるとテンソル演算子行列要素の公式が得られる。

(B.3.29) = (−1)2L
′−2

√
6
√
5δJJ ′δJzJ′

z
Ĵ ′L̂′

 L′ S′ J ′

L S J
2 2 0

CL0
L′020Ŝ

′2̂Ŝ

 S′
1 S′

2 S′

S1 S2 S
1 1 2


× ⟨S′

1||O1||S1⟩ ⟨S′
2||O2||S2⟩

= (−1)2L
′−25

√
6δJJ ′δJzJ′

z
Ĵ ′L̂′Ŝ′ŜCL0

L′020

 L′ S′ J ′

L S J
2 2 0


 S′

1 S′
2 S′

S1 S2 S
1 1 2


× ⟨S′

1||O1||S1⟩ ⟨S′
2||O2||S2⟩ . (B.3.31)

B.3.3 角運動量演算子の換算行列要素

スピン-スピン演算子の公式 (B.3.10)やテンソル演算子の公式 (B.3.22)には角運動量演算子の

換算行列要素が含まれる。これは角運動量演算子の z 成分を用いることで容易に求めることがで

きる。換算行列要素については既に挙げた D.A. Varshalovich らの教科書 [86] の他、H. Georgi

の教科書 [87]も参考にしている。ここでは下記の式を基に具体的に値を求める。

角運動量演算子の z 成分と換算行列要素の関係式� �
⟨s1|Oz |s2⟩ =

1

ŝ1
(s2m210|s1m1) ⟨s1||O||s2⟩ (B.3.32)� �

スピン 1/2演算子

⟨1/2|σz|1/2⟩ =
1√

2× 1/2 + 1

(
1

2

1

2
10

∣∣∣∣ 12 12
)
⟨1/2||σ||1/2⟩ ,

1 =
1√
2
C

1/2,1/2
1/2,1/2,1,0 ⟨1/2||σ||1/2⟩ ,

1 =
1√
2
× 1√

3
⟨1/2||σ||1/2⟩ ,

⟨1/2||σ||1/2⟩ =
√
6 . (B.3.33)
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スピン 1演算子

⟨1|Tz|1⟩ =
1√

2× 1 + 1
(1110| 11) ⟨1||T ||1⟩ ,

1 =
1√
3
C1,1

1,1,1,0 ⟨1||T ||1⟩ ,

1 =
1√
3
× 1√

2
⟨1||T ||1⟩ ,

⟨1||T ||1⟩ =
√
6 . (B.3.34)

スピン 3/2演算子

⟨3/2|Σz|3/2⟩ =
1√

2× 3/2 + 1

(
3

2

3

2
10

∣∣∣∣ 32 32
)
⟨3/2||Σ||3/2⟩ ,

3

2
=

1

2
C

3/2,3/2
3/2,3/2,1,0 ⟨3/2||Σ||3/2⟩ ,

3

2
=

1

2
×
√

3

5
⟨3/2||Σ||3/2⟩ ,

⟨3/2||Σ||3/2⟩ =
√
15 . (B.3.35)

スピン 1 → 0遷移演算子

⟨0|ϵz|1⟩ =
1√

2× 0 + 1
(1010| 00) ⟨0||ϵ||1⟩ ,

1 = 1× C0,0
1,0,1,0 ⟨0||ϵ||1⟩ ,

1 = 1×

(
−
√

1

3

)
⟨0||ϵ||1⟩ ,

⟨0||ϵ||1⟩ = −
√
3 . (B.3.36)

〈
1|ϵ†z|0

〉
=

1√
2× 1 + 1

(0010| 10)
〈
1||ϵ†||0

〉
,

1 =

√
1

3
× C1,0

0,0,1,0

〈
1||ϵ†||0

〉
,

1 =

√
1

3
× 1

〈
1||ϵ†||0

〉
,〈

1||ϵ†||0
〉
=

√
3 . (B.3.37)

スピン 3/2 → 1/2遷移演算子

〈
1/2|St

z|3/2
〉
=

1√
2× 1/2 + 1

(
3

2

1

2
10

∣∣∣∣ 12 12
)〈

1/2||St||3/2
〉
,√

2

3
=

√
1

2
× C

1/2,1/2
3/2,1/2,1,0

〈
1/2||St||3/2

〉
,√

2

3
=

√
1

2
×

(
−
√

1

3

)〈
1/2||St||3/2

〉
,〈

1/2||St||3/2
〉
= −2 . (B.3.38)
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〈
3/2|St†

z |1/2
〉
=

1√
2× 3/2 + 1

(
1

2

1

2
10

∣∣∣∣ 32 12
)〈

3/2||St†||1/2
〉
,√

2

3
=

1

2
× C

3/2,1/2
1/2,1/2,1,0

〈
3/2||St†||1/2

〉
,√

2

3
=

1

2
×
√

2

3

〈
3/2||St†||1/2

〉
,〈

3/2||St†||1/2
〉
= 2 . (B.3.39)

B.4 角運動量関連の公式等

ここでは付録 B内で用いた公式などをまとめておく。

Wigner-Eckartの定理:

角運動量 J とその z 成分M を持つ状態がテンソル演算子 Ok
m により角運動量 J ′,M ′ へ遷移する

行列要素は、クレブシュ-ゴルダン係数と換算行列要素に分離される。k はテンソル演算子の階数

でmはm = −k,−k + 1, · · · , k − 1, k である。

⟨J ′M ′| Ok
m |JM⟩

= (−1)J
′−M ′

(
J ′ k J

−M ′ m M

)
⟨J ′||Ok||J⟩

=
1√

2J + 1
(JMkm|J ′M ′)⟨J ′||Ok||J⟩ . (B.4.1)

クレブシュ-ゴルダン係数は角運動量の z 成分へ依存するが、換算行列要素は依存しない。角運動

量演算子に対する換算行列要素の具体的な計算は付録 B.3.3を参照。また球面調和関数の換算行

列要素は次のようになる。

⟨l′||Yk||l⟩ = (−1)l
′ l̂′k̂l̂√

4π

(
l′ k l
0 0 0

)
= (−1)2l

′−k l̂′k̂√
4π

(l′0 k0|l0) . (B.4.2)

ここで l̂などは l̂ =
√
2l + 1である。

テンソル積:

Ok
m ≡ [Ok1Ok2 ]

k
m (B.4.3)

=
∑

m1,m2

(k1m1 k2m2|km)Ok1m1
Ok2m2

. (B.4.4)

内積や外積はテンソル積を用いて

A ·B = −
√
3[AB]00 , (B.4.5)

(A×B)µ = −
√
2i[AB]1µ , (B.4.6)

と書ける。



82 付録 B π 中間子交換相互作用のスピン-スピン演算子とテンソル演算子の計算

テンソル積の換算行列要素と 9-j 記号の関係式:

テンソル積の換算行列要素は 9-j 記号を用いて演算子を分離できる。

⟨[j′1j′2]J′ | |[k1k2]K | |[j1j2]J⟩ = Ĵ ′K̂Ĵ

 j′1 j′2 J ′

j1 j2 J
k1 k2 K

 ⟨j′1| |k1| |j1⟩ ⟨j′2| |k2| |j2⟩ . (B.4.7)

換算行列要素の特殊例:

⟨J ′||1||J⟩ = ĴδJJ ′ (B.4.8)

9− j 記号の特殊例: j′1 j′2 J ′

j1 j2 J
0 0 0

 =
δj1j′1δj2j′2δJJ ′

ĵ′1ĵ
′
2Ĵ

′
(B.4.9)

 j′1 j′2 J ′

j1 j2 J
k k 0

 = (−1)j
′
2+J′+j1+k 1

Ĵ ′k̂′

{
j′1 j′2 J ′

j2 j1 k

}
(B.4.10)

式 (B.4.10)は 6-j 記号と 9-j 記号を関係づける定義式でもある。



83

付録 C

ガウス展開法

この章では連立シュレディンガー方程式を数値的に解く際に利用しているガウス展開法につい

て解説する。主な参考文献は肥山氏らのレビュー論文 [77, 78]である。

C.1 概観

ハドロン分子模型によるエキゾチックハドロンの研究では 2体系の束縛問題として動径シュレ

ディンガー方程式を解いている。つまり二階微分方程式を解くのだがこれを解析的に解くことは

非常に困難なので数値計算が必要となる。通常、高階微分方程式を解くには連立一階微分方程式

に変形した上で差分化して解く。手法として例えばオイラー法、テイラー法、ルンゲクッタ法な

どがある。これらは境界値問題と呼ばれており、解を得るには微分の階数に応じた境界条件 (初期

条件)を必要とする。

二階微分方程式を扱う手法としてはシューティング法や緩和法があり、ひとつのシュレディン

ガー方程式を解くためには 2つの初期条件を必要とする。正しい解を得るにはその問題を解くの

に適した初期条件を用意しなければいけないのだが、それは必ずしも簡単とは限らない。特に結

合チャネル問題の場合には連立シュレディンガー方程式を解く必要があり、方程式の数だけ用意

する初期条件が多くなってしまう。

ガウス展開法はその困難を解決する手段の一つである。変分法の一種であり、初期条件として

必要な試行関数をガウシアンで展開し、その重ね合わせで表現して用意する。そうすると微分方

程式を解くという問題から、エネルギーを固有値、展開係数を成分に持つベクトルを固有ベクト

ルにもつ固有値問題に置き換わる。そして得られた展開係数と展開に使用したガウシアンからほ

しい固有関数を得ることができる。

C.2 Rayleigh-Ritzの変分原理

ガウス展開法は Rayleigh-Ritz の変分原理を基にしている。ハミルトニアン H、固有エネル

ギー E、固有関数 ψ を用いてシュレディンガー方程式を

(H − E)ψ = 0 (C.2.1)

とする。ここで波動関数を二乗可積分基底関数で展開する。

ψ =

nmax∑
n=1

Cnϕn. (C.2.2)
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すると式 (C.2.1)は

nmax∑
n′=1

(Hnn′ − ENnn′)Cn′ = 0 (n = 1, 2, · · · , nmax). (C.2.3)

となり、一般化された行列の固有値問題に置き換わる。このときの行列要素は

Hnn′ = ⟨ϕn|H|ϕn′⟩, (C.2.4)

Nnn′ = ⟨ϕn|1|ϕn′⟩. (C.2.5)

で与えられる。この固有値問題を解くことで固有エネルギー E と、展開係数 Cn を成分に持つ固

有ベクトルが得られる。これが Rayleigh-Ritzの変分原理である。

C.3 ガウシアン展開

Rayleigh-Ritz の変分原理の二乗可積分基底関数としてガウシアンを用いるのがガウス展開法

である。ガウシアンを使う利点として [77]の言葉を借りると (1) 核力ポテンシャルの近距離の振

る舞いと遠距離のテールを表しやすい (2) ガウス積分が使える行列要素の計算が容易であること

が挙げられる。次の 2体シュレディンガー方程式を考える。[
− 1

2µ
∇⃗2 + V (r)− E

]
ψlm(r⃗) = 0. (C.3.1)

µは換算質量、V (r)は中心力ポテンシャルのような 2体間の距離にのみ依存するポテンシャルと

する。lは方位量子数 (軌道角運動量)、mは磁気量子数である。波動関数 ψlm(r⃗)をガウシアン基

底関数で展開する。

ψlm(r⃗) =

nmax∑
n=1

Cnϕnlm(r⃗), (C.3.2)

ϕnlm = Nnlr
le−νnr

2

Ylm(θ, ϕ), (C.3.3)

Nnl =

√
2l+2(2νn)l+3/2

√
π(2l + 1)!!

. (C.3.4)

Nnl は ⟨ϕnlm|ϕnlm⟩ とするための規格化係数、νn はガウシアンサイズパラメータ、Ylm は球面調
和関数、(2l + 1)!!は二重階乗である。

ガウシアンサイズパラメータは [77]に基づいて

νn =
1

r2n

rn = r1a
n−1 (n = 1, 2, · · · , nmax) (C.3.5)

と取る。このサイズパラメータは問題ごとに調節する必要がある。具体的には次の 3パラメータ

がある。

• nmax ～ 展開次数

• r1 ～ 系の典型的な最小サイズ

• rmax ～ 系の典型的な最大サイズ
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例えば OPEPの場合、遠方のテールは数 fmほど伸びているので最大サイズはそれよりは大きく

取るべきであり、近距離では r = 0の値は中心力の底を表すので最小サイズはなるべく小さく取

るべきである。展開次数は r1 から rmax の間をどれだけ分割するかに対応するのでなるべく大き

な次数を取ると良いが、その分だけ計算コストが大きくなるのでリソースと相談する。

ここで以降の計算をしやすくするための参考文献 [77, 78]とは異なる変数

bn =

√
1

2νn
(C.3.6)

を導入する。この時、式 (C.3.3)は

ϕnlm(r⃗) =

√
2

Γ(l + 3/2)b3n

(
r

bn

)l

exp

(
− r2

2b2n

)
Ylm(θ, ϕ) (C.3.7)

となる。念の為 2つの表記の関係を確かめておく。√
2

Γ(l + 3/2)b3n

(
1

bn

)l

=

√
2

(l + 1/2) (2l)!
22ll!

√
π( 1

2νn
)3/2

× (2νn)
l+2

=

√
22l+2(2νn)l+3/2

(2l + 1) (2l)!l!

√
π

=

√
22l+2(2νn)l+3/2

2l(2l + 1)!!
√
π

=

√
2l+2(2νn)l+3/2

√
π(2l + 1)!!

. (C.3.8)

途中で階乗と二重階乗の関係式

(2l + 1)! = 2ll!(2l + 1)!! (C.3.9)

を使った。

C.4 ガンマ関数

計算に必要となるガンマ関数 Γ(n)の定義や関係式についてまとめておく。

Γ(n) =

∫ ∞

0

dt tn−1e−t (C.4.1)

Γ

(
n+

1

2

)
=

(2n)!

22nn!

√
π (C.4.2)

Γ

(
n+

3

2

)
= Γ

(
(n+ 1) +

1

2

)
=

(
n+

1

2

)
Γ

(
n+

1

2

)
(C.4.3)
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C.5 一般化行列固有値問題

ガウシアンで展開した固有関数を用いるとシュレディンガー方程式は次のような固有値問題に

置き換わる。
T1,1 + V1,1 T1,2 + V1,2 · · · T1,nmax

+ V1,nmax

T2,1 + V2,1 T2,2 + V2,2 · · · T2,nmax
+ V2,nmax

...
...

. . .
...

Tnmax,1 + Vnmax,1 Tnmax,2 + Vnmax,2 · · · Tnmax,nmax
+ Vnmax,nmax




C1

C2

...
Cnmax



= E


N1,1 N1,2 · · · N1,nmax

N2,1 N2,2 · · · N2,nmax

...
...

. . .
...

Nnmax,1 Nnmax,2 · · · Nnmax,nmax




C1

C2

...
Cnmax

 . (C.5.1)

よって以下の行列要素を計算する必要がある。

Nn,n′ = ⟨ϕnlm|1|ϕn′l′m′⟩δm,m′ (C.5.2)

Tn,n′ = ⟨ϕnlm| − 1

2µ
∇⃗2|ϕn′l′m′⟩δl,l′δm,m′ (C.5.3)

Vn,n′ = ⟨ϕnlm|V (r)|ϕn′l′m′⟩δm,m′ (C.5.4)

以降では動径波動関数

rRnl(r) =

√
2

Γ(l + 3/2)b3n

(
rl+1

bln

)
exp

(
− r2

2b2n

)
(C.5.5)

を用いて各行列要素を計算する。

C.5.1 ノルムパート

まず最も単純なノルムパート Nn,n′ を計算する。

⟨rRn1l1 |rRn2l2⟩ =
∫ ∞

0

dr
2√

Γ(l1 + 3/2)
√
Γ(l2 + 3/2)

× rl1+l2+2

b
l1+3/2
n1 b

l2+3/2
n2

exp

(
−r

2

2

b2n1
+ b2n2

b2n1
b2n2

)
. (C.5.6)

ここで n = (l1 + l2)/2 + 1 と置換すると式 (C.5.6)は次のようになる。

⟨rRn1l1 |rRn2l2⟩ =
2√

Γ(l1 + 3/2)
√

Γ(l2 + 3/2)

1

b
l1+3/2
n1 b

l2+3/2
n2

×
∫ ∞

0

dr r2n exp

(
−r

2

2

b2n1
+ b2n2

b2n1
b2n2

)

=
1√

Γ(l1 + 3/2)Γ(l2 + 3/2)

1

b
l1+3/2
n1 b

l2+3/2
n2

Γ(n+ 1/2)

(
2b2n1

b2n2

b2n1
+ b2n2

)n+1/2

=
Γ(l1/2 + l2/2 + 3/2)√
Γ(l1 + 3/2)Γ(l2 + 3/2)

1

b
l1+3/2
n1 b

l2+3/2
n2

(
2b2n1

b2n2

b2n1
+ b2n2

)l1/2+l2/2+3/2

=
Γ(l1/2 + l2/2 + 3/2)√
Γ(l1 + 3/2)Γ(l2 + 3/2)

(
bn1

bn2

) l2−l1
2
(

2bn1
bn2

b2n1
+ b2n2

)l1/2+l2/2+3/2

. (C.5.7)
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一行目から二行目への変形は a = (b2n1
+ b2n2

)/(b2n1
b2n2

) として次の式を用いた。

Γ(n+ 1/2) =

∫ ∞

0

dt tn−1/2e−t
(
t→ a

2
r2
)

= 2
(a
2

)n+1/2
∫ ∞

0

dr r2ne−
a
2 r

2

(C.5.8)

→ 2

∫ ∞

0

dr r2ne−
a
2 r

2

= Γ(n+ 1/2)

(
2

a

)n+1/2

. (C.5.9)

特に l1 = l2 = lの時、

⟨rRn1l1 |rRn2l2⟩ =
(

2bn1
bn2

b2n1
+ b2n2

)l+3/2

(C.5.10)

=

(
2
√
νn1νn2

νn1
+ νn2

)l+3/2

(C.5.11)

C.5.2 運動項パート

次は運動項部分を計算する。l1 = l2 = lとする。なおそれ以外の行列要素は 0である。

⟨rRn1l|∇2|rRn2l⟩ = ⟨rRn1l|
(
∂2

∂r2
− l(l + 1)

r2

)
|rRn2l⟩ (C.5.12)

微分項に注目する。

∂2

∂r2
rRn2l =

√
2

Γ(l + 3/2)b3n2

(
1

bln2

)
∂2

∂r2

[
rl+1 exp

(
− r2

2b2n2

)]
, (C.5.13)

∂2

∂r2

[
rl+1 exp

(
− r2

2b2n2

)]
=

[
(l + 1)lrl−1 − (2l + 3)

rl+1

b2n2

+
rl+3

b4n2

]
exp

(
− r2

2b2n2

)
. (C.5.14)

よって

⟨rRn1l|
∂2

∂r2
|rRn2l⟩ =

2

Γ(l + 3/2)(bn1
bn2

)l+3/2

×
∫ ∞

0

[
l(l + 1)r2l − (2l + 3)

r2(l+1)

b2n2

+
r2(l+2)

b4n2

]
exp

(
−r

2

2

b2n1
+ b2n2

b2n1
b2n2

)
(C.5.15)

式 (C.5.12)の右辺第二項が式 (C.5.15)の右辺第一項とキャンセルするので

⟨rRn1l|∇2|rRn2l⟩ =
2

Γ(l + 3/2)

1

(bn1bn2)
l+3/2

×
∫ ∞

0

dr

[
−(2l + 3)

r2(l+1)

b2n2

+
r2(l+2)

b4n2

]
exp

(
−r

2

2

b2n1
+ b2n2

b2n1
b2n2

)
, (C.5.16)

を計算すれば良い。以下のガウス積分を用いる。∫ ∞

0

dr r2ne−ar2 =
1

2
× (2n)!

22nn!

√
π

a2n+1
(C.5.17)

n = l + 1のとき

1

2
× (2(l + 1))!

22(l+1)(l + 1)!

√
π

a2l+3
, (C.5.18)
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n = l + 2のとき

1

2
× (2(l + 2))!

22(l+2)(l + 2)!

√
π

a2l+5
=

(2l + 4)(2l + 3)

22(l + 2)
× 1

2a
× (2(l + 1))!

22(l+1)(l + 1)!

√
π

a2l+3
. (C.5.19)

これらを a = (b2n1
+ b2n2

)/(2b2n1
b2n2

) として式 (C.5.16)に代入する。

⟨rRn1l|∇2|rRn2l⟩ =
2

Γ(l + 3/2)

1

(bn1
bn2

)l+3/2

×
[
−2l + 3

2b2n2

+
1

2b4n2

(2l + 4)(2l + 3)

22(l + 2)

1

a

]

× (2(l + 1))!

22(l+1)(l + 1)!

√
π

(
2b2n1

b2n2

b2n1
+ b2n2

)l+3/2

=
2

Γ(l + 3/2)

1

(bn1bn2)
l+3/2

× 2l + 3

2b2n2

[
−1 +

b2n1

b2n1
+ b2n2

]
Γ(l + 3/2)

(
2b2n1

b2n2

b2n1
+ b2n2

)l+3/2

= − 2l + 3

b2n1
+ b2n2

(
2bn1bn2

b2n1
+ b2n2

)l+3/2

(C.5.20)

よって運動項部分の行列要素は以下のように成る。

⟨rRn1l| −
1

2µ
∇2|rRn2l⟩ =

1

2µ

2l + 3

b2n1
+ b2n2

(
2bn1

bn2

b2n1
+ b2n2

)l+3/2

(C.5.21)

=
1

µ

(2l + 3)νn1
νn2

νn1
+ νn2

(
2
√
νn1

νn2

νn1
+ νn2

)l+3/2

(C.5.22)

C.5.3 ポテンシャルパート

2体の相対距離 r にのみ依存するポテンシャルを考えるとその行列要素は

⟨rRn1l1 |V (r)|rRn2l2⟩ = Nn1l1Nn2l2

∫ ∞

0

dr rl1+l2e−(ν1+ν2)r
2

V (r)r2, (C.5.23)

である。ここで Nil は式 (C.3.4) の規格化係数である。一般のポテンシャルに対してはこの積分

は実行できないので数値積分が必要となる。ただし特定のポテンシャルの場合は実行できるので

結果のみ掲載する。

ガウシアンポテンシャルの場合は次のように与えられる。

⟨rRn1l1 |e−kr2 |rRn2l2⟩

=
Γ(l1/2 + l2/2 + 3/2)√
Γ(l1 + 3/2)Γ(l2 + 3/2)

(
bn1

bn2

)l2/2−l1/2(b2n1
+ b2n2

2bn1bn2

+ bn1
bn2

k

)−(l1/2+l2/2+3/2)

.

(C.5.24)

特に l1 = l2 = lの時

⟨rRn1l|e−kr2 |rRn2l⟩ =
(
b2n1

+ b2n2

2bn1
bn2

+ bn1
bn2

k

)−(l+3/2)

, (C.5.25)

となる。
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ポテンシャルが ri(iは整数)に比例する場合は次のように与えられる。

⟨rRn1l1 |ri|rRn2l2⟩

=
Γ(l1/2 + l2/2 + i/2 + 3/2)√

Γ(l1 + 3/2)Γ(l2 + 3/2)

(
bn1

bn2

)l2/2−l1/2

(bn1
bn2

)i/2
(

2bn1
bn2

b2n1
+ b2n2

)l1/2+l2/2+i/2+3/2

(C.5.26)

→ Γ(l + i/2 + 3/2)

Γ(l + 3/2)
(bn1bn2)

i/2

(
2bn1bn2

b2n1
+ b2n2

)l+i/2+3/2

(l1 = l2 = l) (C.5.27)

特にポテンシャルが 1/r(クーロンポテンシャル)の場合は i = −1として

⟨rRn1l1 |1/r|rRn2l2⟩

=
Γ(l1/2 + l2/2 + 1)√
Γ(l1 + 3/2)Γ(l2 + 3/2)

(
bn1

bn2

)l2/2−l1/2

(bn1
bn2

)i/2
(

2bn1bn2

b2n1
+ b2n2

)l1/2+l2/2+1

(C.5.28)

→ Γ(l + 1)

Γ(l + 3/2)

1√
(bn1

bn2
)

(
2bn1

bn2

b2n1
+ b2n2

)l+1

(l1 = l2 = l) (C.5.29)

である。他に調和振動子ポテンシャルなら i = 2とすればよい。

C.5.4 固有値問題

式 (C.5.1)の両辺の行列要素が決まれば固有値問題として解くことで固有エネルギー E と、ガ

ウシアン展開係数 Cn を成分とする固有ベクトルが得られる。

(TN×N + VN×N )CN = ENN×NCN . (C.5.30)

ただし、通常の固有値問題ではなく両辺に行列がある一般化固有値問題である。ノルム行列の逆

行列を左から掛けると通常の固有値問題になる。

N−1
N×N (TN×N + VN×N )CN = ECN . (C.5.31)

これまでは 1チャネル問題を想定してきたが、結合チャネル問題への拡張は行列を拡張すれば

簡単に行える。各チャネルが直交していればノルム部分と運動項部分に非対角ブロックは存在し

ない。一方、ポテンシャル部分はチャネル結合による非対角成分がある。M チャネル結合問題の
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場合の行列を模式的に書くと

N =


N11,N×N 0N×N · · · 0N×N 0N×N

0N×N N22,N×N · · · 0N×N 0N×N

...
...

. . .
...

...
0N×N 0N×N · · · NM−1M−1,N×N 0N×N

0N×N 0N×N · · · 0N×N NMM,N×N

 , (C.5.32)

T =


T11,N×N 0N×N · · · 0N×N 0N×N

0N×N T22,N×N · · · 0N×N 0N×N

...
...

. . .
...

...
0N×N 0N×N · · · TM−1M−1,N×N 0N×N

0N×N 0N×N · · · 0N×N TMM,N×N

 , (C.5.33)

V =


V11,N×N V12,N×N · · · V1M−1,N×N V1M,N×N

V21,N×N V22,N×N · · · V2M−1,N×N V2M,N×N

...
...

. . .
...

...
VM−11,N×N VM−12,N×N · · · VM−1M−1,N×N VM−1M,N×N

VM1,N×N VM2,N×N · · · VMM−1,N×N VMM,N×N

 , (C.5.34)

となる。行列の拡張に伴って展開係数を格納する固有ベクトル C も、N ×M 個の成分が縦に並

ぶベクトルへ拡張される。
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