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要旨

中性子星のような相対論的天体は恒星進化における最晩年の星で、ブラッ

クホールに重力崩壊しなかった天体である。相対論的天体に関する研究は天体

現象、構成物質の物性、そして重力の構造の各側面から行われている。連星系

の観測や重力波観測により様々な性質が解明されつつあり、注目を浴びている。

相対論的天体の質量と半径は内部物質の圧力と自己重力の静水圧平衡によ

って決定される。相対論的天体の解明には高密度物質の物性への理解が必要と

なる一方、未知の強重力効果が現れる可能性がある。従来は一般相対性理論を

仮定してハドロン物理から高密度物質の物性のモデル構築と観測の比較が行わ

れてきた。近年では強重力効果も考慮して、一般相対性理論を修正した修正重

力理論のモデルと組み合わせて観測との比較が行われている。

申請者は有質量重力理論とよばれる修正重力理論の一つに対し、相対論的

天体の解の構成を試みた。一般相対性理論は無質量スピン 2 の粒子 (重力子)
に関する非線形理論であるのに対し、有質量重力理論は一般相対性理論を有質

量スピン 2の粒子の理論へ拡張したものになっている。有質量重力理論は一般
相対性理論と比べて余分の自由度が現れ、その影響で諸処の現象が変化すると

考えられている。有質量重力理論は重力子の有質量粒子への拡張に伴って相互

作用の結合を指定するパラメータが複数含まれており、パラメータの値によっ

て修正の影響が変わる。

申請者はまず最小模型と呼ばれるパラメータ指定において相対論的天体の

解の構成を試みた。最小模型とは高次の相互作用項を含まない模型のことで、

解析が最も容易である。最小模型で静的球対称な数値解を構成したところ、相

対論的天体の最大質量が一般相対性理論と場合と比較して大きく減少した。こ

れは余分自由度が引力として働くためだと考えられる。現在、太陽質量の 2倍
以上の中性子星が見つかっており、最小模型ではこの観測事実を説明すること

が困難である。つまり有質量重力理論の最小模型は一般相対性理論よりも相対

論的天体の説明に適していない。

次に申請者は有質量重力理論において最小模型に限らない一般の場合で相

対論的天体の解の解析を行った。一般の場合では高次の相互作用項のために 2
種類の解が存在する。一つは最小模型での解と同様の性質を持つ解で、一般相

対性理論の解に大きな修正を与える。もう一方の解はヴァインシュタイン機構

と呼ばれる仕組みが働き、余分の自由度が解にほとんど影響を与えずないため、

一般相対性理論とほぼ同じ解を与える。申請者は以上の解析結果から有質量重

力理論における相対論的天体の解の構造を明らかにした。相対論的天体に関す
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る観測を説明する上で有質量重力理論は一般相対性理論に対して優位性を持た

ず同等の結果を与える。

従来では点粒子が作る重力場に対してヴァインシュタイン機構が調べられ

ていたが、以上のように申請者は相対論的天体のような広がりを持つ物質分布

でも同様の結果を得ることを確認した。
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第 1章

導入と基本事項

本研究では修正重力理論において相対論的天体の解の構築を行う。本章ではまず研究対

象になっている相対論的天体の詳細と未解明部分を説明し、修正重力理論を考慮する意義

について述べる。その後、修正重力理論の導入に必要不可欠である一般相対性理論につい

ての解説を行う。

1.1 強重力領域の物理と相対論的天体

強重力領域の重力現象を調べることは一般相対性理論の検証とそれを超える物理を探る

ために重要である。本研究では相対論的天体を対象として修正重力理論の検証を行う。本

節ではまず研究目的を説明するために相対論的天体の導入を行う。相対論的天体とは一般

相対性理論的効果が重要になる天体のことで、ブラックホールと並んで強重力領域を生み

出す中性子星がその代表例として知られている [1]。中性子星はブラックホールと違って
内部構造を持ち、非常にコンパクトである。そのため強重力の効果とともに高密度物質の

詳細の側面からも興味が持たれている。

中性子星の質量は連星パルサーの観測によって見積もられている。連星パルサーの主星

(パルサー) の質量Mp と伴星の質量Mc はケプラー運動の軌道要素から見積もることが

できる。軌道要素は軌道の形状・軌道面と基準面とのオイラー角・天体の軌道上の位置な

どによって成り立っている。具体的には

• 連星周期 P

• (パルサーの)軌道⻑半径 ap

• 軌道傾斜角 (軌道面と基準面のなす角)i
• 離心率 e

• 近点引数 (天体の重心から見て昇交点から近点までがなす角)ω

などである。重心からパルサーへの距離を ap、伴星への距離を ac とすると

Mpap = Mcac (1.1)

であり、ケプラーの第 3法則から

G
Mp +Mc

(ap + ac)3
=

(
2π

P

)2

(1.2)
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であるので観測可能量である連星系の質量と軌道要素には

(Mc sin i)3

(Mp +Mc)2
= (Mp +Mc)

(
Mc sin i

Mp +Mc

)3

= (Mp +Mc)

(
sin i

1 +Mp/Mc

)3

= (Mp +Mc)

(
sin i

1 + ac/ap

)3

=
Mp +Mc

(ap + ac)3
(ap sin i)

3

=

(
2π

P

)2
(ap sin i)3

G

(1.3)

の関係がある [2]。つまり ap sin i, sin i, P およびMc がわかればMp を推定することが

できる。軌道⻑半径の視線方向成分 ap sin i と周期 P は連星系の運動から推定できる。

sin i, Mc の推定は相対性理論の効果を観測することで可能になる。相対性理論の効果と

しては

• 近点移動 ω̇

• ドップラー効果と重力赤方偏移によるアインシュタイン遅延効果 γ

• 重力波の放射による連星周期 P の変化 Ṗ

• 伴星の重力場によるシャピロ遅延効果 [3]

がある。例えばシャピロ遅延効果の振幅∆S では

∆S = 2
GMc

c3

∣∣∣∣ln [(1 + e sinω

1− e

)(
1 + sinω sin i

1− sin i

)]∣∣∣∣ (1.4)

であり、フィッティングによって sin i, e, sinω を求めることができる [3]。対数関数内の
分⺟の形から離心率と軌道傾斜角が大きいほどシャピロ遅延効果が大きくなることに注意

する。

図1.1に観測で推定された中性子星の質量を示す。高精度に質量が求まった歴史的に
重要である観測は、Hulse-Taylor パルサーとして知られる PSR B1913+16[4] と PSR
J1614-2230[5]である。PSR B1913+16は相対性理論の効果である ω̇, γ, Ṗ を測定し、パ

ルサーの質量を
M = (1.4414± 0.0002)M⊙ (1.5)

と推定している [4]。PSR J1614-2230は sin i = 0.999894(5)の好条件下でシャピロ遅延

効果を測定し、パルサーの質量を

M = (1.976± 0.04)M⊙ (1.6)

と推定している [5]。図1.1から中性子星の質量は 1− 2M⊙ 程度だということがわかる。観

測から中性子星の最大質量は少なくとも 2M⊙ 程度であることがわかる。

中性子星の半径を決定する方法はいくつか存在するが、主であるのは表面からの輻射

を利用する方法である。主星である中性子星は伴星からの降着によって輻射が生じる場

合がある。このような場合は天体表面からの黒体放射を観測するか、X 線バースターに
よるエディントン限界を観測することで相対論的天体の半径を見積もることができる [8]。
図1.2,1.3に観測で推定された中性子星の半径を示す。この結果から中性子星の半径は約
10kmほどであることがわかる。
相対論的天体の質量観測と半径観測から密度を大雑把に見積もると

ρ ∼ M⊙

(10km)3
∼ 1015g/cm3 (1.7)
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図1.1 観測で見つかった中性子星の質量の一覧。図は文献 [6, 2]より引用。原論文に
基づきWebサイト [7]を参照した。
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図1.2 Quiescent期の低質量 X線連星による中性子星の半径 (と質量)に関する制限。
領域内は 68%の信頼区間を表す。図は文献 [8]より引用。原論文に基づきWebサイト
[9]を参照した。

図1.3 X線バースターによる中性子星の半径 (と質量)に関する制限。領域内は 68%
の信頼区間を表す。図は文献 [8]よい引用。原論文に基づきWebサイト [9]を参照した。
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となる。つまり我々が相対論的天体の構造を知るためには密度が 1015g/cm3 程度に至る

までの物性を知っておく必要がある。相対論的天体の内部構造は大気・外殻・内殻・外核・

内核に分けられる。cgs単位系における圧力の常用対数

ξ = log10
(

ρ

g/cm3

)
(1.8)

を用いて内部構造とその成分は大まかに述べると

• 大気：水素、ヘリウムなど

• 外殻（ξ < 11.6）：白色矮星の主成分と同等で N, e

• 内殻（11.6 < ξ < 14.2）：中性子ドリップ [10, 11]が生じ N,n, e

• 外核（14.2 < ξ）：原子核が融けて n, p, e, µといった核子

• 内核：外核と同様である場合やエキゾチック物質・クォーク物質である場合など

となる [12, 13]。相対論的天体はその組成に中性子を多く含むため歴史的に中性子星と呼
ばれる。一方で内部構造で相対論的天体の質量に最も寄与しているのは最も密度の高い内

核であるためハイペロンを核に持つ天体をハイペロン星、クォーク物質にを核に持つ天体

をクォーク星などとも呼ぶ。このように高密度天体である相対論的天体は内核の構造の不

透明性から原子核物理の研究対象となっている。

本節では相対論的天体の質量と半径に関する観測から、相対論的天体が高密度物質によ

って構成されていることを説明した。また一般相対性理論によれば物質の高密度領域は強

重力領域を生み出す。このような環境では物質の相転移や強重力効果による重力理論の修

正の可能性が指摘されている。一方で強重力領域の重力理論や高密度物質を記述するハド

ロンモデルは、先述の相対論的天体の質量や半径の観測結果と無矛盾である必要がある。

本研究では特定の修正重力理論でもこれらの観測結果を説明できる可能性が存在するか議

論する。

1.2 一般相対性理論入門

本研究では修正重力理論と呼ばれる一般相対性理論の代替理論において、前節で述べた

相対論的天体を記述する解の構成を行う。この節では修正重力理論の理解に必要となる一

般相対性理論の導入を行う。一般相対性理論の導入には伝統的な Riemann幾何学を用い
た幾何学的なアプローチ [14]と、場の理論を用いて線形理論を構築した後に非線形化をお
こなうアプローチ [15, 16]がある。有質量重力理論の導入には後者の知識が役に立つが、
簡便のために前者のアプローチで一般相対性理論の導入を行う。ここで行う Riemann幾
何学の導入は [17]に基づく。まず Riemann幾何学の導入を行い、その後一般相対性理論
の説明を行う。

物理学に現れる最も基本的な幾何学量は時空の各点に実数を対応付けるスカラーであ

る。例えば重力ポテンシャルはその一例になっている。物理学では時空上の点 P に対し

て点 P を含む十分小さな領域 U を考えて、局所座標系を

xU (P ) :=
(
x0
U , x

1
U , x

2
U , x

3
U

)
(1.9)

のように導入する。ただし時空の次元を 3 + 1 として µ = 0, 1, 2, 3 とする。これらの組



12 第 1章 導入と基本事項

(U, xU )を座標近傍と呼ぶ。時空上の関数 f は座標近傍 (U, xU )において

f(P ) = f
(
x−1
U ◦ xU (P )

)
= f ◦ x−1

U (xU (P )) (1.10)

となる。f ◦ x−1
U は局所座標の関数になっておりスカラーと呼ぶ。

また物理学には重力場のようなベクトル場も用いられる。一般にベクトル場は時空上の

関数に対する方向微分として定義される。方向微分を考えるために実数パラメータ tで特

徴づく時空上の曲線 c(t)を考える。この曲線 c(t)は t = 0で点 P を通るとする (つまり
c(0) = P )。点 P の近傍で定義された関数 f に対して、点 P における曲線 cに沿った方

向微分あるいは接ベクトル XP (f)を

XP (f) :=
df(c(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

(1.11)

によって定義する。座標近傍 (U, xU )での曲線 c(t)の局所表示を

c(t) = (x0(t), x1(t), x2(t), x3(t)) (1.12)

としてスカラー f ◦ cの局所表示を f(xU )とすると

XP (f) =
df(c(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

=
∂f(x)

∂xµ

dxµ(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

=
dxµ(0)

dt

(
∂

∂xµ

)
P

f(x) (1.13)

となる。ただし添字の繰り返しが現れた際はその添字に関する和とみなす規約 (Einstein
の規約)を用いていて、以降でもこの規約を用いる。この結果から

XP :=Xµ
P

(
∂

∂xµ

)
P

, (1.14)

Xµ
P :=

dxµ(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

(1.15)

と書ける。基底
(

∂
∂xµ

)
P
を自然基底と呼ぶ。また線形係数Xµ

P を反変ベクトルと呼ぶ。時

空上で定義されるベクトル場X とは、時空の各点 P にこのような接ベクトルXP を与え

る対応のことである。別の座標近傍 (V, yV )を考えると U ∩ V ̸= ∅において

yµ(P ) = yµ(xU (P )) ⇒ yµ = yµ(xU ) (1.16)

であるので

X = Xα ∂yµ

∂xα

∂

∂yµ
:= X̃µ ∂

∂yµ
(1.17)

となる。つまりベクトル場は各座標近傍において定義された 4つの関数の系Xµ で、局所

座標系の変換に対し

X̃µ(yV (xU )) =
∂yµ

∂xα
Xα(xU ) (1.18)

のような変換を受けるものと考えることができる。

物理学ではベクトル場の他にも 1-形式と呼ばれる幾何学量が用いられている。例えば
ニュートン重力理論における重力場のような、ポテンシャルの勾配として与えられる幾

何学量である。1-形式を定義するために点 P においてベクトル場 X に作用する線形形式

(df)P を

(df)P (XP ) := XP (f) = Xµ
P

(
∂f

∂xµ

)
P

(1.19)



1.2 一般相対性理論入門 13

のように定める。これを P における f の微分という。ここで座標関数の微分 (dxµ)P を

考えると

(dxµ)P (XP ) := Xν(P )

(
∂xµ

∂xν

)
P

= Xν(P )δµν = Xµ(P ) (1.20)

となる。つまり座標関数の微分 (dxµ)P は自然基底
(

∂
∂xµ

)
P
に双対な基底である。この事

実からベクトル場に双対な 1-形式 αを定義することができる。時空上で定義される 1-形
式 αは座標近傍 (U, xU )に制限すると

αP := αµ(P )(dxµ)P (1.21)

と書ける。この線形係数 αµ(P )を共変ベクトルと呼ぶ。座標近傍 (U, xU )において 1-形
式 αはベクトル場 X に対して

αP (XP ) = αµ(P )(dxµ)P (XP ) = αµ(P )Xµ(P ) (1.22)

と作用する。つまり 1-形式とベクトル場の内積は共変ベクトルと反変ベクトルによって書
ける。

今まで見てきたベクトル場と 1-形式の拡張概念としてテンソル場を導入する。時空上の
タイプ (r, s)のテンソル場 S とは座標近傍 (U, xU )において線形結合

SP := Sµ1,··· ,µr
ν1,··· ,νs

(P )
∂

∂xµ1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xµr
⊗ dxν1 ⊗ · · · ⊗ dxνs (1.23)

Sµ1,··· ,µr
ν1,··· ,νs

(P ) := S

(
dxµ1 , · · · ,dxµr ,

∂

∂xν1
, · · · , ∂

∂xνs

)
(1.24)

のように表現される。このようにテンソル場に対して自然基底 ∂
∂xµ と座標関数の微分 dxµ

を用いて表した表示を局所表示と呼ぶ。一般相対性理論ではテンソル場の局所表示を用い

て方程式を書く。

一般相対性理論で用いる Riemann幾何学は曲がった空間上の幾何学である。それは時
空を特徴づけるタイプ (0,2) テンソル場の擬 Riemann 計量 g が Euclid 幾何学の内積と
は異なる内積を与えるからである。擬 Riemann計量の局所表示

gP := gµν(P )dxµ ⊗ dxν (1.25)

gµν(P ) := g

((
∂

∂xµ

)
P

,

(
∂

∂xν

)
P

)
(1.26)

は対称で非退化な双線形形式である。つまり

gµν(P ) = gνµ(P ) (1.27)

で任意の接ベクトル X(P )に対して

gP (X(P ), X(P )) = 0 ⇒ X(P ) = 0 (1.28)

である。線形係数 gµν(P )を計量テンソルと呼ぶ。また擬 Riemann計量の対称性から

gP = gµν(P )dxµ · dxν ≡ ds2 (1.29)

とも書く。平坦な時空の擬 Riemann計量はMinkowski計量と呼ばれる。Minkowski計
量は時空の任意の点においてその局所表示が

ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) (1.30)
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となる。

曲がった時空ではその性質を反映した微分演算を定義する必要がある。時空上のベクト

ル場に対する微分演算であるアファイン接続∇を座標近傍 (U, xU )において

∇ ∂
∂xµ

∂

∂xν
= Γλ

µν

∂

∂xλ
(1.31)

となるように定義する。線形係数 Γλ
µν は時空上の関数であり接続係数と呼ばれる。ベクト

ル場 Y に対する X 方向の共変微分係数 ∇XY は

∇XY = Xµ

(
∇ ∂

∂xµ
Y ν · ∂

∂xν
+ Y ν∇ ∂

∂xµ

∂

∂xν

)
= Xµ

(
∂Y λ

∂xµ
+ Y νΓλ

µν

)
∂

∂xλ

≡ Xµ∇µY
λ ∂

∂xλ

(1.32)

となる。一般相対性理論ではどのような時空でも局所慣性系が選べるという等価原理を

要請する。これはリーマン幾何学において常に接続係数 Γρ
µσ が 0となるような座標近傍

(V, yV )が存在することに相当する。この等価原理を満たすための必要十分条件を調べる

ために、接続係数 Γρ
µν の変換則を調べる。他の座標近傍 (V, yV )に関する接続係数を Γ̃λ

µν

として U ∩ V ̸= ∅の領域を考える。このとき

∇ ∂
∂yµ

∂

∂yν
≡ Γ̃λ

µν

∂

∂yλ

≡ ∇ ∂xα

∂yµ
∂

∂xα

(
∂xβ

∂yν
∂

∂xβ

)
=

∂xα

∂yµ
∇ ∂

∂xα

(
∂xβ

∂yν
∂

∂xβ

)
=

∂xα

∂yµ

(
∂

∂xα

∂xβ

∂yν
· ∂

∂xβ
+

∂xβ

∂yν
∇ ∂

∂xα

∂

∂xβ

)
=

∂2xβ

∂yµ∂yν
∂

∂xβ
+

∂xα

∂yµ
∂xβ

∂yν
Γγ
αβ

∂

∂xγ

=

(
∂xα

∂yµ
∂xβ

∂yν
∂yλ

∂xγ
Γγ
αβ +

∂2xα

∂yµ∂yν
∂yλ

∂xα

)
∂

∂yλ

(1.33)

であるので

Γ̃λ
µν(yV (xU )) =

∂xα

∂yµ
∂xβ

∂yν
∂yλ

∂xγ
Γγ
αβ(xU ) +

∂2xα

∂yµ∂yν
∂yλ

∂xα
(1.34)

となる。接続係数 Γρ
µν は通常のテンソル場の局所表示と異なる変換をするため、接続係数

に条件を課すことで常に 0となる座標近傍 (V, xV )を選ぶことができる。その必要十分条

件は次のタイプ (1,2)の捩率テンソル

T (X,Y ) = ∇XY −∇Y X − [X,Y ] (1.35)

が 0となることである。捩率テンソルが 0であるとき接続 ∇は対称であるという。捩率
テンソル T の局所表示は

Tµν = T

(
∂

∂xµ
,

∂

∂xν

)
= ∇ ∂

∂xµ

∂

∂xν
−∇ ∂

∂xν

∂

∂xµ
= (Γα

µν − Γα
νµ)

∂

∂xα
(1.36)

であるので、接続∇が対称であるとき接続係数は

Γλ
µν = Γλ

νµ (1.37)
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を満たす。実際に対称な接続が等価原理の必要条件になっていることを示す。もし等価

原理が満たされているなら、ある座標近傍 (U, xU )において Γλ
µν(xU ) = 0とできるので

U ∩ V ̸= ∅を満たす任意の座標近傍 (V, yV )に対して

Γ̃λ
µν(yV (xU )) =

∂2xα

∂yµ∂yν
∂yλ

∂xα
= Γ̃λ

νµ(yV (xU )) (1.38)

となるので接続係数 Γ̃λ
µν は対称となる。逆に接続係数が対称であるなら xU = 0において

座標近傍 (V, yV )を

yµ(xU ) = xµ +
1

2
Γµ
αβ(0)x

αxβ (1.39)

xµ(yV ) = yµ − 1

2
Γµ
αβ(0)y

αyβ (1.40)

によって導入すれば

Γ̃λ
αβ(yV (0)) = Γλ

µν(0)−
1

2

(
Γλ
µν(0) + Γλ

νµ(0)
)

=
1

2

(
Γλ
µν(0)− Γλ

µν(0)
)
= 0

(1.41)

となって等価原理が満たされる。つまり一般相対性理論で現れるアファイン接続は対称で

ある。

一般相対性理論では更にベクトル場の内積に対しアファイン接続がライプニッツ則を満

たすことを要請する。つまりアファイン接続 ∇が

XP (g(Y, Z)) = gP (∇XP
Y, ZP ) + gP (YP ,∇XP

Z) (1.42)

を満たすことを課す。このときアファイン接続 ∇は Riemann計量 g と両立するという。

対称で Riemann計量 g と両立するアファイン接続∇を Levi-Civita接続と呼ぶ。局所表
示すると

Xµ(P )
∂

∂xµ

(
gαβY

αZβ
)

= Xµ(P )∇µY
α(P )Zβ(P )gαβ + Y α(P )Xµ(P )∇µZ

βgαβ

= gαβX
µ(P )∇µ(Y

α(P )Zβ(P ))

(1.43)

あるいは更に変形して

Xµ

(
∂gαβ
∂xµ

Y αZβ + gαβ
∂Y α

∂xµ
Zβ + gαβY

α ∂Z
β

∂xµ

)
= gαβX

µ

[(
∂Y α

∂xµ
+ Y νΓα

µν

)
Zβ + Y α

(
∂Zβ

∂xµ
+ ZνΓβ

µν

)]
∂gαβ
∂xµ

XµY αZβ = gαβΓ
α
µνX

µY νZβ + gαβΓ
β
µνX

µY αZν(
∂gµν
∂xρ

− gναΓ
α
ρµ − gµαΓ

α
ρν

)
XρY µZν = 0

(1.44)

より
∂gµν
∂xρ

= gµαΓ
α
ρν + gναΓ

α
ρµ (1.45)

を得る。このとき接続係数は

Γρ
µν =

1

2
gρα(∂µgαν + ∂νgµα − ∂αgµν) (1.46)
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と表現できる。この局所表示は Christoffel 記号と呼ばれる。一般相対性理論ではこの
Levi-Civita接続を採用する。
一般相対性理論では Levi-Civita接続の非可換性に由来する時空の曲率が重要な役割を

果たす。タイプ (1,3)のテンソル場である Riemann曲率テンソル Rを

R(X,Y, Z) := ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z (1.47)

と定義する。局所表示すると

R

(
∂

∂xµ
,

∂

∂xν

)
∂

∂xρ
= ∇ ∂

∂xµ

(
Γα
νρ

∂

∂xα

)
−∇ ∂

∂xν

(
Γα
µρ

∂

∂xα

)
=
(
∂µΓ

α
νρ

) ∂

∂xα
−
(
∂νΓ

α
µρ

) ∂

∂xα
+ Γα

νρΓ
β
µα

∂

∂xβ
− Γα

µρΓ
β
να

∂

∂xβ

=
(
∂µΓ

σ
νρ − ∂νΓ

σ
µρ + Γα

νρΓ
σ
µα − Γα

µρΓ
σ
να

) ∂

∂xσ

:= Rσ
ρµν

∂

∂xσ

(1.48)

で
Rσ

ρµν := ∂µΓ
σ
νρ − ∂νΓ

σ
µρ + Γσ

µαΓ
α
νρ − Γσ

ναΓ
α
µρ (1.49)

となる。更に Riemannの曲率テンソルを利用してタイプ (0,2)のテンソル場である Ricci
テンソル Ricを

Rµν := Rα
µαν (1.50)

Ric := Rµν dxµ ⊗ dxν (1.51)

によって定義し、スカラー曲率を
ρ = gµνRµν (1.52)

によって定義する。ただし以降では局所表示のみを使い、Riemannの曲率テンソル、Ricci
テンソル、スカラー曲率のすべてを Rで表して添字の数によって判別する。

一般相対性理論を記述する Lagrangianの候補は

LEH := a0 + a1R+ a21R
2 + a22R

µνRµν + a23R
µνρσRµνρσ + . . . (1.53)

である。係数の次元を調べる。c = G = 1 とすれば R = [1/L2] = [1/h̄] であるので

LEH = [h̄/L4] = [1/h̄]に気をつけると

a0 = [1/h̄], a1 = [h̄0], a21, a22, a23 = [h̄], · · · (1.54)

となる。この事実から h̄の正冪の効果は十分小さい、あるいは無いものとして Einstein-
Hilbert 作用を

SEH =
1

2κ2

∫
d4x

√
−det(g) (R− 2Λ) (1.55)

と構成する。ただし κ, Λは実験より決定されるべき定数である。κは結合定数、Λは宇

宙項と呼ばれる。結合定数は弱重力極限でのニュートン力学との対応から

κ2 = 8πG (1.56)

であり、宇宙項は Planck(2018)の観測より

Λ = (4.24± 0.11)× 1066eV2 (1.57)
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である [18]。この作用の gµν に関する変分が Einstein 方程式を与える。時空上の計量と
物質場の結合を考えるために物質場の作用

Smatter :=

∫
d4x

√
−det(g)Lmatter (1.58)

を考える。エネルギー・運動量テンソルを

Tµν :=
−2√

−det(g)
δSmatter
δgµν

⇒ δSmatter = −1

2

√
−det(g)Tµνδg

µν (1.59)

と定義する。このとき付録Aから

δS = δSEH + δSmatter

=
1

2κ2

∫
d4x

√
−det(g)

(
Rµν − 1

2
gµνR+ Λgµν − κ2Tµν

)
δgµν

= 0

(1.60)

であるので

Gµν := Rµν − 1

2
gµνR (1.61)

Gµν + Λgµν = κ2Tµν (1.62)

となる。このテンソル Gµν を Einsteinテンソルと呼び、この方程式を Einstein方程式と
呼ぶ。しばしば宇宙項 Λを右辺に移行してエネルギー・運動量テンソル Tµν に含める場

合がある。以降では宇宙項を省略する。

修正重力理論ではここで得られた Einstein-Hilbert 作用に対して何らかの指導原理に
基づいて修正を行う。代表的な修正は

• 新たな場を加える [19]
• 曲率テンソルの高次項を考慮する [20, 21]
• 曲率の非局所項を加える [22]
• 高次元空間を考慮する [23, 24, 25, 26, 27]

などである [28]。本研究では有質量重力理論と呼ばれる理論の特定のクラスを用いる。こ
の理論は重力子の有質量化を指導原理においており、Einstein-Hilbert作用に新たなテン
ソル場を加えて構成された理論になっている。重力理論の自由度は付録Bの Hamilton解
析によって調べることができる。この解析から一般相対性理論は無質量スピン 2の場の理
論で 2つのテンソルモードのみが存在することがわかるが、有質量重力理論では有質量ス
ピン 2の場の理論として新たなモードによる自由度が存在することがわかる。この詳細は
後の章で解説する。
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第 2章

TOV方程式と質量-半径関係

修正重力理論は一般相対性理論を元に重力理論の拡張を行う。そのため修正重力理論で

の議論に一般相対性理論での議論を利用できる場合が多く存在する。ここでは修正重力に

おける相対論的天体の解を考える前に、一般相対性理論における相対論的の解を導出する。

この章での議論を後の章で利用する。

一般相対性理論において (回転のない)相対論的天体は、静的球対称に分布する物質の
解として記述される。ここではそのような解の従う運動方程式を導出し、数値計算を行う

方法について述べる。解の系列は相対論的天体の質量と半径の関係式として表すことがで

きる。実際上の応用として質量と半径の関係式から状態方程式を逆算する方法についても

述べる。

2.1 一般相対性理論における静的球対称解

まず静的球対称な計量の一般形を書き下し、その計量に対して Einstein テンソルを
計算する。次に完全流体の物質分布を仮定し Einstein 方程式を立式する。Einstein 方
程式を変形することによりトルマン・オッペンハイマー・ヴォルコフ方程式 (Tolman-
Oppenheimer-Volkoff 方程式: TOV方程式) [29]を導出する。更に TOV 方程式を数値
計算を行う際に便利な形に変形を行う。

まず静的球対称性から計量の一般形を

ds2 = −eν(r) dt2 + eλ(r) dr2 + r2 dθ2 + r2 sin2 θ dϕ2 (2.1)

とおく。以降ではこの ν(r), λ(r)に関する微分方程式を立式する。また r微分を ′ によっ

て表す。接続 Γλ
µν の計算は Lagrangian

L =
ds2
dτ2 (2.2)

によって Lagrange方程式
d
dτ

(
∂L

∂q̇µ

)
− ∂L

∂xµ
= 0 (2.3)

を計算し、測地線方程式
d2xµ

dτ2 + Γµ
αβ

dxα

dτ
dxβ

dτ = 0 (2.4)
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と比較すると

Γt
tr =

1

2
ν′, Γr

tt =
1

2
eν−λν′, Γr

rr =
1

2
λ′, Γr

θθ = −re−λ,

Γr
ϕϕ = −re−λ sin2 θ, Γθ

rθ =
1

r
, Γθ

ϕϕ = − sin θ cos θ, Γϕ
rϕ =

1

r
,

Γϕ
θϕ =

cos θ
sin θ

(2.5)

となる。Ricci テンソルは

Rµν = ∂αΓ
α
µν − ∂νΓ

α
µα + Γα

µνΓ
β
βα − Γα

µβΓ
β
να (2.6)

であるため、
∂αΓ

α
µν , Γα

µα, Γβ
αµΓ

α
βν (2.7)

を計算する。Γα
µα は

Γα
tα = 0, Γα

rα =
1

2
(ν′ + λ′) +

2

r
, Γα

θα =
1

tan θ
, Γα

ϕα = 0 (2.8)

であるため

Rtt = ∂rΓ
r
tt + Γr

ttΓ
α
rα − 2Γt

trΓ
r
tt = eν−λ

(
ν′′

2
+

(ν′)2

4
− ν′λ′

4
+

ν′

r

)
, (2.9)

Rrr = ∂rΓ
r
rr − ∂rΓ

α
rα + Γr

rrΓ
α
αr − (Γα

rα)
2
= −ν′′

2
− (ν′)2

4
+

ν′λ′

4
+

λ′

r
, (2.10)

Rθθ = ∂rΓ
r
θθ − ∂θΓ

α
θα + Γr

θθΓ
α
rα −

(
2Γr

θθΓ
θ
rθ +

(
Γθ
ϕθ

)2)
= e−λ

[
1

2
r(λ′ − ν′)− 1

]
+ 1

(2.11)

Rϕϕ = ∂rΓ
r
ϕϕ + ∂θΓ

θ
ϕϕ + Γr

ϕϕΓ
α
rα + Γθ

ϕϕΓ
α
θα − 2

(
Γr
ϕϕΓ

ϕ
ϕr + Γθ

ϕϕΓ
ϕ
ϕθ

)
= sin2 θRθθ

(2.12)

となる。Rµ
ν = gµαRαν とリッチスカラー R = Rα

α を計算すると

Rt
t = e−λ

(
−ν′′

2
− (ν′)2

4
+

ν′λ′

4
− ν′

r

)
(2.13)

Rr
r = e−λ

(
−ν′′

2
− (ν′)2

4
+

ν′λ′

4
+

λ′

r

)
(2.14)

Rθ
θ = e−λ

(
− 1

2r
(ν′ − λ′)− 1

r2

)
+

1

r2
(2.15)

Rϕ
ϕ = Rθ

θ (2.16)

R = e−λ

(
−ν′′ − (ν)′2

2
+

ν′λ′

2
− 2

r
(ν′ − λ′)− 2

r2

)
+

2

r2
(2.17)

となる。Einstein テンソルは

Gµ
ν = Rµ

ν − 1

2
δµνR (2.18)



2.1 一般相対性理論における静的球対称解 21

であり

Gt
t = e−λ

(
1

r2
− λ′

r

)
− 1

r2
=

1

r2
[
r(e−λ − 1)

]′ (2.19)

Gr
r = e−λ

(
1

r2
+

ν′

r

)
− 1

r2
(2.20)

Gθ
θ = G(0)ϕ

ϕ =
1

2
e−λ

(
ν′′ +

(ν′)2

2
− ν′λ′

2
+

ν′ − λ′

r

)
(2.21)

となる。

次に Einstein 方程式を立式するためエネルギー・運動量テンソルを定義する。完全流体

Tµ
ν = diag(−ρ, p, p, p) (2.22)

を仮定する。完全流体のダイナミクスを決定する方程式は

∇αT
α
µ = 0 (2.23)

と状態方程式 p = p(ρ)である。上記の方程式のうち非自明な結果を与えるのは µ = r の

場合のみで

0 =∂αT
α
r + Γα

αβT
β
r − Γβ

αrT
α
β

=∂rT
r
r + Γα

αrT
r
r −

∑
α

Γα
αrT

α
α

=p′ +

(
ν′ + λ′

2
+

2

r

)
p+

ν′

2
ρ− λ′

2
p− 1

r
p− 1

r
p

=p′ +
p+ ρ

2
ν′

(2.24)

である。

これまでで Einstein 方程式
Gµν = κ2Tµ

ν (2.25)

を書き下すために必要なテンソル量を計算した。このうち tt成分の式から λ(r)が、rr成

分の式から ν(r)が決定される。残りの θθ, ϕϕ成分の式は新たな微分方程式を生まず、他
の式と整合的な式になっている。

実際 Einstein 方程式の tt成分について変形すると

−κ2ρ =e−λ

(
1

r2
− λ′

r

)
− 1

r2

λ′ =
eλ

r

[
−(1− e−λ) + κ2ρr2

] (2.26)

のように λ′ に関する式となる。ここで観測によって測られる質量は固有質量

Mp ≡
∫

d3x
√

(3)gρ (2.27)

ではなく質量パラメータm(r)

e−λ(r) = 1− 2m(r)

r
(2.28)
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であることを考慮してm′ の式として書き直すと、

−λ′e−λ =
1

r
(1− e−λ)− κ2ρr

−2m′

r
+

2m

r
=
1

r

2m

r
− κ2ρr

m′ =4πr2ρ

(2.29)

となる。これは非相対論的静水圧平衡における質量保存の式に他ならない。

rr 成分の運動方程式に関しては

κ2p =e−λ

(
1

r2
+

ν′

r

)
− 1

r2

ν′ =
eλ

r

(
1− e−λ + κ2pr2

)
=
1

r

(
1− 2m

r

)−1(
2m

r
+ κ2pr2

)
=2

m+ 4πpr3

r(r − 2m)

(2.30)

のように ν′ に関する式となる。先程のエネルギー・運動量テンソルの保存則と合わせれば

p′ = −p+ ρ

2
ν′ = − (p+ ρ)(m+ 4πpr3)

r(r − 2m)
(2.31)

となるので静水圧平衡の式であることがわかる。G, cを明記すれば

p′ = −G

(
m+ 4πr3

p

c2

)(
ρ+

p

c2

)
r2
(
1− 2Gm

c2r

) (2.32)

であるため 1/c2 のある項が相対論的補正になっていることがわかる。

最後に θθ, ϕϕ成分の式に対する整合性の確認を行う。これらの式には ν′′ を含むため、

ν′′ を消去するために rr の式の微分を計算すると

−κ2 ρ+ p

2
ν′r =κ2p′r = e−λ

(
ν′′ − ν′ + λ′

r
− ν′λ′ − 2

r2

)
+

2

r2

e−λν′′ =e−λ

[
ν′ + λ′

r
+ ν′λ′ +

2

r2

]
− 2

r2
− κ2 ρ+ p

2
ν′r

(2.33)

となる。よって

Gθ
θ = Gϕ

ϕ =
e−λ

2

(
ν′′ +

(ν′)2

2
− ν′λ′

2
+

ν′ − λ′

r

)
=
e−λ

2

[
ν′

2
(ν′ + λ′) +

2

r

(
ν′ +

1

r

)]
− 1

r2
− κ2 ρ+ p

4
ν′r

=
e−λ

2

[
ν′

2
eλκ2(ρ+ p) +

2

r

(
ν′ +

1

r

)]
− 1

r2
− κ2 ρ+ p

4
ν′r

=e−λ

(
ν′

r
+

1

r2

)
− 1

r2

=κ2p

(2.34)

となって無矛盾な結果を得る。
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以上により相対論的天体に対する静水圧平衡の式である TOV方程式は

dm(r)

dr = 4πr2ρ(r) (2.35)

dp(r)
dr = −(ρ(p(r)) + p(r))

m(r) + 4πr3p(r)

r(r − 2m(r))
(2.36)

となる。

2.2 TOV方程式の境界条件と数値計算
TOV 方程式を数値的に解く場合、天体中心と無限遠との二点境界値問題として扱う。

天体表面 r = Rの条件は p(r = R) = 0であり、天体内部と真空 (p = ρ = 0)である天体
外部の解を接続して考える。天体中心では計量 gµν が (conical singuralityを生じないよ
う)滑らかであるために

ν(r = 0) = λ(r = 0) = 0 (2.37)

である必要がある [14]。無限遠でも重力が無視できると考えるため同様に

ν(r → ∞) = λ(r → ∞) = 0 (2.38)

を課す。一方無限遠は天体外部で真空であるので、TOV 方程式は

dm(r > R)

dr = 0, (2.39)

dν(r > R)

dr =
2m

r(r − 2m)
(2.40)

であるのでm′ の式から
m(r > R) = m(r = R) ≡ M (2.41)

であり ν′ の式から

ν(r → ∞) =

∫ ∞

R

2Mdr
r(r − 2M)T

+ ν(r = R)

= lim
r→∞

ln
(
1− 2M

r

)
− ln

(
1− 2M

R

)
+ ν(r = R)

=ν(r = R)− ln
(
1− 2M

R

)
=0

(2.42)

より

eν(r=R) = 1− 2M

R
(2.43)

である。つまり無限遠での条件を課さなくとも、外部を Schwarzschild 解として内部解と
天体表面で繋げれば十分である。天体中心から初期値問題として解いて天体表面まで解を

構成すればよい。

ただし初期条件を r = 0で与えると TOV方程式が不定形であるため、数値計算で解く
ことができない。したがって天体付近の解を解析に構成し、そこから天体表面まで数値的

に解く必要がある。m′(r)に関しては

dm
dr = 4πr2

(
ρc +

dρ
dp

∣∣∣∣
c

dp
dr

∣∣∣∣
c

r +O
(
r2
))

(2.44)
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であるため

m(r) =
4π

3
ρcr

3 +O
(
r4
)

(2.45)

となる。これより天体中心での圧力・密度を

p(r = 0) = pc (2.46)
ρ(r = 0) = ρc (2.47)

とすれば p′(r)に関する式は

dp
dr =−

(
ρc + pc +O

(
r2
)) 4π3 ρcr

3 + 4πpcr
3 +O

(
r3
)

r(r +O(r3))

=− 4π

3
(ρc + pc)(ρc + 3pc)r +O

(
r2
) (2.48)

となるため

p(r) = pc −
2π

3
(ρc + pc)(ρc + 3pc)r

2 +O
(
r3
)

(2.49)

となる。まとめると天体中心付近の解析解は

m(r) =
4π

3
ρcr

3 +O
(
r4
)

(2.50)

p(r) =pc −
2π

3
(ρc + pc)(ρc + 3pc)r

2 +O
(
r3
)

(2.51)

となる。よって数値解は中心圧力 pc を選んで中心密度 ρc = ρ(pc)を求め、0ではない微
小な r ≪ 1を選んで初期条件を生成すればよい。

数値計算を実行する際には各物理量を適切に無次元化する必要がある。TOV 方程式
の場合は中心圧力を用いて無次元化するとよい。中心圧力は初期条件と計算終了の条件

(p = 0)に用いられているからである。まず中心密度を

ρc ≡
pc
c2

(2.52)

を用いて
ρ̃ ≡ ρ

ρc
(2.53)

のように無次元化する。動径座標と質量に関しては

rc ≡
GMc

c2
, Mc ≡ ρcr

3
c

⇔rc =
c√
Gρc

, Mc =
c3√
G3ρc

(2.54)

を用いて

r̃ ≡ r

rc
, M̃ ≡ M

Mc
(2.55)

のように無次元化する。以降の表式はこのように無次元化したあと˜をはずしたものとし

て扱う。

上記によって原理上数値計算を実行することができるが、実際上不都合な点が存在する。

それは p = 0の条件で天体表面を判定するため積分区間が不定であるため、p = 0となる

r を調べるために天体表面での刻み幅を細かくすることが必要である点である。これを解
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決するには rに代わる変数を、天体表面で一定の値になるように選ぶとよい。一つの例と

して擬エンタルピー

h(p) ≡
∫ p

0

dp̃
ρ(p̃) + p̃

(2.56)

を用いる方法 [30]を考える。この擬エンタルピーは天体表面で 0となるため、積分区間が

0 ≤ h ≤ h(p = pc) (2.57)

となり数値計算に適している。この場合 TOV方程式は

dm
dr =

dm
dh

(
dr
dh

)−1

= 4πr2ρ(r) (2.58)

dp
dr =

(
dh
dp

dr
dh

)−1

= (ρ+ p)

(
dr
dh

)−1

= −(ρ+ p)
m+ 4πr3p

r(r − 2m)
(2.59)

より

dm
dh = 4πr2ρ(h)

dr
dh (2.60)

dr
dh = − r(r − 2m)

m+ 4πr3p
(2.61)

となる。仮に代わりの変数に圧力 pを用いても良いように見えるが、積分区間の不定性は

取り除けるものの
dr
dp = − r(r − 2m)

(m+ 4πr3p)(ρ+ p)

p→0−→ −∞ (2.62)

であるので不適切である。

この上で元の TOV方程式と同様に天体中心付近の解析解を求める。まず mの星中心

からの展開は
dm
dh = 4πr2(ρc +O(h− hc))

dr
dh (2.63)

である。よって積分すれば

m =

∫ r

0

dr̃ 4πr̃2(ρc +O(h− hc))

=
4π

3
ρcr

3 +O
(
r3(h− hc)

) (2.64)

となる。またこれより r の星中心からの展開は

dr
dh =−

r

[
r − 8π

3
ρcr

3 +O
(
r3(h− hc)

)]
4π

3
ρcr3 + 4πr3pc +O(r3(h− hc))

=−
3(1 +O

(
r2
)
)

4πr(ρc + 3pc)(1 +O(h− hc))

=− 3

4πr(ρc + 3pc)

(
1 +O

(
max(r2, h− hc)

))
(2.65)

である。従って積分すれば∫ r

0

dr̃ r̃ = −
∫ h

hc

dh̃ 3

4π(ρc + 3pc)
(1 +O

(
max(r2, h− hc)

)
)

1

2
r2 =

3(hc − h)

4π(ρc + 3pc)

(
1 +O

(
max(r2, h− hc

))
r =

√
3(hc − h)

2π(ρc + 3pc)
(1 +O(h− hc))

(2.66)
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となる。h− hc について解けば

hc − h =
2π

3
(ρc + 3pc)r

2
(
1 +O

(
r2
))

(2.67)

となる。

更に 2次の展開も求める。mに関しては最低次と同様にして

m =

∫ r

0

dr̃ 4πr̃2
(
ρc +

dρ
dh

∣∣∣∣
c

(h− hc) +O
(
(h− hc)

2
))

=4πρc

∫ r

0

dr̃ r̃2
(
1 +

2π(ρc + 3pc)

3ρc

dρ
dh

∣∣∣∣
c

r̃2 +O
(
r4
))

=4πρc

(
1

3
r3 − 2π(ρc + 3pc)

3ρc

dρ
dh

∣∣∣∣
c

1

5
r5 +O

(
r7
))

=
4π

3
ρcr

3

(
1− 3

5

dρ
dh

∣∣∣∣
c

hc − h

ρc
+O

(
(hc − h)2

))
(2.68)

となる。これより

dr
dh =− r

[
r − 8π

3
ρcr

3

(
1− 3

5

dρ
dh

∣∣∣∣
c

hc − h

ρc
+O

(
(hc − h)2

))]
×
[
4π

3
ρcr

3

(
1− 3

5

dρ
dh

∣∣∣∣
c

hc − h

ρc

)
+ 4πr3(pc + (ρc + pc)(h− hc))

+O
(
(hc − h)7/2

)]−1

=− r2
[
1− 8π

3
ρcr

2 +O
(
(hc − h)2

)][4π
3
r3(ρc + 3pc)

]−1

×
[
1 +

3

5

(
dρ
dh

∣∣∣∣
c

+ 5(ρc + pc)

)
h− hc

ρc + 3pc
+O

(
(h− hc)

2
)]−1

=− 3

4π(ρc + 3pc)r

[
1− 2ρc

ρc + 3pc
(hc − h) +O

(
(hc − h)2

)]
×
[
1 +

3

5

(
dρ
dh

∣∣∣∣
c

+ 5(ρc + pc)

)
h− hc

ρc + 3pc
+O

(
(h− hc)

2
)]−1

=− 3

4π(ρc + 3pc)r

[
1 +

(
ρc − 3pc −

3

5

dρ
dh

∣∣∣∣
c

)
h− hc

ρc + 3pc
+O

(
(h− hc)

2
)]

(2.69)

となる。積分を実行すれば

1

2
r2 =− 3

4π(ρc + 3pc)

[
(h− hc) +

1

2

(
ρc − 3pc −

3

5

dρ
dh

∣∣∣∣
c

)
(h− hc)

2

ρc + 3pc

+O
(
(h− hc)

3
)]

r =

√
3(hc − h)

2π(ρc + 3pc)

[
1− 1

2

(
ρc − 3pc −

3

5

dρ
dh

∣∣∣∣
c

)
hc − h

ρc + 3pc
+O((hc − h)2)

]

r =

√
3(hc − h)

2π(ρc + 3pc)

[
1− 1

4

(
ρc − 3pc −

3

5

dρ
dh

∣∣∣∣
c

)
hc − h

ρc + 3pc
+O

(
(hc − h)2

)]
(2.70)

となる。

天体中心付近の解析解をまとめると

m =
4π

3
ρcr

3

(
1− 3

5

dρ
dh

∣∣∣∣
c

hc − h

ρc
+O

(
(hc − h)2

))
(2.71)

r =

√
3(hc − h)

2π(ρc + 3pc)

[
1− 1

4

(
ρc − 3pc −

3

5

dρ
dh

∣∣∣∣
c

)
hc − h

ρc + 3pc
+O

(
(hc − h)2

)]
(2.72)
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図2.1 現在までに提案されている状態方程式の一覧。図は文献 [37, 38, 8]から引用。
原論文に基づきWebサイト [9]を参照した。

となる。よってこの式によって初期条件を構成し、h = 0まで数値積分を実行すればよい。

2.3 質量-半径関係
前節に従って TOV方程式を解き、相対論的天体の質量-半径関係を求める。質量-半径

関係を計算するには状態方程式 p = p(ρ)が必要になる。前述の通り相対論的天体の内部

構造には様々な予想がなされている。各内部構造に対応した状態方程式を選んで中性子星

の質量-半径関係を計算する必要がある。中性子星の内核のモデルとしては外核と同様に
n, p, e, µなどの核物質であるとするもの、Σ,Λ,Ξなどのハイペロンであるとするもの、π

中間子や K 中間子による凝縮であるとするもの、u, d, sなどのクォーク物質であるとす

るものがある [13]。例えば核物質に対する状態方程式としては FPSモデル [31]や SLyモ
デル [32]などがある。他にもエキゾチック物質としてハイペロンを考慮したモデル [33]
やK 中間子の凝縮を考慮したモデル [34]、クォーク物質を仮定したモデル [35]などがあ
る。図2.1に現在までに提案されている状態方程式の一覧を示す。ここではデモとして SLy
モデルにフィッティングを施した解析式 [36]を状態方程式として用いる。
このモデルでは

ξ = log10
(

ρ

g/cm3

)
, ζ = log10

(
p

dyn/cm2

)
, f0(x) =

1

ex + 1
(2.73)
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i 1 2 3 4 5 6
ai 6.22 6.121 0.005925 0.16326 6.48 11.4971
i 7 8 9 10 11 12
ai 19.105 0.8938 6.54 11.8421 -22.003 1.5552
i 13 14 15 16 17 18
ai 9.3 14.19 23.73 -1.508 1.79 15.13

表2.1 状態方程式 (2.74)式のフィッティングパラメータ。原論文 [36]より作成。

図2.2 回転のない相対論的天体に対する SLyモデルにフィッティングを行った解析式
(2.74)式および (2.75)式のグラフ。おおよそ 11 < ξ が SLyモデルのフィッティング
になっている [36]。

と定義すると、回転していない相対論的天体に対して状態方程式が

ζ =
a1 + a2ξ + a3ξ

3

1 + a4ξ
f0(a5(ξ − a6)) + (a7 + a8ξ)f0(a9(a10 − ξ))

+ (a11 + a12ξ)f0(a13(a14 − ξ)) + (a15 + a16ξ)f0(a17(a18 − ξ)) (2.74)

と与えられる。ただし各パラメータ ai は表 2.1によって与えられる。この状態方程式は
ξ > 5 で有効である。ξ < 5 では順圧 (barotropic) ではなくなり温度依存性が現れるが、
107Kの場合であれば OPAL状態方程式 [39]に

p = 10ζ + 3.5× 1014ρ (2.75)

によって繋ぐことができる [36]。このようにして構成された状態方程式の概形を図 2.2に
示す。

質量-半径関係を計算するにはまず状態方程式から図 2.3のように擬エンタルピーを計算
しその後中心密度を初期条件として与えて天体表面まで解く。結果の一つがが図 2.4であ
る。擬エンタルピーを導入することで m, r が指数的に増大しないため、計算が容易にな

っていることがわかる。質量-半径関係を計算した結果は図 2.5である。結果から従来の核
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図2.3 擬エンタルピー (2.56)式を状態方程式 (2.74)式および (2.75)式に対して計算したグラフ

図2.4 中心密度を 1016g/cm3 としたときの質量mと動径座標 r に対する擬エンタル

ピー hの依存性を表したグラフ

物質を想定した SLy モデルでは 2M⊙ 程度の相対論的天体が現れることがわかる。また

図 2.6から中性子星の系列と白色矮星の系列が不安定な系列を通じて実際に繋がっている
ことが読み取れる。他の状態方程式を用いた場合の結果を図2.7に示す。状態方程式には最
大質量が 2M⊙ に達するものとそうでないものがあることがわかる。観測で見つかってい

る 2M⊙ の相対論的天体を説明するように高密度の状態方程式を立式する必要があること

がわかる。
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図2.5 状態方程式 (2.74) 式および (2.75) 式を用いて、TOV 方程式を中心密度
1014.3g/cm3 から 1016g/cm3 の場合まで解いた場合に得られた質量-半径関係。最
大質量が 2M⊙ に到達している。

図2.6 状態方程式 (2.74) 式および (2.75) 式を用いて、TOV 方程式を中心密度
10�g/cm3 から 1016g/cm3 の場合まで解いた場合に得られた質量-半径関係。白色矮星
の系列から不安定な系列を経由して中性子星の系列へと繋がる [14]。
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図2.7 状態方程式毎の質量-半径関係の一覧。図は文献 [40, 41, 8]より引用。原論文
に基づきWebサイト [9]を参照した。

2.4 TOV逆写像
これまででは状態方程式 ρ = ρ(p)が与えられた場合に、質量-半径関係を数値的に構成

する方法を求めた。実用上は逆に相対論的天体の観測で得られた質量-半径関係から、状態
方程式 ρ = ρ(p)を構築する方法 (TOV逆写像)も重要である。擬エンタルピーを用いて
書き直した TOV 方程式はこの目的に適している。(2.35)式は未定関数がm(h), r(h)で

あるため、質量-半径関係のデータ (M,R)を初期条件として天体表面から天体中心に数値

積分を行うことができる。TOV逆写像を構成するのにキーとなるアイデアは、既知の低
密度の状態方程式から未知の高密度の状態方程式へと外挿を逐次行っていくというもので

ある。

まず前提条件として

• 状態方程式のうち p ≤ pi が既知

• 質量-半径関係が既知
• ただし pi を中心密度とする相対論的天体の解が既知の質量-半径関係に含まれ
ている

という状況を考える。このとき状態方程式を外挿する方法は
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1. pi を中心圧力とした解を (Mi, Ri)とする

2. (M -R関係から)中心圧力が pi よりもわずかに大きい解 (Mi+1, Ri+1)を選ぶ

3. 天体表面から (Mi+1, , Ri+1)を初期条件として圧力 pi となるまで (m, r)を解く

4. 更に外挿式を用いて天体中心までの圧力・密度を求める
5. i → i+ 1として以上を繰り返す

である。天体の中心付近から天体中心への外挿に必要な式は、ちょうど状態方程式から質

量-半径関係を得る際に用いた天体中心からの解析解の逆関数のような式になるはずであ
る。以降ではこの天体中心からの解析解の逆関数に相当するものを構成する。

まず ρc への外挿を求める。h = hi に対する ρc の展開式は

ρc = ρi +
dρ
dh

∣∣∣∣
i

(hc − hi) +O
(
(hc − hi)

2
)

(2.76)

である。この展開係数を求めるためにm, r の h = hc 周りの展開式を h = hi 周りの展開

式に書き直す。mに関しては

mi ≡m(h = hi)

=
4π

3

(
ρi +

dρ
dh

∣∣∣∣
i

(hc − hi) +O
(
(hc − hi)

2
))

r3i

×
[
1− 3

5

(
dρ
dh

∣∣∣∣
i

+
d2ρ

dh2

∣∣∣∣
i

(hc − hi) +O
(
(hc − hi)

2
))

× hc − hi

ρi +
dρ
dh

∣∣∣
i
(hc − hi) +O((hc − hi)2)

+O
(
(hc − hi)

2
)

(2.77)

となるため

mi =
4π

3

(
ρi +

dρ
dh

∣∣∣∣
i

(hc − hi)

)
r3i

(
1− 3

5

dρ
dh

∣∣∣∣
i

hc − hi

ρi

)
+O

(
(hc − hi)

7/2
)

=
4π

3
ρir

3
i +

8π

15

dρ
dh

∣∣∣∣
i

r3i (hc − hi) +O
(
(hc − hi)

7/2
)

=
4π

3
ρir

3
i

(
1 +

5

2

dρ
dh

∣∣∣∣
i

hc − hi

ρi
+O

(
(hc − hi)

2
))

(2.78)

である。これより
dρ
dh

∣∣∣∣
i

(hc − hi) =
5

2

(
3mi

4πr3i
− ρi

)
+O

(
r4i
)

(2.79)

となるため

ρc = ρi +
5

2

(
3mi

4πr3i
− ρi

)
︸ ︷︷ ︸

=O(r2i )

+O
(
r4i
)

(2.80)

と求まる。次に pc の外挿を求める。pc の pi 周りの展開は

pc =pi +
dp
dh

∣∣∣∣
i

(hc − hi) +
1

2

d2p

dh2

∣∣∣∣
i

(hc − hi)
2 +O

(
(hc − h)3

)
=pi + (ρi + pi)(hc − hi) +

1

2

(
dρ
dh

∣∣∣∣
i

+ ρi + pi

)
(hc − hi)

2 +O
(
(hc − hi)

3
)

=pi + (ρi + pi)(hc − hi) +
5

4

(
3mi

4πr3i
− ρi

)
(hc − hi)

+
1

2
(ρi + pi)(hc − hi)

2 +O
(
r6i
)

(2.81)
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となる。一方で r の展開の係数を h = hi における値で書き換えれば

r2i =
3(hc − hi)

2π(ρc + 3pc)

[
1− 1

2

(
ρc − 3pc −

3

5

dρ
dh

∣∣∣∣
c

)
hc − hi

ρc + 3pc
+O

(
(hc − hi)

2
)]

=
3

2π

hc − hi

ρi + 3pi

[
1−

(
dρ
dh

∣∣∣∣
i

+ 3(ρi + pi)

)
hc − hi

ρi + 3pi
+O

(
(hc − hi)

2
)]

×
[
1− 1

2

(
ρi − 3pi −

3

5

dρ
dh

∣∣∣∣
i

)
hc − hi

ρi + 3pi
+O

(
(hc − hi)

2
)]

=
3

2π

hc − hi

ρi + 3pi

[
1− 1

2

(
7

5

dρ
dh

∣∣∣∣
i

+ 7ρi + 3pi

)
hc − hi

ρi + 3pi
+O

(
(hc − hi)

2
)]

=
3

2π

hc − hi

ρi + 3pi

[
1− 7

4

1

(ρi + 3pi)

(
3mi

4πr3i
− ρi

)
− 1

2
(7ρi + 3pi)

hc − hi

ρi + 3pi

+O
(
(hc − hi)

2
)]

(2.82)

となる。この式を hc − hi に関する 2次方程式と見て整理すると

4π

3
(ρi + 3pi)

2r2i

= 2(hc − hi)

[
ρi + 3pi −

7

4

(
3mi

4πr3i
− ρi

)]
− (7ρi + 3pi)(hc − hi)

2 +O
(
r6i
)

(7ρi + 3pi)(hc − hi)
2 − 2(hc − hi)

[
ρi + 3pi −

7

4

(
3mi

4πr3i
− ρi

)]
+

4π

3
(ρi + 3pi)

2r2i +O
(
r6i
)
= 0

(2.83)

となる。この式の両辺に 7ρi + 3pi を掛けて平方完成すると{
(7ρi + 3pi)(hc − hi)−

[
ρi + 3pi −

7

4

(
3mi

4πr3i
− ρi

)]}2

=

[
ρi + 3pi −

7

4

(
3mi

4πr3i
− ρi

)]2
− 4π

3
(7ρi + 3pi)(ρi + 3pi)

2r2i +O
(
r6i
) (2.84)

となる。ここで[
ρi + 3pi −

7

4

(
3mi

4πr3i
− ρi

)]−2

= (ρi + 3pi)
−2

[
1− 7

4(ρi + 3pi)

(
3mi

4πr3i
− ρi

)]−2

= (ρi + 3pi)
−2

[
1 +

7

2(ρi + 3pi)

(
3mi

4πr3i
− ρi

)
+O

(
r4i
)]

(2.85)

であるため

(RHS) =
[
ρi + 3pi −

7

4

(
3mi

4πr3i
− ρi

)]2
×

{
1−

[
ρi + 3pi −

7

4

(
3mi

4πr3i
− ρi

)]−2

×4π

3
(7ρi + 3pi)(ρi + 3pi)

2r2i +O
(
r6i
)}

=

[
ρi + 3pi −

7

4

(
3mi

4πr3i
− ρi

)]2
×
{
1− 4π

3
(7ρi + 3pi)r

2
i

[
1 +

7

2(ρi + 3pi)

(
3mi

4πr3i
− ρi

)]
+O

(
r6i
)}

(2.86)
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となる。よって左辺において 1項目よりも 2項目が大きいことに気をつければ、上式の平
方根は [

ρi + 3pi −
7

4

(
3mi

4πr3i
− ρi

)]
− (7ρi + 3pi)(hc − hi)

=

[
ρi + 3pi −

7

4

(
3mi

4πr3i
− ρi

)]
×
{
1− 2π

3
(7ρi + 3pi)r

2
i

[
1 +

7

2(ρi + 3pi)

(
3mi

4πr3i
− ρi

)]
−1

8

(
4π

3
(7ρi + 3pi)r

2
i

)2

+O
(
r6i
)}

(2.87)

であるため

hc − hi =
2π

3
r2i

[
ρi + 3pi −

7

4

(
3mi

4πr3i
− ρi

)]
×
[
1 +

7

2(ρi + 3pi)

(
3mi

4πr3i
− ρi

)
+

π

3
(7ρi + 3pi)r

2
i

]
+O

(
r6i
)

=
2π

3
r2i

[
ρi + 3pi −

7

4

(
3mi

4πr3i
− ρi

)]
+

2π

3
r2i

7

2

(
3mi

4πr3i
− ρi

)
+

2π2

9
(ρi + 3pi)(7ρi + 3pi)r

4
i +O

(
r6i
)

=
π

3

[
(ρi + 3pi)

(
1 +

π

12
(7ρi + 3pi)r

2
i

)
+

7

4

(
3mi

4πr3i
− ρi

)]
r2i

(2.88)

となる。従って pc の展開は

pc =pi + (ρi + pi)
2π

3

[
(ρi + 3pi)

(
1 +

π

3
(7ρi + 3pi)r

2
i

)
+

7

4

(
3mi

4πr3i
− ρi

)]
r2i

+
5

4

(
3mi

4πr3i
− ρi

)
2π

3
(ρi + 3pi)r

2
i +

1

2
(ρi + pi)

4π2

9
(ρi + 3pi)

2r4i +O
(
r6i
)

=pi +
2π

3
(ρi + pi)(ρi + 3pi)r

2
i

[
1 +

π

3
(7ρi + 3pi)r

2
i +

π

3
(ρi + 3pi)r

2
i

]
+

π

3

(
7

2
(ρi + pi) +

5

2
(ρi + 3pi)

)(
3mi

4πr3i
− ρi

)
r2i +O

(
r6i
)

=pi +
2π

3
(ρi + pi)(ρi + 3pi)r

2
i

[
1 +

2π

3
(4ρi + 3pi)r

2
i

]
+

π

3
(6ρi + 11pi)

(
3mi

4πr3i
− ρi

)
r2i +O

(
r6i
)

(2.89)

となる。最後に hの展開を求めると

hc =hi +
dh
dp

∣∣∣∣
i

(pc − pi) +
1

2

d2h

dp2

∣∣∣∣
i

(pc − pi)
2 +O

(
(pc − pi)

3
)

=hi +
pc − pi
ρi + pi

− 1

2

(
pc − pi
ρi + pi

)2 d
dp (ρ+ p)

∣∣∣∣
i

+O
(
(pc − pi)

3
)

=hi +
pc − pi
ρi + pi

− 1

2

(
pc − pi
ρi + pi

)2(
(ρc + pc)− (ρi + pi)

pc − pi
+O(pc − pi)

)
+O

(
(pc − pi)

3
)

=hi +
pc − pi
ρi + pi

− 1

2

(
(pc − pi)(ρc + pc)

(ρi + pi)2
− pc − pi

ρi + pi

)
+O

(
(pc − pi)

3
)

=hi +
pc − pi

2(ρi + pi)

(
3− ρc + pc

ρi + pi

)
+O

(
(pc − pi)

3
)

(2.90)
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となる。外挿の式をまとめると

ρc =ρi +
5

2

(
3mi

4πr3i
− ρi

)
+O

(
r4i
)

(2.91)

pc =pi +
2π

3
(ρi + pi)(ρi + 3pi)r

2
i

[
1 +

2π

3
(4ρi + 3pi)r

2
i

]
+

π

3
(6ρi + 11pi)

(
3mi

4πr3i
− ρi

)
r2i +O

(
r6i
)

(2.92)

hc =hi +
pc − pi

2(ρi + pi)

(
3− ρc + pc

ρi + pi

)
+O

(
(pc − pi)

3
)

(2.93)

となる。この式を用いれば逆 TOV 写像を構築することができる。これまでの結果より
（一般相対性理論では）状態方程式と質量-半径関係には 1対 1対応があることがわかる。

2.5 f(R)重力理論での応用例

これまでで一般相対性理論における静的球対称解の解析を行ってきた。一方で相対論的

天体のような強重力領域では一般相対性理論に対して強重力効果の補正・修正がなされる

可能性がある。その例として考えられているのが f(R)重力理論である。f(R)重力理論

の作用は

S =

∫
d4x

√
−g

[
1

2κ2
f(R) + Lmatter

]
(2.94)

で与えられる。f(R)は Rの任意関数であり曲率の高次項による強重力の効果などが取り

入れられている。この運動方程式は

fR ≡df(R)

dR (2.95)

とすると

κ2Tµν =fRRµν − 1

2
gµνf + (gµν∇2 −∇µ∇ν)fR

=fRGµν − 1

2
gµν(f −RfR) + (gµν∇2 −∇µ∇ν)fR

=Gµν + (fR − 1)

(
Rµν − 1

2
gµνR

)
− 1

2
gµν(f −RfR) +

(
gµν∇2 −∇µ∇ν

)
fR

=Gµν + (fR − 1)Rµν +
1

2
(R− f)gµν + (gµν∇2 −∇µ∇ν)fR

=Gµν + (fR − 1)Rµν +
1

2
(R− f)gµν

+ (gµν□− ∂µ∂ν)fR + (Γγ
µν − gµνg

αβΓγ
αβ)∂γfR

=Gµν + (fR − 1)Rµν +
1

2
(R− f)gµν

+ (gµνg
αβ − δαµδ

β
ν )(∂α∂βfR − Γγ

αβ∂γfR)

≡Σµν

(2.96)

である。この式のトレースをとることで Rに関する運動方程式

Σ ≡ 3∇2fR + fRR− 2f = κ2T (2.97)
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を得る。f(R)重力理論では Rを新たな自由度として取り扱い、この Traceの式によって
解を構成する。

また運動方程式の発散は

∇αΣ
α
µ =gαβ∇αΣβν

=gαβ∇α

[
fRRβµ − 1

2
gβµf +

(
gβµ∇2 −∇β∇µ

)
fR

]
=gαβ

[
Rβµ∇αfR + fR∇α

(
Rβµ − 1

2
gβµR

)
+(gβµ∇α∇2 −∇α∇β∇µ)fR

]
=Rα

µ∇αfR +
[
∇µ, ∇2

]
fR

=Rα
µ∇αfR + gαβ([∇µ,∇α]∇β +∇α[∇µ,∇β ])fR

=Rα
µ∇αfR + gαβ

[
Rβγµα∇γ +∇α

(
∂[µ∂β] − Γγ

[µβ]∇γ

)]
fR

=Rα
µ∇αfR −Rγµ∇γfR

=0

(2.98)

であるため一般相対性理論と同じようにエネルギー・運動量保存則

∇µT
µ
ν = 0 (2.99)

が満たされる。

Gµ
ν を抜き出した形の運動方程式を書き下すと

Σt
t =fR

[
e−λ

(
1

r2
− λ′

r

)
− 1

r2

]
− 1

2
(f −RfR) + e−λ

[
f ′′
R +

(
2

r
− λ′

2

)
f ′
R

]
(2.100)

Σr
r =fR

[
e−λ

(
1

r2
+

ν′

r

)
− 1

r2

]
− 1

2
(f −RfR) + e−λ

(
ν′

2
+

2

r

)
f ′
R (2.101)

Σθ
θ =Σϕ

ϕ

=fR
e−λ

2

(
ν′′ +

(ν′)2

2
− ν′λ′

2
+

ν′ − λ′

r

)
− 1

2
(f −RfR)

+ e−λ

[
f ′′
R +

(
ν′ − λ′

2
+

1

r

)
f ′
R

]
(2.102)

となる。Rµ
ν を抜き出した運動方程式の場合は

−κ2ρ =Σt
t

=e−λ

[
f ′′
R +

(
2

r
− λ′

2

)
f ′
R +

(
−ν′′

2
− (ν′)2

4
+

ν′λ′

4
− ν′

r

)
fR

]
− 1

2
f (2.103)

κ2p =Σr
r

=e−λ

[(
ν′

2
+

2

r

)
f ′
R +

(
−ν′′

2
− (ν′)2

4
+

ν′λ′

4
+

λ′

r

)
fR

]
− 1

2
f (2.104)

κ2p =Σθ
θ = Σϕ

ϕ

=e−λ

[
f ′′
R +

(
ν′ − λ′

2
+

1

r

)
f ′
R +

(
− 1

2r
(ν′ − λ′)− 1

r2

)
fR

]
+

1

r2
fR − 1

2
f (2.105)
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となる。トレースの式は

Σ = e−λ

[
3f ′′

R +
3

2

(
ν′ − λ′ +

4

r

)
f ′
R

]
+ fRR− 2f = κ2(−ρ+ 3p)

f ′′
R = −

(
ν′ − λ′

2
+

2

r

)
f ′
R +

1

3
eλ
[
κ2(−ρ+ 3p)− fRR+ 2f

] (2.106)

である。これは R = Rµ
µ を新たな自由度として残すため独立な式となる。ここで

f ′
R =R′f2R (2.107)
f ′′
R =(R′)2f3R +R′′f2R (2.108)

なので

R′′ +
f3R
f2R

(R′)2 +
1

2

(
ν′ − λ′ +

4

r

)
R′ +

eλ

3f2R
[κ2(ρ− 3p) + fRR− 2f ] = 0 (2.109)

となる。rr 成分に関する式から

ν′ =
2eλ

2fRr + f ′
Rr

2

[
κ2pr2 + 1− e−λ +

1

2
(f −RfR)−

2f ′
R

r
e−λ

]
(2.110)

を得る。また tt成分に関する式から f ′′
R と ν′ を消去すると

[r(e−λ − 1)]′

=
1

fR

{
κ2 2ρ+ 3p

3
r2 +

1

6
(f +RfR)r

2

− f ′
Rr

2

2fRr + f ′
Rr

2

[
κ2pr2 + 1− e−λ +

1

2
(f −RfR)−

2f ′
R

r
e−λ

]} (2.111)

を得る。

これより f(R)重力理論での運動方程式は ν, λによるものと Rによるものがある。つ

まり一般相対性理論の場合と比べて R について解く必要があり、それに対応した境界条

件が必要となる。一般相対性理論では天体表面での接続条件を適切に選ぶことで無限遠で

の境界条件を満たすことができた。f(R)重力理論では状況は異なり無限遠での境界条件

を Rに関する微分方程式の境界条件とすることができる [42, 43, 44]。つまり天体中心で
の Rの値を無限遠で Rが 0となるように選ぶ。
実際に f(R)重力理論では相対論的天体の最大質量が改善される例がある [42, 43, 44]。

これらの例では

f(R) = R+ αR2 (2.112)
f(R) = R+ αR2(1 + γR) (2.113)
f(R) = R+ ϵR lnR (2.114)

などの関数系を想定して質量-半径関係を計算している。
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第 3章

有質量重力理論における相対論的天
体の解

本研究では修正重力理論として近年提唱された dRGT有質量重力理論 [45, 46]を用い
る。この dRGT有質量重力理論は遠距離領域の重力を修正し、宇宙項を重力子の質量によ
って自然に説明することを目的としている。一方で短距離領域には Vainshtein機構 [47]
によって新たな自由度が遮蔽され、一般相対性理論と同等の振る舞いをすると考えられて

いる。この議論は質点粒子に対する限定的な議論がほとんどであり、本研究が対象とする

相対論的天体に対する効果は非自明である。この節では dRGT有質量重力理論において
実際に相対論的天体の解を構成し、その解が実際に Vainstein機構を持つか調べる。

3.1 dRGT 有質量重力理論
有質量重力理論は修正重力理論の一種である。一般相対性理論では重力子が無質量粒子

だと仮定して理論を構築している。有質量重力理論はその仮定を用いずに、有質量重力子

に対する理論まで一般相対性理論を拡張したものになっている。現在までに重力子の質量

が分散関係、ポテンシャル関数、および自由度 (第 5の力)によって検証されている [48]。
表3.1にこれらの違いをまとめる。最も強い制限では

mg ≤ 10−33eV ∼
√
Λ (3.1)

程度となっている [48]。有質量重力理論はこのような微小かつ非ゼロの質量を持った重力
子の理論を記述する。

質量 分散関係 重力ポテンシャル 自由度

無質量 ω2 = k2 クーロン型 2自由度
有質量 ω2 = k2 +m2 湯川型 5自由度

表3.1 無質量重力子と有質量重力子の性質の違い

有質量重力理論の構築は歴史的には平坦な時空上の有質量スピン 2の場を考えることか
ら始まった。平坦な時空上の有質量スピン 2 の場の理論は Fierz-Pauli 理論 [49] と呼ば
れ、この理論を記述する Fierz-Pauli 作用は Einstein-Hilbert 作用に対して

gµν = ηµν + hµν (3.2)
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の線形化を行ったものに質量項

− 1

2
m2
(
hµνh

µν − (hµ
µ)

2
)

(3.3)

を加えた形になっている。上記以外の hµν の質量項では不安定なスカラー自由度が現れ

るため不適切である [50]。Fiertz-Pauli 理論の質量 0 極限 mg → 0 における物質との相

互作用は、線形化された一般相対性理論の物質との相互作用と異なることが知られている

[51, 52]。この不連続性は vDVZ不連続性と呼ばれ、例えば質点に対する解の違いとして
理解することができる [53]。この不連続性は有質量重力子のスカラー自由度がエネルギ
ー・運動量テンソルのトレースと結合し、重力子の質量 0極限でこの結合が消えないこと
に由来する [53, 50]。有質量重力理論は重力子が小さくなるほど低エネルギー領域で非線
形性が重要になる構造をしているため、重力子の質量 0極限では線形化が破綻する [47]。
つまり vDVZ不連続性は重力の非線形性を考慮することで解消することができる。
有質量重力理論でスカラー自由度が非線形性によって抑制される機構を Vainshtein機
構 [47]と呼ぶ。修正重力理論ではしばしば一般相対性理論に加えてて新たな自由度が現れ
ることがある。一般相対性理論で説明できる (短距離領域の)観測結果を再現するために、
修正重力理論では新たな自由度を抑制する機構が複数提案されている。このような短距離

領域でスカラー自由度を抑制する機構はスクリーニング機構と呼ばれる。スクリーニング

機構には Vainshtein機構に加え、カメレオン機構 [54]や Damour-Polyakov 機構 [55]な
どが知られている。カメレオン機構は物質が分布している領域でスカラー自由度の質量を

増大させることで、スカラー自由度の重力ポテンシャルへの影響を抑制する [56]。一方で
Vainshtein 機構はスカラー自由度の非線形運動項によって短距離領域でスカラー自由度
の結合を抑制する [50]。Vainshtein 機構において結合を抑制する特徴的な⻑さスケールを
Vainshtein半径と呼ぶ。質点分布において Vainshtein 半径は非線形運動項の大きさと質
点の質量に依存する。

vDVZ 不連続性を回避するために非線形有質量重力理論を考える必要がある。単純に
Einstein-Hilbert作用に Fiertz-Pauli作用の質量項を加えた作用では、非線形性に由来す
る新たな不安定な自由度が現れることが知られている [57]。この自由度は Boulware-Deser
(BD) ゴーストと呼ばれる。BDゴーストはスカラー自由度の高階微分に由来するもので、
重力子のポテンシャル関数を適切に選ぶことで消去することができる [58]。このポテンシ
ャル関数は有限の項で書き下すことが可能で、全体の作用は

SdRGT =
1

2κ2

∫
d4x

√
−det(g)

[
R− 2m2

g

4∑
n=0

βnen

(√
g−1f

)]
+ Smatter, (3.4)

ek(X) =
1

k!
XI1

[I1 · · ·X
Ik

Ik], (3.5)(√
g−1f

)µ
α

(√
g−1f

)α
ν = gµαfαν (3.6)

となる [45, 46]。この理論は dRGT有質量重力理論と呼ばれる。ランク 2のテンソル fµν

は非力学的で、モデルに応じて与える必要がある。理論のパラメータは重力子の質量 m

とポテンシャル関数の係数 βn である。重力子の質量の制限は式 (3.1)であるため n = 0

の項が宇宙項 Λに相当する働きをする可能性がある。係数 βn にも理論の UV完全性の条
件から制限がつく [59]。この理論に不安定な自由度が含まれていないことは Hamilton 解
析によって示されている [60, 61]。
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dRGT有質量重力理論の運動方程式はポテンシャル関数の変分が必要になる。ポテンシ
ャル関数の変分は n次の行列 X のトレースに対する変分公式

δTr(Xn) =

n−1∑
k=0

Tr
(
Xk(δX)Xn−k−1

)
=

n−1∑
k=0

Tr
(
Xn−k−1Xk(δX)

)
=nTr

(
Xn−1δX

) (3.7)

を利用する。X =
√
g−1f として δ を g に対する変分とすれば

δTr
[(√

g−1f
)n]

= nTr
[(√

g−1f
)n−1

δ
√
g−1f

]
=

n

2
Tr
[(√

g−1f
)n−2√

g−1fδ
√
g−1f +

√
g−1f

(√
g−1f

)n−2

δ
√
g−1f

]
=

n

2
Tr
[(√

g−1f
)n−2(√

g−1fδ
√
g−1f + δ

√
g−1f ·

√
g−1f

)]
=

n

2
Tr
[(√

g−1f
)n−2

δ
(√

g−1f
√
g−1f

)]
=

n

2
Tr
[
f
(√

g−1f
)n−2

δg−1

]
=

n

2
Tr
[
g
(√

g−1f
)n

δg−1
]

(3.8)

となる。この公式を用いることで en

(√
g−1f

)
の変分が求まる。以降では簡便のため

Tr[· · ·] ≡ [· · · ]と表記する。en

(√
g−1f

)
の変分は

δ
(√

−det(g) · en
(√

g−1f
))

=
1

2
(−1)n+1

√
−det(g)

[
gY(n)

(√
g−1f

)
δg−1

]
(3.9)

となる。ただし

Y(1) :=
√
g−1f −

[√
g−1f

]
1, (3.10)

Y(2) := g−1f −
[
g−1f

]√
g−1f +

1

2

(
Tr
[√

g−1f
]2

− Tr
[
g−1f

])
1, (3.11)

Y(3) :=
(√

g−1f
)3

−
[√

g−1f
](√

g−1f
)2

+
1

2

([√
g−1f

]2
−
[
g−1f

])√
g−1f

− 1

6

([√
g−1f

]3
− 3
[√

g−1f
][
g−1f

]
+ 2

[(√
g−1f

)3])
1

(3.12)

Y(4) := 0 (3.13)

である。n = 4の場合に関しては

e4

(√
g−1f

)
= det

(√
g−1f

)
(3.14)

であるのでポテンシャル項は

√
−det(g) · e4

(√
g−1f

)
=
√
−det(g)

√
det
(√

g−1f
)2

=
√
−det(g)det (g−1f) =

√
−det (f)

(3.15)
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となるので g 依存性がないことに気をつける。この結果から

0 = δSdRGT

=
1

2κ2

∫
d4x

√
−det(g)

×

(
Gµν +m2

g

3∑
n=0

(−1)ngµαY
α
(n)ν

(√
g−1f

)
− κ2Tµν

)
δgµν

(3.16)

となるので、運動方程式は

Gµν +m2
gIµν = κ2Tµν (3.17)

Iµν :=

3∑
n=0

(−1)ngµαYn

(√
g−1f

)
(3.18)

である。Bianchi 恒等式とエネルギー・運動量保存則

∇µG
µ
ν = 0, ∇µT

µ
ν = 0 (3.19)

から
∇µI

µ
ν = 0 (3.20)

であることに注意する。

有質量重力理論のパラメータ βn の間には代数関係が存在する。例えば真空 Tµν = 0で

平坦な時空 Gµν = 0では Iµν = 0であるので

gµν = fµν = ηµν ,√
g−1f = 1,

[(√
g−1f

)n]
= [1] = 4,

Y0

(√
g−1f

)
= 1, Y1

(√
g−1f

)
= −3 · 1

Y2

(√
g−1f

)
= −3 · 1 +

42 − 4

2
1 = 3 · 1,

Y3

(√
g−1f

)
= −3 · 1 + 6 · 1 − 43 − 3 · 42 + 2 · 4

6
1 = −1.

(3.21)

であるから
Iµν

(√
g−1f

)
= (β0 + 3β1 + 3β2 + β3)ηµν = 0 (3.22)

より
β0 + 3β1 + 3β2 + β3 = 0 (3.23)

となる。このように βn=0,1,2,3 は各々独立ではない。ポテンシャル関数のパラメータには

2つの代数関係
β2 = 1− β0 − 2β1, β3 = −3 + 2β0 + 3β1 (3.24)

がある [46]。また β4 は運動方程式に現れない。そのためこの理論は重力子の質量mとポ

テンシャル関数のパラメータ 2つで特徴づく。
dRGT 有質量重力理論での静的球対称解としてはブラックホール解として

Schwarzschild-de Sitter型の解や定数密度の天体の解が知られている [62]。本研究では状
態方程式を与えて静水圧平衡を実際に解く。相対論的天体の構築を行うため、静的球対称

性を持つ gµν , fµν テンソルとして一般的な

gµνdxµdxν = −e2ν(r)dt2 + e2λ(r) dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2),

fµνdxµdxν = −dt2 + dχ(r)2 + χ(r)2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
.

(3.25)
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の場合を考える。ただし fµν テンソルは簡便のため χを動径座標としたMinkowski 計量
に設定してある。また gµν テンソルは修正項 Iµν が単純になるよう

ν → 2ν, λ → 2λ (3.26)

の変更を行なっている。Einstein テンソルなどは一般相対性理論の結果に対してこの置
き換えを行えば得られる。ここで注意するべきなのは gµν テンソルと fµν テンソルで動

径座標が異なることである。動径座標の違いは Stueckelberg 場 [63] と似た働きをする。
Stueckelberg 場はゲージ場を有質量化したときに失われるゲージ対称性を、(見かけ上)
回復させるために導入される場である。有質量重力理論では一般相対性理論が持つ一般共

変性が失われるため、問題に適した座標変換を適宜施すことができない。上記の場合は

χ = χ(r) という適切な Stueckelberg 場のゲージ固定がなされていると見ることができ
る。そのため一般共変性が失われているものの、gµν テンソルは一般相対性理論の場合と

同様の解の仮定を行うことができる。χ = χ(r)の詳細は運動方程式の解として得られる。

したがって相対論的天体の解を構築する場合は同時に χ(r)についても解く必要がある。

運動方程式を求める。Einstein テンソルとエネルギー・運動量テンソルは一般相対性理
論の場合と同様である。有質量重力理論による修正部分 Iµν を求める。式 (3.25)より√

g−1f = diag
(
e−ν , χ′e−λ,

χ

r
,
χ

r

)
(3.27)

であるので

Y1 = diag
(
−2χ

r
− χ′e−λ, −2χ

r
− e−ν ,

−χ

r
− χ′e−λ − e−ν , −χ

r
− χ′e−λ − e−ν

) (3.28)

Y2 = diag
(
χ2

r2
+

2χ

r
χ′e−λ,

χ2

r2
+

2χ

r
e−ν ,

χ

r
e−ν + χ′e−ν−λ +

χ

r
χ′e−λ,

χ

r
e−ν + χ′e−ν−λ +

χ

r
χ′e−λ

) (3.29)

Y3 = diag
(
−χ2

r2
χ′e−λ, −χ2

r2
e−ν , −χ

r
χ′e−ν−λ, −χ

r
χ′e−ν−λ

)
(3.30)

となる。したがって有質量重力理論による修正部分 Iµν は

Itt = β0 + β1

(
2χ

r
+ χ′e−λ

)
+ β2

(
χ2

r2
+

2χχ′

r
e−λ

)
+ β3

χ2χ′

r2
e−λ (3.31)

Irr = β0 + β1

(
2χ

r
+ e−ν

)
+ β2

(
χ2

r2
+

2χ

r
e−ν

)
+ β3

χ2

r2
e−ν (3.32)

Iθθ =β0 + β1

(χ
r
+ χ′e−λ + e−ν

)
+ β2

(
χχ′

r
e−λ +

χ

r
e−ν + χ′e−λ−ν

)
+ β3

χχ′

r
e−λ−ν

(3.33)

Iϕϕ = Iθθ (3.34)

となる。これで運動方程式が導出できた。χ = χ(r)を決定する式はこの運動方程式に含

まれており、∇µI
µ
ν = 0によって得られる。具体的には

0 =(β1r
2 + 2β2rχ+ β3χ

2)(eν)′

+ [2β2(e
ν − eλ+ν) + 2β3(1− eλ)]χ

+ 2β1r(e
ν − eλ+ν) + 2β2r(1− eλ)

(3.35)
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となる。この方程式は χに関する代数方程式となっている。dRGT有質量重力理論で相対
論的天体の解を得るには、この代数方程式を満たすように微分方程式を解く必要がある。

3.2 最小模型における質量-半径関係
dRGT有質量重力理論が最も単純になるのは

β0 = 3, β1 = −1, β2 = β3 = 0 (3.36)

の場合である。このように n = 2, 3の高次のポテンシャル項が存在しない模型を最小模型

と呼ぶ。運動方程式は

−κ2ρ = − 1

r2
+

1

r2
e−λ +

1

r

(
e−2λ

)′
+m2

g

(
3− 2χ

r
+ χ′e−λ

)
(3.37)

κ2p = − 1

r2
+

1 + 2rν′

r2
e−2λ +m2

g

(
3− 2χ

r
− e−ν

)
(3.38)

κ2p =

(
ν′′ + ν′2 +

ν′

r

)
e−2λ +

1

2

(
1

r
+ ν′

)
(e−2λ)′

+m2
g

(
3− χ

r
− χ′e−λ − eν

) (3.39)

となる。ただしエネルギー・運動量保存則と質量パラメータmの定義は

ν′ = − p′

p+ ρ
(3.40)

e−λ =

√
1− 2m

r
=
(
1 +

r

2
ν′
)−1

=

(
1− r

2

p′

p+ ρ

)−1

(3.41)

である。この場合での∇µI
µ
ν = 0は(

2

r
+ ν′

)
e−λ − 2

r
= 0 (3.42)

となる。ν′ を消去するように運動方程式を組み合わせると

2

r

[(
1− 2m

r

)−1/2

− 1

]
= ν′ =

m+ 4πpr3 − 1
2m

2
g

(
3− 2χ

r
+ e−ν

)
r3

r(r − 2m)
(3.43)

となる。この式は χに関する 1次方程式であって

χ =
r

2
(3− e−ν)

+
2

m2
gr

2

[(√
1− 2m

r
− 1 +

2m

r

)
r −m− 4πpr3

] (3.44)

の解を持つ。この解を運動方程式に代入することで χを消去することができて、一般相対

性理論における TOV方程式と同様に解くことができる。また ∇µI
µ
ν = 0から ν′, λを

消去すると (
2

r
− p′

p+ ρ

)√
1− 2m

r
− 2

r
= 0√

1− 2m

r
=

(
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2
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m =
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2

[
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(
1− r

2

p′
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)−2
] (3.45)
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よmの別の表式が得られる。つまり運動方程式からmを消去することが可能で、pの独

立な微分方程式を立式できる。これらを行うと

κ2(3p+ 2ρ) =
1
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+ 2
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)
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+
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r
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(e−2λ)′ + 3m2

g(1− e−ν)

(3.46)

を得る。ν の値は境界条件に依存する不定性を持つ。式全体に対して微分を行った式を用

いると ν 自身を消去されて
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= − 2
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+
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+
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(
ν′ − 1

2

)
(e−2λ)′′

− 3m2
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[
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ν′′ + ν′2 +

2ν′

r
− 1

2r2
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e−2λ +

(
ν′ − 1

r

)
(e−2λ)′

]
(3.47)

を得る。この微分方程式は ν, λ, ρを消去すれば pの 3階微分方程式として扱うことがで
きる。よってこの微分方程式を解いて pを求めて、式 (3.45)を用いればmが求まる。

数値解を求める場合は式 (3.47) が 3 階微分方程式であるため、p′′(r = 0) をパラメー

タとして狙い撃ち法をする必要がある。dRGT 有質量重力理論では天体の解が無限遠で
Minkowski 型になるかどうかは非自明である。本研究では天体の質量を比較する目的で、
dRGT有質量重力理論における相対論的天体の中心密度と半径を、一般相対性理論におけ
る相対論的天体の解と同一になるように選んだ。状態方程式として SLyモデル式 (2.74)
を選び、重力子質量を制限の上限値に近い

mg =
√
Λ (3.48)

を用いて数値計算を行った。結果を図3.1に示す。dRGT有質量重力理論の最小模型は一
般相対性理論よりも質量が小さい相対論的天体の解を持つことがわかる。定性的には最小

模型では Vainshtein 機構が働かないため、第 5の力によって重力が強くなるからだと予
想できる。実際に最小模型では高次のポテンシャル項がないために Vainshtein 機構が働
かない可能性が指摘されている [64]。この結果は現在までに見つかっている 2M⊙ 程度の

質量を持つ相対論的天体を説明することに、最小模型が一般相対性理論よりも適していな

いことを示している。

この解における Vainshtein機構の有無について考察する。dRGT有質量重力理論の一
般相対性理論に対する修正は χ(r)によって特徴づくので、χ(r)の振る舞いについて考え

る。まず RGT有質量重力理論における相対論的天体の解には 2つの⻑さスケールが存在
することに注意する。一つは相対論的天体の質量で特徴づく Schwarzschild 半径

rg =
2GM

c2
(3.49)

である。数 kmスケールであり天体物理学のスケールになる。もう一つは重力子の質量で
特徴づくコンプトン波⻑

λg =
h

mgc
(3.50)
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図3.1 SLyモデルに対する質量-半径関係 [65]。⻘線が一般相対性理論の場合で、橙
色が dRGT有質量重力理論の最小模型の場合である。中心密度の解が等しい解で半径
が等しくなるように境界条件を設定している。最小模型のほうが質量が大きく減少する

ことがわかる。

である。ただし h はプランク定数である。これはハッブルスケールで 1026m ほどで宇
宙論のスケールになる。つまり χ(r) は短距離と⻑距離で性質が変化すると予想できる。

Vainshtein 半径がこの短距離領域と⻑距離領域を分ける目安となる。
Vainshtein半径 rV は理論の非線形性が重要になる領域 r ≪ rV を特徴づける⻑さスケ

ールである。Vainshtein 半径 rV は有質量重力子の相互作用が現れるカットオフスケール

Λと、重力子の振る舞いを決める天体の質量M によって特徴づく。dRGT有質量重力理
論では相互作用のカットオフスケールが

Λ3 ≡ (Mplm
2
g)

1/3 (3.51)

以上になっており、非線形性が現れるスケールである Vainshtein半径は

rV =

(
M

Mpl

)1/3
1

Λ3
=

(
M

M2
plm

2
g

)1/3

(3.52)

となる。この詳細は付録Cにおいて解説されている。
最小模型においてVainshtein機構が働いていれば短距離領域の外部解は Schwarzschild

型になっているはずである。そこで短距離領域ではあるが天体から十分離れた領域

rg ≪ r ≪ rV に注目する。この領域において rV に達さない範囲で gµν 漸近的に平坦で

あれば Vainshtein 機構が働いているとわかる。今の議論ではこの条件を χ = χ(r)に対

する条件に読み替える必要がある。我々は gµν が上記の意味で漸近的に平坦であること

は、χ(r) = rが上記の意味で漸近的に達成されることと同値であることを示した [66]。以
下でそれを示す。

まず gµν = ηµν と仮定する。真空であるので Tµν = 0であり仮定から Gµν = 0である
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ので、Iµν = 0である。(3.31)-(3.34)式より

0 = β0 + β1

(
2χ

r
+ χ′

)
+ β2

(
χ2

r2
+

2χχ′

r

)
+ β

χ2χ′

r2
(3.53)

0 = (β0 + β1) + 2(β1 + β2)
χ

r
+ (β2 + β3)

(χ
r

)2
(3.54)

0 = (β0 + β1) + (β1 + β2)
(χ
r
+ χ′

)
+ (β2 + β3)

χχ′

r
(3.55)

となる。βn 間の代数関係 (3.24)式を使うと (3.54)式は

0 =
(χ
r
− 1
)[

(β0 + β1 − 2)
χ

r
− (β0 + β1)

]
(3.56)

となるため解
χ

r
= 1,

β0 + β1

β0 + β1 − 2
(3.57)

を得る。つまり χ ∝ r である。(3.55)式も同様の結果を与える。そこで

A ≡ 1,
β0 + β1

β0 + β1 − 2
(3.58)

を用いて χ = Ar として残りの (3.53)式に代入してみると

(A− 1)
[
(2β0 + 3β1 − 3)A2 − (β0 + 3β1)A− β0

]
= 0 (3.59)

となる。この方程式は明らかに A = 1の解を持ち、その他にも

(2β0 + 3β1 − 3)A2 − (β0 + 3β1)A− β0 = 0 (3.60)

を満たす解をもつ。(3.60)式の解は A = 1ではなく、特定の β0, β1 の組のみが解となる

ことがわかる。よって少なくとも A = 1の整合的な解が存在して、場合によっては A ̸= 1

の解が存在することがわかった。一方で A ̸= 1 であっても Ar → r と再定義を行えば

A = 1の場合と同様となる。よって gµν = ηµν であれば χ = r となることがわかった。

逆に χ = r を仮定する。運動方程式は

0 =β0 + β1

(
2 + e−λ

)
+ β2

(
1 + 2e−λ

)
+ β3e

−λ (3.61)
2re2λν′ =

(
1− e−2λ

)
−m2

gr
2
[
β0 + β1

(
2 + e−ν

)
+ β2

(
1 + 2e−ν

)
+ β3e

−ν
]

(3.62)

0 =

(
ν′′ + ν2 +

ν′

r

)
e−2λ +

1

2

(
1

r
+ ν′

)(
e−2λ

)′
+m2

g

[
β0 + β1

(
1 + e−λ + e−ν

)
+β2

(
e−λ + e−ν + e−λ−ν

)
+ β3e

−λ−ν
]

(3.63)

となる。βn 間の代数関係 (3.24)式を用いて式を整理すると

eλ = 1 (3.64)

0 =
2ν′

r
+m2

g

(
1− e−ν

)
(3.65)

0 = ν′′ + ν′2 +
ν′

r
+m2

g

(
1− e−ν

)
(3.66)

となり、ここから更に
eν = 1 (3.67)
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となる。つまり gµν = ηµν である。よって gνν が短距離領域内で漸近的に平坦であること

と、χが短距離領域内で漸近的に r に近づくことが同値であることがわかった。

このことから最小模型における χ が短距離領域内で漸近的に r に近づくか調べれば、

Vainshtein 機構が働いているか判断することができる。(3.44)式から外部解では

χ =
r

2

{
3− e−ν +

1

m2
gr

2
[(4eλ − 3)e−2λ − 1]

}
(3.68)

となる。Vainshtein機構を仮定して

e2ν = 1− 2M

r
, e−2λ = 1− 2M

r
(3.69)

とすると
χ

r
= 1− M

2r
+O

(
M2

r2

)
+

1

m2
gr

2

[
M

r
+O

(
M2

r2

)]
=
(rV

r

)3 [
1 +O

(
M

r

)]
+ 1− M

2r
+O

(
M2

r2

) (3.70)

となる。注目するスケールでは r ≪ rV で 1 ≪ rV /rであるので明らかに χは漸近的に r

に近づかない。よって矛盾するので Vainshtein 機構が働いていないことがわかった。

3.3 一般の場合における相対論的天体の解

前節では dRGT 有質量重力理論の最小模型では Vainshtein 機構が働かず、相対論的
天体の解が一般相対性理論よりも軽くなってしまうことを示した。一方で dRGT有質量
重力理論は最小模型ではない場合において Vainshtein 機構が働くと期待され、一般相対
性理論の場合と同等の結果が得られる可能性がある。本研究では最小模型以外の場合で相

対論的天体に対する運動方程式においてどのような解があるかを調べた。以降ではそれを

示す。

最小模型の場合と同様に∇µI
µ
ν = 0から得られる χの代数方程式の解の rg ≪ r ≪ rV

における振る舞いについて考察する。式を簡単化するために ν′ を

ν′ ≡ n0 −m2
gn1I

r
r (3.71)

n0 ≡ 1

2
κ2pre2λ +

1

2r
(e2λ − 1) (3.72)

n1 ≡ 1

2
re2λ (3.73)

と書く。n0 は一般相対性理論でも存在した項で、n1 は dRGT有質量重力理論によって現



3.3 一般の場合における相対論的天体の解 49

れた修正項の一部分である。このとき ∇µI
µ
r = 0は

0 =−
m2

gn1e
ν

r2
β3(β2 + β3e

−ν)χ4

−
2m2

gn1e
ν

r

[
β2(β2 + β3e

−ν) + β3(β1 + β2e
−ν)
]
χ3

+
{
β3n0e

ν −m2
gn1e

ν
[
β1(β2 + β3e

−ν)

−4β2(β1 + β2e
−ν)− β3

(
β0 + β1e

−ν
)]}

χ2

+
{
2
[
β2n0re

ν + β2(e
ν − eλ+ν) + β3(1− eλ)

]
 

−2m2
gn1re

ν
[
β1(β1 + β2e

−ν) + β2

(
β0 + β1e

−ν
)]}

χ

+ r
[
2β1(e

ν − eλ+ν) + 2β2(1− eλ) + β1n0re
ν
]

−m2
gn1r

2eνβ1

(
β0 + β1e

−ν
)
.

(3.74)

となる。これは χの 4次方程式として見ることができる。以降では

χ4 + aχ3 − 1

m2
g

[(
b0 +m2

gb1
)
χ2 +

(
c0 +m2

gc1
)
χ+

(
d0 +m2

gd1
)]

= 0 , (3.75)

と書く。ただし

a =
2r [β3(β1 + β2e

−ν) + β2(β2 + β3e
−ν)]

β3(β2 + β3e−ν)
,

b0 =
n0r

2

n1 (β2 + β3e−ν)
,

b1 = −
r2
[
4β2

2e
−ν + β0β3 + β1(5β2 + 2β3e

−ν)
]

β3(β2 + β3e−ν)
,

c0 =
2r2[β2rn0 + β2(1− eλ) + β3(e

−ν − eλ−ν)]

n1β3(β2 + β3e−ν)
,

c1 = −2r3 [β2(β0 + β1e
−ν) + β1(β1 + β2e

−ν)]

β3(β2 + β3e−ν)
,

d0 =
r3[β1rn0 + 2β1

(
1− eλ

)
+ 2β2(e

−ν − eλ−ν)]

n1β3(β2 + β3e−ν)
,

d1 = −r4β1(β0 + β1e
−ν)

β3(β2 + β3e−ν)
.

(3.76)

である。

最小模型と同様に Vainshtein機構が働くと仮定して、(3.69)式を用いて χの 4次方程
式を近似する。外部解では p = 0であるので

n0 =
1

r

[
M

r
+O

(
M2

r2

)]
,

1

n1
=

2

r

[
1− 2M

r

]
(3.77)

となる。ここで βn は理論的制限 [59] によって極端に大きい値や小さな値を取ることがで
きないことを用いる。βn = O(1)として係数 (3.76)式を展開すると

a = 2r

[
A+ Ã

M

r
+O

(
M2

r2

)]
,

b0 = B0
M

r
+O

(
M2

r2

)
, b1 = −r2

[
B1 + B̃1

M

r
+O

(
M2

r2

)]
,

c0 = rC0

[
M

r
+O

(
M2

r2

)]
, c1 = −2r3

[
C1 + C̃1

M

r
+O

(
M2

r2

)]
,

d0 = r2D0

[
M

r
+O

(
M2

r2

)]
, d1 = −r4

[
D1 + D̃1

M

r
+O

(
M2

r2

)]
,

(3.78)
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となる。ただし

A =
β3(β1 + β2) + β2(β2 + β3)

β3(β2 + β3)
, Ã =

2β2β3 − β2
3A

β3 (β2 + β3)
,

B0 =
2β3

β3 (β2 + β3)
, B1 =

4β2
2 + β0β3 + β1(5β2 + 2β3)

β3(β2 + β3)
,

B̃1 =

(
4β2

2 + 2β1β3

)
− β2

3B1

β3 (β2 + β3)
, C0 =

−4β3

β3 (β2 + β3)
,

C1 =
β2(β0 + β1) + β1(β1 + β2)

β3(β2 + β3)
, C̃1 =

2β1β2 − β2
3C1

β3 (β2 + β3)
,

D0 =
−2β1 − 4β2

β3 (β2 + β3)
, D1 =

β1(β0 + β1)

β3(β2 + β3)
, D̃1 =

β2
1 − β2

3D1

β3 (β2 + β3)
.

(3.79)

である。よって χの 4次方程式は

0 =
(χ
r

)4
+

[
2A+ 2Ã

M

r
+O

(
M2

r2

)](χ
r

)3
− 1

m2
gr

2

{[
B0

M

r
+O

(
M2

r2

)]
−m2

gr
2

[
B1 + B̃1

M

r
+O

(
M2

r2

)]}(χ
r

)2
− 1

m2
gr

2

{[
C0

M

r
+O

(
M2

r2

)]
−m2

gr
2

[
2C1 + 2C̃1

M

r
+O

(
M2

r2

)]}(χ
r

)
− 1

m2
gr

2

{[
D0

M

r
+O

(
M2

r2

)]
−m2

gr
2

[
D1 + D̃1

M

r
+O

(
M2

r2

)]}
.

(3.80)

となる。rg ≪ r ≪ rV ではm2
gr

2 ≪ M/r ≪ 1であることを使えば更に近似ができて

0 =
(χ
r

)4
+

[
2A+ 2Ã

M

r
+O

(
M2

r2

)](χ
r

)3
−
(rV

r

)3{[
B0 +O

(
M

r

)](χ
r

)2
+

[
C0 +O

(
M

r

)](χ
r

)
+

[
D0 +O

(
M

r

)]}
(3.81)

となる。ここで Vainshtein機構の仮定から注目するスケールでは χ/r = O(1)なので、結

局 χの 4次と 3次も無視できて

0 =

[
B0 +O

(
M

r

)](χ
r

)2
+

[
C0 +O

(
M

r

)](χ
r

)
+

[
D0 +O

(
M

r

)]
(3.82)

となる。この解は
χ

r
=

−C0 ±
√

C2
0 − 4B0D0

2B0
+O

(
M

r

)
(3.83)

であり、χ/r = O(1)の仮定と無矛盾である。よって dRGT有質量重力理論では最小模型
ではなければ Vainshtein機構が働くことがわかった。この事実は注目するスケールでの
漸近平坦性を境界条件として数値解を構成できることも示している。またこの解から相対

論的天体の解の有無は条件D ≡ C2
0 − 4B0D0 ≥ 0と χ/r > 0によって判断できることも

わかる。

上記の近似では χの 4次方程式を近似によって χの 2次方程式に帰着させた。そのた
め失われた解が存在する。この解は最小模型で得られた解に相当し Vainshtein機構が働
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いていない。これを確かめるために χの 4次方程式の解を α, β, γ, δ として調べる。こ

れらの解は

α+ β + γ + δ = −
[
2A+O

(
M

r

)]
, (3.84)

αβ + αγ + αδ + βγ + βδ + γδ = −
(rV

r

)3 [
B0 +O

(
M

r

)]
, (3.85)

αβγ + αβδ + αγδ + βγδ =
(rV

r

)3 [
C0 +O

(
M

r

)]
, (3.86)

αβγδ = −
(rV

r

)3 [
D0 +O

(
M

r

)]
. (3.87)

を満たす。ここで (3.83)式によって得られた解に相当するものが α, β だとすると

α+ β = −C0

B0
+O

(
M

r

)
, αβ =

D0

B0
+O

(
M

r

)
(3.88)

である。そのため近似で失われた解に相当する γ, δ には

γ + δ =

(
C0

B0
− 2A

)
+O

(
M

r

)
, γδ = −

(rV
r

)3B0

D0
(3.89)

の関係がある。よって γ, δ は

γ =

√
B0

D0

(rV
r

)3/2
+O(1), (3.90)

δ = −
√

B0

D0
R
(rV

r

)3/2
+O(1) (3.91)

となる。この解は B0/D0 の場合に現れる解で、注目するスケールで漸近的に平坦となら

ない解である。

これらの議論から dRGT有質量重力理論の相対論的天体の運動方程式は

χ =
(rV

r

)3/2
+O(1), 1 +O

(
M

r

)
(3.92)

で特徴づく修正を受けることがわかった (上記は適切な r のリスケーリングを行ってい

る)。各々の解が現れるかどうかは βn の値によって変化する。前者の解は最小模型に存在

していた解で Vainshtein機構を持たない。一方で最小模型以外の場合で適切な βn を選ぶ

と後者の解が現れて、実際に Vainshtein機構が働く解が得られる。
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第 4章

考察と今後の展望

4.1 本研究に対する考察

本研究では dRGT有質量重力理論における相対論的天体の解の構成およびその性質に
対する解析を行った。従来の天体の解に対する研究はブラックホールや点粒子に対する解

析が主であり、相対論的天体を取り扱うものは少なかった。本研究では定数密度の相対論

的天体ではなく、静水圧平衡を考えることでより現実的な解の構築と解析を行った。最小

模型では相対論的天体の最大質量が一般相対性理論と比較して大幅に減少した。この原

因は最小模型では Vainshtein機構が働かないためであった。このことを確認するために
dRGT有質量重力理論による修正部分を特徴づける χの振る舞いを解析した。Vainshtein
機構が働いていれば、Vainshtein半径よりも十分小さなスケールで rの増大に伴って gµν

はMinkowski型になるはずである。本研究では上記の意味で漸近的に gµν が平坦になる

ことと χ ∼ r となることが同値であることを示し、最小模型では上記の意味で漸近的に

χ ∼ r とならないことから Vainshtein機構が働いていないことを示した。この議論を応
用して最小模型以外の相対論的天体の解を求め、その振る舞いを調べた。相対論的天体の

解は最大で 2 つの解を持ち、一方は最小模型に存在した Vainstein 機構を持たない解で、
もう一方は Vainshtein機構を持つ現実的な解であった。このことから dRGT有質量重力
理論は適切な理論パラメータを選ぶことによって、一般相対性理論と同等の相対論的天体

の解を構築できることを確かめることができた。

上記のことから dRGT有質量重力理論は重い相対論的天体を説明する場合、一般相対
性理論に対して優位性を持たないものの同等の結果を与える理論である事がわかった。つ

まり一般相対性理論において重い相対論的天体を説明できる状態方程式であれば、dRGT
有質量重力理論においても重い相対論的天体が説明可能である。現実的には相対論的天体

の質量を観測で推定するにあたって Shapiro 遅延などの一般相対性理論の効果を利用し
ているので、これらも dRGT有質量重力理論でどのような変更を受けるか考慮する必要
がある。もし観測で用いられるこれらの効果でも Vainshtein機構が働くと確かめられた
場合、相対論的天体に対して一般相対性理論と dRGT有質量重力理論の間には観測的に
差異がなくなる。この結果は dRGT有質量重力理論および双計量重力理論 [67]などの発
展理論が相対論的天体に適用可能であり、一般相対性理論に対して同等の結果を与えるこ

とを示唆している。
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4.2 今後の展望

本研究では dRGT有質量重力理論に注目して解析を行った。修正重力理論にはこの他
にも様々な理論が存在し、適切な修正によって相対論的天体の最大質量が増大する可能性

がある。相対論的天体の性質は重力理論の修正やハドロン物理の修正といった複数の不定

性が存在する。観測から各修正の効果を分離して解析するには工夫が必要となる。本研究

では相対論的天体の質量-半径関係のみに注目したが、潮汐変形率 [68, 69, 70]といったの
物理量の観測なども提案されている。近年では潮汐変形率は重力波の観測を通して推定が

始まっている [71]。相対論的天体に対する複数の物理量を推定することで、各修正の効果
を独立に推定できる可能性がある。

これまでの研究では修正重力理論とハドロンのモデルを組み合わせて質量-半径関係が
計算されている [42, 42, 43, 65]が、観測可能な物理量から重力理論とハドロンモデルを
決定するという逆問題もなされる必要がある。本学位論文のレビュー部分で示したように

一般相対性理論の場合では逆 TOV写像が構築されている [30]。つまり一般相対性理論を
仮定すると、相対論的天体の質量-半径関係が観測されれば逆 TOV 写像を用いてハドロ
ンモデルを決定することができる。今後は質量-半径だけではなく潮汐変形率などに対し
ても逆問題を解析することが重要となると考えられる。また修正重力理論においても逆

TOV写像を構築することは、重力理論とハドロンモデルの双方を決定する手法を構築す
る上で有用になると考えられる。相対論的天体に対して複数の観測結果が得られた場合、

逆問題の手法を用いることで強重力効果と高密度物質の双方の詳細が明らかになる可能性

がある。

相対論的天体の研究は従来から連星パルサーや X線天文学の観測を足がかりとして行
われてきた。近年の重力波天文学の成立に伴って更に相対論的天体の性質が明らかになっ

てきている。これから得られる (であろう)多くの観測結果から強重力や高密度物質の特
徴を効果的に抜き出すためには、予め多くの修正重力理論とハドロンモデルで解析を行っ

ておく必要がある。また将来的に相対論的天体における修正重力理論とハドロンモデルを

確定させるには、これらの分析を包括的かつ系統的に行う手法を生み出す必要があると考

えられる。
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変分公式

共変計量テンソル δgµν をベースに議論する。

■δgµν の変分

δgµν = −gµαgνβδgαβ +O
(
δg2µν

)
(∵ δ(gµαgαν) = 0) (A.1)

■g の変分 余因子展開 (ラプラス展開)を行う。

det(g) δµν = g̃µαgαν (A.2)

計量の正則性とヤコビの公式を用いて余因子について二通りで解く。

det(g)gµν = g̃µν =
∂ det(g)
∂gµν

(A.3)

よって
δ det(g) = det(g)gµνδgµν (A.4)

あるいは

δ
√

−det(g) = 1

2

√
−det(g)gµνδgµν (A.5)

■Rµν の変分 局所慣性系をとれば

δRρ
σµν

∗
= ∂µδΓ

ρ
σν − ∂νδΓ

ρ
µσ (A.6)

である。δΓρ
µν は擬テンソルの差でテンソルになっている。つまり任意の系で成立するよ

うに共変化すれば
δRρ

σµν = ∇µδΓ
ρ
σν −∇νδΓ

ρ
µσ (A.7)

となる。また
δRσν = ∇αδΓ

α
σν −∇νδΓ

α
ασ (A.8)

で convention を変えれば

δRµν = ∇αδΓ
α
µν −∇νδΓ

α
µα (A.9)

となる。



56 付録 A 変分公式

■Rの変分

δR = Rµνδg
µν + gµν(∇αδΓ

α
µν −∇νδΓ

α
µα)

= Rµνδg
µν +∇µ(g

αβδΓµ
αβ − gµαδΓβ

αβ)
(A.10)

更に計算を進めれば

δR = Rµνδg
µν + (gµν∇2 −∇µ∇ν)δg

µν

= Rµνδg
µν +∇µ(∇αδgµα − gαβ∇µδgαβ)

(A.11)
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付録 B

一般相対性理論の Hamilton形式

以下の解説は教科書 [72]に基づく。ここでは時空多様体M上の超曲面 Σt を考える。

■超曲面の法線ベクトル 超曲面の法線ベクトル nµ は

nµnµ = ϵ =

{
−1 Σt が spacelike のとき
+1 Σt が timelike のとき

(B.1)

を満たす。

■フレーム場 eµm と超曲面上の計量 hmn 超曲面 Σt 上の無限微小線素 ds2Σ を超曲面 Σt

上の座標 ym で書き直すと

ds2Σ = gµν dxµ dxν = gµν
∂xµ

∂ym
∂xν

∂yn
dym dyn

≡ gµνe
µ
meνn dym dyn ≡ hmn dym dyn

(B.2)

となる。よって超曲面 Σt 上の計量 hmn は

hmn ≡ gµνe
µ
meνn (B.3)

となりフレーム場 eµm は

eµm =
∂xµ

∂ym
(B.4)

と書ける。フレーム場の性質として

eµm,n =
∂

∂yn
∂xµ

∂ym
=

∂

∂ym
∂xµ

∂yn
= eµn,m (B.5)

に注意する。

■足の変換 時空多様体Mの足 µ, ν, . . . と超曲面 Σt の足 a, b, . . . は eµm によって結び

つく。この足の変換はただの取り替えではなく、M → Σt であれば nµ の成分を落とす射

影であることに注意する。

■完全性関係と射影 (eµm, nµ)が基底をなす場合の完全性関係は

δµ
ν = gµα(h

mneαmeνn + ϵnαnν)

= hmnemµe
ν
n + ϵnµn

ν

= hν
µ + ϵnµn

ν

(B.6)
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である。これは基底 (eµm, nµ)に対して δνµ がクロネッカーのデルタとして働くことからわ

かる。ただし
hν
µ ≡ hmnemµe

ν
n = eaµe

ν
a (B.7)

である。これより Σt 上への射影 P : M → Mは

hν
µ = δνµ − ϵnµn

ν (B.8)

と書ける。

■超曲面 Σt に対する接ベクトル場 Aµ 以降の議論は

Aαnα = 0 (B.9)

を満たす超曲面 Σt に対する接ベクトル場 Aµ に議論を限る。このような接ベクトルは自

由に添字の種類を変えることができる。つまり

Aµ = δµαA
α = (eµae

a
α + ϵnµnα)A

α = (Aαeaα)e
µ
a ≡ Aaeµa (B.10)

である。逆の変換も

Aaeµa = (Aαeaα)e
µ
a = Aαhµ

α = Aα(hµ
α + ϵnµnα) = Aαδµα = Aµ (B.11)

によって可能である。

■内部共変微分 内部共変微分を

Am|n ≡ eαmeβnAα;β (B.12)

で定義する。射影 P : M → Mの形で表せば

Aµ|ν ≡ eaµe
b
νAa|b = hα

µh
β
νAα;β = P (Aµ;ν) (B.13)

となる。内部共変微分の接続は

Am|n = Aα;βe
α
meβn

=
[
(Aαe

α
m);β −Aαe

α
m;β

]
eβn

=
[
Am,β −Aae

a
αe

α
m;β

]
eβn

= Am,n −
(
eaαe

α
m;βe

β
n

)
Aa

(B.14)

より
Γa
mn = eaαe

α
m;βe

β
n ⇔ Γcab = eγc eaγ;βe

β
b (B.15)

となる。

■内部共変微分の接続 内部共変微分の接続の hmn による表示を求める。まず

Γcab = eγc eaγ;βe
β
b =

[
(eγc eaγ);β − eγc;βeaγ

]
eβb

= hca;βe
β
b − eaγe

γ
c;βe

β
b = hca,b − eγaecγ;βe

β
b

= hca,b − Γacb

(B.16)
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である。一方で

Γcab = eγc eaγ;βe
β
b = ecγe

γ
a;βe

β
b

= ecγ

(
eγa,β + Γγ

αβe
α
a

)
eβb = ecγ

(
eγa,b + Γγ

αβe
α
ae

β
b

)
= ecγ

(
eγb,a + Γγ

βαe
β
b e

α
a

)
= ecγ

(
eγb,α + Γγ

βαe
β
b

)
eαa

= ecγe
γ
b;αe

α
a = eγc ebγ;αe

α
a = Γcba

(B.17)

である。まとめると

Γcab + Γacb = hca,b (B.18)
Γcab − Γcba = 0 (B.19)

である。これより

hbc,a + hca,b − hab,c = (Γbca + Γcba) + (Γcab + Γacb)− (Γabc + Γbac)

= (Γcba + Γcab) + (Γbca − Γbac) + (Γacb − Γabc)

= 2Γcab

(B.20)

なので

Γcab =
1

2
(hbc,a + hca,b − hab,c) (B.21)

となり従来の定義と整合的で metricity も存在する。

■外曲率 Gauss-Weingarten方程式が

eµm;n = δµαe
α
m;n = (eµae

a
α + ϵnµnα)e

α
m;n

= (eaαe
α
m;n)e

µ
a + ϵ(nαe

α
m;n)n

µ

= δam|ne
µ
ae

µ
a − ϵ(eαmnα;n)n

µ

= Γa
mne

µ
a − ϵnm|nn

µ

(B.22)

によって導かれる。ここで外曲率を

Kmn ≡ nm|n (B.23)

と定義する。外曲率は対称テンソルである。なぜなら

Kmn = nα;βe
α
meβn = −nαe

α
m;βe

β
n

= −nαe
α
m;n = −nαe

α
n;m

= −nαe
α
n;βe

β
m = nα;βe

α
ne

β
m

= Knm

(B.24)

だからである。また外曲率の縮約は

nα
;α =gαβnα;β

=(eαae
aβ + ϵnαnβ)nα;β

=na|bh
ab + ϵnαnβnα;β

=K +
ϵ

2
nβ(nαnα);β

=K

(B.25)

である。
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■Gauss-Coddazi方程式 Gauss-Weingarten方程式の微分として

eαa;bc =
(
Γd
abe

α
d − ϵKabn

α
)
;c

(B.26)

が得られる。ここで左辺は

(LHS) = (eαa;βe
β
b );c = eαa;βce

β
b + eαa;βe

β
b;c

= eαa;βce
β
b + eαa;β

(
Γd
bce

β
d − ϵKbcn

β
)

= eαa;βce
β
b + Γd

bce
α
a;d − ϵKbce

α
a;βn

β

= eαa;βγe
β
b e

γ
c + Γd

bc(Γ
e
ade

α
e − ϵKadn

α)− ϵKbce
α
a;βn

β

(B.27)

となる。第 2・第 3項は b, cの反対称化に伴って消える。右辺に関しては

(RHS) = Γd
ab,ce

α
d + Γd

abe
α
d;c − ϵKab,cn

α − ϵKabn
α
;c

= Γd
ab,ce

α
d + Γd

ab(Γ
e
dce

α
e − ϵKdcn

α)− ϵKab,cn
α − ϵKabn

α
;c

= (Γe
ab,c + Γd

abΓ
e
dc) eαe − ϵ(Kab,c + Γd

abKdc)n
α − ϵKabn

α
;c

(B.28)

となる。更に

nα
;c = nβ

;cδ
α
β = nβ

;c(e
α
ae

a
β + ϵnαnβ)

= (nβ;ce
β
a)e

aα + ϵ(nβ
;cnβ)n

α

= −eβa;cnβe
aα +

ϵ

2
(nβnβ);cn

α

= −(Γb
ace

β
b − ϵKacn

β)nβe
aα

= Ka
c e

α
a

(B.29)

の分解から

(RHS) = (Γe
ab,c + Γd

abΓ
e
dc − ϵKabK

e
c ) eαe − ϵ(Kab,c + Γd

abKdc)n
α (B.30)

となる。Gauss-Weingarten 方程式の微分に対して b, cの反対称化を行うと

eαa;[βγ]e
β
b e

γ
c =(Γe

a[b,c] + Γd
a[bΓ

e
c]d − ϵKa[bKc]e)e

α
e

− ϵ(Kab,c − Γd
acKdb − Γd

bcKad)n
α + ϵ(Kac,b − Γd

abKbc − Γd
bcKad)n

α

(B.31)

となる。(内部)曲率テンソルの定義は

eµa;[βγ] = −Rµ
αβγe

α
a  (B.32)

Γm
a[b,c] + Γd

a[bΓ
m
c]d = −Rm

abc (B.33)

であるので Gauss-Weingarten 方程式の微分の式に −1倍して各項を書き直せば

Rµ
αβγe

α
ae

β
b e

γ
c =

[
Rm

abc + ϵKa[bK
m
c]

]
eµm + ϵKa[b|c]n

µ (B.34)

となる。この式 (あるいは edµ や nµ で射影した式)を Gauss-Codazzi 方程式と呼ぶ。



61

■リッチスカラーの分解 リッチスカラー R を曲率テンソル Rµ
ανβ の射影を考える。

対称性
Rµανβ = Rαµβν = −Rµαβν (B.35)

より

Rµανβn
αnβeaµeνa = Rαµβνn

αnβeaµeνa = Rµανβn
µnνeaαeβa (B.36)

Rµανβn
µnαnνnβ = −Rµαβνn

µnαnβnν = −Rµανβn
µnαnνnβ = 0 (B.37)

に気をつけると

R =gαβδνµR
µ
ανβ = gαβgµνRµανβ

=(eaαeβa + ϵnαnβ)(ebµeνb + ϵnµnν)Rµανβ

=
[
eaαeβae

bµeνb + 2(ϵeaαeβa + nαnβ)nµnν
]
Rµανβ

=
[
eaαeβae

bµeνb + 2ϵgαβnµnν
]
Rµανβ

=eaαeβae
bµeνbRµανβ + 2ϵRµνn

µnν

=habhmn(Rmanb + ϵKa[nKb]m) + 2ϵRµνn
µnν

=3R+ ϵ(KabKab −K2) + 2ϵRµνn
µnν

(B.38)

となる。更に 2項目は

Rαβn
αnβ =− nα

;[αβ]n
β = −nα

;αβn
β + nα

;βαn
β

=− (nα
;αn

β);β + nα
;αn

β
;β + (nα

;βn
β);α − nα

;βn
β
;α

=(nα
;βn

β − nβ
;βn

α);α +K2 − nα
;βn

β
;α

(B.39)

となる。このうち 4項目は

nα
;βn

β
;α =(hµν + ϵnµnν)(hαβ + ϵnαnβ)nµ;αnβ;ν

=
[
hµνnµ;α +

ϵ

2
(nµnµ);αn

ν
][
hαβnβ;ν +

ϵ

2
nα(nβnβ);ν

]
=hµνhαβnµ;αnβ;ν = hmnhabnm|anb|n

=KabKab

(B.40)

となる。まとめると

R =3R+ ϵ(KabKab −K2) + 2ϵ
[
(nα

;βn
β − nβ

;βn
α);α +K2 −KabKab

]
=3R+ ϵ(K2 −KabKab) + 2ϵ(nα

;βn
β − nβ

;βn
α);α

(B.41)

となる。

時空多様体M の葉層構造 (foliation) を考える。葉 (leaf) として Σt を考える。各 Σt

における幾何学量の分解は超曲面の項目と同様である。ただし葉を空間的にとるので、以

下では ϵ = −1である。

■ラプス 各 Σt に対する法線ベクトル nµ(t)を構成する。Σt に対する接ベクトル eµm(t)

は超曲面に対する議論と同様に

eµm(t) ≡ ∂xµ

∂ym

∣∣∣∣
t

(B.42)

と定義される。よって法線ベクトル nµ(t)は

nµ ≡ ϵN∂µt = N
∂t

∂xµ
, N =

1√
−gµν∂µt ∂νt

(B.43)
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と定義すれば

nµe
µ
m(t) = −N

∂t

∂ym
= 0 (B.44)

となる単位ベクトルとなる。またこの規格化因子 N をラプスと呼ぶ。

■シフトベクトル 各 Σt の関連を考える。無限小変位 dxµ は

dxµ =
∂xµ

∂t

∣∣∣∣
y

dt+ ∂xµ

∂ym

∣∣∣∣
t

dym

≡ tµ dt+ eµm dym
(B.45)

と書ける。ここで無限小変位 dxµ の dt 成分 tµ は必ずしも葉 Σt に垂直とは限らない。

ここで

tµnµ = −N
∂xµ

∂t

∣∣∣∣
y

∂t

∂xµ
= −N

∂t

∂t
= −N (B.46)

より

tµ = tα(eµae
a
α − nµnα)

= (tαeaα)e
µ
a +Nnµ

≡ Nmeµm +Nnµ

(B.47)

と書ける。ここで定義した
Nm ≡ tαemα (B.48)

をシフトベクトルと呼ぶ。これより無限小変位 dxµ は

dxµ =(Nmeµm +Nnµ)dt+ eµm dym

=(N dt)nµ + (dym +Nm dt)eµm
(B.49)

となる。

■計量の分解 上記の分解を無限小線素に適用すると

ds2 =gµν dxµ dxν

=gµν [(N dt)nµ + (dym +Nm dt)eµm][(N dt)nν + dyn +Nn dt)eνn]
=−N2 dt2 + hmn(dym +Nm dt)(dyn +Nn dt)

(B.50)

となる。

■計量の行列式の分解 余因子展開 (ラプラス展開)より

gδµν = g̃µαgαν ⇔ ggµν = g̃µν ⇒ ggtt = g̃tt = h (B.51)

である。ここで

gtt =
∂t

∂xµ

∂t

∂xν
gµν =

nµ

N

nν

N
gµν = − 1

N2
(B.52)

であるので
− g

N2
= h ⇔ g = −N2h ⇔

√
−g = N

√
h (B.53)

となる。
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■Einstein-Hilbert作用の分解 以上の事実から

SG =
1

16πG

∫
dtd3yN

√
h(3R+KabKab −K2) + Sboundary (B.54)

となる。（全微分項）を除いた Lagrangianは

LG =
1

16πG

∫
d3y N

√
h(3R+KabKab −K2) (B.55)

となる。これより Lagrangian 密度を

(16πG)
√
−gLG := N

√
h
(
3R+KmnKmn −K2

)
(B.56)

と定義する。

■時間微分と Lie微分 Hamiltonian を構成するためには変数の時間微分を与え、共変運
動量を定義する必要がある。超曲面 Σt=0 の各点 P に対して tµ による積分曲線 c(t;P )を

考える。このとき点 P に対する変換

φt(P ) := cP (t) ∈ Σt (B.57)

は点 P に対する時空多様体M上の 1パラメータ変換群をなす。ADM形式における時間
微分は、この 1パラメータ変換群 φt に対する Lie微分として定義される。
例えば φt を用いて関数 f から

(φt)
∗f(P ) := f(φt(P )) (B.58)

のように点 P における新たな関数 (φt)
∗f が構築できる。この関数 (φt)

∗f はパラメータ

tによって特徴付く。そこでパラメータ tに関する微分として

Ltf :=
d(φt)

∗f

dt

∣∣∣∣
t=0

:= lim
t→0

(φt)
∗f − f

t
(B.59)

を定義して f に対する t方向の Lie微分と呼ぶ。ただし

t := tµ
∂

∂xµ
(B.60)

である。積分曲線の局所座標表示を

φt(P ) := cP (t) =
(
x0
P (t), x

1
P (t), x

2
P (t), x

3
P (t)

)
(B.61)

として具体的に点 P で評価すると

Ltf(P ) =
df(φt(P ))

dt

∣∣∣∣
t=0

=
∂f(xP )

∂xµ
P

dxµ
P (t)

dt

∣∣∣∣
t=0

=

(
tµ

∂

∂xµ
f

)
(P ) := (t(f))(P )

(B.62)

となって反変ベクトル tµ による方向微分と等しくなる。

同様に反変ベクトルに対しても Lie微分が定義できる。例としてベクトル場 X を考え

る。1パラメータ変換群 φt の微分 dφt を

((dφt)P (XP ))(f) := XP (f ◦ φt) (B.63)
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によって定義する。このとき

((φ−t)∗X)φ−t(P ) := (dφ−t)P (XP ) (B.64)

によって新たなベクトル場を構築できる。これはパラメータ tによって特徴付くベクトル

場になっている。関数 f の場合と同様にパラメータ tに関する微分として

Lt(X) :=
d(φ−t)∗X

dt

∣∣∣∣
t=0

:= lim
t→0

(φ−t)∗X −X

t
(B.65)

として X に対する t方向の Lie微分を定義できる。具体的には任意の点 P について成り

立つ。

(((φ−t)∗X)(f))(P ) = (φt)
∗((φ−t)

∗(((φ−t)∗X)(f)))(P )

= (φt)
∗(((φ−t)∗X)(f(φ−t(P )))) = (φt)

∗(((dφ−t)P (XP ))(f))

= (φt)
∗(XP (f(φ−t(P )))) = (φt)

∗(X((φ−t)
∗f)(P ))

(B.66)

を用いると

Lt(X)f =
d
dt [(φt)

∗(X((φ−t)
∗f))]

∣∣∣∣
t=0

=
d
dt (φt)

∗
(Xf)

∣∣∣∣
t=0

+X

(
d
dt (φ−t)

∗
f

∣∣∣∣
t=0

)
= t(Xf)−X(tf) = [t, X]f

(B.67)

と評価できる。em = eµm∂µ の場合であれば

Lt(em) = [t, em] =

[(
∂

∂t

)
ya

,

(
∂

∂ym

)
t

]
= 0 (B.68)

である。

上記の結果から 1-形式 αの Lie微分が定まる。つまり

Lt(α(X)) = Lt(α)(X) + α(Lt(X)) = Lt(α)(X) + α([t, X]) (B.69)

であり
Lt(α(X)) = t(α(X)) = (tα)(X) + α(tX) (B.70)

であるので
Lt(α)(X) = (tα)(X) + α(Xt) (B.71)

となる。成分表示をすると

Lt(α)(X) =tµ
∂αν

∂xµ
Xν + αµ

(
Xν ∂t

µ

∂xν

)
=
(
tµαν,µ + αµt

µ
,ν

)
Xν

(B.72)

である。この結果から一般のテンソルに対する Lie微分の拡張が可能である。
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■共役運動量 ADM分解では Σt 上の計量 hmn(y; t)が変数になっている。この微分は

ḣmn := Lthmn = Lt(gµνe
µ
meνn) = Lt(gµν)e

µ
meνn (B.73)

となる。ここで

Lt(gµν) =(tαgµν;α + tα;µgαν + tα;νgµα) = tµ;ν + tν;µ

=(Nmeµm +Nnµ);ν + (Nmeνm +Nnν);µ

=Nµ;ν +Nν;µ +N(nµ;ν + nν;µ) +N,µnν +N,νnµ

(B.74)

であるので
ḣmn = 2NKmn +Nm|n +Nn|m (B.75)

となる。このことから

(16πG)pmn :=
∂

∂ḣmn

(
16πG

√
−gLG

)
=

∂Kab

∂ḣmn

∂

∂Kab

(
16πG

√
−gLG

)
=
√
h(Kmn −Khmn)

(B.76)

となる。

■Hamiltonian 密度 以上の結果より

HG := pabḣab −
√
−gLG (B.77)

とすれば

(16πG)HG =
√
h(Kmn −Khmn)(2NKmn +Nm|n +Nn|m)

−N
√
h
(
3R+KmnKmn −K2

)
=N(KabKab −K2 − 3R)

√
h− 2Na(K

ab −Khab)|b
√
h

+ 2
((
Kab −Khab

)
Na

)
|b

√
h

(B.78)

となる。最後の項は全微分項に相当し、境界項となる。このことから N,Na が Lagrange
の未定定数となり、拘束条件が現れることがわかる。理論の変数は hab, p

ab の (6× 2)個

存在し、（第 1類）拘束条件が (2 + 2× 3)個存在するので、正味の自由度は (2× 2)だけ

になる。
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付録 C

Vainshtein機構

以下では Hinterbichlerのレビュー論文 [53]に基づいて、カットオフスケールと Vain-
shtein 半径の説明を行う。まずポテンシャル項に対して Stueckelberg トリックと呼
ばれる

hµν → Hµν = hµν + ∂µAν + ∂νAµ + ∂µA
α∂νAα +2∂µ∂νϕ+ ∂µ∂

αϕ∂ν∂αϕ+ . . . (C.1)

の置き換えを行うことを考える。Stueckelberg トリックは新たな自由度を加えることで、
重力子の有質量化で失われたゲージ対称性を回復する。このトリックを用いることで有

質量重力子のモードが見やすくなる。このときもともと h の多項式であったポテンシャ

ル項は
m2Mpl h

nh(∂A)
nA
(
∂2ϕ

)nϕ (C.2)

のような項を持つ。更に各モードを

ĥ =
1

2
Mplh, Â =

1

2
mMplA, ϕ̂ =

1

2
m2Mplϕ (C.3)

によって規格化すれば

Λ
4−nh−2nA−3nϕ

λ ĥnh

(
∂Â
)nA

(
∂2ϕ̂

)nϕ

(C.4)

Λλ ≡
(
Mplm

λ−1
)1/λ

, (C.5)

λ =
3nϕ + 2nA + nh − 4

nϕ + nA + nh − 2
(C.6)

となる。m < MP であって相互作用を考えると nϕ + nA + nh ≥ 3である。このうち最も

低エネルギーで抑制される項は nϕ = 3, nA = nh = 0の場合で

(∂2ϕ̂)3

Λ5
5

, Λ5 ≡ (Mplm
4
g)

1/5 (C.7)

というスカラーモードの 3次相互作用である [73]。Fiertz-Pauli理論ではこの Λ5 カット

オフスケールから重力子の相互作用が現れる。この Λ5 カットオフスケールで現れる高

階微分相互作用はハミルトニアンが下に非有界になる Ostrogradsky不安定 [74, 75, 76]
の元になっていて、dRGT 有質量重力理論ではこのような相互作用がなくなるようポテ
ンシャル項が調整されている。dRGT 有質量重力理論では nh = 1, nA = 0 あるいは

nh = 0, nA = 2の場合の

ĥ
(
∂2ϕ̂

)n
Λ
3(n−1)
3

,
(∂Â)2(∂2ϕ̂)n

Λ3n
3

(C.8)



68 付録 C Vainshtein機構

といった相互作用が最も低エネルギーで現れるようになっており、カットオフスケールが

Λ3 ≡ (Mplm
2
g)

1/3 (C.9)

に上昇している [58]。この場合の非線形性が現れるスケールは

ϕ̂, ĥ ∼ M

Mpl

1

r
(C.10)

とした場合に (C.8) 式が無視できなくなるスケールのことである。つまり Vainshtein
半径は

∂2ϕ̂

Λ3
3

∼ M

Mpl

1

Λ3
3r

3
(C.11)

であるのでこの係数が O(1)となる

rV =

(
M

Mpl

)1/3
1

Λ3
=

(
M

M2
plm

2
g

)1/3

(C.12)

になる。M ∼ M⊙ として c, h̄を明記し Vainshtein半径を計算すると

rV ∼ h̄

c

(
G

h̄c

M⊙

m2
g

)1/3

=

(
GM⊙

c2
(h̄c)2

(mgc2)2

)1/3

∼ 1016km (C.13)

ほどになる。

ここで dRGT有質量重力理論に対して Λ3 脱結合極限と呼ばれる

Λ3 = fixed., MPl → ∞, mg → 0 (C.14)

の極限を考えると Λ3 のエネルギースケールで抑制される相互作用のみになり、上記の議

論からスカラーモード ϕ̂が微分相互作用 ∂2ϕ̂の形のみで現れることに注意する。このた

め dRGT有質量重力理論の Λ3 脱結合極限におけるスカラーモードは、微分相互作用を

含むスカラー場 π のモデルであるガリレオン理論

L = −1

2
(∂π)2 − 1

Λ3
3

(∂π)2□π +
1

MPl
πT, (C.15)

に類似した振る舞いをすると予想できる。このガリレオン理論の静的球対称解を具体的に

考えることによって、Vainshtein機構をより明確に理解することができる。以下の議論は
de Rhamのレビュー [50]に基づく。まず質点分布として

T0 = −Mδ(3)(r) = −M
δ(r)

4πr2
(C.16)

を考え、静的球対称性を持つ解
π = π0(r) (C.17)

を仮定する。このとき運動方程式は

1

r2
∂r

[
r3

(
π′
0(r)

r
+

1

Λ3
3

(
π′
0(r)

r

)2
)]

=
M

4πMPl

δ(r)

r2
(C.18)

となる。この両辺を積分してガリレオン理論の解を得ると

π′
0(r)

r
+

1

Λ3
3

(
π′
0(r)

r

)2

=
M

MPl

1

4πr3
(C.19)
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となる。この解はヴァインシュタイン半径

rV =
1

Λ3

(
M

MPl

)1/3

(C.20)

で大きく振る舞いが変化する。つまり

for r ≫ rV , π′
0(r) ∼

M

4πMPl

1

r2

for r ≪ rV , π′
0(r) ∼

M

4πMPl

1

r
3/2
V r1/2

(C.21)

である。重力への寄与としてはニュートン重力での力の大きさを FNewton として

Fπ

FNewton
=

π′(r)/MP

M/(M2
P r

2)
=

∼
(

r
rV

)3/2
≪ 1, r ≪ rV

∼ 1, r ≫ rV
(C.22)

となる。この結果からヴァインシュタイン半径よりも十分短距離領域ではスカラー場 πの

寄与が非常に小さいことがわかる。具体的に数値を見積もると

Λ3 ≡
(
MPlm

2
g

)1/3 ∼ (103km)−1 (C.23)

であるのでM ∼ M⊙ として

rV =
1

Λ3

(
M

MPl

)1/3

∼ 1015km (C.24)

であるので r ∼ rg ≪ rV において

Fπ

FNewton
∼
(
rg
rV

)3/2

∼ 10−23 (C.25)

となる。
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