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Einfiuhrung

Um das statistisch-dynamische Prozess in einer Gesammtheit der Partikeln
zu behandeln, kann man zwei grundséitzliche Methoden in der Physik in Betracht
kommen lassen, namentlich:

a) Methode der Brownschen Bewegung,
und

b) Methode der kinetischen Theorie.

Die erste ist einer der Diffusionsgleichungen, wie der Fokker-Planckschen
Gleichung, oder um so allgemeine gesagt, der Onsagerschen Theorie des irrever-
sibelen Prozesses, zu Grunde gelegt. Die dquivalente mathematische Formulierung
ist die Differenzialgleichung von Langevin. Die zweite ist in die Boltzmannsche
Gleichung mit dem Stofterm kristallisiert. In den zwei obengenannten Methoden
ist der wichtigste Punkt die Idee eines Brehmungskoeffizientes im Systeme der
Gesammtheit der Partikeln. Weiter haben diese verschiedenen Gleichungen
solchen Ansatz angenommen, wie den sogennanten ,StoBzahlansatz** und die
Markoffsche Eigenschaft des Prozesses der Bewegung.

Bis jetzt sind viele Versuche gemacht worden, um diese Annahme in etwas
Genauere und Geniigendere umzusetzen; dabei fingt man mit der rein dynami-
schen Gleichung an, zu dem Zweck des Erreichens ihrer stochastischen Folgen.
Einige Arbeiten in dieser Richtung sind von Kirkwood", Klein und Prigogine®,
und Hemmer?®, gemacht worden, mittels von der ,,coarse-graining in time“, um
die statistisch-dynamischen Gleichungen aus den rein dynamischen zu erreichen.
Diese Richtung wire wohl eine geniigende Formulierung der statistischen
Mechanik des irreversibelen Prozesses. In solcher Deduktion sollte man die
Einfithrung des gewissen ,,gut definierten Mittelungsverfahlens® machen. Auf
Grund dieser Idee haben die japanischen Physiker?, wie Toda, Kogure, Takeno,
Hori, Teramoto und Kashiwamura, auch die von Zeit abhidngenden Probleme
der imperfekten Kristallen behandelt. Wir haben auch die zeitlich #ndernden
Probleme im System einer linearen Kette der Oszillatoren diskutiert und die
Korrelationsfunktionen® ®  und das statistische Verhalten des Systems unter
dem Einflu® einer duBeren Zufallkraft mit weiBem Spektrum® berechnet.

Alle diese Erforscher haben die Kette von unendlicher Linge behandelt,
damit das mathematische Berechnung leicht und einfach eingefiihrt wird. Die
dynamische Wiederkehrung ist in diesem Falle verschwunden, und daher kann
man nur das Erreichen des stationiren Zustandes des Systems nach der unendlich
langen Zeit diskutieren.

Dagegen kénnte man sich einen Weg nach der mathematischen Formulierung
des statistisch-dynamischen Verhaltens des Systems von endlicher Linge bahnen,
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falls man die folgenden Formeln feststellen lédBt. Nach der Feststellung dieser
Formeln kann man das statistisch-dynamische Verhalten des Systems der Kette
von endlicher Linge mit den beiden festgelegten Enden oder mit den beiden
frei gehaltenen Enden und das statistisch-dynamische Verhalten der an den
Enden miteinander verbundenen Kette (der periodischen Kette) mathematisch
leicht formulieren. Hier bemerkt man auch sofort™ ® ', dap man die stochasti-
schen und dynamischen Probleme der eindimensionalen, unendlich langen Kette
der Oszillatoren mit einigen Isotopen leicht behandeln kann.

Satz 1
Es besteht
N 1 ! -z 2 kil 1 —2kmily o ks RilN
21 J"“*s(z’=7\$"%e"p[7(ﬁe L pTleT ) [t ()
[vr2)-1 s o I
= Nl_p—’ .k=g\:‘mexp[_;_(pe.km/.v__p 1o .k,.x/,v)].e 2hsmilN - (q7)

wobei J.(z) eine Besselsche Funktion »-ter Ordnung und vom Argument z ist.
N und s sind ganzzahlig. [ y] ist GauBsches Zeichen und bedeutet die grobte
ganze Zahl, die nicht groBer als y ist. 7=+ —1.

Beweil

Man beweist den Satz 1 fiir positiv ganzzahliges N.
Aus der erzeugenden Funktion Besselscher Funktionen oder aus der Formel
(4) auf Seite 20 vom Buch: ,,Watson, Bessel Functiors*“'?, erhilt man

gpmbs],.\ws(z) = _2}7: S(n+)dt- exp{é-(t - 1‘ )J.t—s-l,ps,gpmt—m

1 0F) . -z( _ 1) t—S—léN.pS
2 by dre| 5 (- o) e 2)

wobei der Integrationsweg ¢ so angenommen zu werden ist, daB die Integra-
tion tiber ¢ im positiven Sinne um dem Anfangspunkte /=0 liuft und daB die
abgeschlossene Kurve ¢ den Kreis [¢|=|p| enthilt.

Der Integrand von (2) hat N einfachen Polen in den Punkten # = gg'®* 2=/
(k=0,1,2,...,N=1), (oder £=[ - N/2],[ - N/2T1+1, . ..,[N/2]1—1), dessen
Residuen beziehungsweise

1{/ 'eXpl‘ ; (geite+@hmim q—le—i(6+(2knl;\')))]‘e-szf:ilN, (3)
(=0,1,2,...,N=1)
(oder 2 =[ - /2], [=N/2]4+1,...,[N/2]=1)
sind, wobei
p=qe,

ist, mit g reell positiv und 0<6<2 7.
Wenn man den Integrationsweg ¢ zu einer innerhalb der Kreis |t|=|p]|
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liegenden Integrationskurve ¢ umformt (¢f/. Abb. 1.), dann erhdlt man aus (2)
und (3)

Al ol (8+(2 - —_ ol vy - s mf
,?;;pr,ws]mws(z) - 11\[' Eexp[g (ge"? H(2kn/N) —qe '(6”'/‘“1‘\”)}'6 2hsaily
1 o0 z/( 1 §o- T
* 2_{{.[91 at - exp| 5 ¢~ T).]""'}:A\"LPN @

Hier ist die Integration iiber ¢: im positiven Sinne um dem Anfangspunkte £=0
zu nehmen.

Imaginar
Kreis Il = /p//(
/7// Reell
t-Flache
ot .

Abb. 1. Integrationsweg in (2) und (4).

Der zweite Term in der rechten Seite von (4) wird

LS(OI—)dt'explvig (t B V]ti)'].\t—s—l'hvps.

2t v — pi"_
(0+) +®
-1
== _2 PV Jexas(2). (5)

(¢f. Watson: Bessel functions, Seite 20, Formel (4))
Die Ausdriicke (4) und (5) beweisen die Formel (1) fiir positiv ganzzahliges
N.

Man bemerkt sofort dap der Satz 1 auch fiir ganzzahliges N verallgemeinert
wird.

Satz 2
Es besteht

ﬁ D rnval2) Jryiars(2)

PR
e-iﬁnlz 2N=-1

- 2 Np.f&'ﬁx_m . I>:-'; e_lk"'{za+W‘\"]5(iz(IJllzeikxl'v — ?— l/Ze—iknl‘\')} (6)
o=
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—~i3n/2 N-1
e —jkni2a BN . 12 dkniN ~1/2 -~ ikm[Ny\
— 2Np‘2“'7(§)/2 . 2 e ikl “M“’]g{zz(ﬁ oeli.c“”j) I/e ik /\)?’ (6')
! k=~N

wobei N, «, und £ ganzzahlig sind, und N>0.

Bewei
Nach der Formel vom Buch: , Watson, Bessel Functions, Seite 150“ erhdlt
man, fiir ganzzahlige N, «, und B,

2 P owsal2) Jrmvanal2) = i > p""j A0 Joryrsars(22 cos 0)« cos B0,  (7)

po=—0

(fiir N, &, und 8 ganzzahlig)
wegen

]—5(2) ={(- 1)B]ﬁ(z) "—“]5( - 2)7

fiir ganzzahliges p.
Unter der Beriicksichtigung von (1) erhdlt man sofort den Ausdruck:

:Ziwp?w]rﬂ+a(z)]rw+¢+5(z)

1 r 2N~-1

—fthm(2at3)/N
= TG aTAY T T e X
2 Np(z a+3)/2 - 2

/2 .
X g df+cos B0+ explz cos 0+ {pl’z R — pTIRgmiknIN
0

—i3m/2 2N~

= “2T\?}5<73W+a>/2" by IR ] (eI g iknlyy
: ; =0
+ 1Eg{zz(1>]'9 ikx)N _p—llze—ik«n/N) }]' (8)

Gleichzeitig erh#lt man unter der Beriicksichtigung von (1')

200 PrN]rN+a(Z)]rzv+a+5(Z)

= -0
—i3n/2 N-1

e —ikm(2a+3) /N . j2_ik=|N - ~ikn/N
= 'é”ij‘a;Tm'z”',zNe (et DINLL T Lg( pH e IY — pT MR )
o= —
+ z-Eﬁ{iz(pllZezk::/N - p—1/2e—zk7c/N) }] (8/)

Hier ist die folgende Formel gebraucht:

)2
exp[z—gl_}-go df+cos r0-exp{ —ip cos §)

- /2
exp[zfz ]YO b+ Texp{i(y0 —pcos )} +exp{i( — v0 —pcosf)}]

Il

~ ex p( «]'[S:‘/zdﬁ'exp{i(rﬁ —pcos)} 5;“/2dﬁ-exp(i(rﬁ — pcos 6)}]

/2 AT
= ilgf]-f_ /2d6°exp[i(70-—p cosf)]= - \ dbeexpli(r6 — psin )]

0

|
[N
)
<
k=l
=

%Z [3:(p)+iB:(p)], (fiir nicht ganzzahliges 7) (9)
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wobei J;(2) und E.(z) beziehungsweise eine Angersche Funktion 7-ter Ordnung
und vom Argument z und eine Webersche Funktion 7-ter Ordnung und vom
Argument z sind (¢/. Watson: Bessel [‘unctions, Seite 308).

Fiir ganzzahliges B erhilt man

Jl=2)=J-3(2) = (= D"(2) = (= D¥al2) = J-3(2) = J( —2), (10)
und

E_g(2) = (= 1)°Ey(2) = — E( = 2). (11)

Eine Webersche Funktion ganzzahliger Ordnung hat eine Beziehung mit
einer Struveschen Funktion derselben Ordnung (cf. Watson: Brssel Functions,
Seite 336), namentlich;

Ll 3)(397

woomee F(n + —% - m)

En(Z) - Hn(z),

und

1 1 \mremt
RIS R it 1 I
m=o F(17z + 5 )

fiir positiv ganzzahliges n, wobei H,(z) eine Struv sche Funktion n-ter Ordung
und vom Argument z ist.

Im Ausdruck (8) berechnet man weiter k-Summierung der rechten Seite und
man erhdlt

2N

~1
}_1 e—lkﬂ(zu"ﬁ)/\’ [j (1z(pll" iha/N p—ll" =ik N ) + th(ZZ(p”o thwfN p—l/‘.’,e-tkr.l.\')):l

k=0

£

r—t ) )
— e—nlu- N2at+p)in/N, [f (zz(p'lz ikEN®/N _p-llZE—HkJr.V)nIh)} +

k=—N
+1Ex{1z(p’/2 RN RN _p—llze—i(kf.v)gl,v)}]
=(-1) E g kRN [T —iz( " zk-/v_p—lfze-ikxlx)} +
k=—N
+ B — iz peFIN — pTiRgm kRN

Wegen (10) und (11) erh&lt man sofort
2N

E e—xkn(zun)h\ [] JZZ(ﬁW ikn/N p—me—sknln )+ th{iZ(pw thn/N p-xlze—:kx!.v)}]

k=0
_ sz-l e_,k»z('»a+m/v [J {’z(pllz ik=IN p-l/ee—iknm)}_
==N
—iE; {12(?1/2 ikn/N p—llze—ikz/.\i) }]
Vergleicht man (8) mit (8) unter der Beriicksichtigung von der oben

erhaltenen Identitdt, dann erhilt man die Formel:

z pr\]f‘lvu(Z)er«l-a ,X(Z) =

r=-x
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-i3=2 2N-1

P \ T v . 2 ilnfs —1/2 —ibn/y
— z'N:p'iz_u'Z}%'j']z" "2:‘-‘!’8 xk-:("af{i)l\_]3{1z(pll"eth/v_p 12, xkn/\:))

—ipn/2 N=1
PR

— é '@73;537 . k‘}’\__‘ \'e—tkn 2a RN J (l..\i)lﬂ iknjN p—llze—ikr.l.\') }’
die den Satz 2 beweist.

Spezialfille von dem Satz 1 und dem Satz 2

1) Wenn man N=2 M und p¥=A (reell) in (1) annimmt, erhilt man

2 A ]zru*s(Z) =

rea—-wo

1 201 ) . o o
= oyp E e‘{p[ C(AYRW G g =12 ik /V)J iks

1 M-w] My il - —fk=] iks =
_ . }_, exp[ (Amz 1) i/ _ - A IIZUJe i u)J —iks=/u
2 MAsI @ A
(12)

(-1 W@ ki —y2mn —ikmtny |, —iksmin
= o pMAsEw " E exp[ o V. — AT e )J-e’

Fiir M=1, A<0 und s=ganzzahlig gerade, ist diese Formel wesentlich nichts
anderes als der von Kashiwamura® hergeleitete Ausdruck. (¢/. Appendix B von
seiner Abhandlung)

2) Wenn man p=¢ im Satz 1 und im Satz 2 annimmt, erhilt man bezie-
hungsweise

rgjweir'\!ajmns(z) = TVel"” J\Elexp[ iz sin (6 + 2 ]1\2,”- )J-e‘m“"ﬁ" (13)
und
5 a2 rers(2) =
= QWNZ:.T:fB,a,z '2218_'“‘2“””‘ Jo} =2z sin 3+ ~%~)} (14)

3) Fiir N=4 M und 6=0 in (13) erhidlt man sofort eine Formel:

;_- Jeruss(2) = Z'fl" 4}:i=}lexp[ (z sin 2k;l - -21152 s)]

1 2 M-

aM kElue"p[ (2sin sz 2k77’f‘4 )]

- (4—]‘1-4)3 :izzluexp[ (z sin 2kjlw + —ZZ%TZ s) ]

Il
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M-1 -
‘( 1 k_E;,Mcos[z sin ZkM] cos g—"&[s—. |
{l (fiir ganzzahliges gerades s) l} (15)
I A M}_J:‘l [z sin i ]»sin ks |
} 2 M = 2M 2M’ |
L (fiir ganzzahliges ungerades s) J

die mit der von Hemmer?® berechneten Formeln iibereinstimmt (¢f. Appendix 1

von seiner Abhandlung).
4) Fiir N=2 M und =0 in (14) erhdlt man

2 ]27M+@(2)]27M+m+(3(z) =

F—-y

. ( - 1)5/2 = —ikn(2a+p) /(230 _ . kw
= 4—M p---.zMe j{;( 2ZSIH‘2“M’)
(=D _peetspien kr
= 537 k;,!ue ](2ZSIHZM)
(=0 (2 a4+ B)kn kx
= oM A:Z_}M Ccos oM ]3(2 z sin 5 M) (16)

(fiir ganzzahliges gerades §)

und

+w
E fzmw(zvzrmww(z) =

r=—c

e—iﬁnlz 2M -1 ” . .
<V ~iky 3
e thw(2 et Bi/( 11),]0( —

P 7
UM S ¢ 223“‘2M>

. _1‘)<6-1>/2 -1 .
( oS grikneerpiem g (223111 kn )

il

2M [y 2M
(B—13/2 M1 2 . w
LB B e e ) an

(fiir ganzzahliges ungerades )

Diese Formeln (16) und (17) stimmen mit den von uns gegebenen Formeln''®

iiberein.
5) Fir p=A und N=1 in (6) erhdlt man

+Z}m Ar]r+m(2)]r+a+(s(z) =

—-i3m/2
= 5 wrm LI2(A = A7)+ (=D - i2(A4" = A7)
= ‘;1(7&2”2 Jiliz(A™ = A7)} (18)

6) Fir A=d® in (18),

2 a”]r+a(2)fr+a+f’(z) 2a+ﬁ ﬂ{”( %z_)}

r=—o
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1 1 ‘
=‘5fm']3{z<“" )b (192
wobei I:(z) =7 "J,(iz).
7) Fir a=14b in (19),
+ o — a
r:z__}m( - l)rbzrfr+a(2)]r+a+3{2) = v(bz?}?g)?* ']5{ Z(b+ %‘ )} (20)

Dieser Ausdruck mit a=0 stimmt mit der von Nielsen hergeleiteten Formel¥
tberein, und hédngt mit einer Additionsformel zusammen. D.h., man setzt x fiir
bz und y flir z/b in (20), so gewinnt man:

)(2a+5)/2 + @

3 =0 (B ) s, D

Jelx+y) =( —-1)"‘-(_5;
8) Fir p=1, N=1, und =0 in (6) erhilt man
:Zi} Jiva(z) = Jo(0) = 1. (22)

9) Fir beliebiges ganzzahliges 3,

2 ]r+a(2)]r+a+5(z)

e-i(m/z : —ikw(2 atpB) . ( ik ~ik
== -g})e 7 B Tz (€™ — 27 ) }
- E o+ (-1
=3 B 7:(0)]
=6p,o- (23)

10) Fiir a = —s, a+f=s, und B =25 in (28) erhilt man
?‘:: Jr=s(2)]r+s(2) = Os, 0. (24)

11) Man setzt A=1und f= —2« in (18) ein, multipliziert den Ausdruck
mit ( — 1)*! und erhilt die Formel:

+ 0

tZ ( - 1)r—1]r+a(2)]a—r(z> = ( - 1)(1..1 6a,0; (25)
die eigentlich nichts anderes als (24) ist. Dieser Ausdruck fithrt zur folgenden
Formel :

+ 0

S~ 1 real2)amr(2) = 5 LTH2) = (= 1) 0], (26)

die von Nielsen gegebenen Formel™ enthilt.

Diese Arbeit ist finanziell vom Toékai Gakuzyutu Syoreikai unterstiitzt, woflir wir ihm
unseren verbindlichen Dank aussprechen.
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