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1. Allgemeines

In dieser Abhandlung werden die die erzwungene Schwingung betreffenden
Phinomene in der linearen Servoanordnung, bei der nur die Reibung nichtlinear
auftritt theoretisch genau analisiert.  Die nichtlineare Reibung besteht aus
Coulombscher und statischer Reibungen. In die zwei Klassen, d.h. die einerlei
Schwingung mit intermittierender Einstellung in einer halben Schwingungsdauer
und die andere ohne diese, werden die erzwungenen Schwingungen in solch
einem Systeme eingeteilt. Es scheint, dass die Untersuchungen,’~* die bisher in
diesem Thema angestellt worden sind, meistens die letztere von den zweierlei
Schwingungen behandelt haben und die erstere, auf die die Analysis in diesem
Aufsatz Gewicht legt, unbekannt bleibt.

2. Grundlegende Verhiltnisse zur erzwungenen Schwingung

Bild 1 zeigt das dquivalente Blockdiagramm einer Servoanordnung 2.
Ordnung mit Eigenfrequenz w,, die durch die Normierung von r=w,{ gewonnen
wird.  7(t), x(r), %(r), y(r) und z(r) in

YT X)Xl ) 7(T) diesem Bild stellen jeder das Eingangssignal,
_;ﬁ#{gﬁ e @Tw das Eingangsdrehmoment im Motor, das
1 r._wﬂ S wirksame Drehmoment, die Geschwindigkeit

; S Ng § der Drehschwingung und den Drehwinkel

| (Regelgrisse) des Motors dar. f(r) ist die

Bild 1 Ausgangsgrosse des nichtlinearen Reibung-

selements Ny, deren Eigenschaft durch
folgende Gleichung bestimmt wird.

f()==xF, (t)=20; f(r)==*pk, y(«)=0 (1)

In einem solchen Systeme ergibt sich x(7) aus folgenden zweierlei Differen-
tialgleichungen wechselweise in jeder Hilfte der Schwingungsdauer.

() +2 () +x(c) FF=7(r)+2 L (v) (2)

Nun Idsst man den Moment, wo v(r) null ist, die Ursprung der Zeitachse
liegen und die Phase ¢ der Eingangsgrosse 7(r)=R sin (or+¢), die unbekannte
Grosse. Dann kann man folgende Verhdltnisse finden als Losung der Gleichung
(2) fiir die Anfangsbedingungen von x(0)=x und £(0)=wR cos ¢.
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2(7) = R sin (wr + ¢) — 2(z), (3)
) . 0<r<rn/w
z2{r) =RA(r) sin ¢+ RB(z) cos ¢ + (x— F)C(z) - F, (4)
§
Alr) = M sin (vt + ) + Véme cos (V1—C2 ¢+ B) + - 1/1 s;n(\/lwmc"f’“r—kr)}
oM — i
B(T)=MCOS(COT+0:)+W——&2— “sin (VI=Ctr+d) ¢ (5)
l
=gt
C(r)—\/— sin (W1—¢Tt +4) J!
(1= =1+ e® <
=tan ' -=—_21, g= L Zodmel) 1VATeT
I3 an 2 Cu, B =tan V= (1= o) 7=tan c ©
L 2817 1
—_— 1—-——-———*———.— —
0 = tan 21+ M V—otird iyt )
Die Drehungsgeschwindigkeit, v(z), ist:
y(0) = 3(¢r) = RA(z) sin ¢ + RB(¢) cos ¢ + (xo— F) C () (7

3. Bedingung fir die erzwungene Schwingung mit intermittierender
Einstellung im nur Coulombsche Reibung enthaltenden Systeme
Bild 2 zeigt ein Beispiel der erzwungenen Schwingungsformen mit inter-

mittierender Einstellung in verschiedenen Teilen des Systems. Wenn der absolute
Wert des Drehmoments |x(iz/w)]| im

A Moment t=iz/w, wo y(r) wieder null
Yee) . : —T wird, kleiner als F ist, bleibt die Drehung
\/ 510 %' N/ des Motors von jenem Moment bis zum

L Moment r=n/w, an dem |x(x/w)| gleich

‘ ! F~g:/;?\ F wird, einstellen. Daraus folgen y(r)=0,

o flumg o ETT > \:M.C z(t)=z0z/w)=2(r/w) und x(t)=f(c)=R
k_w/ : ' ; N sm(wr—}-gp) —z(An/w) bei Info<t< /o,

P S dh., f(r) hilt sich gerade dem x(r)

Yeo)- M-fx%;l/ﬁ\ : == Gleichgewicht. Je kleiner sowohl die
\/{?;ﬁ I »!Q/ Eingangsgrosse R als auch die Winkelfre-

quenz o werden, desto merkwiirdiger wird
diese Erscheinung weil sich x(r), die
\/ T z Regelabweichung, mit Verkleinerung von

N T<\/ o und R vermindert. Aus dem vorher-

pM/£§)+PAm§D - gehenden Verhdltnis wird folgende Be-

fo) I( 3 TF L? e dingung deduziert, unter der die Schwing-
‘w‘“( cbENE -F /— ung durch ein Intervall von (1-2)x/w
) \%r*—‘ in jeder Hilfte der Schwingungsdauer
Bild 2 intermittierend einstellen muss.
Mirfw) =0
=—x(n/w)=Rsin ¢ +z2(ir/w) (8)

[%()|<F, Ixlo<t<n/w
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Wir substituieren v(iz/w) und z(iz/®) in (8) durch diejenigen, die mit den
Setzungen von x%=+F und r=Az/0 in (4) und (7) gewonnen werden.

AQirlo) sin @ = B(a/w) cos ¢ =0 | (©)
RIF(AGr/w) +1) sin ¢+ R/FB(ir/o) cos ¢ =2 |

o= tan"' BOUr/w)/ AQr/w) (10)
RIF=2/{AQGrlw)+ 1) sin ¢ + Bliz/w) cos ¢ (11)

4. Eigene Gegenresonanzen im nur Coulombshe
Reibung enthaltenden Systeme

Die erzwungenen Schwingungen in den verschiedenen Teilen gedachten Systemes
konnen nach der symmetrischen Eigenschaft der nichtlinearen Reibung nur die
harmonischen Komponenten der hsheren ungeraden Ordnungen enthalten. Wenn
irgend eine harmonische Komponente der erzwungenen Schwingung mit der
Eigenschwingung des Systemes ohne Zdhigkeitsreibung resoniert, kénnte sich die
fundamentale Komponente durchaus vermindern und die eigene Gegenresonanz
erscheinen. Aus den Setzungen von ¢=0 in (5), (6), (10) und (11) folgt:

_1 cos (A7) —cos (An/w) (

) = e - 12)

¢ =@ gy (Az)—wsin (Ax/w)

R i LS S 2)

F = sin¢[(1—w*)+cos (Ar) — o’ cos (iz/w)]+Cos o[sin (ir) —w sin (Ax/w)] ’

Man kann folgendes Verhéltnis haben, unter dem sich die eigene Gegenresonanz
dadurch erhebt, dass man R/F der Unendlichgrésse, dh. den Nenner von (13)
der Null, gleichmacht und ¢ mit Hilfe von (12) eliminiert.

[sin (Ar)—wsin (iz/0) = [(1— 0" +cos (iz) —w* cos (Amfw)]-
[cos (Az/w) —cos (Az)] (14)

Mit Bild 3 wird (14) illustriert. Namlich befinden sich darin die unzihligen
i i I ‘
—G.3 = G2
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nichtlinearen eigenen Gegenresonanzsirequenzen w.,_1 (#=2,3,...). In den
Fillen von 2<1 d.h. der Schwingungen mit intermittierender Einstellung verdndern
sich wegen der Nichtlinearitdt wsn-1 (#n=2,3, ...) je nach A Anderseits fixieren
sich @2n-1 an 1/ 2n—1 (die norminierte Eigenwinkelfrequenz, w:=1) in den Fillen
von A=1, dh. den Schwingungen ohne intermittierende Einstellung. Im all-
gemeinen sind (n—1) Gegenresonanzskurven auf dem Gebiete von #, das sich
mit dem Winkelfrequenzsgebiet von 1/2 n+1<w<1/2 n—1 identifiziert.

5. Sprungerscheinungen in der erzwungenen Schwingung
mit intermittierender Einstellung

5. 1. Fall ohne Zihigkeitsreibuug

Die R/IFF—} Eigenschaften bei konstantem w lassen sich wie im Bild 4 (a)
gezeig, berechnen. Auf dem Gebiete von n existieren (2—1) Werte von 4, die 1
praktisch nicht erreichen kénnte, wenn sich R/F auch unendlich verstdrken
liesse. Falls R/F von irgend einem grésseren Wert verkleinert wird, erfolgt auch
die Sprungerscheinung bei konstantem « wie es im Bild gezeigt ist. Das Ver-
héltnis, das o und 2 an den Punkten des Absprunges gibt, wird, wie folgt, dadurch
gefithrt, dass man ¢ in (12) betreffs 1 differentiiert und die Folge der Null
gleichmacht.

1/2 (w+1/w) sin (Ax) sin (Ax/w)+cos (Az) cos (Anfw) =1 (15)

Die Kurven Asn_1 (n=2,3,...) in Bild 3 ergeben sich in (15). Die Gebiete
zwischen s ,_; und A:n_1 (2=2,3,...) sind die weitesten, auf denen die Sprunger-

‘“‘_‘“F/r:

/

4 2z 4 & 3 0
|
s -
{=co5 i {
w=Y%s ! 4/
I N !
‘ :
1 i
[T //
f; /‘
4474
Ao N
05 ~ :
/ / \5=05
) gi / W=04
03— /,
i/
-C ‘/
ot/
, [ f
201 5 f
S L
3 16 24 0 < 2 12 16
3 2
i —— %

Bild 4 (a) Bild 4 (b)



92 Research Reports

scheinungen in den Systemen zweiter Ordnung mit nur Coulombscher Reibung
vorkommen kdnnen.

5.2. Fdlle mil kleinerer Zihigkeitsreibung

Bild 4 (a) zeigt auch, dass die R/F-—1 Eigenschaft auf dem Gebiete von 2
(im Falle von ¢=0.05) die einfache Sprungerscheinung mit sich bringt. Die
(n—1)-faltige Sprungserscheinung mit der Hysterese trdgt sich gewdshnlich auf
dem Gebiete von n zu.

Es geschieht, dass sich die R/ F—¢ Eigenschaft bei konstantem o wie gewundene
Schnur benimmt, der Sprungerscheinung in der R/F—1 Eigenschaft entsprechend
(v g 1. Bild 4 (b)). Bild 5 zeigt die w—1 Eigenschaften bei konstantem R/F mit
vielfachen Sprungerscheinungen. Die Gebiete zwischen Bin_i und Bhyoi (n=
2,3, ...) in Bild 3 sind diejenigen, auf denen sich die Sprungerscheinungen im
Falle von ¢=0.05 ereignen. Sie lassen sich berechnen, wie bei Ayn_1 (B=2,3,...).
In den Fillen mit grosserer Zahigkeitsreibung entsteht keine Sprungerscheinung
mehr und die R/F—2 Eigenschaften sind stabil und monoton (v g 1. Bild 4 (b)).

-

534

R R
— 5, /F—Ar

Bild 5

6. Einfiiisse der statischen Reibung

Man kann folgende Bedingung fiir die erzwungene Schwingung mit inter-
mittierender Einstellung in den Coulombsche und statische Reibungen enthaltenden
Systemen haben, mit Hilfe von (8) und der Setzungen von xy=+uF und r=ir/w
in (4) und (7).

R/FAQx/o) sin ¢+ R/FB(inlw) cos ¢ + (p—1) Clhn/w) =0 1 (16)
RIF(AQn]w) +1) sin ¢+ R/FB(n/w) cos ¢ + (n -1V CUn/w) = p+1 }
Wie in Bild 4 (a) und Bild 6 gezeigt, sind die R/F-1 Eigenschaften im jetzt
betrachteten Falle hart und besitzen die Hysterese, dagegen sind sie weich und

besitzen keine Hysterese im nur Coulombsche Reibung enthaltenden Falle.
Wie in Bild 7 mit den Kurven von C und D illustriert, befinden sich im
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Fall von #>1 imfolgedessen die zwel Grenzen, an denen die Schwingungen, dem
Zu-und Abnahmen von R/F entsprechend, vollstdndig einstellen. Kurve D verlduft
von Frequenz abhdngig. Die Gebiete III und IV iiber den Kurven C und D sind
jeder diejenigen der vollkommenen Einstellung. Kurven 4 und B in Bild 7, die
sich durch die Setzungen von A=1 in (9) bzw. (16) berechnen lassen, zeigen jeder
Beispiele der Verhdltnisse zwischen R/F und o bei p=1 und x>1, dass sich die
Schwingungen mit intermittierender Einstellung auf den Gebieten oberhalb dieser
Kurven bringen und nicht auf den Gebieten unterhalb dieser.

7. Erzwungene Schwingungen ohne intermittierende Einstellung
Die Bedingung fiir die oben betrachtete Schwingung ist:
| Hr/0)= =%, y(m/w)=0 (17)
Aus den Anwendungen oben erwihnter Bedingung auf (3), (4) und (7), folgt:
Alzlw) sin@+ B(r/w) cos ¢ = — (%/F~1) &(a/0)FIR (18)
(Ar/w) + 1D sin @+ Blr/w) cos ¢ = [/ F(1— C(z/0)) + (1+ C(n/w))IF/R ’

Durch (18) lassen sich R/F und ¢, die den Schwingungszustand mit der Anfangs-
bedingung von x(0)=1x geben, berechnen.

8. Zusammenfassung

Die Bedingungen zur die erzwungenen Schwingungen mit intermittierender
Einstellung und ohne sie werden in diesem Aufsatze genau deduziert. Zum ersten
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Typus von den zweierlei Schwingungen befinden sich die eigenen Gegenresonanzen
oder die vielfachen Sprungerscheinungen im Falle ohne Zdhigkeitsreibung oder
mit kleinerer. Die Gebiete, auf denen diese Erscheinungen vorkommen k&nnen,
lassen sich auch festsetzen.

Aus der Untersuchung der Einfliisse, die von dem Mitvorhandensein der
Coulombschen und statischen Reibungen herzuriihren sind, ergibt sich, dass sich
sonst die weiche R/F—1 Eigenschaft zu der harten verdndert und folglich die
Grenzen existieren, an denen die vollstdndige oder intermittierende Einstellung
beginnt, sich zu ereignen.
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