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第1章

緒　論

1.1　研究背景

L1.1　セル状固体

　セル状固体とは,セルの稜および面を構成する支柱または平板の相互につなぎ合わ

されたネットワークからなる構造体のことである圃.このような物質は自然界に多《

見られ,木材やコルク,スポンジ,珊湖などがその例である｡人類はこうした天然の

セル状固体を何世紀にもわたって利用してきた｡エジプトのピラミッドからは少な《

とも5000年以前に作られた木製品が発見されているし,ローマ時代にはワインびんの

栓としてコルクが用いられていた｡コルクやスポンジを自作の顕微鏡で観察した

Hookeは,これらがセルを基本単位として構成されていることをはじめて発見した｡

そして彼の著作紐c回汐�z必[2]の中の詳細なスケッチからもわかるように,セル状固

体の微視構造は,コルクのようなハチの巣状の非常に高い規則性を待つものから,ス

ポンジのような不規則な3次元ネットワークを持つものまで多様性に富んでいる｡

　近年,人類はみずからセル状固体をつくりだすに至った｡これらは体積中に多《の

気孔を有し,固体材料と比べて高比剛性･強度で衝撃吸収性にも優れており,日常生

活から航空宇宙分野の最先端に至るまで幅広く利用されている[坪紙やポリマー,金

属から作られる,ハチの巣状の2次元的なセル伏固体は八二カムと呼ぱれる｡これら

1
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は,安価なドアから宇宙航空用部材に至るさまざまな分野でサンドイッチパネルのコ

ア材として利用されており｡とりわけアルミニウムハニカムは宇宙船アポロ11号の

着地時の緩衝材として用いられた[1].　3次元的なセル状固体はフオームと呼ばれ;高

分子を発泡化してつくられるポリマーフオームは,クッション材や梱包材,衝撃吸収

材として身近なところで利用されている｡今日では金属を発泡化する技術も確立され,

商業的にアルミニウムやニッケルのフオームが生産されるようになった[3],これらは

安価でかつ成形性も良いので,工業材料としての使用が期待されている｡

　こうした背景から,八二カムやフォームといったセル伏固体の力学的特性を知るこ

とが望まれている｡しかしながら,セル状固体の力学的特性は,微視構造の変形特性

の影饗を愛けるから,固体材料の場合に比べて複雑になる[1,3],この中でも特に複雑

なものは,微視構造の座屈を伴う圧縮変形特性である｡

1土2　微視的座題と臣視的局所化の実験

　セル伏固体に圧縮負荷を加えると,セル壁あるいはセル辺に座屈が生じ,セル形状

は複雑に変化する｡この座屈は微視構造の座屈であるから微視的座屈と呼ばれ,この

微視的座屈が発生すると,セル伏固体は急激に剛性を失い最終的に崩壊する.したが

って,微視的座屈挙動を調べることはセル状固体の圧縮強度を評価する上で重要とな

り,これまでに多くの輿験による観察が行われている[1,3-24]･

　Gibsonら[1,4,6]は,正六角形ゴムハニカム(図1,1㈲)の面内単軸および二軸圧縮の実

験を行い,微視的座屈が生じると微視構造には規則的な座題モードが現れることを観

察した(図1,1(b),(c)),これらの座題モードは,微視構造を構成するセル壁の座屈が複

雑に組み合わさって生じており,図1,1(b)の単軸圧縮座屈モードと図L1(c)の二軸圧

縮座屈モードで大き《異なる,また,Papka-Kyriakides[9,15]は図1.2(a)に示される高分

子の円筒ハニカムに対して同様な実験を行い,Gibsonらの結果と同様にして,図l.2(b),

(e),(d)に示されるように,複雑な座屈モードが現れることを観察した,特に,等二軸

圧縮で生じる図1,2(d)の座屈モードは,その幾何学的形状から花状座題モードと呼ば

れ[25-271,Chung一荊1as[13,20,231によっても観察されている.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
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(a)

(c)

　　　　　　　　　　(b)

Rgバt,I　Buckling　mode　of　hexagonal　rubber　honeycombs[1,4,6],(a)undeformed,

　　　　　(b)uniaxial　compression,　(c)biaxial　compression.

ミ

ず叉叉叉ジ
(a)

(b)

　　　　　　　　　(c)　　　　　　　　　　　　(d)

Rg･　L2　Buckling　mode　of　circular　polycarbonate　honeycombs[9,15],(a)undeformed,

　　　　(b)uniaxial　compression,　(e)biaxiai　compression,　(d)equl-biaxial　compression･
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圖

　さらに,これらの実験[9,i3,15,20]では,微視的座屈が局所的に進行することが観察

されている.例えぱ,Papka-Kyriakides[9,15]の単軸圧縮では,図1.2(b)の座屈モードが

現れた後,図1,3(a)のように微視的座題が局所的に進行するようになるこまた,図1.3

(b)は,Zhu-Mms[19]の六角形高分子八二カムの単軸圧縮の実験結果である.　このよう

な微視的座屈の局所的な進展は,アルミニウム八二カムや金属フォームの実験[3,5,7,8,

10-12,14,16-18,21,22,24〕でも同様に観察されており,固体材料の局所化現象に似ている

ものの,微視的座屈の関与する点が異なる｡以後,このようなセル状固体における微

視的座屈の局所化を匠視的局所化と呼ぶ.

(a) (b)

Fig∠L3　Macroscopic　localization　under　uniaxial　compression,　(a)clrcular　polycarbonate

　　　　　honeycombs[9,15],(b)hexagonal　polymer　honeycombs[19].

4



1土3　従来の解析方法

　微視的座屈や臣視的局所化を調べるために,次のような方法で研究が行われているj

(1)規則的な座屈モードが現れる場合に,微視構造を弾性はり構造体と見なして,Euler

　　の座屈荷重を用いて座屈強度を調べる方法〔4-6,19,28,29]･

(2)有限要素法を用いて微視構造全体の解析を行い,変形挙動を調べる方法

　　[フ,9,10,20,30-32TI.

(3)均質化理論を用いて微視的分岐と巨視的不安定という異なる2つの尺度から検討

　　を行う方法[3･3-39],

　この節では,これらの研究の現状と問題点について述べる｡

　最初に,Eulerの座屈荷重を用いて座題強度を調べる方法とは,牽t生はり構造体の座

屈解析法[40,41]を応用したものであり,実験で現れる座屈モードを参考にして,はり

部材両端に作用するモーメントを求め,これを基にEulerの座屈荷重から,その構造

体の座屈強度を求める手法のことである,Gibsonら[4,6]は,正六角形ゴムハニカムに

生じる2種類の座屈モード(図1.1(b),(c))に対しでそれぞれ座屈強度を求め,実験結

果と比較することにより,その妥当性を確認した｡他にも,単純なセル構造を有する

八二カムやフオームに対してこの手法は適用され,実験結果との比較が行われている

[5,19,28,29],　この手法は,あらかじめ生じる座屈モードさえわかっていれば,比較的

単純に座屈強度を導出することができる利点がある｡しかし,座屈モードが未知の場

合や臣視的局所化が生じる場合,微視構造が複雑な場合には適用することができず,

応用範囲には限界がある｡

　つづいて,有限要素法を用いて解析する方法とは,微視構造全体にわたって有限要

素分割を行い,汎用の有限要素解析ソフトを用いて全体の変形挙動を調べる手法のこ

とである｡この方法は,Eulerの座題荷重を用いる方法と具なり,事前に実験結果を参

考にする必要がなく,微視構造が複雑な場合でも適用可能であることから応用範囲は

広《,初期不整を用いる方法[7,9,10,20,30,31]と分岐理論に基づ《方法[321がある,

　初期不整を用いる方法とは,座屈や局所化といった分岐現象に対して,分岐理論に

基づ《特別な取り扱いをせず,初期不整の影饗を利用して自然に分岐後の解析を行う
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方法のことである,Papka-Kyriakid州フ,9,10,30]は,セル形状に含まれる初期不整に着

目して,高分子の円筒八二カムやアルミニウム八二カムの解析を行い,図1,2(d)に示

される花状座屈モードや図L3(a)に示される巨視的局所化の発生を再現することに成

功した.さらに,Chung-Waas[31]は,初期不整を用いて円筒ハニカムの動的な微視的

座屈挙動の解析を行い,実験結果[23]との比較を行っている,　この方法は,通常の有

限要素解析ソフトを用いることができ,材料の非線形性や非可逆性も考慮することが

できるから非常に実用的である｡しかしながら,初期不整の与え方によって解析結果

は変化し一意性がな《,実験結果との得現性を確認することはできても,座題モード

の発生や巨視的局所化の進展に関する系統的な解釈を行うことはできない｡

　これに対して,分岐理論に基づく方法とは,初期不整を用いずに,分岐理論に従っ

て分岐点の探索や分岐点での解析を行う方法のことであり,Guo-GibsonL32]は,正六

角形弾性八二カムに対してAjBAQUSの座屈固有値解析[42]を用いて座屈モードの解

析を行った,彼らは,セルの欠損が正六荊形弾性ハニカムの座屈強度に及ぽす影響を

調べるため,欠損のない場合とある場合を解析し,欠損のない場合には,実験結果と

同様にして規則的な座屈モード(単軸圧縮では図1.1(b),二軸圧縮では図LI(c))が現

れることを確認した｡また,欠損のある場合には,規則的な座屈モードは現れず,欠

損個所を基点として巨視的局所化に似た座屈モードが現れることを示しており,こう

した分岐理論に基づいて座屈モードを調べる方法は,初期不整を用いた解析と異なり,

一意的に微視的座屈や匠視的局所化の現象を評価することができる｡さらに,群論的

分岐理論[43,44]によれば,分岐は対称性の喪央に起因して生じ,分岐の多重性と生じ

る座屈モードの間には密接な関係があるとされており,分岐の多重性を検討すれぱ座

屈モードの県統的な解釈ができると考えられる,しかしながら,Guo-Gibosnの解析[32]

では分岐の多重性について検討しておらず,単軸圧縮と二軸圧縮で座屈モードが変化

する理由について明らかにされていない｡

　なお,上述のような有限要素法を用いた解析[フ,9,10,20,30-32]では,解析領域に有限

体を考え,その境界端面に一様な変位もしくは分布荷重を負荷条件として与えて変形

挙動を調べる｡このとき,解析結果には微視構造の力学的特性のほかに境界条件の影

饗[24,45]が含まれた形で現れ,どちらが主要な原因となって微視的座屈や巨視的局所

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6
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化が生じているかを判別することは一般に困難である｡したがって,微視構造が本質

的に有する特徴を調べるためには,境界条件の彩響を排除できる周期境界条件を用い

ることが望ましい｡

　周期境界条件を利用して,微視構造を有する材料の特性を評価する手法として均質

化理論がある｡均質化理論は微視構造の周期性を基に構築されており,周期単位の解

析を行うことによって,数学的厳密に巨視的材料特性のみならず微視的な力学的応答

を調べることができる｡また,周期単位の解析には一般に有限要素法を用いるので,

どのような微視構造に対しても適用可能であり汎用性が高い｡

　均質化理論に基づき｡微視的分岐と臣視的不安定という2つの尺度から周期材料の

安定性を評価する手法において,微視的分岐とは微視構造の分岐のことであり,臣視

的不安定とは周期材料の巨視的接線係数の楕円性が失われることである.はじめに,

Abeyaratne-Trl皿ta印L11dislT33]が,弾性円孔板に生じる巨視的なせん断帯に対して,臣視

的接線係数の楠円性の喪失[46,47]を用いた臣視的不安定の検討を行い,微視構造の材

料が安定であっても目視的不安定が生じ得ることを示した｡この研究では,臣視的不

安定と微視的座屈との整合性が明らかではなかったが,Trimla印1idis-Maker[34]は,一

軸負荷を受ける長繊維強化複合材料の微視的分岐挙動をフーリエ級数に基づき解析的

に調べることで,その波長が無限大になるような特別な微視的座屈が巨視的不安定に

対応することを発見した.これを受けてGeymonatら[35]は,非線彩弾性材料で構成さ

れる周期材料の微視的分岐と巨視的不安定をr収束論[48]に基づいて議論レ微視的

分岐点での擾乱変位場がBloch波[49]で表されること,また,この波長が無限に長い

場合が臣視的不安定の生じる場合に一致することを示した｡

　Geymonatら[35]の理論によれぱ,臣視的不安定が生じるときには,セル数の依存性

を有する波動的な微視的分岐が生じることになり,このような徽視的分岐は臣視的局

所化に進展することが予想される.Trianta印iidis-Sehraad[3フ]は面内二軸圧縮を受ける

アルミニウム八二カムに対して,Bloch波を利用した第一微視的分岐点の解析を行い,

Bloeh波の波数を調べることにより臣視的安定性を議論した｡この解析では,分岐モ

ードの解析が行われていないのに対して,Larousslら[38]は,3次元弾性セル伏固体の

座屈強度を解析し,微視的分岐点のセル数依存性を検討するとともに,臣視的不安定
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に対応する微視的分岐点では,臣視的不安定がせん断型に対応する分岐モードが現れ

ること示した,また,Mieheら[39]の非線形弾性材料で構成される長繊維強化複合材料

の解析においても,Larousslらの解析[38]と同様にして,せん断型の巨視的不安定の発

生が確認されている｡ただし,図1.3に示したような巨視的局所化が進展するために

は,圧縮型の分岐モードが生じる必要があると考えられる｡しかし,これまでにこう

した圧縮型の分岐モードや分岐後の巨視的局所化の進展に関する解析結果は報告され

ていない.

　図L3に示すような巨視的局所化は,高分子八二カムや金属フォームの場合[3,5,

7-22,24]に観察されており,巨視的局所化を調べるためには材料の非可逆的な振舞いを

考慮する必要があると考えられる｡ところが,上述のような分岐モードや分岐後の挙

動を調べるための理論構築[35,39]は,いずれも初期配置を参照するような全Lagrange

形式であり,ポテンシャルを有する超弾性体に対して適用されているが,弾塑性のよ

うな変形履歴を有する材料には適用されていない.これまでに,弾塑性変形を考盧し

た更新Lagrange彩式での均質化理論には,Agah-恥hranj[50]や寺田ら[51,52]の研究があ

る.しかしながら,更新L貼range形式を用いて,微視的分岐までを考慮した理論構築

はこれまでのところ行われていない｡

1.2　本研究の取り組み

　そこで本研究では,更新Lagrange形式での均質化理論における分岐理論の構築を第

一の目的として,,この理論を用いて正六角形ハニカムの面内座屈解析を行い,複雑な

座題モードが現れるメカニズムや,微視的分岐が臣視的局所化に進展するときの検討

を行う｡このため,まず周期材料が巨視的に一様変形している場合を考え,更新

Ugrange形式での均質化理論の構築を行う,　ここでは,従来の理論[50-53]と具なり,

物質客観性の原理[54]が満足される形の均質化方程式の導mを行うレつづいて,得ら

れた均質化方程式に対して微視的公岐の検討を行い,更新Lagrange形式の均質化理論
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における微視的分岐条件を導出する｡それから,これらの理論を基に,正六角形弾性

ハニカムの面内座屈に対して分岐の多重性に着目した解析を行い,座屈モードが複雑

になるメカニズムを明らかにする.また,正六伯形弾塑性八二カムに対しても解析を

行い,セル数依存性を有する波動的な微視的分岐を調べるとともに,巨視的不安定と

の整合性を議論して,微視的分岐から臣視的局所化に至る過程を検討する｡

1.3　本論文の構成

　本論文は,次のように構成されている.

　第2章では,更新L包grange形式に基づ《均質化理論の構築を行う,このため,周期

材料が巨視的に一様変形している場合を考え,周期材料の内部に分布する状態量は単

位セルの集合に対して周期性[48]を有しているとする,　このとき,変位速度を目視的

一様成分とそこからのずれ(擾乱)成分に分離し,さらに,セル集合内での体積平均を

とることで巨視的変数の導入を行い,これらの関係式を不均質体に関する仮想仕事の

原理[55-58]に代入することで均質化方程式を導《,また,本研究で導かれた均質化方

程式が物質客観性の原理[54]を満足するかどうかの検討を行う,

　第3章では,第2章で導いた更新Lagrange形式の均質化理論において,微視的分岐

が生じる場合を考え,微視的分岐条件の導出を行う｡このため,まず構造物の対称分

岐座屈[43,59,60]を参考にして,擾乱変位速度場に生じる固有解が符号の入替えに対し

て巨視的に等価性を有するとして,周期材料が微視的に対称分岐座屈する条件を換討

する｡つづいて,微視的分岐の対称性を仮定することな《,一般的な微視的分岐条件

を導く｡

　第4傘では,第2傘と第3章で導いた主要な結果を,微視的分岐が生じる場合と生

じない場合に分けて有限要素法に基づく離散化を行い,その解析手順について説明す

る｡

　第5傘では,第4傘で示した解析手順に従って,面内二軸圧縮を加えたときに正六
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角形弾性ハニカムに生じる微視的座題挙動の有限要素解析を行う｡ここでは4つの単

位セルの集合に対して微視的分岐点と座屈モードの解析を行い,微視的分岐点での分

岐の多重度に着目して,複雑な座屈モードの発生に関するメカニズムを検討する.ま

た,生じる座屈モードに対して微視的分岐条件の成否を確かめる.

　第6傘では,第5傘で得られた座屈モードを用いて,面内二軸圧縮を受ける正六角

形弾性ハニカムの座屈後の解析を行う｡一般に多重分岐点では座屈モードは一意的に

定まらないため,座屈後に安定に進展する座屈モードの検討が必要となる｡このため,

特定の座屈モードが安定に進展するような拘束を諜して座屈後の解析を行い,内部エ

ネルギーを比較することで安定な座題モードの特定を行う｡また,目視的不安定につ

いても調べ,臣視的局所化に開する検討を行う｡

　第7傘では,正六角形弾塑性ハニカムの面内単軸圧縮の解析を行い,微視的座屈と

臣視的不安定の観点から臣視的局所化の発生について検討を行う｡このため,微視的

分岐点での座屈モードの波動性とセル数依存性を調べるとともに,この微視的座屈と

庶視的不安定との整合性を議論し,分岐後の解析により微視的分岐点から巨視的局所

化に至る過程を検討する｡このような解析を行うため,2×2個の単位セルの集合をサ

プユニットと考え,サプストラクチャ法を用いて2/Wツ2/Vのセル集合の解析を行う.

　最後の第8傘では,本論文の結論を述べる｡
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記号一覧

第2章

メ
　
y
　
汗
　
r
　
l
　
吊

Oj

o

(アび

弔/

私

びび

馬
ら
　
仙
ぐ
ぐ
J
ぐ
司

り

　　　　周期的内部構造を有する無限体

　　　　単位セル

　　　　ん個の単位セルyの集合

　　　　汗の境界

　　　　時間

　　　　yや抒に対する直交座標

a/氷　　座標がこ関する微分

　　　　物質導関数

　　　　Cauehy応力

　　　　公称応力速度

　　　　Truesdel1応力速度

　　　　Cauchy応力速度

　　　　変位速度

　　　　ひずみ速度

　　　　剛性

　　　　巨視的変位速度

　　　　擾乱変位速度

　　　　巨視的ひずみ速度

　　　　巨視的スピン

　　　　擾乱ひずみ速度
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xj･｡

　
　
　
　
゛
x
y
/
f

O
'
ー
　
#
‥

‘
.
C
　
　
/
/
X
X

|佇|

石
馮

孔
ち
り
琳
戻
ダ
ら
耐
糾
ダ
弓
ダ

剛体並進速度

状態量存､のセル集合ぽに関する体積平均

汗の体積

巨視的Cauchy応力

巨視的公称応力速度

巨視的Truesdd応力速度

臣視的Cauchy応力速度

境界rの外向き単位法線

変位速度昧の変分

臣視的変拉速度ぐの変分

擾否L変佼速度ぐの変分

Kroneckerのデルタ

臣視的ひずみ速度ぐの変好

目視的スピン弓の変鈴

　　　　特性解

端　　　巨視的剛性

　　　　物賃客観佳を満足しないど

第3章

祗,眺(幻

む(り

　
　
　
勾
'
肩

v
勺
　
μ
り

か
心

j
　
石

∠11 ∠12

非自明解,固有解,座屈モード,分岐モード

定数

単位セルy内の各相

車位セルy内の各相の剛性

二相を含む微小領域

微小領域jの境界

弗=でKnあ　j2-1らnjを満足する領域
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゛'-'

ぢ

　
　
　
　
　
　
　
D
　
　
　
勾

摩
i
　
　
　
　
町
斤
丿
　
町
/
!

　
η
　
　
{
r
　
　
｡
記
　
　
｡
な

瀕,

ダ

第4章

£
ぷ
j
y
げ
尽
恥
c
r
　
χ
λ
ら
'
ゅ
'

jlとホの界面

界面ぢでの単拉法線

ある時刻

基本解

分岐解

基本解と分岐解の差(((2)-ぐ(1))

時刻fでのど

接線剛性マトリックス

節点擾乱変位速度ペクトル

ぐを喪すベクトル

節点カマトリックス

転置記号

線形ひずみ,変位マトリックス

非線形ひずみ一変位マトリックス

‰9を表すマトリックス

ら(‰を表すマトリックス

どを表すマトリックス

ペナルティ数

拘束マトリックス

弗を表す節点ベクトル
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`心

第5章

ハ
び
　
　
　
y

ち

ら

　
　
　
　
　
　
7
　
　
　
　
　
　
　
　
　
判

･
£
　
　
y
　
席
　
　
w
　
ざ
　
　
痢
　
J
r
'

歩(‾30),ゆ(3o)

　
t
　
'
‘
皿

J
@
″
　
7
ゆ
L
　
　
i
な

7
a

R

第6章

ぴ
‘
ぴ

｡
鰐
　
為

初期状態におけるxi軸とセル壁間の角度

応力比

相対Kirehhoff応力のJaumann速度

等方Hooke弾性体の剛性

セル壁のヤング率

セル壁のポアソン比

スピン

セル壁厚さ

ゼル壁長さ

微視的分岐の多重度

ぴ-90･に生じるモードI

汐一士30･に生じるモードI

弗の大きさの最大値(=max(､/;ヌ))

正規化した座屈モード弗

(の大きさの鏝大値(=m則示叉))
正規化した擾否L変位速度(

直交条件を確認するための値

内部エネルギー

内部エネルギーひの変化率

臣視的ひずみ

ひずみ比
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心
ぺ
兆
昨
貳
ぬ
砧
石
ち
ち

第7章

馬恥
頃
　
σ

ερ

ど0 ぴ0

付録A

　
　
ぬ

凧
戻

9
　
　
e
　
　
p

C
　
　
C
　
　
C

応力比

法線ベクトル

アコースティクテンソル

方向ベクトル

z7,とxl軸との間の角

mjとxl軸との間の角

変位

荷重

八二カム平板の横方向長さ

八二カム平板の縦方向長さ

正六角形ハニカムの周期性に開する基本単位ベクトル

心流れ則に基づ《等方弾塑性体の剛性

単軸引張における真応力

単軸引張における対数ひずみの塑性成分

材料パラメータ

形状関数

形状関数凧に関するj町,jg

応流れ則に基づく等方弾塑性体の剛性マトリックス

等方Hooke弾性体の剛性マトリックス

C刈こ関する塑性成分の剛性マトリックス
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/G リ)

付録　B
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£
　
n
一

付録　C

O″

O´

焉から引こ構成式を変換するための7トリックス

横弾性係数

偏差応力

硬化係数

相当応力

降伏条件式

/=Oのときα=1,/≪Oのときa=Oを満たす値

総節点数

y番目の節点におけるぶの節点ベクトル

周期性を満足すべき節点の組合せ

各節点の組合せに対する拘束マトリックス

3×3の零行列

3×3の単位行列

局所座標

接線剛性マトリックスXの･固有値

接線剛性マトリックス£の下三角行列

接線剛性マトリックス£の対角行列

剛性方程式の境界成公

晰院方程式の境界以外の成分
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第2章

有限変形の均質化理論[26利

2.]L　はじめに

　1970年代に応用数学者によって理論展開された均質化理論[62-65]は,理論としての

整合性や数値解析における汎用性の高さから,工学の分野において,線形牽既問題だ

けでなく非線形問題に対しても積極的に適用されている｡線形弾性問題としてL6n6

ら[66-68]やGuedes-Kikuchl[69]によって紹介された均質化理論は,Suquet[57,58]によっ

て弾塑性問題への適用を検討され,応変形理論に基づ《弾塑性問題の均質化理論が,

Jansson[70,71]やSwan[72,73]らによって構築された,最近では移動硬化を考慮した研究

[74]も行われている,クリープや粘塑性といった時間依存変形問題は,まずラプラス

変換を用いて線形粘弾性や定常クリープの場合が解析された[64,75,76].これに対して,

Wu-Ohno[77]やOhnoら[78]は,時間依存の特性関数を導入することで,より一般的な

時間依存変形問題の均質化理論を構築した｡同様な研究として,数値解析の使宜性を

意識したMichelら[79]の研究も上げられる,つづいて,有限変形の弾塑性問題`の適

用がAgah-7n出r皿1[50]や寺田ら[51,52]によって行われ,他にも有限変形の均質化理論は,

Abeyaratne-Trl皿ta吊11dis[33]やGeymonatら[35],高野ら[53],岡田ら[801,石原一野口[81],

Mieheら[39]によって研究された.また,これ以外の研究として,ポロノイセル有限要

素法を利用した弾塑性解析[82,83]や,結晶すべりを考盧した多結晶金属の研究[84,85],

固有ひずみの解析解を利用した弾塑性解析[86],ひずみ勾配依存性を考慮した研究
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[87,88]などがあり,大野[89]や寺田[90]により詳しく紹介されている,

　上述のように,有限変形の均質化理論もすでにいくつかの研究で議論されでおり,

基準にする状態の違いから全Lagrange形式[35,39,81]と更新Lagr皿ge形式[33,50-53,80]

の理論がある｡材料の構成式の形によって2つの形式は使い分けられ,構成式が変形

履歴を有し速度形で表されるような場合には更新Lagrange形式が用いられる.ここで

有限変形の構成式には物質客観性の原理[54]が諜されるが,更新Lagrange形式の均質

化理論では,これまでのところ物質客観性の原理の満足される形の理論構築がなされ

ていない｡

　そこで本章では,更新Lagrange形式に基づ《均質化理論の構築を行い,物質客観性

の原理の成否についての検討を行う｡このため,周期材料が巨視的に一様変形してい

る場合を考え,周期材料内部に分布する伏態量は,ん個の単位セルyの集合をんyとし

て,仔毎に繰返される周期性[48]を有しているとする,また,変位速度を臣視的一様

成分とそこからのずれ(擾乱)成分に分離して,セル集合内での体積平均をとることで

区視的変数の導入を行う.　これらの関係式を不均質体に関する仮想仕事の原理[55-58]

に代入することで均質化方程式を導き,この均質化方程式に対して物質客観性の原理

の成杏について検討する｡なお,本論文では,特に断らない限り総和規約を用いるこ

ととする｡

2.2基礎式

　周期的内部構造を有する無限体Jを考え,タには物体力は作用しておらず,臣視

的に一様変形しているとして,その変形挙動を更新La評mge形式で解析する.Jの

単位セルをyとするとき,Jに臣視的負荷を与えると,微視的変形はy毎に周期性を

持って生じるが,微視的公岐が起きると微視的変形の周期単位は一般に大きくなる

[48].このような変形挙動を解析するため,£個のyからなるセル集合抒を考え,(図

2.1),その境界をfとする｡抒を周期とする空間的変化を好周期的変化と呼ぶことこ

18



(b)

　　　　　　　　　　　　　　(a)

Fig.　2.1　1ntemal　structure　of　periodic　material,　(a)lnfinite　body　菌(b)periodicai　unit

　　　　　satisfied　with　汗-periodicity　eondition　(mustration　is　4　×　4　ceils),

とにする.なお,時間zでの汗に対して直交座標吊(f=1,　2,　3)を設け,今後,ベクトル

およびテンソルはこの座標に関する成分で表レ　Ojま座標吊に関する微分を･また

(')は物質導関数を表すものとする.

2.2.1　微視的関係式

　セル集合汗内のCauchy応力の分布をら(xj)と表す.ここで太字xは座標吊の関数

であることを示す｡このとき,応力の釣合方程式は

(7μj =0 (2.1)

と書ける.また･更新L屹range形式での公称応力速度を札とすれば･速度形での応

力の釣合方程式は

πμj =0 (2.2)

と表される･さらに･Truesde11応力速度をち･Cauchy応力をらとすると･次式が成

り立つ｡
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吹｢心･

　　　　　　　　　　　　　　πμ゜タμ+ぴ/が4は=ぴμ十びμ£らj‾び沃M/j『

ここでi,は変位速度を示す･

　タの各構成相はそれぞれ亜弾性材料からなり,その構成式は微視的に

と表されるとする.
`9●

Q-

　　　　　ち(xμ)sc卵(£μ)ら(xμ)

こでらは,更新L貼range形式でのひずみ速度を示レ

ら゜{ブ(£1り+1ら)

と定義される.また‰は･剛性を表し･条件

C砂7 sりs‰sc梅

(23)

(2,4)

(2,5)

(2,6)

を満足するものとする｡

　ダの内部変形は汗周斯既を有するとする･このとき変形速度味は,次式のように

区視的成分と抒周期的な擾乱成分居に分離でき,

嵐面?
　　　｡参

+£む (2.7)

と書ける,本研究のように匠視的一様変形を考え,更新Lagrange形式で解析するとき,

ぐは臣複的ひずみ速度ゆ)とぽ視的スピン硝(z)ならびに剛俸娃進速度か)を用い

て

と表すことができる｡

うに表される｡

ここで

　　ぐ(バ)s[ぐ(″)゛弓(″)ド戸ぐ(')　　　　　　　(2･8)

このとき,式(2j),(2.7),(2,8)より,ひずみ速度場は次式のよ

ら(x,t)ぺ?(t戸ぢ(J･Z)

↓
2

　
10
好｡
ど 砿+屹)
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`･F゛

t_

ど4=杏(怖j+£らj)

である｡なお,ぐはメ内で一様であるが,

度ぐと同じ《汗卸蛸性を有する,

2.2.2　巨視的変数

巨視的変数を導入するため,セル集合んyに関する体積平均を

こで

凡 s　S/･

㈲= r
心

むy

ら

(2.12)

(2.13a,b)

(2.14)

(2.15a,b,c)

(2.11)

擾注ひずみ速度ぐの発察は,擾乱変佼速

=〈ち〉

上｡
|抒|

と定義する,　ここで|汗|は抒の体積を表す,

　まず,式(2,9)に上式を適用し,弐(2.11)を代入した後に発散定理とぐの汗周期栓を

用いると次式が示される[64]･

〈ら》一ぐ･〈(〉-(

したがって,ぐが目視的ひずみ速度,(が臣視的変拉速度勾配を浚す.

　次に,微視的応力速度の関係式(2.3)に式(2.12)を適用すると,次式のような区視的

応力速度の関係式を示すことができる(次節2.2.3参照)｡

゛J｡硲s弗け石jむ一礼ぐ,1

石,･ちおよびぺは･それぞれ

　　　　　　　石=〈ら》,ぺ=〈札〉

と定義される.式(2.14)を微視的関係式(2.3)と比較すると,両者は完全に同じ形をして

いることがわかる｡したがって,上式により定義される巨視的な応力および応力速度

は･微視/臣視的整合性を有すると言える.なお･式(2･14)においてちs〈叫〉である

ことに注意する｡
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2.2.3　臣視的応力速度の関係式(2.14)の導出

式(2.3)に体積平均式(2,12)を適用し,定義式(2,15b)と(2.15c)を用いると

　　　　　　　　　昧･゜Sμ+〈(7jら〉゜〈∂μ十びメり〉‾〈(私ら泳〉(2,16)

となる,また,五ift(2,15a)の物賃導開数を取り,判汗|/ぷ=心訓汗目こ注意すると,

ち゜〈ら゛(7泳j〉-〈ら〉ぐj

が示される.さらに式(2.7)より,

〈らら〉=〈り〉硲+〈らら〉

となり,上式の右辺第2項は部分積分と発散定理を用いると次式が示される.

工yぴμ疋メy°∫rぴμ1訥汐r‾Jlyぴjりぐjy

(2.17)

(2,18)

(2.19)

は･境界fの外向き単位法線を示す.この式の右辺第1項は‘7戸1の反んy周
--　ヽ

゛゛で弔

期桂と(の汗周斯院により饗となり,また渠2項ば釣合式(2仰こより消失するから

〈らら》=o (2,20)

が成り立つ.　したがって,式(2,17),(2.18)および(2,20)を用いると,式(2.16)は巨視的

応力速度の関係式(2.14)となる,
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2.3　均質化理論

　この節では,前節で述べた基礎式に基づいて,周期材料が巨視的に一様変形してい

る場合の仮想仕事の原理を有限変形で議論する｡それから,この原理を用いて均質化

方程式を導く｡また,導いた均質化方程式について物質客観性の原理の成否について

検討する｡

2.3.1　仮想仕事の原理

　微小変彩での周期材料に対する仮想仕事の原理は,Hm[55,56]の示唆に基づいて

Suquet[57,58]が示している,この原理は,有限変形の場合に更新Lagrange形式で次の

ように導くことができる｡

　擾乱変位速度場ぐ(x,0の任意の変分を珂(z,z)とすると,駒合方程武(2,2)は,感好

積分と発散定理を用いることにより,弱形式

ly元μ‘5(メy‾jTr馬jμ&i沁rso (2.2i)

に変換できる.上式の境界積分項は･･5ぐの抒周期佳とら札の反汗周期栓により鴬

となる｡したがって,上式は

r
よ 分μδ(メy'0 (2,22)

となるから,式(2.7)と式(2,15b)を用いれぱ,式(2.12)の関係より次式が導かれる･

　　　　　　　　　　　　　　　〈札j(ノ〉=万j(　　　　　　　　　　(2.23)

`9･

Q~ こで似とjぐは,それぞれ昧とぐの変分を巍し,
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〈似j》一j( (2,24)

を満足する｡

　式(2.23)の左辺と右辺は,それぞれ更新Lagrange形式での微視的仮想仕事率の体積

平均および巨視的仮想仕事率を表すから,式(2.23)は仮想仕事の原理として次のよう

に解釈できる.すなわち,釣合式(2.2)と微視/巨視関係式(2,15b)を満足する応力速度

場札(xj)に対して･式(2.24)を満たす任意の仮想変位速度場如,(x,りを考えると･巨

視的仮想仕事率は微視的仮想仕事率の体積平均に等しい｡

2.3.2　均質化方程式

式(2.23)Cこ式(2.3),(2.4),(2j)および(2,7)を代入し,整理すると,

[7Tれにく(り祁訂斤M琉け鮭訪汁ぐj仲メ仙ダ吋バ斤M親け鮭yべljトO　　　　(2,25)

となる.ここでらはKloneckerのデルタを表す･上式において･j(

し《任意の値を取るから,次式が成り立たなければならない

仄=〈(仙+心ら,)(硲+ら)》

〈(eゅ゛松り)(弗゛()べj〉=0

ここで珂は好周期性を満足する径意の速度場である.

　さて,式(2.20)の関係は,次式の形でも同様に成立する.

　　　　　　　　　　　　　　　　　〈らべj〉=o

この結果,式(2,26)は式(2.14),(2.15)および(2.20)に注意すると

　　　　　　　　　　　　　　　　札=〈e肖(4+o〉

に帰着することが示され,また式(2.27)は式(2.28)より

24
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となり,式(2.6)より〈仙χご》=《

はc卯

〈(‰+邸仙)ら吠j〉=一稽〈c/(》 (2jO)

となる,式(2,29)と(2,30)が均質化方程式であるが,式(2,29)は微視的構成式(2,4)の,セ

ル集合抒に関する体積平均にほかならない｡一方,式(2.30)は,現時刻fでの仔内の

微視的応力分布ら(x,りが既知であるとして･臣視的ひずみ速度4に対する擾否L変拉

速度場ぐ(xj)を訣定する境界値問題である,

2.3.3基本解

　戎(2,3o)を解くことにより,ぞ(x,z)が一意的に求められるとする.このときぐ(x,z)は

式(2,30)からわかるように4と線形関係にあるから,微小変彩の場合[62-69]と同じ《

と書ける｡
`ヂ゛

Q= こでがは,境界植問題

(-/認

〈(e｡け邸7j)詐が5(〉゜-〈らμ(〉

の解を示し,ど=ぞを満たす,

　式(2.31)が成り立つとき,巨視的構成式(2.29)は

　　　　　　　　　　　　　　　札=G4

となる｡ここで､

であり,cぶ,

c昌s〈c卵十c知9χy9〉

(2,3　1)

(2,32)

(2.33)

(2,34)

と同じ対称佳を有する.すなわち,戎(2,32)において,べは怪意

の汗周期関数であるから,瀕7=ズ″を代入することで,

〈(‰+ら(リχ乙ぐ〉=-〈りぐ〉 (2,35)

‰ズ7〉であるから･式(234)に戎(2･35)の関係を適用す
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ると,

(芯=〈り-(e｡けら刄｡)肩4χ乙》

となる,　これより,式(2.36)においてχグ=ぞであるから,

G =Cべ

となる｡

　このとき,馮は式(2.14)と(2,33)より,

ふ゜cユ=c昌

次のように表される｡

昧･s£jン1rj

(2.36)

(2.37)

(2,38)

ここで,

　　　　　　　　　　　　　　　　　塔゛cント心石　　　　　　　　　　　　　　　　(2.39)

であり,ら一砥が成り立つ,なお,らが楕円性を失うと,臣視的不安定が生じる

[46,47]･

2.3.4　物質客観性原理の検討

　式(2,27)は,式(2.28)を用いると式(230)となるが,単純に変形すると

　　　　　　　　〈(e｡゛ららz)らj(》゜一硲〈(eゅ+心ら)j(〉

となる,　このとき((x,z)は,境莽植問題

〈(‰け邸74)城声ら〉゜-〈(%/+心ら)似し》

の解ダ(･ダ)を用いて,次武のように浚される,

さらに忿証ま･上式と式(2,4),(2.9),(2,11)および(2.15c)から

　　　　　　　　　　　　　　　26
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を介して,式(2.8)に

sド〈‰吋‰訣乙〉屯 (2,43)

となる｡

　式(2,42)と(2,43)が,更新ラグランジュ形式による従来の結果[33,50-53]である,しか

し式(3,42)と(3.43)では,硲=娼+砿であるから,臣視的スピン砿によって形戎上ぐ

およびj9 が生じ得ることになり,物質客観性の原理[54]が陽には満足されない,これ

に対して本研究で導いた式(2,31)と(2.33)では,砿が堀れないから,物質客観性の原理

が陽に満足される.

　なお,擾乱変拉速度邨ま式(2.31)に示したように巨視的スピン砿の影饗を受けない

が,現時点までに生じた擾乱変位は,物質点の座標の変化

吊(z)=吊(o)+∫l(zj

より硝とともに回輯する.

27
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2.4まとめ

　この章では,周期材料が巨視的一様変形している場合を考え,更新Lagrange形式の

均質化理論の構築を行った.まず,セル集合んyに対して体積平均を取ることで巨視的

変数の導出を行い,臣視的応力速度の関係式(2,14)が微視的な応力速度の関係式(2.3)

と同じ形で表されることを示した｡つづいて,周期材料が臣視的一様変形を受ける場

合の仮想仕事の原理を増分彩で示すとともに,この原理に基づいて均質化方程式の導

出を行った｡さらには,ここで導かれた均質化方程式が物質客観性の原理を陽に満足

することを示した｡
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第3章

微視的分岐条件[26,61,91]

3.1　はじめに

　分岐座屈問題は,Eulerが長柱の弾性座屈問題に対して行った研究に始まり,これま

でに数多《の研究が行われている｡構造系の分岐座屈現象に対する研究が,

Timoshenko-Gere[40]やBazant-Cedelon[41]によって行われ,一般安定理論として,

Koiter[92]やBritvec[93],Thompson-Hunt[60]の研究がある.また,材料の非線形゛非可

逆性に着目した理論構築がH111[94]によって行われ,材料のくびれやせん断帯といった

材料不安定拳動の有限要素解析[95-97]も行われるようになってきている.　しかし,周

期材料の分岐座屈は臣視的負荷のもとで生じる微視的座屈であるから,臣視的変形と

微視的変形という2種類の変形に関係するという点で通常の構造物の座屈問題とは異

なる.有限変形の均質化理論においては,全Lagrange形式の場合[35,39]に微視的分岐

は議論されているものの,更新L貼range形式の場合に微視的分岐について議論した研

究は見当たらない｡

　本章では,第2章で導いた更新Lagrange形式の均質化理論に対して微視的分岐が生

じる場合を検討し,微視的分岐点で成立する条件の導出を行う｡このため,まず構造

物の対称分岐座屈を参考にして,擾乱変位速度場に生じる固有解が符号の入替えに対

して巨視的に等価性を有する場合を考え,周期材料が微視的に対称分岐座屈する条件

を検討する｡つづいて,微視的分岐の対称性を仮定することな《,一般的な微視的分
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へ､

岐条件を導く｡

3.2　微視的対称分岐条件

　策2傘で示した式(2､.31)によると,擾舌L変位速度場ぐ(xj)は巨視的ひずみ速度認と

線形関係にあるが,この一意的関孫式は座屈点では成立しない｡この節では,臣視的

一様変形のもとでの微視的対称分岐について述べるとともに,このような座屈が生じ

る際に成立する条件を均質化方程式(2,29)および(2,30)より扉く.

3恋1　微視的対称分岐条件の導出

　微視的対称分岐の例を図3』パこ示す.　この図は微視的座屈により伏態(a)が状態(b)

および(c)の2通引こ変わる様子を喪す.これら2通りの微視的状態変化における擾乱

変位速度場は,互いに符号が異なるが,状態(b)および(c)が巨視的に等価であることは

周期性より明らかである｡したがってこの場合,座題点で生じる擾乱変位速度の符号

を変えても,臣視的伏態の変化には彩響しない｡そこで一般的に,｢微視的対称分岐

点では,擾乱変位速度が自発的にJ内に生じるが｡この自発的速度場の符号を変え

ても臣視的伏態の変化には影響を及ぽさない｡』とする｡

　上述のような対称佳が満足されるならぱ,座屈点では(の符号に依らず武(2.29)と

(2,30)が成立するから,これらの式に加えて次式が成り立つ.

･ち=〈り(娼-o〉

　　　　　　　　-〈(‰+邸=‰)暇メ叫/〉=一娼〈りa(》

このとき,式(2,29)と(3,1)を相互に加減することにより,

ち=〈り4》

　　30
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Fig.　3･1　Schematic　111ustration　of　microscoPic　symmetric　bifurcation,

J
ら

　
㈲/
ド 》=o (3,4)

を得る.同じく式(2.30)と(3,2)より,次戎が任意の変鈴丿邨こ対して成り立つことにな

る｡

　　稽〈‰,吠/》=o

〈(‰゛ら(‰)ら‘5(》so

(3,5)

(3,6)

セル伏固鉢のような多稲豺料に対してはj〈りべ/〉が怪意の植を取り得るから(改節
3ユ2参照),式(3j)は
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に帰着する.　このとき,式(3.3)は

ぷ

吊

=0

=0

(3,7)

(3.8)

となる｡

　したがって,微視的対称分岐点では,式(3,4),(3.6),(3,7)および(3.8)が成り立つ.

つまり,微視的対称分岐が生じるとすると,分岐点での自発的擾乱変位速度場は式

(3.6)の非自明解によ゜て与えられ･しかもその速度場は･剛性場‰(xj)との直交条

件式(3,4)を満足するとともに巨視的ひずみおよび巨視的応力の変化を伴わないこと

になる｡

　上述の結果より,次のように言える.ある時点で式(3,6)が非白明解紅x)を有し,し

かもこの解による擾乱変位速度場とその符号を変えた速度場,すなわち弗(x)と喉(x)

が臣視的に等価であることを確認できたとする｡このとき,微視的対称分岐が生じる

ことになり,喉(x)はその分岐点での白発的擾乱変位速度場を表すから,貌(x)は式(3.4),

つまり

〈c印軋/〉゜0 (3,9)

を満たす,また分岐点では,式(3,7)および(3.8)が成り立つから,巨視的ひずみおよび

臣視的応力の変化は生じない｡

　式(3,6)の非自明解としてm個の独立な解ぐ)(x)(£=L2,‥,,哨が存在する場合は,

それらの線形結合

　
い
ー
/

　
伊

　
㈲
‘

　
,
炉

　
戸

々
細

　
喪 (3.10)

に対して同様に微視的対称分岐を検討できる.　ここでむ(゛)(ぇ=1,2ぃ‥,司は定数であ

る.すなわち,上式による自溌二的擾乱変位速度場とその符号を変えた速度場が臣視的

に等価であることを確かめられれば,微視的対称分岐が生じることになるから,式
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(3,4)により,分岐点で

X評)〈‰歿〉=o (3,11)

が成り立つ,また式(3,7)と(3,8)により,式(3.10)による自発的擾乱変位速度場は目視的

ひずみおよぴ巨視的応力の変化を伴わずに生じる｡

　なお,対称分岐モードと対称分岐モードの重ね合わせによって非対称分岐モードが

生じることがある[98].　このため,式(3.6)が多重解を有する場合,各非白明解に対し

て符号の入れ替えにより微視的対称性を確かめられても,式(3.10)の結合解が微視的対

称性を満足するとは限らない.したがって,式(3.10)の結合解を考える場合,その結合

解に対して微視的対称性を検討する必要がある.

3.2.2〈らがミノ〉が任意の値となる鉦明

　戻に対しては汗周期性が課せられる,このため言仙べj〉がつねに怪意の植を
取るとは限らない.事実･(屈がセル集合んy内で‾様分布すれば･次に示すように

〈‰j(〉=oとなる,すなわち,

1げ卵&1;メy　sjTrらがz'&1;jr‾J2げ㈲,/&i;jy(3.12)

が成り立ち･この式の右辺第1項は£y周期性により零となり･また第2項はc印が‾

様分布すれば消失する｡

しかし･多相材料に対しては･〈仙べj〉が径意の植を取り得る,このことを示すた
め･単位セルyが図3,2に示すようにぢおよび}1の二相からなる場合を考え,これら

二相の微視的構成式がそれぞれ

ち‾(42ら
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ぺ444

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y=でKU焉

Fig,.　3.2　Reがon　j　comprising　a　part　of　}l　and　れln　unit　cell　y

と表されるとする,いま,二相K,}いこまたがる領域jを取り,jの境界を石とす

る.また,jl01∩かj2=ね∩∠1とし,jlとj2の界面をぢとする(図3,2).さらに,

べとしてj内では非鴬であるが,石上では零である場を考える,すなわち,

　　　　　　　　　如)0　1n　か如y=o　on　石　　　　　(3.14a,b)

　さて,頗域心ま徴小であるとして,心と溜はそれぞれ弗爽内で一定であると

する｡このとき,

L‰顔汐y゛端ム(5らdy゛c回Ljら許司心‾ぐ　
べ圧
‘

印
卵 べj｢ (3.15)

が成り立つ,ここでぞは,図3.2に示すように罫面ぢに立てた法線である,領域丿内

におけるぞの吉向変イヒが熊視できれぱ,上式は

jレ回ベメys[頑‾心べ鳥べJ (3.16)

となるレこの式において'引yl昶;d川ま界面司に関する法線および接線方向変形速

度を漑す,したがって上武は,端･溜ならぱ･これらの変彩速度に対応する恣力を

　　　　　　　　　　　　　　　34



の固有解となるから,

領域丿内に任意に発生させ得ることを意味するから,上述のような領域∠tをF内に適

郊こ取れば,jyらJ萌メyが任意の値を取ることになる･これらは･多相材料の場合に

成立する関係であるから,周期単位をyから友yにしても同様に成り立つ｡

3.3　微視的分岐条件

　本節でば,対称分岐の仮定を用いずに,ある時刻fで境界値問題(2jO)の解に分岐が

生じる問題を考え｡前節よりも一般的に微視的分岐条件について検討する,

3.3.1　単純分岐の場合

　まず,単純分岐の場合を考える｡議論を簡単にするため,とりあえず匠視的ひずみ

の時間履歴が規定されているとする｡

　このとき,時刻fでの目視的ひずみ速度娼(f)に対して恭本解ぐ)のぼかに分岐解

((2)が存在するならば,次の二つの弐が同時に成り立つ.

〈(‰+らら)ぐ泗こ〉=ぺ(f)偏吠j〉

〈(‰+らら)jこ)δ(〉=ぺび)〈りべj〉

したがって,分岐解と基本解の差瀕7(=((2)-ぐ(1))は,境界植問題

〈(‰けらら,)&心j(/》so

この固有解を弗とすると次のように書ける･

((2)-ぐ(1)=映
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基本解ぐ)に関しては,式(2.31)と(2.32)が次式のように成り立つ,

　　　　　　　　　　　　　　　　((1)-ごべうぴ〕)

　　　　　　　　　　　〈(‰+邸ァい城ぴ(〉=-〈c/(〉

ここでダは,時刻gでのどを示し,舒岐点での特解として式(3.22)を満たす.

気戎(3,20)と(3.21)により,分岐解ぐ(2)は,

　　　　　　　　　　　　　　　ぐ(2)=ダペ(f)+祗

　(3.21)

　(3.22)

この結

(3.23)

と表される.

　固有解弗(=硲)は任意の抒周期速度場戻に対して式印9)を満たす.そこで

吠=ダととれぱ,次武が成り立つ,

〈(‰けち貼)ぢj昿〉=0

また,戎(122)も径意の佇周期速度場べ

j昧=画と選ぶと

(3.24)

に対して成立するから,この式において

〈(c尚+邸ろ9)対謳j〉=-〈仙(〉

となる.したがって,次式が成り立つ｡

〈‰軋〉-0

(3.25)

(3,26)

上式は･固有解がこよる自発的ひずみ速度場が微視的剛性りの分布と直交することを

意味する｡

　弐(3,23)を式(2.29)に伐入し,式(3,26)を用いると,微視的分岐点での巨視的応力変化

は次式のように表され,a発的擾乱変位速度嗚の影響をまった《受けないこと,つま

り基本解(2,33),(2,34)に従うことが示される,

証)=弓ぴ)4び)
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゛ヤ゛

1= こで

G(f)=偏+‰札〉 (3,28)

である｡

　上に述べた理論展開は,巨視的応力の時間履歴が規定される場合も有効である｡こ

の場合も,考える時刻fで臣視的不安定が生じなければ,時刻fでの臣視的ひずみ速

度べ;び)は一意的に定められるから,式(3.17)~(3.28)はそのまま成立する,この結果と

して,時刻fで式(3.19)が固有解礁を有しても,式(2.39)と(3,27)からわかるように時刻

バこおける1昌の楕円性の消失(臣視的不安定の生起)には彩響しないから,式(3.17)

~(3,28)の前提柴件である砿(りの一意佳は損なわれない.

　以上の結乗は,次のようにまとめられる･(に関する境界値問題(2,30)の解に分岐

が生じるためには･式(3･19)が抒周期固有解鳴を有し･かつ糾ま仙との直交条件(3.26)

を満足する必要がある.　この条件が成り立つとき,(には式(3.23)のように店発的成

分徳が現れるが,糾まAy周期性と直交条件(3,26)を満たすから,目視的ひずみおよび

巨視的応力の変化に影響することな《生じる｡この結果,微視的分岐点での臣視的な

応力速度とひずみ速度は,式(3.27),(3.28)で表されるように基本解(2.33),(2,34)に従

うことになり,固有解がこは依存しない.

　さて,式(3,19)で如7=旭7と取り,対偶を考えると,次式がすべての汗局期速度場

起芦こ対して成り立つことが,微視的分岐が生じないための十分柴件であることがわ

かる｡

上式は,Aぞ

く(福゛砂仏叫こA砧戸0 (3.29)

;=(ら,+心ら)Azj;jと麗〈と〈A石&ぐノ〉･Oとなる.この戎は,ダの汗
周期性を除けぱ,弾塑性構造物における解の一意性の十分条件としてHm[94]が示し

た式と同じ形である｡
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また,式(3,22)|

3.3.2　多重分岐の場合

式(3,19)を満足する独立な固有解が,次式のようにm個存在するとする.

〈(%けらら7)妓押蛤〉=Oバ=1,　2,　…,/71(3,30)

このとき,分岐解と基本解の差((2)-((1)は,固有解弗(')(r=L2,…,･)の線形結合と

なる｡すなわち,

ぐ(2)一ぐ(I)一昌む(r)徳(r) (3.31)

ここで詐)(ド1,2,…,m)は定数である,基本解ぐ)に関しては,単純分岐の場合と同

じ《武(3.21)のように書ける,　したがって分岐解ぐ(2)は,

　　　　　　　　　　　　　ぐ(2)=ダ砿ぴ)十万汐)姑)　　　　　　　　(3.32)

と衷される｡

　弐(3.3o)は,任意の抒周期速度場瑞を珂=ダと取ることにより,次式となる.

〈(‰+砂‰)岐丿鴇》=oパベ2,…,m

こおいて如7を如7･姑)と選べば,

〈(%けらら,)放9粘)》゜-〈り妬)〉,r=L2,…･m

となる｡したがって,次式が成り立つ｡

〈(涵粘)》so,r=1,2-･,肖

(3.33)

(3.34)

(3.35)

この結果･式(3･19)が複数の独立な固有解を有する場合には･各固有解と仙との直交

条件(3J)が微1視的鈴岐点での必要条件として成立することになる･,また,式(3.32)を

式(2,29)に代入し,式(335)を用いると,多重分岐点での臣視的変化は式(3,27),(3,28)の
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ように表され,固有解の影響をまった《受けないことも示される｡

3.4まとめ

　本章では,第2章で導いた更新Lagrange形式の均質化理論に対して微視的分岐が生

じる場合を考え,微視的分岐条件の導出を行った｡この結果として,微視的対称分岐

の仮定を用いて導いた微視的対称分岐条件は,一般的な検討により導かれた微視的分

岐条件と同じ条件を示した｡すなわち,微視的分岐点では,臣視的な対称性に関わら

ず固有解は常に微視的剛性との直交条件を満足し,固有解の発生によって臣視的状態

は変化しない｡また,この条件は単純分岐だけでな《多重分岐の場合でも同様に満足

することを示した｡
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第4章

均質化理論を用いた微視的分岐の解析方法[25,26]

4.1　はじめに

　第2章と第3章では,有限変形の均質化理論として更新Lagrange彩式に基づ《理論

構築と,その枠組みにおける微視的分岐条件の導出を行った｡この章では,これまで

の主要な結果を有限要素法[99-103]により離散化するとともに,その解析手順を示す,

このためまず,境界値問題(2.32)の離散化を行い一意的な解が生じる場合の関係式を示

す｡また,微視的分岐が生じる場合についても同様に離散化を行い,最後にこれらを

用いた解析手順を示す｡ただし,有限要素法による離散化自体はすでによく知られて

いるから,その説明は必要最小限に留め,付録Aに補足する｡

4.2　有限要素法による離散化

4.2.1　擾乱変位速度方程式

式(2.30)は,有限要素法により離散化すると,

　　　　　　　　　　　　　　　瓦zl‘=-yio
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となる.ここで,ぶはんy周期性を有する節点擾乱変位速度ベクトルを示し,またj･oは

ぐを表すベクトルで,転瀧記号を(ダとしてio=[ぺ　心　昌　暗　仙　砧ドと表さ

れる｡さらに瓦とyは,それぞれ接線剛性および節点力を示し,一般的には次式の

ように定義される｡

瓦゜ム(析cs吋丿咬四Jjy

7V°ルめDjy

(4,2)

(4,3)

上式の馬とg/vパまいわゆる線形および非線形ひずみ一変位マトリックスを示し,cと

rはそれぞれc尚 およびらc‰を表すマトリックスである(付録A参照).なお･式(4.2)

による接線剛性マトリックス瓦は,対称であるから瓦=瓦Iを満たす｡

　上述のように離散化すると,もし

det(瓦戸0

ならぱ,ぶは式(4.1)より次式のように求められる.

Z4 =χlo

(4.4)

(4.5)

ここで,χ=[χ11　χ22　Z33　Z12　Z13　χ31]であり,χは式(3.32)の離散形,すなわち

次式を満足するんy周期解である｡

瓦χ゜ -y (4.6)

　本解析では,式(4.1),(4,6)の境界値問題の解である&゛やχが汗周期境界条件を満足

するようにペナルティ法を用いて境界条件を課した｡このとき,接線剛性マトリクス

瓦は,

瓦s工y(折c尽゛垢丿町z,)dy゛λ垢ハy
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と表され,λはペナルティ数,八yは汀周期境界条件に基づく拘束マトリックスであ

る(付録A｡3参照)｡

4.2.2　微視的分岐条件

　次式が成り立てぱ,&'は式(4.1)より一意的に は求められない

　　　　　　　　　　　　　　　　　　det(jK)=O　　　　　　　　　　　　　　　(4.8)

このときの固有解がま,第3章で行った一般的な議論からわかるように式(3.30)の離散

形

瓦φ=0 (4.9)

を満足する非自明解として表される｡

　いま,上式を満足するz77個の独立な非自明解φ(‘)(j=1,2,…,祠が存在するとレそ

の線形結合を

　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ=昌汐)φ(')　　　　　　　　　　　　　(4,10)

とするとき,微視的分岐点で満足される直交条件式(3.35)は

　　　　　　　　　　　　　　　　　ylφ=0　　　　　　　　　　　　　　　　(4.11)

と表される.なお,第3章で議論したように,微視的分岐点において分岐解φの発生

は巨視的状態変化を伴わない｡

　式(4.10)は,節点カマトリックスXと固有解φが直交する条件となり,こうした直交

条件は,従来の構造物の分岐座屈解析においても成立することが知られており

[59,60,104],本理論による分岐条件は従来の結果と整合している,
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4.3　解析手順

　ここでは,更新Lagrange形式の均質化理論に基づく微視的分岐の解析手順を示す.

ただし,巨視的負荷あるいは巨視的変形の時間履歴が規定されており,簡単のため巨

視的回転および剛体的並進はないものとする.　このとき,境界値問題(3.30)に分岐が

生じない場合(det(瓦戸O)と生じる場合(det(jKT)=O)に分けて,解析を次のように増

分的に進める(微視的分岐点の判定方法は付録B｡1を参照)｡

【det(瓦戸Oの場合】

(1)式(4.6)よりχを求める.

(2)(1)で得られたzを用いて,式(2.34)の関係から巨視的接線係数(岸を求め

　　　る｡

(3)式(2.14)を用いて,臣視的応力迪度奈および巨視的ひずみ速度ぐの未知成分

　　　を決定する｡

(4)式(2.3)~(2･11)と式(2.31)により各節点で昧を･また各積分点で仇を求める.

(5)(3)バ4)で得られた値より･巨視的状態量石やぐ微視的状態量哨やら

　　　の値を更新する｡

【det(瓦)-Oの場合】

(1)式(4.9)を満足する固有解4を求める,

(2)第3章で示したように,固有解･酔の発生は巨視的状態変化を伴わない｡この

　　　ことから･弾性材料の場合は･ぢを微小量としてぷ=むφによる哨およぴらの

　　　変化を求め,それらの値を更新することにより,分岐経路への誘導を行う｡

　　　また,弾塑性材料の場合には,線形比較体[94,116]の考え方に基づき,基本解

　　　と分岐解の両者の比を調整することで負荷から除荷への転化を防いだ｡
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4.4まとめ

　この章では,第2章と第3章で導いた更新Lagrange形式の均質化理論と,それに基

づく微視的分岐条件について有限要素法を用いた解析方法を示した｡このため,境界

値問題(2.32)と微視的分岐条件を有限要素法により離散表示した.ここで,微視的分岐

時に成立する直交条件の離散形(4.11)は,従来の構造物の分岐座屈解析においても成立

することが知られており,本理論による分岐条件は従来の結果との整合性が示された｡

つづいて,微視的分岐が生じる場合と生じない場合に分けて,その解析手順を示した.
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第5章

正六角形弾性八二カムの面内座屈モード解析

[25,26]

5.1　はじめに

　八二カムに面内圧縮負荷を加えると微視的座屈が生じ,負荷条件によって異なる座

屈モードが発生する[1,4-フ,9,10,13,15,20,23].正六角形弾性八二カムの面内単軸圧縮で

は,セル壁が座屈することによって,図1.1(b)に示されるように負荷軸方向に二種類

の異なるセル変形が現れる[1,4,6].また,面内二軸圧縮では図L1(c)に示されるよう

に4つのセルを集合として座屈モードが現れる[1,6].さらに,円筒高分子八二カムの

面内等二軸圧縮では図1.2(d)に示されるような花状の座屈モードが現れる[15,20,23]･

こうした,複雑な座屈モードの発生は,セル構造全体を有限要素分割して有限要素解

析を行うことで,再現性が確認されている[7,9,10,13,20,30-32].しかしながら,微視的

座屈によって,二軸モードや花状モードといった複雑な座屈モードが現れるメカニズ

ムについては明らかにされていない｡

　そこで本章では,正六角形弾性ハニカムの面内二軸圧縮負荷による微視的座屈を,

第4章で示した解析手順に従って有限要素法により解析する｡これより,分岐の多重

度に着目した検討を行い｡二軸圧縮下の六角形ハニカムに複雑な座屈モードが現れる

メカニズムを解明する｡また,第3章で検討した微視的分岐条件の妥当性についても

調べる.
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へ､｡

5.2　解析条件･方法

　第2章と第3章の理論を用いて,図5.1に示すような正六角形弾性八二カムの面内

での微視的座屈問題を解析する･このため,xlおよびx2座標軸を面内に,またx3座標

軸をセル軸方向に取る.また,図5.1の正六角形ハニカムには無限体を考え,

Papka-Kyriakides[7,9,10,30],Chung-Waas[13,20,3月やChenら[105,106]の解析のように初

期不整を与えない.セル壁の3つの方向は,汐を初期状態におけるxl軸とセル壁間の

角度として,汐｡士30･､90･と表すことにする｡

[二言〉

石,[で≫

仁>

与

でy

び

合

び

介

ぐ二

仁⊃

≪コ

會

Fig.　5.1　Periodical　unit　of　analysis　of　in-plane　biaxial　buckling　of　hexagonal　honeycombs･
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5.2.1　負荷条件

　正六角形弾性八二カムは,巨視的Cauchy応力の面内垂直成分J11とJ22が一定の比

であるような面内圧縮負荷を受けるとする.すなわち,

/札 JII'y'石3°O･石=O(沁j)

ここでパま応カ比を示し,一定である,

5.2.2　セル壁の材料特性

(5.1)

　第2章と第3章の理論は,亜弾性の微視的構成式(2,4)に基づくから弾塑性変形に対

して有効であるが,本傘では弾性のセル壁を想定する｡このため,相対Kirehho汀応

力のJ゛゜゛11速度札

が成り立9とする･　ここでら

率£とポアソン比yを用いて,

とひずみ速度らの間に等方な線形関係

札 'c沁ら (5,2)

は,等方Hooke弾性体の剛性テンソルを示し,ヤング

Ξ5jt77j(心ら+次/δμ+Aら心)(5.3)

吋((一礼)として,ちは次のように定義される

(5,4)

(5,5)

ら=

と表される･　ここで･スピンを吠

[99-102],

ち び+(yび叫泳‾ω漬び々+び汝ω4=(7

このとき･構成式(2.4)の剛性テンソル‰は

と表される.

c岬'c知‾告(弔jμ十らjμ十らびj/+らぴ片)
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　本解析では,材料定数のヤング率£でCauchy応力を無次元化し,ポアソン比yを

O｡3とする｡

5.2.3　セル集合

　二軸圧縮負荷を受ける正六角形弾性八二カム(図5.1)は,微視的座屈点までは全セル

が同様に変形するが,微視的座屈が生じるとこのような周期性は成立しなくなる｡例

えぱx2方向の単軸圧縮では,図1.1(b)に示すように,x2方向に二種類のセル変形状態

が交互するようになる.そこで二軸圧縮負荷では,3つのセル壁方向のそれぞれに二

種類のセル変形状態が交互するような座屈モードが生じるとすれぱ(図5.1の記号十と

-,0と●,Aとa),図5y目こ破線で示すように4種類のセル(十〇A,十●a,-●

A,-Oa)の集合が周期単位となる｡そこで,この4つのセルの集合をんyに取ること

にする.なお,このようなセル集合は,最初に斉木ら[107]により用いられた.

5.2.4　有限要素分割

　正六角形八二カムはセル軸方向(すなわちx3方向)に無限に長く,面内座屈が生じて

も,微視的変形はセル軸方向には一様であるとする｡このとき,仮に擾乱変位速度の

セル軸方向成分が面内座屈により生じるとしても,微視的変形のセル軸方向への一様

性,すなわちJぐ/叫=O(y=1.2,3)を用いれぱ,2次元要素分割により解析が可能で

ある｡このような準3次元の均質化問題の有限要素解析プログラムは,すでに微小変

形の場合に開発されており[78,108,109でI,本研究で使用したプログラムはそれらを拡張

したものである｡

　セル集合抒の2次元要素分割を図5.2に示す｡セル壁厚さwとセル壁長さぞの比

w/パまO｡1であり,節点数は1,729,要素数は1,248である.使用した要素は4節点の

アイソパラメトリック要素(付録A.4参照)であり,各節点に仙x2,ち方向の節点値

を割り当てることにより,上述のような準3次元問題を解《｡

　式(4.6)と式(4.9)よりそれぞれzおよび4を求める際の境界条件は,£y周期条件であ

50



Fig.　5.2　Finite　element　mesh　of　periodical　unit　of　hexagonal　honeycomb　(wμ=O,1　;

　　　　　1,729　nodes;　1,248　elements);chain,dashed　and　dotted　lines　indicate　three

　　　　　Periodic　pairs　of　boundary　sides,　and　small　solid　c1rcles　designate　the　nodai　points

　　　　　with　j=0.

る｡図5.2の一点鎖線,破線および点線は,汀周期境界条件が課せられるべき境界辺

のペアを示す,なお図5,2の中の･は,擾乱変位速度ぐを零に設定した節点を示す,

このような節点は3つあり,そのいずれか1点でポを零にすれぱ周期境界条件により

他の2点でもぐ=oとなる.

5.3　解析結果

5.3.1　座屈荷重と分岐の多重度

　正六角形弾性ハニカムの微視的座屈解析をいくつかの応力比戸こ対して行ったと

ころ｡図5.3に示す巨視的応力状態で微視的分岐条件が満足された｡このときの座屈
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Fig,　5.3　Macroscopic　stress　states　at　microscopic　buckling　points,　and　the　multiplicity　of

　　　　　bifurcation,謂｡

応力は,セル壁をヤング率£の弾性長柱とみなせば£(wμ)3に比例するから[1,4,6],

図5,3の縦軸と横軸の巨視的応力は£(wμ)3によって無次元化してある,

　図5.3において,,1の値は,分岐点での瓦の零固有値数(付録Bj参照)を表しており,

y-2,(x)のときz7z=1(単純分岐点),y-1/4,1/3,1/2のとき｡=2(二重分岐点),y=1の

とき｡=3(三重分岐点)となった｡｡は座屈モードの多重度を表すから,これら3ケ

ースでは異なるモードの座屈が生じると予想される｡事実,正六角形ゴムハニカムに

関するGibson-Ashbyの実験結果田を見ると,1≪y　s･z　とO≪y≪1の場合では座題モー

ドが異なっており,本解析で｡=2となった04ydの場合には,単軸圧縮の場合と比

べて複雑な座屈モードが観察されている｡そこで次節では,｡=1,2,3の各場合につ

いて座屈モードを詳細に検討することにする｡
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　　　　　smaH　dots　designate　the　points　of　data　comPuted　incrementally･

53



Fig･　5j　Buckling　mode　of　periodical　unit　under　uniaxial　compression　in　x2　direction･

　なお,図5,3に示した本解析結果は,上述のGibson-　Ashby　の実験結果と傾向がよく

一致している,彼らの実験結果では,応力比yが1からOに近づくにつれて座屈荷重

が増レ　y=O,すなわちxl方向単軸圧縮では座屈が生じなかった.本解析結果でも,

yがOに近づくにつれて,座屈点までに生じる変形が大きくなり,座屈荷重が増大し

た(図14).特にy=Oの場合には,セル壁が接触するまで解析を行ったが,座屈は起

きなかった｡

5.3.2　座屈モード

　,,z=1の場合,単純分岐点であるから座屈モードは一意的に求められる｡｡｡1とな

ったy=2,(x)の場合の座屈モードをそれぞれ逆べき乗法[110]により求めたところ,同

じモード(ほ後,モードIと呼ぶ)が得られた･y=らすなわちx2方向単軸圧縮の場

合の計算結果を座屈直前の変形状態(細い実線)とともに図5jに示す｡また,この計

算結果を繰返し配列した結果を図5.6に示す｡これらの図から,モードIでは,最大

圧縮荷重を受けるセル壁の方向には2個のセルを繰返し単位とする周期変形が生じ

54



Fig.　5.6　Buckling　in　Mode　l　under　uniaxial　compression　in　χ2　dlrection(y°(゛)

ているのに対レこれと垂直な方向,すなわちxl方向は1個のセルを繰返し単位とす

る単純な周期変形となっていることがわかる.　これは,Gibson-Ashby[11,PaPka-

Kyriakides[9,15]やChung-Waas[13〕の実験で観察された結果,および斉木ら[107]の有限

要素解析結果に一致する.

　次に｡=2の場合,二重分岐点であるから座屈モードは一意的には定まらないが,

独立な座屈モードが2つ存在し,それらの任意の線形結合が解となる.そこで,この

ような独立なモードとして物理的意味の明確な基礎的モード(以後,単に基礎モード

と呼ぶ)を2つ求めるため,次のように推察した.　m=2の場合は,匿II≫ぱ221である

から(図5.3参照),xl方向と士30°の角をなす2方向のセル壁が同じ最大圧縮荷重を受

ける｡したがって,これら士30･の2方向にそれぞれ上述のモード1座屈が起きると考

えられる｡この推察に基づいて,-30･と,,,30･の各方向へのモードI座屈には影響を

及ぽさないような拘束を擾乱変位速度場に加え(付録B.2参照),y=1/2の場合に解析

を行った.この結果,座屈点でz7z=1となり,図5.7㈲,(b)に示した2つの座屈モード

が'3o),φ(3o)が,拘束を加えなかった場合と同じ巨視的応力状態で生じた｡ゆ(‘3o)とφ(3o)
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(a)φ9) (b)参(3o)

Fig.　5.7　Two　basic　modes　が“3o)andφ(3o)for　the　buckling　under　biaxial　compression　of

　　　　　y-1/2.

は,明らかに互いに独立であるから,基礎モードである｡なお図中の･は,上述のよ

うに¢･(“3o)と必(3o)を求めるため,擾乱変位速度を新たに零に拘束した節点を示す.図

5,7(a),(b)は,y=1/2の場合の結果であるが,y=1/3,1/4の場合も同様な2つの基礎

モードが得られた｡

　上述の2つの基礎モードφo3o),¢(3o)を線形に加え合わせ,さらに繰返し配列したと

ころ,回5.8に示した座屈モード(以後,モードIIと呼ぶ)が得られた｡この図におい

て,濃《影を付けた部分が線形加算φ一参(‾3o)+が3o)によって得られた部分である･,図

5.8の座屈モードは,Gibson-Ashby[月が観察した二軸圧縮座屈モードにほかならない.

また,Papka-Kyriakides[15]やChung一叛las[201も円筒八二カムの面内座屈試験において

同様な座題モードを観察している.なお,φ(゛o)と参(3o)の線形加算において,いずれか

の符号を反転しても基本的に同じ座屈モードが得られる.例えぱ,¢=参('3o)-¢(3o)と

すると,図5.8において薄《影を付けた部分となる｡

　つづいて,,z｡3の場合について考える｡この場合は,三重分岐点であり,独立なモ

ードが3つ存在する.z72　-　3　となるのは等二軸圧縮負荷(ァ=1)の場合であるから,正
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Fig.　5･8　Buckling　in　Mode　ll　based　on　the　two　basic　modes　under　biaxial　compression　of

　　　　　y=1/　2　;　darkly　and　lightly　shaded　areas　represent　φ(‾3o)+φ(3o)　and

　　　　　φ(“3o)-φ(3o),respectively･

六角形八二カムの3方向のセル壁は同じ圧縮負荷を受ける.したがって,これら3方

向にモードIの座屈が同時に生じると考えられる｡そこで,このような3方向の座屈

モードを基礎モードとしてそれぞれ求めるため,すでに議論した｡=2の場合と同様,

擾乱変位速度場に拘束を加えて解析を行った｡この結果,拘束を加えなかった場合と

同じ巨視的応力状態で,図5.9(a)~(c)に示す3つの座屈モード¢(9o),φ(‘3o),が3o)が得

られた｡図中の･は,この場合も,擾乱変位速度を新たに零に拘束した節点を示す.

　図5.10に示した座屈モードは,上に述べた3つの基礎モード¢(9o),紅3o),参(3o)を線

形に加え合わせ,その結果を繰返し配列したものである.この図において,濃《影を

付けた部分が3つの基礎モードの線形加算が,=が9o)4j(-3o)･り(3o)によって形成された

部分である｡図5.10から,いわゆる花状座屈モード,すなわち大きく変形した6つの
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(b)φ(‾3o)

(a)ゆ(9o)

(c)参(3o)

Fig.　5.9　Three　basic　modes　φ(9o)･φ(“3o)゛dが3o)forthe　buckling　under　equi-biaxial

　　　　　compression(y=1).

セルがほとんど変形していないセルを花弁伏に取り囲んだ座屈モード(以後,モード

mと呼ぶ)が生じていることがわかる.　この座屈モードは,Papka-Kyriakides[15]や

Chung-Waas[20]が円筒八二カムの等二軸圧縮試験で観察したものと同じである,なお,

参(9o),が゛3o),が3o)の線形加算において,これらの内の1つあるいは全脈のモードの符

号を反転すると“花弁"の回転方向が逆転する｡全部の符号を反転した場合の結果を

次節で示す｡しかし,2つのモードの符号を反転すると,このような逆転は起きない｡
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Fig.　5.10　Buckling　in　Mode　IIl　based　on　the　three　basic　modes　under　equi“biaxial

　　　　　compression(ys1);darkly　shaded　area　represents　ゆ(9o)+参ド3o)+φ(3o).

5.3.3　微視的分岐条件の検討

　第3章で述べたように,座屈点で生じる自発的擾乱変位速度場(固有解)とその符号

を反転した速度場が巨視的に等価ならぱ,微視的対称分岐である｡この条件の成否を

検討するため,前節で求めた座屈モードI,II,IIIにおける固有ベクトルの符号を反転

してみた.　この結果,座屈モードはそれぞれ図5.11(a)~(c)のようになった.まずモ

ードIの場合を検討すると,図5.6と図5.11(a)に示した変形状態は平行移動によって

互いに重なるから,両変形における自発的擾乱変位速度場が巨視的に等価であること

は明らかである｡したがって,モードIでの座屈は微視的対称分岐であると結論でき

る.次にモードIIも,図5.8と図5.11(b)を見比べると,同様に微視的対称分岐である

ことがわかる.これに対してモードIIIの場合,図5.10と図5.11(c)に示した変形状態

は,“花弁"の回転方向が逆であるから平行移動によっては互いに重ならない.しか

し,両変形状態はx2×3面もしくはxlx3面に関する鏡像変換により一致し,しかも巨視
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(a)

Fig.　5.11　Buckling　mode　obtained　by　chanがng　the　sign　of　spontaneous　perturbed　velocity

　　　　(a)Model(y=(),(b)Mode　H　(y=1/2),(c)Mode　HI　(y=1)･

的応力および巨視的ひずみの状態は,ろ(y=1.2,3)方向の垂直成分だけであるから(付

録B｡3),この鏡像変換によって影饗されない.したがって,モードIIIでの座屈も微

視的対称分岐であると結論できる.ただし,第3章での一般的な微視的分岐条件の議

論から明らかなように,微視的分岐点おいて座屈モードの巨視的等価性の確認は必須

ではない.

　微視的座屈点での擾乱変位速度場は剛性場との直交条件式(3.35)を満足するはずで

あるから,この条件の有限要素表示式(4.11)の成否を図5,3で示される微視的分岐点で

調べた.このため,糾ま全節点の中で最大の大きさを1に正規化した節点ベクトル,

すなわち必-が仙を表し,またぞは座懇点直前での擾乱変位速度節点ベクトルを同

様に正規化した節点ベクトル,ぞ-ぐか⊇とする,このとき,直交条件式(3.35)が満

足されるのであれぱ,次式が数値解析的に十分小さい値を取るはずである｡
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(b)

　　　　(c)

Fig.　5.11　(ca�u�)
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Tllble　1

Numerical　verification　of　orthogonality　condition　(3.35)

y 1/4　　　　　　　1/3　　　　　　　1/2　　　　　　　　1　　　　　　　　　2　　　　　　　　(=x)

Mode II　　　　　　　　　　II　　　　　　　　　　II　　　　　　　　　　III　　　　　　　　　　I　　　　　　　　　　　I

/? フ.07×10“6　　2.34×10‾6　　2.61×10‾6　　3.80×10゛‘8　　4.82×10‾7　　1.04×10-6

刄=
(対)1/2

ド
/

'
.
心

ぬぐ
(5.6)

ここで,々=〈仙礼〉,焉=〈らら〉である.　この結果が表1であり,尺の値は全ての
場合で十分に小さいことがわかる｡これより,微視的分岐点において直交条件式(3.35)

を満足することがわかる.

5.4　まとめ

　この章では,第4章で示した解析手順に従って,正六角形弾性八二カムの面内二軸

圧縮における微視的分岐点と座屈モードの解析を行った｡まず,微視的分岐点におけ

る分岐の多重度を調べたところ,圧縮比の違いによって単純分岐,二重分岐および三

重分岐の場合が現れた.多重分岐では座屈モードが多重となったが,擾乱変位速度場

に拘束を与えることにより多重座屈モードの基礎モードを求めることができた｡この

ように求めた基礎モードは,セル壁方向の単軸圧縮座屈モード(モードI)であり,簡

単である.上述の基礎モードを線形結合したところ,二重分岐点ではGibson-Ashby

が観察した複雑な二軸圧縮座屈モード(モードII)となり,また三重分岐点ではPapka-

KyriakidesやChung-Waasによって報告された花伏座屈モード(モードIII)が得られた.
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したがって,これらの複雑な座屈モードは力学的には多重分岐の結果によることが解

明された.また,モードI~IIIの自発的擾乱変位速度場と剛性場との直交条件が数値

的に満足することを確かめることによって,微視的分岐条件の妥当性を検鉦した｡な

お,モードI~IIIは,擾乱変位速度場の符号の反転に基づく巨視的等価性の検討によ

り,微視的対称分岐であることが示された.

　また本研究では,セル壁材料の構成式として等方な線形関係を相対Kirehhoff応力の

Jaumann速度札とひずみ速度らの間に仮定したが,この線形関係をTruesdell応力速度

j4とひずみ速度らの間に仮定しても結果はほとんど変わらなか7)た.
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第6章

正六角形弾性八二カムの面内座屈後解析[271

6.1　はじめに

　前章では,正六角形弾性ハニカムの面内二軸圧縮における徴視的分岐点と座屈モー

ドの解析を行い,二軸圧縮で生じる複雑な座屈モードが微視的分岐の多重性に起因し

て発生することを明らかにした.すなわち,二軸モードや花状モードは二重分岐,三

重分岐の結果として生じる.多重分岐が生じると,座屈モードは独立な固有解の線形

結合形で表される｡このため,微視的分岐点で生じる座屈モードは一意的に定まらな

いから,分岐後に安定に進展する座屈モードは明らかではない｡したがって,安定に

進展する座屈モードを特定するためには,それぞれの座屈モードに対して座屈後の解

析を行い,安定性について比較検討する必要がある.

　そこで本章では,第5章で得られた座屈モードを用いて,面内二軸圧縮を受ける正

六角形弾性ハニカムの座屈後の解析を行う｡二軸モードや花状モードが現れる多重分

岐点では座屈モードは一意的に定まらないため,座屈後に安定に進展する座屈モード

の検討が必要となる｡このため,特定の座屈モードが安定に進展するような拘束を課

して座屈後の解析を行い,内部エネルギーを比較することで安定な座屈モードの特定

を行う｡また,巨視的不安定についても調べ,巨視的局所化に関する検討を行う｡
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6.2　座屈モード

　前章の結果によれぱ,Σ22≪Σ11≪Oの場合に単純分岐,Σ11くJ22<Oのの場合に二重

分岐,Jll=J22≪Oの場合に三重分岐が生じることになり,Gibsonら[1,4,6]やPapka-

Kyriakides[9,15],Chung-Waas[13,20]によって観察された,複雑なセルパターンを有す

る微視的座屈が生じる｡

　等二軸圧縮負荷によって生じる独立な3つの座屈モード,φ(9o),φ(‾3o)およびφ(3o)は

図5.9に示されており,これらの座屈モードは,負荷条件希1=J22≪Oにおいて同じ圧

縮荷重が3つの方向のセル壁(θ=90°　,　-30°,30°)に作用することにより生じる｡

夢=ゆ(9o)+紅3o)+ゆ(3o)の座屈モードは,斜線部分をセル集合として図6.1(c)のように表

され,この花状モード(以降,モードIIIと呼ぶ)は円筒八二カムの等二軸圧縮実験で観

察された[15,20],

　しかしながら,3つの基礎モード(が9o),φ(‘3o),φ(3o))を線形加算した座屈モードは

いずれも式(4.9)の固有解となるから,等二軸圧縮負荷の微視的分岐点では,花状モー

ド(モード111)の他にも異なる座屈モードが生じ得る.例えぱ∩,Σ221がIJ111よりわずか

に大きけれぱ,ゆ(9o)のみが生じることになり,図6.1(a)のように心方向に単軸モード

(以降,モードIと呼ぶ)が現れる.一方,匡11がIJ221よりわずかに大きけれぱ,図6.1

(b)のようにφo3o)+ゆ(3o)で表される二軸モード(以降,モードIIと呼ぶ)が生じる.この

理由は,汐=士30･の2つの方向のセル壁はまったく同じ圧縮荷重を受け,この圧縮荷

重は汐｡90･のセル壁よりわずかに大きくなるからである｡この二軸モード(モードII)

は,Gibson-Ashby[1,6]の正六角形ゴムハニカムの二軸圧縮実験によって最初に観察さ

れた｡図6.1に示されるモードI,II,mは,等二軸圧縮負荷で生じる代表的な座屈モ

ードである.
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(a) Mode　l　(φ=

(b)Mode　H　(φ=(3o)+や(3o))

戸o))

(c)Modem(φ=φ(9o)+(3o)+φ(3o))

Fig.　6.1　Representative　possible　modes　for　the　buckiing　under　equi-biaxial　comPression･
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6.3　等二軸圧縮座屈後解析

　この節では,三重分岐が生じる等二軸圧縮負荷において座屈後の解析を行い,どの

座屈モードが安定に成長するかを議論する.等二軸圧縮負荷を加えたときに生じる代

表的な座屈モードはモードI,II,IIIである(図6.1)｡それぞれの座屈モードが安定に進

展するように微視的速度場に拘束を課して解析を行い,座屈後の内部エネルギーを比

較することによって,それぞれの座屈モードの安定性を調べる｡

6.3.1　拘束と負荷条件

　等二軸圧縮では,分岐の多重度が｡=3となり,座屈モードが唯一に定まらない｡し

かしながら,汀の擾乱変位速度場(に拘束を課することによって,分岐の多重度を

g=3からa=1に減少させることができ,モードI,II,IIIの中から特定の座屈モードに

関する座屈後解析を行うことができる｡図6.2には,3つの座屈モードを安定に座屈

後解析するために付け加える拘束点が示されている.図中において,･印の3点はぐの

平行移動を防ぐために必斐な拘束点であり,3点のいずれかを(=oとすれば汗周期

性からほかの2点にもぐ=Oが課される｡また,分岐の多重度を,7z=3から｡=1に減少

させるために付け加える拘束点は･印と口印で示され,･印はポ｡(｡0,･印は(｡Oを

表す｡なお,これらの拘束点は,幾何学的な考察から,微視的分岐点や座屈後の挙動

に影響を与えない｡

　等二軸圧縮負荷には,次式で表されるような2つの場合が考えられる｡

ペー砧<O,石3=Oi(巨視的ひずみ制御)

弗l=為2≪O,石3=O(巨視的応力制御)

ここで･石3-Oであるが(y33　s　Oではない･

みを零としている｡

(6.1)

(6.2)

また,どちらの場合も,巨視的せん断ひず

本解析では,x1,　x2,　ち方向に周期的な無限体のハニカム(図5,1)に巨視的一様な負
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荷が加えられる.しかし,実際の実験では,有限の大きさの八二カム端面に応力もし

くは変位の制御で負荷条件が与えられる.式(6.1)や(6.2)の負荷条件は,このような場

合の変位制御と応力制御にそれぞれ相当する｡

　負荷条件(6.1)と(6.2)は,八二カムが面内擬似等方性を有していれば同じ結果を与え

るから,微視的分岐が生じる前まで2つの条件は等しい｡さらに,微視的分岐後にモ

ードIIIが進展するのであれば,このモードは面内において3つの方向に対称性を有す

ることから面内擬似等方性を満足し[IH],2つの条件は同じとなる.一方,分岐後に

モードI,IIが進展するのであれば,もはや擬似等方性を有しないから,2つの条件は

異なる結果を与える｡

(a)Model

)0

7=0

;　-

?｡

0

吻゜0

(c)Mode　lII

=0

゜a2°0

(b)Mode　II

Fig.　6.2　Constraints　on　perturbed　velocity　field　in　えy　;　solid　and　open　symbols　indicate

　　　　　　necessary　and　additional　constraints,　respectively･
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6.3.2　解析結果

　等二軸圧縮で生じる3つの座屈モード(図6.1)の中で,どのモードが成長するかを議

論するために,セル集合汀に生じる内部エネルギーひの変化率,

び=〈らら》|汗|=石引抒| (6.3)

を考える,また,等二軸圧縮の2つの負荷条件(6,1)と(6.2)の場合に,上式は次のよう

になる｡

び=(礼+≒)ぺ|汀|(巨視的ひずみ制御) (6.4)

　　　　　　　　　　ぴ=礼(ぺ+砧)|汀|(巨視的応カ制御)　　　　　　　(6.5)

なお,徴視的座屈が始まっても,ハニカムはXI　X2　面内に比べてX3方向に高い附吐を有

するから,砧は十分に小さいと考えられる｡したがって,

|汀トexp(2ぺ)|汀(o)|(巨視的ひずみ制御)

|汀ドxp(ぺ +ど い|汗(o)|(巨視的応力制御)

(6,6)

(6.7)

であるとする,　ここで,|汀(O)|は|汗|の初期体積を表す.

　図6.3(a)は,図6.2に示される拘束を用いて,巨視的ひずみ制御により解析を行っ

たときの巨視的応力と巨視的ひずみの関係である｡この図では,縦軸に巨視的平均応

カ(J11+J22)/2,横軸にぺを取っている.　したがって,図63(a)から,式(6,4),(6.6)

の関係より内部エネルギーの変化率を調べることができる｡3つのモードの内部エネ

ルギーを比較すると,モードmの場合が最も小さいことより,モードIIIがモードI,

IIと比べて安定であると予測できる.この予測を確かめるために,3つの座屈モード

に対して,図6.2の･印と口印の点に拘束を加えずに解析を行った｡この結果,モード

mの場合には拘束がある場合と同様の結果が得られたのに対して.モードI,IIは数

値解析的に不安定となり,分岐直後にモードmに変化した.したがって,巨視的ひず

み制御ではモードHIが安定である｡
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Fig.　6.3　Macroscopic　stress　versus　strain　relations　attained　in　the　analysis　with　additional

　　　　　constraints;(a)macroscopic　strain　control,　and　(b)macroscopic　stress　control.
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Fig･　6.4　Macroscopic　strain　trajectories　and　ce11-pattems　under　equi-biaxial　compression

　図6.3(b)は,巨視的応力制御により解析を行ったときの巨視的応力と巨視的ひずみ

の関係である.　この図でも,内部エネルギーが比較できるように,式(6,5)と(6.7)の関

係をより縦軸には希ぃ横軸には平均ひずみ(fa+応)/2を取った.図6.3(b)から内部

エネルギーを比較すると,3つの座屈モードの中でモードIの内部エネルギーが最も

低いことから,巨視的応力制御ではモードIが安定であると考えられる｡このことを

調べるために,図6.2の･印とo印の点に拘束を加えずに解析を行ったところ,モード

IだけでなくモードIIも安定に成長した｡ところが,モードmは分岐後の解析が不安

定となり,すぐにモードIIに変化した.すなわち,巨視的応力制御の場合にはモード

I,Hが安定である｡
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　図6.4は,等二軸圧縮負荷において安定な座屈モードが進展するときの,巨視的ひ

ずみの軌跡である｡巨視的応力制御の場合にはモードI,IIが安定に進展し,巨視的ひ

ずみ制御の場合にはモードIIIが安定に進展する｡図からわかるように,これらの軌跡

は,分岐点まではまったく同じであるが,分岐後では進展する座屈モードによって大

き《異なる｡

6.4　二軸圧縮座屈後解析

　花状モード(モードIII)は,三重分岐の結果として等二軸圧縮でのみ生じ,前の節で

は巨視的ひずみ制御の等二軸圧縮で花状モードが安定に進展することを示した.しか

レPapka-Kyriakidesの実験結果[1司では,辻/ぺ=2の変形制御で,擬似的な花状モ

ードの発生が観察されている｡

　このことを検討するため,臣視的ひずみ制御によって二軸圧縮負荷の座屈後解析を

いくつか行った.　このため負荷条件は,ひずみ比y｡を正として,

仙 syEぺ゛O,ち3°0

とする.　このとき,式(6.3)と(6.6)は次式のように表される.

ぴ=(J11+yμ‰)ぺ|汀|

|則-exp[(1+乙)ぺ]|叫o)|

(6.8)

(6.9)

(6.10)

　図6.5は,等二軸圧縮近傍のy｡=3/2,　3/4で座屈後解析を行ったときの臣視的応力

と巨視的ひずみの関係である.どちらの場合も2度目の分岐が生じており,図中にお

いて最初の分岐が点A,2度目の分岐が点Bである,　y,=3/2のときには,まず単純

分岐が生じた後に二重分岐が生じる･一方,y｡=3/4のときには,最初に二重分岐が

生じ,その後に単純分岐が生じる.この図は,縦軸にJ11+yμ722　,　横軸にぺを用いて
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Fig.　6･5　Macroscopic　stressversusstrain　relations　under　near-equi‘biaxial　compression　of

　　　　macroscopic　strain　contro1･

いるので,式(6.9),(6.10)の関係から,内部エネルギーの変化率びを調べることができ

る･　この結果,y｡=3/2,　3/4のどちらの場合も,分岐後にびが減少している,すな

わち,分岐が生じることによってハニカムは力学的により安定な状態になる｡

　図6.6は,ね-3/2,　3/4で解析を行ったときの,座屈モードの変化を示したもので

ある.図6.6(a)に示されるように,y｡=3/2のときには,点Aでは単純分岐,点Bで

は二重分岐が生じ,A｡B間ではモードIが成長し,点B以降は新しいモードとなる｡

新しいモードで変形を進めると,擬似的な花状モード(以降,モードIIIIと呼ぶ)が現れ

る｡このモードIII･は,花状モードの中心のセルが少しつぶれた形をしており,中心の

セルがほとんど変形しないモードm(図6.4)とは少しだけ異なる.次にy｡=3/4のとき

には,まず二重分岐が生じることによって点A-B間ではモードHが成長する｡それか

ら点Bで単純分岐が生じ,図6.6(b)のようなモードm'が現れる.
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ぺ= -O.0028(Point A)

Mode　l

ぺ=-O,0041(Point　B)

Mode　m'

ぺ=-0.060

(a)y,=3/2

ぺ=-0.0040(PointA)

ModeII

ぺ=-O,0073(Point　B)

Mode　III'
4がW4-軸WS--s-

　ぺ=-0.043

(b)y,=3/4

Fig.　6.6　Change　in　buckling　mode　under　near-equi-biaxial　compression　of　macroscopic

strain　control.

75



マ

-0.015

O｡012

O｡009

-0.006

-0,003

O｡000　'゛
　　O｡000　,0.003　-0 006　-O｡009　-O｡012　-O｡OI5

　　ぺ

Fig,　6.7　Map　of　buckling　modes　under　biaxial　compression　of　macroscopic　strain　contro1;

　　　　　solid　and　open　cirdes　represent　first　and　second　bifurcation　points,　respectively,

　　　　　and　chain　line　indicates　potential　initiation　of　macroscopic　instability･

　ここで,y｡=3/2のときには,第二分岐点Bでは二重分岐が生じるから,座屈モー

ドは唯一に定まらない.しかし,前節における等二軸圧縮の議論と同様にして,点B

で加える座屈モードに関係なく座屈後は図6,6(a)のような変形が安定に生じる.

　図6.7は,巨視的ひずみ制御により座屈後解析を行ったときの座屈モードマップで

ある,図からわかるように,|応|祠白であれぱモード1,1ぺ|刈応|であれぱモー

ドIIが成長し,2度目の分岐は生じない｡一方,2度目の分岐が生じる場合には,モ

ードIやモードIIからモードIHが成長する.さらに,等二軸圧縮(|㈹=|吃|)のとき

はモードIIIが成長する.この傾向は,y｡=1/3のときモードII,　y｡=1.0のときモード

m,　y,-2.0のときモード111'が観察されるPapka-Kyriakidesの実験結果[15]と整合性が

ある｡
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Fig.　6.8　Map　of　buckling　modes　under　biaxial　comPression　of　macroscopic　strcss　control;

　　　　　chain　line　indicates　potential　initiation　of　macroscopic　instability,

巨視的応力制御で座屈後解析を行った.

　　　　　　　　　　　　Σ22四fJ11(O,石3°O　　　　　　　　　(6.11)

ここで,応力比たは正である.　このときのマップは図6.8であり,臣視的ひずみ制御

の場合と異なり第二分岐は生じず,座屈モードはモードIかモードHである.

6.5　巨視的不安定

　Abeyaratne-Trianta吊11dis[33]は,均質化理論を用いて,二軸負荷を受ける多孔質弾性

板の巨視的不安定を研究した｡今回の問題でも,微視的座屈によって巨視的剛性は急
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激に減少するから,微視的分岐後に巨視的不安定の生じる可能性が高《なる.

6.5.1　巨視的不安定条件

　巨視的構成式(2.38)において,法線ペクトルを吼とすると巨視的なアコースティクテ

ンソルは,

と表される.このとき,

ぺ友゜£jンz乃 (6.12)

　　　　　　　　　　　　　　　　凡呪=O　　　　　　　　　　　　　(6.13)

を満足する方向ベクトル吟が存在すると,速度勾配ら4/の巨視的不安定が巨視的面に

沿って生じる[46,47].　このような呪が存在するためには,

　　　　　　　　　　　　　　　det凡=0

が満足される必要があり,上式が巨視的不安定の発生条件である.

(6,14)

6.5.2　面内における巨視的不安定条件

　ハニカムの面内座屈では｡微視的分岐が生じた後に面内の巨視的剛性が低《なる｡

面内での巨視的不安定はxl　x2平面内にzz,を取ることによって調べることが可能であ

り,式(6.12)と式(6.14)は次のように展開することができる.

　まず,モード|,　11の場合には,弓/は直交座標xjこ関して直交異方性を満足するか

ら,式(6.12)によって定義される兆の非零成分は

41=(吋11+Jll)ぐ+(Cが12+J22)べ

屯-(吋12+J11)々+(C包+Z22)べ
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j33=((芯13+Σ11)ダ+(C混+J22)肩 (6.15c)

　　　　　　　　　　　　　　　　兆=為1=(cご22+c混)771zz2　　　　　　　　　　　　　　　(6.15d)

と表される･ここで,41=cos軋,z12=sin軋であり,軋はxl軸とzl,の間の角である,

このとき,巨視的不安定条件(6.14)は次のようになる.

det凡=(べ1礼一垢)べ3=0

なお,モードIII'の場合でも,暗

(6,16)

が直交座標ろで数値的に直交異方性を満足すること

から,式(6.15a)~(6.15d)や(6.16)は成り立つ,

　次に,モードIIIは心軸に対する3回回転の対称性を有することから,喘は面内擬

似等方性を有し,Cご11=C混,Cが,3=C混,Cが11-(ツ‰=2(芯2が成り立つ[112].また,

モードIIIは巨視的ひずみ制御による等二軸圧縮負荷(ぺ=仙･O)のときに生じ,この

とき札=為2≪Oであるから式(6,15a)~(6.15d)は

昧1=(G711+J11)ぐ+((芯12+Σ11)べ

為2=(Cが12+J11)が+(CがII+J11)肩

　　　馮3　°　cj13　十石1

42　s　j21　°　(Cご11-Cご12)馬η2

となる,この関係を用いると,式(6,16)は

det凡=(吋II+,Σ11)(Cが12+石1)(心13+J11)=0

(6,17a)

(6,17b)

(6.17c)

(6.17d)

(6,18)

となり,面内擬似等方性を有する場合には,吼は巨視的不安定条件に影響しない.

　式(6,18)を満たすためには,C1711+J11=O,(芯12+J11=O,昿13+J11=Oの3つの場合

が考えられる.式(6.13)と式(6,17a)`(6,17d)より,もし(でII+J11=Oであれぱ,阿はろx2

面内に生じ哨と平行であり,もし心12+,r11=Oであれば,s,はxl　x2面内に生じ吼と垂

直である.また,(マで13+J11=Oの場合には,阿はx3軸方向に生じzz,と垂直となる.
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6.5.3　解析結果

　まず,巨視的ひずみ制御における等二軸圧縮の場合に巨視的不安定を調べた｡この

場合,モードIIIが微視的座屈モードであるから,式(6,18)が巨視的不安定条件となる.

モードIIIが進展するとすぐにCが12+Jll=Oが負となり,式(6.18)が満足される.　この

ときの巨視的不安定は,上述のようにxl　x2面内において阿が叫と垂直となることから,

せん断型である｡しかし,ここで生じるせん断型の臣視的不安定は,後述するように

砧縦1パoの負荷柴件に対して整合性がない.

　二軸圧縮の場合でも巨視的不安定を検討した.巨視的不安定条件(6.16)は,表1に示

されるようにモードII,Hrの発生後に満足され,その発生個所は図6.7,6.8の鎖線で

ある･喪1において,軋はxl軸とzz,の間の面内角を表し,炉jまxl軸と伺間の面内角

を表す｡

　上に述ぺた巨視的不安定が,巨視的ひずみ制御や臣視的応力制御に基づく負荷条件

に対して適合性があるかどうかの検討を行う｡この2つの負荷条件は,もし八二カム

が有限体であるならぱ,境界に加えられる変形制御と荷重制御に相当する｡図6.9は,

境界における負荷柴件が変位び,か荷重鳶で制御されるハニカム平板£1×£2に生じ得る

巨視的不安定を表している｡図中に示されるように,巨視的不安定は2つの場合で発

生可能となる｡

　　　　　　　　　　　　　　m2　s　O　if　tan牝<£1/ち,　　　　　　　　　　　　(6.19)

　　　　　　　　　　　　　　z771=0　1f　tan戦≫£1/£2･　　　　　　　　　　　　(6,20)

衷を見ると,モードII,III,IIrが生じた後の匝視的不安定は,この2つの条件のいず

れも満足せず,本解析での負荷条件では巨視的局所化は生じないと考えられる｡
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T11ble　1

Macroscopic　instability　detected　just　after　the　onset　of　Mode　H,　m　and　Hr;　炉｡and

炉｡一炉,,in　degree.
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Fig.　6.9　Admissible　velocity　field　in　macroscopic　instability　in　honeycomb　plate　subject

　　　　　to　either　displacement　or　load　control　at　boundary･
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6.6　まとめ

　この章では,第5章で得られた座屈モードの結果に基づいて,正六角形弾性ハニカ

ムの面内座屈後解析を行った.まず,三重分岐点が現れる等二軸圧縮負荷の場合を検

討した｡3つの代表的な座屈モード(モードI~m)が進展するときの内部エネルギー

を比較したところ,巨視的ひずみ制御の場合には花状モード(モード111)が安定に進展

し,巨視的応力制御の場合には単軸モード(モードI)もしくは二軸モード(モードII)

が安定に進展した｡次に,等二軸圧縮以外の場合の解析を行った｡巨視的ひずみ制御

における等二軸圧縮近傍の解析では,単軸モード(モードI)や二軸モード(モードII)

から擬似的な花状モード(モードIII')に進展する第二分岐点が現れた｡つづいて,巨視

的不安定についての検討を行った｡この結果,モードII,III,III'が進展し始めた直後

に臣視的不安定条件が満足された｡ただし,この巨視的不安定は,面内二軸負荷を加

える場合の境界条件と不整合であるため,巨視的局所化に進展しない｡

　なお,これまでの解析(第5章と第6章)では4つのセルの集合を用いて解析を行い,

セル数依存性の検討を行わなかった,ただレSaiklら[113]の研究によって,六角形弾

性ハニカムの面内座屈解析には2×2のセル数(すなわち4つのセルの集合)を用いれぱ

十分であることが示されている｡
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第7章

正六角形弾塑性八二カムの面内座屈解析[91]

7.1　はじめに

　アルミニウムハニカムや高分子ハニカムに圧縮負荷を与えると,弾性八二カムの場

合[1,4,6]とは異なり,図1,3のように微視的座屈が局所的に進行する[9,13,15,19,20]･

このような巨視的局所化は金属フオームでも観察されており[3,5,7,8,10-12,14,16

-18,21,22,24],微視構造を有する材料の巨視的不安定は,有限変形の均質化理論でもす

でにいくつかの研究が行われている.

　周期材料における微視的分岐と巨視的不安定の関係は最初にTriantafyllidis

-Maker[34]によって見出された.彼らは,一軸負荷を受ける長繊維強化複合材料の微

視的分岐条件を調べ,フーリエ波長無限大の微視的分岐解が支配的となるとき巨視的

接線係数の楕円性喪失に基づ《巨視的不安定が生じることを発見した.次にGeymonat

ら[35]は,非線形超弾性材料の微視的分岐と巨視的不安定をr収束論[48]に基づいて議

論し,微視的分岐点での擾乱変位場はBloch波で表されること,またこのBloch波の

波長が無限に長い場合は巨視的不安定が起きる場合に一致することを示した｡

　Triantafyllidis-Schraad[37]は,Bloch波を用いてアルミニウムハニカムの面内二軸圧縮

での第一微視的分岐点を解析し,Bloch波の無次元周波数(セル長と周期長の比)を調

べることにより巨視的安定性を議論した.また,Laroussiら[38]が,3次元弾性セル材

料の座屈強度を解析して座屈モードのセル数依存性を検討した.これに対してSaiki
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ら[1131は,群論的分岐理論に基づ《プロック対角化法[114]により,正六角形弾性八二

カムの面内座屈荷重のセル数依存性と分岐モードとともに解析し,2×2のセル数で十

分であることを示した｡このようにセル状固体の微視的分岐の波動性やセル数依存性

が検討されているが,これらの研究では第一分岐点だけが扱われており,それ以後の

解析は行われていない｡

　さて,微視的分岐がBloch波のような波動性を有するならば,分岐モードは波形に

加えて位相を有することになる｡このことは,波動的な微視的分岐点では二重分岐が

起きることを示唆しており｡分岐解析の観点から興味深い｡さらに,そのような分岐

モード(Bloch波)が長波長ならぱ,分岐点後に巨視的局所化が進行することになるか

ら,分岐後解析により重要な知見が得られると考えられる.特に,Bloch波に縦波成

分と横波成分が混在すれぱ,どちらの成分が巨視的不安定を支配するか,つまり巨視

的局所化が圧縮型かせん断型かを分岐モードから予測することは難しい.また,もし

非対称の微視的分岐が生じるならぱ,微視的分岐の符号によって分岐後の巨視的巨視

的局所化の進行は異なる｡このような場合の臣視的局所化の進行を調べるためには,

分岐後解析が必要であるが,このような解析はまだ報告されていない｡

　この章では,面内単軸圧縮を受ける六角形弾塑性ハニカムを解析し,微視的分岐点

での分岐モードの波動性とセル数依存性を調べるとともに｡分岐後解析により微視的

分岐点から巨視的局所化に至る過程を検討する.さらに,巨視的不安定についても調

べ,微視的分岐により誘起された巨視的局所化との整合性を議論する｡このような解

析を行うため,セル集合は2肘x2y個の単位セルの集合からなるとしてセル数を陽に

考慮する.なお本解析では,有限要素解析がかなり大規模となるため,サプストラク

チヤ法[115]により解析の効率化を図る,
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Fig.　7.1　Primitive　unit　vectors　for　periodicity　of　hexagonal　honeycombs,　and　coordinates

　　　　　for　analysis.

7.2　解析条件･方法

　正六角形弾性ハニカムの場合と同様にして,図7.1に示すような正六角形八二カム

の面内座屈解析を行った｡

7.2.1　負荷条件

正六角形ハニカムは,次式で表されるような単軸圧縮を受けるとする｡

砿<O,尽1=石3=o,ぐ=O(jり) (7.1)

ここで,ろおよびx2座標軸は図7.1に示すように面内に取られており,ち座標軸は紙

面に垂直である.なお,図中に示したベクトルρ1とρ2は,正六角形ハニカムの周期性

に関する基本単位ベクトルを示す｡

7.2.2　材料特性
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Fig･フ･2　Periodical　unit　んy　divided　into　/ぼ)(y　subunits,　each　of　which　consists　of

　　　　2　×　2　cells.

八二カムのセル壁材料は,次式のような弾塑性構成式に従うとする｡

ちs(届ら

は相対Kirchhoff応力のJaumann速度を表し,またc昌

(7.2)

はj2流れ則に基づく

等方弾塑性体の剛性を示す(付録A.2参照).　このとき･微視的構成式(2･4)の‘知は

Cりむ ゜c必- 似応ら+(y£/ δ片+心ら/+δ･/びμ) (7.3)

と表される｡

　頃に含まれる材料パラメータは･次のように仮定する.まず･セル壁材料のヤング

率£は応力の無次元化に用い,ポアソン比yは0.3とする｡次に,塑性特性としては,

単軸引張における真応力cyと対数ひずみの塑性成分どの関係が,2乗硬化則

(ア゜びo(1+ど/£o)″,ど`osびo/£ (7,4)

により表されるとし,上式の材料パラメータは高分子ハニカムのセル材料の引張試験

結果[9]を参考にしてEo-O.02　,　zl-O.2とする,
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Fig.　7.3　Finite　element　mesh　of　subunit　(wμ=O.1　;　1,598　nodes;　1,296　elements).

7.2.3　セル集
ゐ､
ロ

　弾性八二カムの面内座屈では,2×2個の単位セルの集合が周期単位となる[11斗ま

た,このような単位セルの集合を考えると,それ自身で二軸モードや花状モードのよ

うな複雑な座屈モードが表現されるから(第5章参照),数値解析において都合がよい｡

そこで本弾塑性解析では,図7.2に示すように,2×2個の単位セルの集合(以後,サプ

ユニットと呼ぶ)をρ1,ρ2方向にそれぞれ豺個およびy個配列し,このように構成さ

れるセル集合をたyとして考えることにする.図中の一点鎖線,破線および点線は,んy

周期境界条件を課す境界辺のペアを示す.また･印は,擾乱変位速度ぐを零に設定す

る点である.　このような点は3つあり,そのいずれかでぐを零にすれぱ汀周期境界

条件により他の2点でもぐ=oとなる.なお今後,図7.2に示した単位セルの集合を

2肘x2yのセル集合と呼ぶこととする.

7.2.4　解析方法

　解析には第4章で述べた解析手順を用いており第5章や第6章と同じであるが,セ

ル壁の塑性変形とセル集合んyに関する変更を以下のように行った.
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Fig.　7.4　Macroscopic　stress　strain　relation　under　uniaxial　compression.

　まず,セル壁の塑性変形に関しては,降伏条件の判定のため,増分をできるだけ小

さくした.また,微視的分岐点では,線形比較体の考え方[94,116]を採用し,負荷から

除荷`の転化を防いだ.すなわち,微視的分岐点では固有変位速度発が生じるが,基

本解による変位速度ぐ+ダ4とは独立であるから(第3章参照),両者の比を調整する

ことにより,微視的分岐点で負荷から除荷に転じることを防いだ｡

　次に,セル集合汗に関しては,サプストラクチャ法[115]を採用し,解析効率の向

上を図った(付録C参照).単位セルの集合佇に対する境界値問題(2.30)を有限要素法

により解《場合,サプストラクチャ法が極めて有効であり,実質的に一つのサプスト

ラクチャを要素分割するだけでよい｡そこで,サプユニット(2×2個のセル集合)をサ

プストラクチャとして考え,4節点アイソパラメトリック要素に分割した(図フ｡3)｡セ

ル壁厚さwとセル壁長さぞの比wパはO｡1であり,節点数は1,598,要素数は1,296で

ある｡
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　　　　　　　　(a)　　　　　　　　　　(b)　　　　　　　　(c)

Fig.　7.5　Eigenmode　of　second　bifurcation　in　2×16　cellaggregate;(a)ゆ,(b)ゆl　at

　　　　　points　l　to　9,　(c)φ2　at　points　l　to　9,

7.3　解析結果

7.3.1　微視的分岐点

　最初に,セル壁が弾性の場合(第5章,第6章)と同じく2×2のセル集合に対して解

析を行った.この結果,図7.4に示す巨視的応力ーひずみ曲線上の点Pでセル内に塑性

変形が生じた後,゜印の点で単純な微視的分岐師=1)が起きた,そこで,逆べき乗法に

より分岐モードを求めて分岐経路に誘導したところ,臣視的応力は極大値を取った後,

単調に減少し,巨視的軟化が生じた.しかし,2回目の微視的分岐は検知されなかっ

た.なお,ここでの分岐モードは弾性の場合と同じ単軸モードであった(図7.8(a)).

　次に,2×4,2×8,2×16,…のセル集合に対して解析を行ったところ,塑性変形の

開始と単純な微視的分岐が2×2のセル集合の場合と同じ点で生じたが,2×2のセル集

合では検知されなかった2回目の微視的分岐が巨視的軟化域において生じた(図7.4の

o印).この2回目の微視的分岐は,I回目の微視的分岐とは異なり二重分岐(｡=2)で

あり,しかもセル数が多いほど早く生じた.ただし,2×16~2　×128　のセル集合では,
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(a)

6y心-ふ-〃-心w-

(b) (c)

Fig.　7.6　Basic　eigenmode　of　second　bifurcation　in　2×16　cell　aggregate　with　the

　　　　constraint　of　(=o　at　point　5;　(a)ゆ,(b)φl　at　points　l　to　9,　(c)φ2　at　points　1

　　　　to　9.

2回目の微視的分岐はほぽ同じ巨視的圧縮ひずみで起きた･つづいて,x1方向のセル

7.3.2　微視的分岐モード

　微視的分岐が二重分岐の場合,分岐モードがま,2つの独立な基底モードが存在す

るため一通りに決まらないが,それらの適当な線形結合モードならば逆べき乗法によ

り求められる｡そこで,2×16のセル集合に対し,2回目の微視的分岐点で逆べき乗法

を用いたところ,図7,5(a)に示すような分岐モード参が得られた,セル代表点1`9(図

中のo印)に注目すると,この分岐モードにおける固有速度の分布は,図7.5(b),(c)に
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Fig.　7.7　Macroscopic　stress'strain　relation　of　2`16　cell　aggregate　in　bifurcated　paths

示すように正弦波と余弦波の線形結合となっており,分岐モードφの波動性[35,113]が

示唆される｡

　分岐モードφが波動性を有するならぱ,波形に加えて位相という自由度を有する.

このため,2回目の微視的分岐は二重帥=2)になったと考えられる,そこで,図フ.5(c)

に示した縦波の位相が零となるように,セル代表点5にi;=oの拘束を課レ解析を

再度行った,　この結果,2回目の微視的分岐も単純分岐となり,図フ,6(a)に示すよう

な基本分岐モードφが逆べき乗法により得られた.この分岐モードφのセル代表点1

~9での速度分布を見ると,縦波成分[図7.6(c)]は正弦波であるのに対し,横波成分[図

7.6(b)]は余弦波となっており,興味深い.
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(a)Second　bifurcation　point

(c)仙=-17%

(b)鴫=-15%

(d)仙=-19%

Fig.フ･8　Microscopic　deformation　of　2×16　cell　aggregate　after　the　onset　of　second

　　　　　bifurcation.

7.3.3　微視的分岐後挙動

　7.3.2節で議論した2回目の微視的分岐は,長波長の分岐モードを有しているから,

巨視的局所化を引き起こすと考えられるが[35],図フ,6のように縦波成分と横波成分を

有する微視的分岐モードは報告されていない｡縦波成分が優勢ならぱ圧縮型の巨視的

局所化が,また横波成分が支配的ならぱせん断型の巨視的局所化が生じると予想され

る,しかし,図7.6(b),(c)に示した縦波成分と横波成分を比較すると,振幅の差は15%

程度しかな《,どちらの成分が擾勢であるか明らかではない｡したがって,2回目の

微視的分岐後の隠視的局所化が圧縮型かせん断型かを,図7.6の分岐モードから判定
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Fig.　7.9　Change　in　£‰2　after　the　onset　of　nrst　bifurcation.

することは難しい｡

　そこで,2回目の微視的分岐後の解析を2×16個のセル集合に対して行った｡このた

め,図7.6(a)に示した微視的分岐モードが直交条件(3.35)を満足することを確かめた後,

式(3.23)と(3.27)を用いて分岐経路に誘導した.　この結果,巨視的応力ーひずみ状態は,

図フ.フの実線で示すように変化した｡2回目の分岐(図7.7のo印)後の微視的変形状態

の変化を図7,8(a)`(d)に示す.　この微視的変形状態は,2×16個のセル集合に対する

解析結果をxl方向に周期配列したものである.図7.8(a)は2回目の分岐直前の変形状

態であり,単軸モードが規則的に現れている｡これに対して2回目の分岐後は,図7.8

(b)~(d)から,変形が負荷方向に垂直な一つのセル列に局所化していくことがわかる.

これを巨視的に見れぱ,負荷方向に垂直な面内で圧縮型の巨視的局所化が進行するこ

とになるから,図7.6(c)に示した縦波成分がその後の巨視的局所化を支配したと言え

る｡
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7.3.4　巨視的不安定条件との関係

　分岐後解析により,縦波成分[図7.6(c)]の方が横波成分[図7.6(b)]より支配的であ

り,圧縮型の巨視的局所化が進行することが明らかとなった｡また,長波長の微視的

分岐点は巨視的不安定の開始点に一致することが示されている[35].　これらのことか

ら,圧縮型の巨視的不安定の開始条件が2回目の微視的分岐点で成立していることが

示唆される｡この開始条件は,圧縮型の局所化が負荷方向に垂直な面内で進行するこ

とより砿｡=oと表されるから(6j節参照),1回目の微視的分岐後における喘の変

化を調べたところ,図7,9のo印の点(応=-O.1295)でパ222=Oとなることがわかった,

この点は,2×128のセル集合で2回目の微視的分岐が起きる点にほぽ一致する(図7.4

参照),したがって,2回目の微視的分岐点後,分岐モードの縦波成分が優勢となり,

圧縮型の臣視的局所化が進行することが,巨視的不安定条件によっても裏付けられた

ことになる｡

7.4まとめ

　この章では,面内単軸圧縮を受ける正六角形弾塑性八二カムの解析を行い,微視的

分岐点での分岐モードの波動性とセル数依存性を調べるとともに,分岐後解析により

微視的分岐点から巨視的局所化に至る過程の検討を行った｡このため,サプストラク

チャ法を用いて,2財×2yのセル集合に対して解析を行った結果,巨視的軟化域にお

いて周期セル数に依存する長波長の微視的分岐が起きた｡この分岐は二重分岐であり,

波形に加えて位相という自由度を有すること,またその分岐モードには縦波成分と横

波成分が含まれることがわかった｡分岐後解析を行った結果,分岐モードの縦波成分

の方が横波成分より優勢であり,Papka-KyriakidesやZhu-Millsによって観察された巨

視的局所化が得られた.さらに,このような臣視的局所化の進行は,圧縮型の巨視的

不安定の開始条件と符号することも明らかとなった｡
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第8章

結　論

　本研究では,更新Lagrange形式の均質化理論において,微視的分岐が生じる場合の

理論構築を行った｡また,この理論を用いて正六角形八二カムの面内座屈解析を行い,

複雑な座屈モードが現れるメカニズムや｡微視的座屈が巨視的局所化に進展する場合

の検討を行った.本研究により得られた結果は,次のようにまとめられる｡

　まず,更新Lagrange形式の均質化理論の構築では,周期材料が巨視的一様変形を受

ける場合の仮想仕事の原理を増分形で示し,これに基づいて均質化方程式の導出を行

った｡さらに,このように導いた均質化方程式は物質客観性を陽に満足することを示

した｡

　次に,上述の理論において微視的分岐が生じる場合の検討を行った｡このため,ま

ず微視的対称分岐点では,固有解が自発的に生じるが,この固有解の符号を変えても

巨視的状態の変化には影響しないとし,微視的対称分岐点で成立する条件を調べた｡

この結果,微視的対称分岐が生じるときの固有解を決定する境界値問題が示されると

ともに,この固有解による擾乱変位速度場は剛性場との直交条件を満足し,巨視的変

化を伴わないことが示された｡つづいて,より一般的な微視的分岐の検討を行ったと

ころ,微視的分岐点での固有解を決定する境界値問題に加えて,固有解の発生が巨視

的変化に影響をしないことを示す直交条件が導かれた.すなわち,微視的分岐点では,

固有解の巨視的等価性に関わらず,固有解は直交条件を満足することになり,巨視的

変化を伴わないことが示された.
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　正六角形弾性八二カムの面内二軸圧縮の解析では,まず,第一微視的分岐点に圧縮

比の違いによって単純分岐,二重分岐および三重分岐の場合が現れた｡多重分岐では

座屈モードが多重となったが,擾乱変位速度場に拘束を与えることにより多重座屈モ

ードの基礎モードを求めることができた｡このように求めた基礎モードは｡セル壁方

向の単軸モードであり,簡単である｡これらの基礎モードを線形結合したところ,二

重分岐点ではGibson-Ashbyが観察した複雑な二軸モードとなり,また三重分岐点では

Papka-KyriakidesやChung-Waasによって報告された花状モードが得られた.したがっ

て,これらの複雑な座屈モードは力学的には多重分岐の結果によることが解明された｡

さらに,座屈後の解析では,三重分岐点が現れる等二軸圧縮負荷の場合に,進展する

座屈モードの内部エネルギーを比較することによって,巨視的ひずみ制御の場合には

花状モードが安定に進展し,巨視的応力制御の場合には単軸モードもしくは二軸モー

ドが安定に進展することを示した｡巨視的ひずみ制御における等二軸圧縮近傍の解析

では,第二微視的分岐点が現れることによって,単軸モードや二軸モードは擬似的な

花状モードに進展した.

　面内単軸圧縮を受ける正六角形弾塑性八二カムの解析では,微視的分岐点での分岐

モードの波動性とセル数依存性を調べるとともに,分岐後解析により微視的分岐点か

ら巨視的局所化に至る過程の検討を行った｡この結果,巨視的軟化域において周期セ

ル数に依存する長波長の微視的分岐が起きた｡この分岐は二重分岐であり,波形に加

えて位相という自由度を有すること,またその分岐モードには縦波成分と横波成分が

含まれることがわかった｡分岐後解析を行った結果,分岐モードの縦波成分の方が横

波成分より優勢であり,Papka-KyriakidesやZhu-M111sによって観察された巨視的局所

化が得られた｡さらに,このような巨視的局所化の進行は,圧縮型の臣視的不安定の

開始条件と符号することも明らかとなった｡

　以上の結果より,本理論に基づいた解析を行えぱ,セル状固体の微視的座屈や巨視

的局所化を定性的かつ定量的に調べることができ,さらには発生のメカニズムに関し

ても議論が可能であることがわかった｡したがって,本研究は,今後使用の拡大が期

待される金属フォームに対する力学的挙動の把握だけでなく,使用目的に応じたセル

状固体の設計においても有益である｡

96



付録　A

有限要素解析[99-103,117,118]

A.1　尽とjぢz,

　線形ひずみ一変位マトリックスj町は変位をひずみに変換するマトリックスであ軋

工学的ひずみを用いて,

肺
0
0
≒
0

ゼ
　
　
　
　
ゼ

　0

∂/≒
　0

0
　
0

∂/≒

∂/∂x,0

∂/∂χ3　a/aχ2

ダ面3　　0　　a/aχ1

(A.1)

と表される.また,非線形ひずみ一変位マトリックス尽vパよ変位を変位速度勾配に変換

するマトリックスであり,
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(A,2)

と表される･ここで,本研究で解析を行った正六角形八二カム(図5.1)は,石軸方向に

一様な無限体であるから,応力やひずみ,変位の分布もx3方向において一様となる.

このとき,a/≒=oとなり式(A,1),(A.2)はそれぞれ

a/肺

0
　
0

a/≒

0
　
0

a/私

a/≒

0
　
0

0

n
y
　
O
　
n
〉
　
O

　0

a/≒
　0

a/≒

0
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O
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0
　
0

0
　
0
y

0
　
0

a/≒

a/私

0
　
0

0
　
0

0
　
0

a/≒

J/叫

　0

(A.3)

(A.4)

となる[78･108･109].なお･後述(A.4節参照)の形状関数べ(j=L2,…淘を用いると,式

(A,3)は

叛=[択折…司]
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と与えられ,机は

尽=

礁/≒

0
　
0

代/≒

0
　
0

と表される.　また,式(A.4)は

と与えられ,ぬは

と与えられる｡

召這=

礁/私

礁/≒
0
　
0
　
0
　
0
　
0
　
0
　
0

召g

　　0

a凧/叙2
　　0

≒/礁

0
　
0

0
　
0

0
　
0

≒/礁

妬/礁
=[札メ咬…j咬]

O
　
n
″
　
n
｡

礁/私

礁/≒

(
H
y
　
O
　
n
y
　
O
y
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∂凧/≒
　0

(沁TL,2,…ぶ)
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(A.6)
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A｡2　cとr

　本解析では･式(5.2)のように相対Kirchhoff応力のJaumann速度札とひずみ速度らの

間に線形関係を仮定しており,式(5.5)に示される等方弾性体や,(7.3)に示されるJ2流

れ則に基づく等方弾塑性体構成式に対してCは次のように表される｡

`ヂ゛

Q- こで,Cは式(5.3)の関係より,

C゛=

1
1

C=C9　-r　=(Ce-C″)-r

一y　　y

　　　1-y

砂澗.

0
　
0
　
0

(A,9)

(A.10)

(A.11)
C″=

0
　
0
　
0
　
　
　
0

1-21/
-

　2

0
　
0

{
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(711(ア23　び11(ア31
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　　　　　　(y33(ア33　(y33(y12

　　　　　　　　　　　(7712(712

　砂脚.

2G
一

1-21/

と表され,G=£/2(1+y)である.つづいて,Cリま

　　　9aG2
-

(3G+ど戸2

である｡ここで,どは硬化係数,Jは相当応カ,べは偏差応カを表し,aは降伏条

件式,



で与えられる｡

r=

　
べ

　
べ

ー
一
2

　
ヂ -ヤr2(ど)

より,/=Oのときa=1,/≪Oのときα=Oである,　また,パま

2び11 　0
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式(4.2)･(4.7)においてら(‰を表すマトリックスrは次のように与えられる.
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A｡3　ペナルティ法

　ここでは,ペナルティ法を用いた周期境界条件の与え方についての説明を行う.

　式(4.1),(4,6)およぴ(4,9)において,i≒z,φは汗周期性を満足する未知数である.

例えぱぶについて節点値ベクトルを表せぱ,総節点数をyとして次のように表される.

Z4　= 1
(1)zi

(2)zi

(″)ぶI

こで,(/)ぶはy番目の節点における&‘の節点ベクトルであり,

(j)ぶ={(j)べ(ノ)i汗)(}へ(y=1,2,…,y)

(A,15)

(A.　16)

`苧〃

心

である｡このとき,図A｡1に示すように,周期性を満足すべき節点の組合せをそれぞ

れ節点≪と叫(g=TL　2,…,肘)とすると･

(“;)£i (可)
&'=0,(,7=L2,…,豺)

が成り立つ.　この関係は,式(A,15)を用いれぱ,

(A,17)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　尽zi'=0　　　　　　　　　　　　　　　　(A.18)

となり,ち(･7=TL　2,…,豺)は,3×3の零行列θと3×3の単位行列パこより,次のように

表される3×3Ⅳのマトリックスである.

ら-[θθ…/…-7…θ] (λ19)

ただし･jと-/はそれぞれべ歯目とべ參目に位瀧する.この関係を用いると･式(瓦18)

は,
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Fig.　A.1　Pair　of　nodal　points　whi･ch　are　constrained　to　satisfy　£y‘periodic　boundary

　　　　　　condition｡

　　　　　　　　　　　　　　　　　八冲'=0

と表され,八yは式(4ご7)の拘束マトリックスであり,

八y=

尽

尽

害
拳
参

らj

(A.20)

(A.21)

で与えられる｡

　ペナルティ法では,上で導出した拘束マトリックス尽yを用い,ペナルティ数λに大

きな実数を与えることで,結果的に周期境界条件を満足する解を得る.
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A｡4　アイソパラメトリック要素

　本研究では,図A.2のような1次の4節点アイソパラメトリック要素を用いた｡そ

の形状関数は,図A,2(b)で示される正規化された局所座標系(払η)において,以下の

ように表される.

凧

y2

={(1{)(1-η)

={(1リ)(1-η)

y3={(1+妁(1+η)

y4 ={(1づ)(1+η)

なお,数値積分にはガウス積分を用いた
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1(-L-1)

(a)Global　coordinate

ワ

(b)Local　coordinate

,な

Fig.　A･2　1Wo　kinds　of　coordinate　systems.
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付録　B

微視的分岐点と座屈モードの解析方法

B｡1　微視的分岐点の探索方法

　ここでは,有限要素解析において微視的分岐点の探索するための方法について説明

する.　このため,一般的に式(3.30)のように多重分岐が生じる場合を考える.

　式(3.30)を満足する独立な固有解がz7z個存在するとき,がまが)(£=L2,‥･,祠の線形

結合された形である式(3.31)で表される,このとき,有限要素解析では式(4.9)のように

表され,対応する節点ベクトルφ(゛)は,

瓦参(£)｡r(1)ゆ(゛) (B.1)

の関係より,x-(゛)=Oを満足するような零固有値をペアとする固有解である｡すなわち,

分岐の多重度sは瓦の零固有値の数に等しく,零固有値が生じることで式(4.8)が成り

立つ｡

　零固有値の数を調べるには,シルベスターの慣性法則[119]を利用すると都合がいい

まず,瓦を三角分解すると,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　瓦=U)£『　　　　　　　　　　　　　　　　　(B.2)

と表される｡ここで,£は対角成分を1とする下三角行列であり,Z)は対角行列であ

る｡このとき,シルベスターの慣性法則によれぱ,対角行列Z)の零成分の数が瓦の零
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固有値の数と等しく,さらには瓦における固有値の正負符号の数と,Z)における対角

成分の正負符号の数は一致する.実際の解析では,未変形状態のとき瓦の固有値がす

べて正であり,微小増分をとって解析を進めて行くと微視的分岐を通過して瓦の固有

値に負符号が現れる｡よって,増分計算毎に対角行列Z)の対角成分において負符号の

数を調べれぱ,微視的分岐点の発生と分岐の多重度を調べることができる｡なお,本

解析では連立方程式(4,1)の解法にGaussの消去法を用いており,この場合には前進消

去した後の上三角行列に対して対角成分の符号を調べれば,上述と同様の破認を行う

ことが可能である｡

B｡2　独立な座屈モードを求めるための拘束

　第5章のように4つのセルの集合をセル集合に取った場合,図B｡1の点Aで擾乱変

位速度(を零に設定すれば,周期性により点C,　Gでも(=Oとなる(5.3節).ただし

座屈が生じるまでは,各セルが同じように変形するから,さらに点B,D,E,F,H

で(=Oが成り立つ.つまり,座屈点に至るまでは点A~Hでぐ=Oであるが,座屈点

に達すると,点B,D,E,F,Hの5点でぐは非零の値を取り得ることになる｡しか

しここで,x,方向,すなわち90･方向のモードI座屈(図5.5)を見ると,これら5点の

うち点B,Hではぐ=Oである.したがって,点B,Hでぐを零に拘束しても,90･方

向のモードI座屈には影響を瓦ぽさないことになる.同様に,点D,Fおよび点Eでぐ

を零に拘束しても,それぞれ-30･方向および30･方向のモードI座屈には影響を反ぽ

さない｡
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G H

Fig.　B.I　Periodical　unit　consisting　of　four　cells;　chain,　dashed　and　dotted　lines　indicate

　　　　　three　periodic　pairs　of　cell　walls.

B.3　花状座屈モードと巨視的応力･ひずみ状態

　ある巨視的応力および巨視的ひずみのもとで,図5.10に示したような花状変形が現

れたとする.　この花状変形はx3軸回りの60°の回転に対して不変であるから,これに

対応する巨視的応力および巨視的ひずみの状態もx3軸回りの60°の回転に対して不変

でなけれぱならない｡この結果,花状変形を引き起こす巨視的応力および巨視的ひず

みは,等二軸状態の面内垂直成分とx3軸方向の垂直成分からなることが示される･
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付録　C

サブストラクチャ 法を用いた解析方 法

　サブストラクチャ法[11月を用いると,ルfxy個のセル集合汀の解析は単位セルy

を用いて効率的に行うことができる(図C.1).まず,舒xy個のセルの集合汗に関す

る境界値問題(2.30)をそれぞれ単位セルごとに考える(図C,1(b)).このとき,xl方向に

f番目,x2方向にy番目の単位セルに関する部分剛性方程式は,境界成分を表す添宇j

とそれ以外の成分を表す添宇/を用いて,

()

E昌)
昿)

()

j
j
-
り

り
㈲
9
回

陥
･
仁
げ
1

ヽ
-
-
r
-
･
ノ

　
ハ
　
　
ハ

/
叫
a
伍

　
η
　
　
η

jo,(1心s訂,10sy) (C.1)

と表される.式(C･1)の暇パこ対してGaussの前進消去法を適用し上三角化を行うと･

演算後のリj)を`昿),ぺj)を`()として,境界成分のみに関する部分附陛方程式

見)ぐ)=一可ノ)io (C.2)

が求められる.ただし,暇)はセル集合A=yの1y周期境界県件および隣接する単位セ

ル間での共有境界条件を満足しなけれぱならない.式(C.2)を用いてセル集合汀の全境

界に関する部分剛性方程式(図C.1(c))を組み立てると

瓦%'″=-7V″io (C.3)

となり･が･i'″　･/v″　はそれぞれぢj)･ぺ?/)･戻7)を元に構成される.ペナルティ
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法を用いて境界条件を課すれば,瓦りま

″
y
だ

　
瓦

昌ちし4ぢら (C.4)

と喪される.　ここで,λはペナルティ数,らは好周期境界条件および共有僚界柴件

を表す拘束マトリックスである.

　微視的分岐が生じるまで,セル集合に含まれる各単位セルは同様の変形状態を示す

ので,増分解析には単位セルを用いればよい,また,式(C.4)を用いれば,単位セルの

解析で得られる見)を使って,大きさの異なるセル集合に対して効串的に微視的分岐

点の探索が可能である.分岐後は変形状態の異なるルrxy個のセルに対して式(C.1)か

ら式(C,2)を求め,式(C.3)を解くことで最終的に全体の変形状態を解析する･
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