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Chapter　1

緒論

1.1 数値解析法

　近年の計算機技術の長足の進歩は､高性能なコンピュータを従来では考えられなかった

ほど安価に利用する事を可能にした｡その結果､設計や生産の現場に数値解析法をベース

としたシステムを導入し､従来は経験や実験に頼っていた作業をコンピュータ処理すること

が熱心に検討されている｡このようなシステムはCAD(ComPuter　Aided　Design)､CAE

(ComPuter　Aided　Engineering)などと呼ばれている｡ここで用いられている数値解析法に

は釜分法(Finite　Di汀erenceMethod)､有限変素法(Finite　Element　Method)､境W斐素法

(Boundary　Element　Method)などがあるが､流体解析など特別な場合を除けぱ､主として

用いられるのは有限要素法と境界要素法である｡では､最初に有限要素法と境界要素法の

発展と現状を簡単に概観してみることにする｡

有限要素法

　有限要素法[1]が初め7実用に用いられたのは､1950年代に航空機の構造解析に適用さ
れたときである｡その後､この解析法は1960年代､1970年代を通じて熱伝導や電磁場な

どの非構造解析､大変形や塑性などの非線形解析に応用された結果､ますます汎用性の高

い解析法となった[2,3]｡しかし､この解析法を現在のように広く普及させるのにきわめ
て大きく貢献したのは､人出力データ処理を容易にするプリポストプロセッサーの開発と､

それを用いた強力な汎用プログラムの出現である｡

　ところで､有限要素法はRayleigh一犯tz法またはGalerkin法に基づいている｡しかし､

どちらの場合でも解析対象の領域を有限個の要素(有限要素)に分割し､関数分布を各要素

内で多項式近似して定式化する｡頷域をいくつかの要素に分割して解析するので､非線形

な問題や不均一な場の問題でも容易に解析できるが､頷域内に節点をとるので計算機の記

憶容量や計算時間が増大する欠点がある｡また､有限要素は解析対象の形状変更によって

ゆがみを生じ､計算精度が低下する可能性が大きいため､境界形状の変化する問題､例え

ば､自由境界を決定する問題や形状最適設計問題に対しては効果的なメッシュジェネレー

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5



6　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　CHAPTE丑j｡緒論

夕や適応メッシュ法が必要となる｡しかし､現在提案されているものはまだ十分実用的と

はいえない[3-5]｡

境界要素法

　墳W要素法の発展を見ると､これまでに2つの重要なターニングポイントがあった[6,7]｡
その第1は､1967年にFよmzzoにより初めて行われた直接法による定式化である｡それ

まで､境界要素法は間接法によって定式化されていたが､これ以降直接法境界要素法が中

心となっていく｡そして､第2は1975年にLachatとwatson[8,9Dこよってなされた､形
状関数の導人である｡彼らは､有限要素法で用いられている形状関数が､積分方程式に系

統的に植み込まれ得ることを数値例によって示した｡この結果､それまで境界積分方程式

(Boundary　lntegral　Equation)と呼ばれていたこの解析法に｢要素(Element)｣の概念が導

人され､境界要素法(Boundary　Hement　Method)の名前が生まれることとなった[10,11]｡
そして､その後墳界要素法は流体や電磁気などの非構造解析､弾塑性解析や自由境界を有す

る問題などへも応用が進められ､最近では市販プログラムが開発されるまでになっている｡

　ところで､墳界要素法の最大の特徴は､線形で均質な場の問題に対してその境界を要素

分割するだけで解析できることである｡そのために､領域内に節点を必要とする有限要素

法に比ぺて計算時間と記憶容量の点で非常に有利となる｡また､境界形状が変化する問題

に対しても､要素がゆがんで計算精度が低下する恐れが少ないので､自由境界を決定する

問題や形状最適化問題にも有効である｡しかし､このような問題は線形で均質な場の問題

に限られるので､これ以外の問題では領域の要素分割が必要となり､境界要素法の有効性は

低下する｡そこで､このような問題に対して､顛域積分項を境界積分に変換するための一般

的手法についての研究もいくつか行われているが､まだ十分効果的とはいえない[12-14]｡

　以上､この節では有限要素法と境界要素法の特微について簡単に述べた｡それによると､

有限要素法は線形･非線形を問わずいろいろな問題の解析に適用できるが､境界形状の変

化する問題には適していないこと､これに対して､境界要素法は線形で均質な問題や境界

形状の変化する問題に適していることがわかった｡これらの点をふまえて､次節では境界

要素法が扱う最適化問題にはどのようなものが適しているか､それらで問題となるのはど

のようなことかについて述べることにする｡

1.2 最適設計問題

　本論文の目的は､境W要素法を構造物や機械要素の最適設計に適用し､その有効性を検

討することである｡この節では､どのような最適設計問題を扱うのか､その場合に問題と

なるのはどのようなことか､という点について述べる｡
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どのような問題を扱うか

　一ロに設計と言っても､現実の物体は何もない設計要求書だけの状態から実際の装置を

作り出すその過程には､いくつかの段階がある｡例えば航空機の設計を例にとって考えて

みると､開発機種の市場調査に始まり､環境問題､将来の交通需要､法的な規制などの諸

条件を考慮して航空機の概念設計がまず行われる｡次に､その概念設計に基づいて航空機

の最大速度､離着陸性能などの基本性能を決定するシステムレベル設計が検討される｡そ

して､穀後に各部分のより詳紬な寸法を決吏するコンポネントレベル殴計が行われる[15].
このうち､本論文ではコンポネントレベルでの設計を研究対象にとり､これに境界要素法

を適用する｡

　しかし､コンポネントレベルでの最適設計といっても､何を最適化するかによって問題

の内容も用いる解析法も異なってくる｡コンポネントレベルで扱われる最適設計問題には

次の2つがある｡

1.解析対象の境W形状を最適化する形状最適化問題

2.解析対象頷域内での厚さや物理定数(ヤング串など)の分布を饅適化する関数分布の

　最適化問題

　これらのうち､境界要素法に適しているのは1の形状鏝適設計である｡なぜならば､解

析対象が均一で線形な場からなる場合､境界要素法はその境界を要素分割するだけで解析

することができるので､境界形状の変更が容易だからである｡これに対して､2の場合は

解折対象の領域内で関数分布が不均一となるので､境界要素法を用るとき頷域を内部セル

に分割しなければならない｡

　以上のように､本論文ではコンポネントレベルでの設計段階において､解析対象の境界

形状を最適化する問題を扱うことにする｡このとき､解析対象は逐次線形化法により最適

化される｡しかし､逐次線形化法で最適化を行うには､目的関数の段計変数に関する微分

量(設計感度)が必要となるので､次節では設計感度の計算法について考えてみることに

する｡

どうやって設計感度を計算するか

　前節で述べたように､数学的最適化理論に基づいて形状最適化問題を扱う場合には目的関

数の設計感度が必要となる｡そして､この計算には次のような方法が用いられる[16,17]｡

　L数値微分法

　2.随伴変数法(Adjoint　variable　Method,　AVM)

　3,直接微分法(Dired　Difrerentia1　Method,　DDM)

このうち､数植微分法[18-39]では設計感度の式を釜分近鉛して段計感度を求める.
の方法はアルゴリズムが簡畢であらゆる問題に対して容易に適用できる利点を持つが､

こ

感
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度計算に時問がかかりすぎる欠点がある｡そこで､この方法の計算効率と計算精度を改善

することについての提案が､zヱhaoら[24,25Dこよってなされている｡しかし精度の点は

ともかく､効率の点では次に述べる2つの方法ほどの改善は期待できない｡

　これに対して､ΛVM[40-59]では次のようにして設計感度を求める｡まず目的関数と制
約条件の変分を求め､これに状態方程式の変分表現を用いて随伴系(adjoint　system)を定
義し､随伴変数による目的関数､制約条件の変分表現を導出する｡そして､随伴系につい

ての境界値問題を通常の境界要素法で解き､その解を上の表現式に代人して設計感度を得

る｡この方法は､精度のよい設計感度を数値微分法に比べて短い時間で計算できる利点を

持つが､目的関数の式の形によって随伴方程式の定式化が困難な場合があったり､問題に

応じて定式化を変更する必要があったりすることなどの欠点がある｡

　幾後にDDM　fJ6o-69]万あるが､この方法万は境男積分方程式で表された評価関数を設計
変数で直接微分して設計感度を求める｡この方法は､利点の面でも欠点の面でもAVDと

よ《似た特徴を持っている｡

　これらを比較すると次のようなことが言える｡まず数値微分法は､効串と計算精度の点

で他の2法に比べて多少劣る場合があるが､扱う問題や最適化の目的によらずどのような

問題についても設計感度を計算することができる｡これに対して､他の2つの方法は定式

化の可能な問題に対しては設計感度を効率よく､そして精度よく計算することが可能であ

るが､反面､定式化できない問題も存在する｡

　そこで､これらの特微と本研究の研究目的を考慮して､設計感度の計算には数値微分法

を用いることにする｡なぜならば､本論文で提案しているのは形状最適設計を効串よく行

うための効果的な数値解析法の利用法(3章､4章､5章)や実際上の問題に対する数値実

験から得られた結論(6章)､そして境界要素法に対する新しい適応メッシュ法(7章)で

あり､このような場合には多少効串が劣っていても､どのような問題の設計感度でも確実

に計算できることが重要だからである｡

どうやって計算効率を高めるか

　最適設計では通常繰り返し計算を行って､最適形伏を決定する｡従って､どのようにし

て計算効串を高めるかが重要となってくる｡これに関しては､高性能なハードウェアを徹

底的に使うということ以外に､ここでは解析手法の点から考えてみる｡

　数値解析で計算効串を改善するポイントは､大体次の2つである｡　1つは連立方程式を

解く効串を高めることであり､もう1つは全体系マトリックスを形成する効率を高めるこ

とである｡このうち特に重要なのはマトリックスの形成効串の改善であり､このために次

のような方法が提案されている｡まず､M｡E恚otkinら[42]は有限要素法にサブストラク

チャリング法を用いて､全体系マトリックスを形状変更に関わる節点の自由度だけからな

るマトリックスに縮小し､計算効串を改善している｡　E｡Sandglenら[70Dま､境界要素法に
サブストラクチャリングを用いて同様の効果を得ている｡これに対して､N.Kamiyaと著

考ら[26,71]は境W変素法に頷域の部分分割を用い万全捧系マトリ,クスを彩伏変冤に関
わる節点について郎分マトリックスとそれ以外の部分マトリックス分けることで計算効串

の改善を実現している｡しかし､これらの方法にはそれぞれいくつかの欠点がある｡まず
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有限要素法を用いた方法では､形状変更によってメッシユのゆがみが生じて計算精度が低

下するおそれがある｡このために､メッシュジェネレータや適応メッシユ法も研究されて

いる[3-5]が､実用性の点でまだいくつか解決すべき問題点がある｡一方､境界要素法で
は有限要素法のようにメッシュのゆがみによる計算精度が低下するおそれは少ないが､解

析対象の形状や形状変更境界の設定によっては計算精度や効率が低下する場合があること､

不均一な場の問題を扱えないことなどの欠点がある｡そこで､N.Kamiyaと著者[27,31-34]
は､有限要素法と境界要素法の結合解法を用いることを提案している｡

どうやって精度の低下を防ぐか

　境界要素法は線影で均一な場の問題を解析対象の境界を要素分割するだけで解析できる

ので､形状変更が容易で､メッシュがゆがんで計算精度が低下するおそれは有限要素法に

比べてずっと少ない｡しかし､必ず計算精度が低下しないわけではな《､特に形状の大変

更を伴う場合には精度が低下している可能性が非常に強い｡そこで､形状変更による計算

精度の低下を防ぐために適応メッシユ法を用いることが考えられる｡

　適応メッシユ法の基礎となる誤差評価法についての研究は1978年のL　Babs6､kaらの論

文[72]が饅初tあり､その後の有限斐泰法におけるこの分野での研究の進涯は､文献[3,51
などに詳しい｡これに対して､境界要素法における適応メッシュ法の研究はc玉atz[73]
やE.Alarconら[74Dcよるものが最初と考えられ､その後､引き続きE｡Alarconら[75-

79]､E丑ankら[80,81]､JよRencisら[82-88]､Pぶarreira[89,90]､M,S,lngberら[91]ヽ
M,　G　uiggianif92仁結城ら[93仁川口ら[94,95,96Dこよる研究が報告されている｡
　ところで､適応メッシュ法を開発する場合の牛-ポイントは2つある｡その1つは､真

の解が不明である問題について数値解と真の解との誤差をどの様にして予測するかという

ことであり､もう1つは､誤差とメッシユ分割とをどのように関係付けるかである｡これ

らの点に注意して先にあげた論文を検討すると､今までの研究の中心が精度のよい誤差評

価法に集中していることがわかる｡確かに誤差評価法は適応メッシュ法の中核部分である

から､これに高性能なものを用いようとするのは当然であるが､適応メッシュ法を本当の

意味での適応メッシュ法とするためには､第2のポイントを解決しなければならない｡こ

のために､著者ら[97,98Dま適応メッシュ法のプロセス全体を最適化問題として定式化す
ることで､誤差とメッシュ変更のプロセスを定量的に関連づける方法を提案している｡

1.3　本論文の内容

　前節では､本論文ではどのような最適化問題を扱うか､その問題ではどのような点にポイ

ントがあるか説明した｡それらを考慮して､本論文の内容は次のような構成になっている｡

　2章は､数値解析と最適設計の理論に関する説明である｡この節では､最初に2次元弾

性解析の理論のうち数値解析理論の説明で必要となる事柄について簡単に述べてから､2

次元弾性問題の有限要素解析と境界要素解析の理論について説明し､その後､2次元ポテ

ンシャル問題の有限要素解析及ぴ境界要素解析についても述べる｡それから､有限要素法
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と境界要素法の結合解法の理論と､シンメトリックBEMの理論についても述べる｡そし

て最後に､最適設計の理論について説明する｡

　3章では､解析対象の局所形状を最適化する局所形状最適化に対して､有限要素法と境

界要素法の結合解法を用いることを提案する｡前節でも述べたように境界要素法は形状最

適設計に適した解析法であるが､解析対象によって計算精度や計算効率が低下する場合が

ある｡この欠点を解決するために有限要素法と組み合わせた結合解法を用いる｡この章で

は有限要素法､境界要素法､境界要素法に頷域の部分分割を組み合わせた方法､そして有

限要素法と境界要素法の結合解法を比較し､局所形状最適化問題に結合解法を用いる利点

について論じる｡

　これに続く4章と5章では､3章で提案した方法から派生した形状最適化法について述

べる｡まず4章では､不均一な場を含む局所形状最適化問題に対して､有限要素法と境界

要素法の結合解法を用いることについて述べる｡不均一な場を含む問題､例えば頷域内で

要素厚さや物理定数が変化する物体の解析や部分的に非線形な頷域を含むような物体の解

析がこれに相当するが､このような問題は境界要素法よりも有限要素法で扱うのに適して

いる｡しかし､有限要素法では形状変更によってメッシュがゆがむ欠点がある｡そこで､こ

のような物体の局所形状最適化問題には有限要素法と境界要素法の結合解法が適している｡

この章では､不均一な場の問題の例として厚さ不均一な物体をとり､これを結合解法で最

適化する事について述べる｡

　次に､5章では境界要素ズーミング法による局所形状最適化問題について述べる｡3章と

七ホでは､局所形状最適化問題において形状変更される境界を含む郎分頷域(形状変更頷

域}を墳野翌索で､それ袱外の鯖寄糾岬則り斡で蓼素分削し､萌域余体を結合解法で解析す

ることについて述べたが､この章では､形状変更頷域だけを他の頷域から分離してズーム

アップし､このズーミング頷域だけを境界要素法で解析する近似解法について述べる｡こ

の方法では､まず領域全体が有限要素法で解析された後､形状変更頷域だけが改めて境界

要素法で要素分制されて解折される｡それで､境界要素ズーミング法と名づけられている｡

　6章ではコイルぱね素線断面形状の最適設計問題を取り上げる｡ヽ素線断面に生じる応力

が外力のねじりモーメントだけによると仮定すると､応力関数を用いて支配方程式は準調

和方程式で与えられる｡従来､この方程式の境界要素解析には調和方程式の基本解を用い

ていたので､解析に内郎セルが必要であった｡これに対して､この章では内部セルを必要

としない新しい定式化を採用する｡この方法によれば､境界を要素分割するだけで解折す

ることができるので､素線断面の最適設計問題に非常に効果的である｡この解析プログラ

ムを用いて実際に素線断面形伏の最適化を行い､従来から有効性が検討されている異形素

線断面ぱねの有効性について検討する｡

　7章では境界要素法の適応メッシュ法について新しい手法を提案する｡通常よく用いら

れる事後誤差評価を用いた適応メッシユ法では､解析を行ってから誤差評価を行い､誤差

評価の結果に基づいて精度を改善するようにメッシユを変更する｡この過程で重要なのは､

前節で述べたようにどのようにして精度良く誤差評価を行うかということと､誤差評価の

結果をメッシュ変更にどの様に反映させるかということである｡従来提案されている方法

は主として前者に重点を匿いていたが､本論文の手法は後者に重点を置き､適応メッシュ

法のトータルバランスを改良しているのが特徴である｡その結果､従来の方法に比べてか
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なり効率が改善された方法となっている｡

　最後に8章では各章ごとのまとめを示し､本論文全体を通じての結論とする｡

11
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Chapter　2

数値解析と最適化の理論

　この章では､まず2次元弾性体の境界値問題の理論について必要な基礎事項､およびこ

の問題の有限要素および境界要素解析について述べてから､同様にして2次元ポテンシャ

ル問題の解析理論についても簡単に述べる｡つづいて､解析に用いる有限要素法と境界要素

法の結合解法の理論と､軸対称な物体で対称軸を要素分割せずに解析する墳界要素法(以

下､これをシンメトリックBEMと呼ぶことにする)の理論について述べる｡殼後に､本

論文で用いた最適化の理論について述べる｡

2.1 2次元弾性問題

2.1.1　境界値問題

　弾性体の境界値問題とは､平衡方程式､変位ひずみ関係式､及び構成式を境界ら上の幾

何学的境界条件と境界c,上の力学的境界条件のもとで解くことであり､これらの関係式は

良く知られたものあるが､後で用いる記号の説明もかねてここでまとめて表しておく[99]｡

基本物理量

　2次元弾性体に関する変位ベクトルu､ひずみテンソルのうちの2次元成分6､応カテン

ソルのうちの2次元成分･7､表面力ベクトルtを次のように定殺する｡

t£
一

一

6　=

=
　
　
=

″
‥
y
　
t

{ul　　u2}T

{cll　　c22　　ぐ12}7

{(y11　　び22　(712}T

仏　1ボ

で添字1,2はそれぞれ座標軸のI軸と2軸を表す｡
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支配方程式と境界条件

　弾性問屈の支配方程式は､次の平衡方程式で与えられる｡

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　び心+yi=O　　　　　　　　　　　　　　　　　(2･5)

ここで､ムは物体カのi方向成分であり､添字のら)はj軸方向の偏微分を示す｡また､境
界条件は次のように与えられる｡

　　　　　　　　　　　　　　　　　　匹壮ヤ　　　　　　　　　　　　　　(2,6)
　　　　　　　　-

ここで､記号(　)は境W上で与えられた植を示す｡

構成式

　弾性体のひずみと応力の関孫を表す構成式はHookeの法則と呼ばれ､次式で与えられる｡

これをマトリックス表示すると

W

U

窄S

U

こで､j9は剛性マトリックスと呼ばれ

p

p

-

一

-

-

　£

回フ

　
μ
　
1
1
　
n
y

1
1
　
μ
　
0―

n
w
　
n
U

1-μ

コF‾ |

(7り
-

- 玖押ql

(y=p6

､次式で与えられる｡

μ
[
宍
嗜
ー
　
ハ
U

1
え
　
μ
宍
ハ
U
I
(2.7)

(2,8)

(2.9)

(2,10)

(2,11)

　¥

U

(平面応力状態)

　　2　　　(平面ひずみ状態)
　1-2zノ　j　　､｡吊7可

で､召と･ノはそれぞれYoung串とPoisson比を示す｡

変位ひずみ関係式

　変位ひずみ関係式は､微小変形理論に基づいて次式で与えられる｡

これをマトリックス表示すると､

Gj゛ミ(‰j+馬,i)

6コ召t&

こで､マトリックスjヨ1は微分作用素で表されたマトリックスであり､次式で与えられる｡

j
o
a
可
ミ

浪
O
迫―

　
心

(2,12)
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Cauchyの関係

　応力と表面力の関係はCauchyの関障として与えられる｡

W

L

雫●

Q で nj

　　　　　　　　　　　　　　　　　　へこ(70　nJ

は表面での単位法線ベクトルの成分を示す｡

15

(2j3)

相反定理

　弾性体に物体カムと表面カむが作用してつりあい状態にあるとき､この弾性体に生じる

応力を邸､変位をu,､ひずみをGjとする｡次に､別の組の物体力y,'と表面力りこよって生

じる応力を喘､変位を司､ひずみを嗚とする.このときヽ第1の組の物体力と表面力が第
2の組の変位になした仕事は､第2の組の物体力と表面力が第1の組の変位になした仕事

に等しい｡つまり､

　
+

　
心
　
ズ

　
ー,
,
/
'
″

これをBettiの相反定理という｡

または､マトリックス表示して

ゾレ仙;お=
　4か

戈-

'
/
ぢ

ル沁心+
れを変形して

びぴ;dタ

J｡
/
パ

ぴdS=

　
S

　
d

　
%

　
晰
.
『
リ

/
万

　
=

'
/
ぢ

び‘TdS

｡
/
バ

ム“u,お (2｣4)

(2.15)

(2j6)

2.1.2　積分方程式

　この節では､平衡方程式の重み付き残差表示から有限要素解析と境界要素解析の基礎と

なる積分方程式を導出する｡なお､本論文の以下の解析では物体力を考慮していないので､

これからの説明では平衡方程式の物体力項を無視することにする｡

　まず､平衡方程式(式(2,5))と蛍み関数u;の内積をとり､これをoとおくと次のmみ付

き残差表示式を得る｡

　　　　　　　　　　　　　　　　ノレ咄jぐお=o　　　　　　　　　　　　　(2j7)
この左辺をGauss-Greenの定理

　
心

　
ら

｡
/
人

　
=　

･
S

　
j

　
U
''
/
パ

を用いて部分積分を行うと次式が得られる ○

　
ら″
/
だ

　
一

　
y

　
馬

　
の
｡

｡
/
人

(2j8)

(2j9)u;ノタ=0



16

9婢

L こで､

ただし､

左辺第2項は次のようになる｡

｡
/
パ

びり≪パS

C
乖　_

1
●戸-　･-

リ‾2
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=ゾげべお

(≪J+

式(2,20)と式(2j3)を式(2j9)に代人すると

｡
/
だ

jらdタ゜

j可

　
心

　
噛
―
客

　
ぷ

　
~

r
/
/
″

(2,20)

(2.21)

(2.22)

この式で重み関数に仮想変位を考えて離散定式化を行うと有限要素解析の積分方程式が得

られる｡

　次に式(2,22)の領域積分項をもう一度部分積分することを考える.式(2,22)の左辺に
Bettiの相漢定理(式(2j6))を代人し､式(2.20)の操作を反対に施すと

　
ら｡
/
万 仙お=

　　-

　　-

｡
/
万
｡
/
だ

ひりds

喘`‰jds

(2.23)

となる｡これに､G&uss-Green　の定煙(式(2j8))を堀いて郎分積分を行い､Cauchyの関

係(式(2｣3))を用いれば

｡
/
パ

となる｡この式を式(2,22)･

びりらdタ゜r/
'
″

恥湊-ゾシ‘仙,戸μタ

こ代人すれば､最終的に次式が得られる｡

ズ[い;一以]心+ゾ声吹声'=o
この式に対して､重み関数に基本解をとると境界積分方程式が得られる｡

(2.24)

(2,25)

2.1.3　有限要素解析

　この節では式(2.22)を変位法によって離散定式化し､これに境雰条件を与えて有限要素

解析を行うことについて説明する｡

　まず式(2,22)をマトリ･,クス浚示すると次式となる.

　
ど.
/
パ

(アdS=

　
心

　
″
↑
む

J

　
U｡
,
/
'
″

(2,26)

この式について､重み関数として仮想変位を考えると変位指定境界らでは仮想変位がOと

なるから次式が得られる｡

/
万 ぞ*7びdS= ｡
/
み

t£゛Ttds (2,27)



(2.33)

(2,34)

(2j5)

(236)

(2.30)

(2,31)

(2,32)

(2,37)

(2j8)
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次に､解析対象の領域を財個の有限要素に､衷面力指定境界をyV個の境界辺に分割すると

次式となる｡

″
Σm=1

　
　
ぞ
　
m

｡
/
ぢ

‘こびmds

　
包
"'
/
心

″
Σ
{

‘ひn心

こで､各要素での変位偵を節点での値と｢句挿関数によって表す｡つまり､

　尨m

U゛m

-

-

-

一

11TU,l�e

丞TU゛noje

(228)

(229)

マ

U

こで､u,､｡4とu≒4はそれぞれこの要素に属する節点の変位値と仮想変位値からなるベ

トルであり､■は内挿関数マトリックスである｡同様にして境界での表面力値を表すと､

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぢ=ψ7jn�e

式(2,30)を変伎ひずみ関孫式(2jl)に代人すれば､

さらに､
W

仙｡

となる｡これらの式を式(228)に

″
Σ
{

｡
/
万

(召丞Tu東n｡&)TD召1Tt£n�μS

となり､まとめると次式となる｡

W

U

`●S

t- で

とおくと､

M

Σ
m=1

この式を全体系に

'
/
パ

Lが

れを構成式(2,8)に代人すれば

　(アmごp召1T狐れ�e

代人すれば､

九
″
Σ
J

IZi召TD召17dSun｡&

'
/
万

　
=

jV

Σ
n=1

こ

ク

瓦m

M

Σ
m=1

｡
,
/
″
ぺ

　
=　

f
'

un

尨゛乙&jirmt£no&=

ついてまとめると

u*7瓦tl -

一

一

-

(参T狐‰｡&)T蛋7ぢ�e心

ぺ｡j｡

li召TD召1TdS

1ψΥ心tn｡&

μ

Σ
ntl

u'与

　
　
　
　
M

″
/
'
べ

包゛2J｡de/n

劃pT心ぢ�e
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ここで､瓦､u､が､/はそれぞれ全体系剛性マトリックス､節点変位ベクトル､節点仮想

変位ベク目レ､等価節点力ベクトルである｡

　この式が任意の仮想変位について恒等的に成り立つには､

瓦u -

- ∫ (239)

とならなければならない｡

　この式に対して表面力指定境界での境界条件を与えてとき､節点での未知変位を求める｡

また､節点でのひずみと応力は式(2,31)と式(2.32)に求めた変位債を与えて浹定する｡

2.1.4 境界要素解析

境界積分方程式

　次に2次元弾性体の墳W要素解析について述べる｡境界要素解析では重み関数として次式

爪戸),Q)+み(尽Q柘
-

一 0 (2.40)

を満延する越本解をとる｡ここで､川9,印はD1rEのデルタ関数であり､点PとQはソー

ス点と積分点を表す｡弾性解析の場合の基本解はKelvin解と呼ばれ平面ひずみ状態では次

式で与えられる｡

仙(私Q)

応凪Q)

-

一

-

-

87rG(1

-

-(匹川

1

牡(1-p)

(3-4

に
み

陶

･ノ)lnニ仙十-デ
　　　r　　　&ね

みみ
一

∂勾|
みみ

一一

みい9zl

W

t-

1

『

/
･
-
ー
X

}
(2jl)

(2,42)

(2,43)

∂な

ここでrは7)と9の距離を示す｡

　またヽ可とぐは､式(2.41)と基底ベクトルeJを用いて次式で表される｡

ズ=鴫(私Q)ej

ぐ=嗚(邸?)ej

れらの式を式(225)に代人すると次のようになる｡

で､点7)が頷域内にあれば､右辺はデルタ関数の性質によって次のように変形される｡

　　　　　　　　　　　　/!　u,(Q)印),Q)e,お=似P冰　　　　　　　　　　　　(2,44)

ズ[呻かぐ尽Q)ら-≒(Q)仙(や2)ら]心=ゾト(Q)川ャフ)eiお
)が頷域内にあれば､右辺はデルタ関数の性質によって次のように

　　　　　　　ズ尹(Q)緋W)e,お=似P冰
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結局､式(2j3)は次のようになる.

ui(P)ei=

これが､任意の基底ベク

u,(P)

｡
/
/
″ [ら(Q)べ,(八Qト嗚(郡非肩切]d吟

トルに対し成立するには

=ズ[叫加4(ハQト'
または､マトリックス表示を用いて､

SげW批(Q)汗

u(杓=ズ[じ゛(ハ9)4(Qトr(P,叫叫Q)]心

19

け45)

(2』6)

(2j7)

ここで､『(私Q)とr(私Q)はそれぞれ変位の裁本解､表面力の慈本解を成分とする2次
の正方マトリックスである｡この式で点7)を境荊こ近づける操作を行い､特異積分をC4uchy

の主値積分として処理すると次式が得られる｡

C(杓u(杓= ズ[び‘(私Qμ(Qトr凪Q)u(Q)]心
ここで係数マトリックスC(?)は次のように与えられる｡

　　　　　　　　　　　C(杓　=　CI

C 一

-

I
C
O

I
(/)が領域内にある場合)

(/)が境W上にある場合)

(7)が頷域外にある場合)

け48)

(2,49)

ここで､1は2次の単位マトリックスであり､びは点Pのある境界の幾何学的形状によって

決定される係数である｡

離散定式化

　次に式(2,48)を離散宦式化することを考える｡まず､解析対象の境男をμ個の墳W斐浚

に分割し､節点印こついて式(2j8)を考えると次のようになる｡

c(均u(乃)=Σ
M

Σ
m=1

各要素上での関数値をその要素に

Z[『(几Q)t(Q)-r(几Q)u(Q)]心
属する節点の関数値で表すと

　可Q)=　!p71£n｡&

　t(9)=　!i勺n�e

(2,50)

ここで､u｡｡&､な｡j｡はm番目の要素に属する節点の変位値と表面力値で構成される節点

変位ベクトル､節点衷面力ベクトルであり､･は内挿関数マトリックスである｡これを式

(2,50)に代人すると

C(乃)u(乃)=公ズ[『(几9)717な｡j,-r(几Q内p7‰･d小右(2,53)



ここで､左辺の未知数ベクトルをz､

クトルの積を&と表せば､

これを解いて未知数を得る｡
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となる｡

　この式の右辺は､要素について総和をとる形になっている｡そこで､これをyV個の節点

について総和をとる形に害き直すと次式が得られる｡

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y

C出)可乃)= Σ(9inね-/l:nlln)
n=1

(2,54)

ここでヽ‰とぢは"番目の節点の変位^゛クトルと表面力'`゛クトルでありヽ/‰とらは式

(2.53)の右辺を繁理し万得られた孫数ベクトル万ある｡

　次に､左辺を次のように変形する｡

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y

これを式(2,54)に

y

U こで､

とおくと

C出回均

代人してまとめると

　　　　jV

-

一 Σ仙c(几)u(几)

Σ(仙c(几)十/心)‰=

仙C(几)+似

jV

Σ
n=1

玩nun
-

一

jV

Σ
n=1

-

-

-

刄

Σ
yl=1

玩,l

9ijn

(2,55)

(2.56)

(2,57)

(2.58)

馬jn

この式はi番目の節点について成り立つ式であるから､これを全ての節点について考えマ

トリックスを使ってまとめると､

丑1£=Gt (2.59)

ここで､u､t､は全体系節点変位ベクトル､全体系節点表面力ベクトルであり､丑､Gは

それらの係数マトリックスである｡

　この式に境男条件(式(2.6))を与えると

匯制{い=匯剛{

一
4
″
り

t } (2,60)

ここで､添字u､nま変位指定､表面力指定を示す｡上の式で未知数を一方の辺に集めるよ

うに変形すると次式が得られる｡

嘔一引{

　
　
=1
･
s
f
l
ノ

　
双
　
t 匯-g,]{

F'トリックスÅ1

&

l
f
-
･
/

}
t
　
{
包

(2,61)

その係数マトリックスÅを､右辺のマトリックスとベ

Az -

一 (2,62)
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境界での応力

21

　弾性体の応力解析では最大応力が境界で生じることが多く､これを小さくするのは最適

設計の主要な目的の1つである｡しかし､前節の解析で得られる解は境界での変位と表面

力であって､境界での応力ではない｡境界での応力成分を得るには次の方法が用いられる

[loo]｡
　境界上の点で､変位u,の接線方向微分を考えると次のようになる｡

Ui.j
-

- tli,IZI,j+ui,2j2,j (2,63)

　　　　　　　　　　　　　　　　　=　馬,i(-n2)+‰2nl

ここでヽ(,j)はd/心を示す｡さらに､2次元弾性体におけるHookeの法則とCauchyの関

係式は次のように書ける｡

　　　　　　　　　　　　　　　　　びり=玖Jポ&1　　　　　　　　　　　　　　　　(2.64)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　li゛%馬　　　　　　　　　　　　　　　　　(2･65)

　これらの式はそれぞれ2個､3個､2個で計7個である｡そして､この中で未知量は3

個の応力成分(711　,　(y22,(712と4個の変位の微係数ul,1,ui,2,u2,1,u2,2の計7個であるから上記

の方程式と同数となる｡そこで､これらの方程式を連立して解けば未知数を求めることが

できる｡

　これらの関係式を連立してマトリックスで表すと､

1
　
゛
『
　
0
　
0
　
0
　
0
　
ハ
U

0

0

0

n2

吻
0
0
1
0

吻
1
0
0
0

‾CI

n
w
　
ハ
U

‾C2

‾n2

ハ
U
　
{
U

0
　
ハ
U
　
0
　
0
　
0

-G

‾n2

n
u
　
n
w
　
ハ
U

‾C2

ハ
U
　
n
U

ぺ
0
0
･
吻

0
吻
J
O

び11

(722

(y12

tZI,1

tZ2,1

UI,2

包2,2

cl=四2　c2=TミどIEフ

=

O
　
h
‘
り
0

吻
0

包2,j

こで､

また､変位の接線方向微係数は境界で変位から差分近似して求められる｡

2.2 ポテンシャル解析

2.2.1　境界値問題

　ポテンシャル解析の支配方程式は次のLaPlace方程式で与えられる｡

　　　　　　　　　　　　　　　　　∇‰=0

(2,66)

(2.67)

(2,68)
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境界条件は次のように与えられる｡

-

U

以.n
-

一

　(ら上)

な　叫上)
(269)

ここでcいc9はポテンシャル指定境界とフラックス指定境界を示す.またヽ記号し)は境

界での法線方向微分を示す｡

2.2.2　積分方程式

　この節では､LaPlace方程式の重み付き残差表示から積分方程式を導出する｡まず､

LaPlace方程式(式2j)と蛍み関数がの内積を淑り､これをOとおくと次の重み付き残

差表示式を得る｡

｡
/
バ

∇‰u゛dタ=0 (2,70)

この左辺をGa,uss-Greenの定狸(式(2j8))を用いて部分積分を行うと次式が得られる｡

ズ卯゛心-″
/
パ

∇u∇u゛dS =0 (2.7　1)

この式で重み関数に仮想ポテンシャルを考えて離散定式化を行うと有限要素解析の積分方

程式が得られる｡

　式(2マ1)の頷域積分項に対してもう一度Gauss-Greenの宦題(式(2.18))を用いて部分積
分を行うと次式を得る｡

ズ(u9*一心7)心=ゾげ∇仙*お
の式に対して､重み関数に基本解をとると境界積分方程式が得られる｡

け72)

¥

U

2.2.3　有限要素解析

　この節ではさきに導出した式(2,71)を離散定式化し､境界条件を与えて有限要素解析を

行う方法について説明する｡まず式(2.71)について､重み関数として仮想ポテンシャルを

考えるとポテンシャル指定境界らでは仮想ポテンシャルがOとなるから次式が得られる｡

｡
/
1
'
″

(7u*心-ズ∇び∇u東ds=0　　　　　タ
(2.73)

解析対象の頷域を財個の有限要素に､フラックス指定境界を7V個の境界辺に分割すると次

式となる｡

″
Σm=1

｡
/
パ

▽u｡∇uこdタ
一

一

″
Σ
Eここで､下添え字mとnは要素mと境界辺nを示す

を節点での関数偵と内挿関数によって衷す｡つまり､

m
　
奉
m

U
　
　
U

'
Φ
‘
　
'
@
‘

　
=
　
　
=

Tt£no&

TI£゛node

　
　
　
f

｡
″
/
″

恥昿心

次に

(2,74)

各要素でのポテンシャル値

(2

(2

75)

76)

○
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ここで､U,,｡J｡とU≒｡4はそれぞれこの要素に属する節点のポテンシャル値と仮想ポテンシャ

ル値を成分とするベクトルであり､iは内挿関数マトリックスである｡同様にして墳Wで

のフラックス値を表すと､

　　　　　　　　　　　　　　　　　(7n　°　!p7gn�｡　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2･77)

これらの式を式(2プ74)に代入すれぱ､

″
Σ
{

r
/
万 (∇1Tt£n�｡)T(∇lziTu≒�ぐ)ds°{ト/1(lpT‰�e)T蛋Tt£‘n�e心

　　　　　　　　　　　　　n=l　cl"

となる｡これを整理して､次の記号

　　　　　　　　　　　　　　　瓦m '
/
だ

　
=

(278)

(2,79)

(2,80)

を用いると､先の式は次のように

　　　　　　　　　　　　　財

Σ
mzl

∇丞∇frdS

　
　
　
抑

″
″
/
べ

　
=　

f
″

なる｡

参ψΥ9n�e心

u東乙&.R7ml£n�ぞ
jV

Σ
n=1

包゛f(這e/m
Wa㎝4

-

これを整理して全体系マトリックスにまとめると､

　　　　　　　　　　　　　　　　がT瓦u=がT/　　　　　　　　　　　　　昨82)

この式が任意の仮想ポテンシャルについて恒等的に成り立つには､

　　　　　　　　　　　　　　　　　　瓦lz=/　　　　　　　　　　　　　　(2,83)

とならなければならない｡この式に対してフラックス指定境界での境界条件を与えてとき､

節点での未知ポテンシャルを求める｡

2.2.4　境界要素解析

境界積分方程式

　次にポテンシャル問題の境界要素解折について述べる｡この場合､式(2プフ2)の重み関数

として次式

を満足する基本解をとる｡

本解は次式で与えられる｡

W

U

　▽2♂凪Q)十6(八Q)=o

こで､絢{)iraむのデルタ関数である｡

♂(尽9)

f(乃Q)

-

-

-

-

-

二lnニ
27r　　　r

　　　　　　　　(2別)

ポテンシャル解析の基

(2,85)

(2.86)
1　み
--

凪Q)=一士
27rr　,りn

au‘

∂れ
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　まず､式(2別)を式昨72)の頷域積分項に代人しデルタ関数の性質を用いると､点7=)が

頷域内にある場合次のようになる｡

r
/
パ

u(Q)▽2u‘(が2)お=-

これを式(2,72)に代人すると

申))=

｡
/
バ

u(Q)み爪Q)お=-u(杓

ズ(u‘(ハQ)･7(Q)-u(Q)9*(私Q))心

(287)

(2.88)

この式で点7)を境界に近づける操作を行い､特異積分をCauchyの主値積分の形で処理す

ると次式が得られる｡

C(杓u(杓 =ズ[頃邸冶(Q)づ゛(や2)u(Q)]心
ここで孫数マトリヴクスC(杓は次のように与えられる｡

y゛

U

C(杓

I
C
O

-
　
　
= (/)が頗域内にある場合)

(7)が境界上にある場合)

け)が頷域外にある場合)

で､C'は点7)がある境界の幾何学的形状によって決定される定数である｡

(2,89)

(2,90)

¥

U

離散定式化

　次に式(2,89)を離散宦式化することを考える｡まず､節点玲こついて式(2j9)を考え､

解析対象の境界を財個の境界要素に分割すると次式となる｡

C(均u(均= {
九

″
Σ
{

[g(Q)♂(乃,Q)-9゛(几Q)u(Q)]心

各要素上での関数値をその要素に属する節点の関数値で表すと

u(9)

9(Q)

-

一

一

-

φΥt£,lode

φ79n｡&

(2別)

(2

(2

92)

93)

ここで､‰｡j｡､な4はm番目の要素に属する節点のポテンシャル値とフラックス値で構成

されるベクトルであり､φ7は内挿関数ベクトルである｡これを式(2.91)に代入すると

となる｡

C(均u(乃)= 且ズj♂(几Q)がg"゛‾が(几Q)が‰詞心(2,94)
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　この式の右辺は､要素について総粕をとる形になっている｡そこで､これを節点につい

て総和をとる形に書き直すと次式が得られる｡

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7V

C(均u(ハ)= Σ(伍n恥-/こ‰)
n=1

(2,95)

ここで､‰と恥はn番目の節点のポテンシャル値とフラックス値であり､/心と妬は式

(2剖)の右辺を整理し万得られた{系数である.次に､この式の左辺を次のように変形する.

C(均u(尺)=

れを式(2,95)に代人してまとめると

Σ
n=1

仙C(几)u(几)

　j¢

Σ(心c(几)+心)‰=
n=1

仙C(几)十‰

y

Σ/lin‰
すl:=1

-

-

jV

Σ
n=1

-

-

一

jV

Σ
n=1

/lin

!7in(7n

(2価)

(2,97)

(2.98)

(2j9)

W

U

W

U こで､

とおくと

gtn(7n

この式はi番目の節点について成り立つ式であるから､これを全ての節点について考えマ

トリックスを使ってまとめると､

　　　　　　　　　　　　　　　　　　丑u=G9　　　　　　　　　　　　　(2j00)

ここで､u､9､は全体系節点ポテンシャルベクトル､全体系節点フラックスベクトルであ

り､丑､Gはそれらの係数マトリックスである｡

　この式に境雰条件(式(2.6))を与えると

　[jちg川{}=
1ポテンシャル指定､フf

形すると次式となる｡

匯ご剛{い=

匹剛{

x
-
y
-
-
/

　
･
σ
J
　
Q
･

ここで､添え字u､9はポテンシャル指定､フラックス指定を示す｡

の辺に渠めるように変形すると次式となる｡

匯-j祠{

ヽ
|
?
･
ノ

　
}
9
　
秘

(2j01)

上の式で未知数を一方

(2,102)

ここで､左辺の未知数ベクトルをz､その係数マトリックスÅを､右辺のマトリックスとベ

クトルの積を&と表せば､

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Az=&　　　　　　　　　　　　　　　　(2.103)

これを解いて未知数を得る｡
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2.3 結合解法
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Figure　2･1:　Region　partition

2.3.1　提案されている方法

　有限要素法と境界要素法の結合解法についての研究は比較的以前から行われており､初

期の頃の研究はO八Zienkiewiezら[101,102]､Pぷ.Ban哨eeら[103]､C大Brebbiaら
[lo4]の文献に詳しく述べられている｡これらの文献に示された結合解法は主として次の
2つに分類される｡　1つは境界要素頷域を単一の大きな有限要素と考えて結合する方法で

あり､もう1つは有限要素頷域についての剛性マトリックスを境界要素法のマトリックス

方程式の形に変換し､これを境界要素法の方程式と連立して解析する方法である｡前者は

等価有限要素による結合解法､後者は等価境界要素による結合解法と呼ばれる｡しかし､

これらの方法では全体系の係数マトリックスが非対称となるので､計算精度と効率が低下

する｡これを改善するために係数マトリックスを対称化する方法がP.Georgiou[105]､M｡

Margulies[106,　107]ヽRSchna(k[108]らによって提案されている.結合解法としてはヽこ
の他にもP｡Belyschkoら[109]などによる研究が見られるが､応用研究の中心は先に述べた
2方法であり､特に等価有限要素による結台解法を用いることが多い｡そこで､この節で

はまず等価有限要素を用いた結合解法と等価墳界要素を用いた結合解法について述べてか

らそれらの特徴について考える｡なお､2次元ポテンシャル解析と2次元弾性解析では同

じ方法による定式化を用いるので､以下の説明では2次元弾性解析について結合解法の理

論を説明する｡

2.3.2　等価有限要素を用いた結合解法

　解析対象としてFig｡2jに示された2次元弾性体を考え､全体頗域をS､有限要素頷域を

凡､境W要素領域をS2とし､有限要素頷域､境界要素領域の境界､内部境界をそれぞれ

cl,c2,　q　とする｡
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まず､SIに対して次式が成り立つ｡

KI£
-

一 /

27

(2｣04)

ここで､瓦､社､∫はそれぞれSIについての剛性マトリックス､変位ベクトル､等価節点

力ベクトルである｡

　また､凡に対して次式が成り立つ｡

丑u=Gt (2｣05)

ここで､u､tは烏に属する節点の変位ベクトル､表面力ベクトルであり､jミZ‘､Gはそれら

の係数マトリックスである｡

　等価有限要素を用いた結合解法では､まず境界要素法の方程式を等価有限要素の概念を

用いて有限要素法の剛性方程式の形に変形する｡そこで､まず両辺に左からGフトリック

スの逆マトリックスを掛けると次式となる｡

　　　　　　　　　　　　　　　　G‾ljミfu=f　　　　　　　　　　　　　(2j06)

次に､この両辺に有限要素法の等価節点力ベクトルと境W要素法の表面カベクトルのディ

メンジョンを合わせるための変換マトリックスルrを掛けると次式となる｡

　　　　　　　　　　　　　　　MG-ljEh=Mt　　　　　　　　　　　　(2j07)

ここで､

　　　　　　　　　　　　　K″=MG‾l　jEf　,　5″=Mt　　　　　　　(2.108)

とおけば､

　　　　　　　　　　　　　　　　K'u=∫″　　　　　　　　　　　　　　　　(2j09)

となる｡

　式(2.109)は等価有限要素の概念を用いて表された境男要素法のマトリックス方程式で

あり､これと式(2.104)を重ね合わせれば全体系についての剛性マトリックスを構成する
ことができる｡そして､この式に表面力指定境界での境界条件を与えて解けば未知変位の

解を得ることができる｡有限要素領域でのひずみと応力は､得られた変位値をそれぞれ式

(2.31)と式(2,32)に代入して決定される｡一方､境雰斐素領域の節点漑面力は得られた変

位慎を式(2,106)に代入して決定する｡そして､得られた変位と衷面力の植から2土4節の

方法によって境界要素節点での応力成分を求めることができる｡

　最後に､変換マトリックスλfについて述べておく｡先にも書いたように､変換マトリッ

クスは境界要素法の表面力ベクトルと有限要素法の等価節点力ベクトルのディメンジョン

を合わせるための係数マトリックスであるが､これを与える式は有限要素法の等価節点力

ベクトルを与える式(2.36)を考えれば分かる｡この式を改めて書き衷すと次のようになる.

瓦
-

一 ズ｡,,丞･T心ぢ�e (2.110)
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ここで､■,fTは内抑関数をなdバま表面力指定境界にとられたn番目の境界要素に属する

節点の表面力値を成分とするベクトルである｡この式で､

″
/
心

　
M

剱n

!ZiψΥ心

とおけば､

　　　　　　　　　　　　　　　　　　八=M右o&

となる｡このマトリックスAfが変換マトリックスてある｡

2.3.3　等価境界要素を用いた結合解法

　解析対象として先ほどと同じ2次元弾性体(Fiリj)を考える｡

　まず､SIに対して次式が成り立つ｡

　　　　　　　　　　　　　　　　　瓦‘11=/

この式の右辺に弐昨H2)を代入すると､

瓦貼=7ぼt

(2｣11)

(2j12)

(2,　1　1　3)

(2,　1　1　4)

マトリックスとベクトルの成分を節点が内部境界に属するものとそうでないものとで分け

ると次のようになる｡

匯1糾

/
ー
ー
ー
'
､
ー
l
k

　
l

包1

司

ー
ー
f
l
/

=[MI糾

1
1
?
|
/

　
　
ー
↓
r
ー
ー
ー

　
‘
t
　
″
ず
む

/
-
-
1
-
K

　
　
I

(2,115)

ここで上添字7は内部境界に属する節点に関する量であることを示す｡また､下添字1は

SIを示し､後の説明のためにつけておく｡

　次に､高に対して次式が成り立つ｡

jモru=GZ (2,116)

マトリックスとベクトルの成分を節点が内部境界に属するものとそうでないもので分けて

書き表すと次のようになる｡

j
2　
丑L

J
り
″
　
9
″

　
U
　
U

　
r
j
2

　
G　
LI 1

7
{
x
″
　
り
心

4
む
　
4
む (2,　1　17)

ここで､下添字2はS2を示す｡

　ところで､内部境界上では変位と表面力に関して次に示す適合条件と平衡条件が成り立つ｡

j
つ
`
f
り
心

　
g
M

　
=
　
=肩

村

一

一

-

-

41･岫･

一

Uj

が
(2,118)
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これらの関係式を用いて､式けH5)と式(2.117)を結合すると次式を得ることができる｡

六
杞

r
j
つ
`

　
丑

一瑞
　G4

　0

丑2 1
　
　
　
1

t£1

7£/

が
恂 1 づ 1

0
ら

M
O 1
y
ー
/

　
　
1
　
　
り
`

　
4
'
む
　
4
t

/
ー
ー
く
ー
ー

これに境界条件を与えて解けば､未知の変位と表面力を決定することができる｡

(2j19)

2.3.4　両者の比較

　これまで等価有限要素と等価境界要素を用いた結合解法の理論について述ぺてきたが､

これらの比較から次のようなことが言える｡

　まず､等価有限要素を用いた方法の特微として､

･有限要素頷域についてのマトリックス方程式を変形する必要がない｡

･等価境界要素を用いた場合のように内郎境界上の条件を考慮する必要がないので､全

　体系マトリックスの構成が容易となる｡

　●定式化の過程で逆マトリックスを用いるので､計算効率が低下する｡

これに対して､等価境界要素を用いた方法の特徴として次のことがあげられる｡

･逆マトリックスを用いないので､等価境界要素を用いた場合のようにこれによって計

　算効率が低下しない｡

　　●全体系マトリックスの構成が複雑である｡

このように､等価有限要素を用いた方法は逆マトリックスの利用によって多少計算効串が

低下する司能性はあるが､有限要素頷域のマトリックス方程式を変形しなくてもよいので

市販の有限要素プログラムをそのまま利用でき､等価境界要素を用いた方法に比べて使い

易い方法であることがわかる｡実際の応用研究でも等価有限要素による方法も用いること

が多《､市販されている有限要素解析プログラムにも境界要素法のマトリックスを等価有

限要素の概念を用いてスーパーエレメントに変換し､解析に取り込む機能を持っているも

のもある｡そして､この機能を用いて実際に解析を行った例も見られる[HO]｡そこで､本
論文でも等価有限要素を用いた結合解法を採用している｡

2.4 シンメトリックBEM

　1軸または2軸対称な物体を解析する場合､全体を解析するかわりに対称性を利用して

対称軸上に仮想境雰をとり､全捧の1/2領域や1/4領域を解析する方法がたびたび用いら
れる｡しかし､最適設計問題で形状変更境界が対称性を有する場合は仮想境界が形状変更
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Concenゼrated　load

Disゼributed

　　　　　　　load

Figure　22:　Symmetric　body

境界を横切り､形状変更によって仮想境界上のメッシユ分割が変化する｡この結果計算精

度が低下するので､メッシュの再分割が必要となる｡本論文の境界要素解析では､この問

題点を回避するために対称軸を要素分割する必要のない解析法を採用している｡この方法

によれぱ解かれる全体系マトリックスが小さくなるので､計算効率の点からも有効である｡

　対称軸上に境界要素をとらずに解析する方法には､あらかじめ対称軸上での境界条件を

満延した裁本解を用いる力法[IH]と､解析対象と境雰多件の対称佳を用い万全体系マト
リックスを縮小する方法[1　12,　113,114,115]があるが､本論文では後者の方法を用いる｡
これは､前者では軸対称な解析対象とそうでない対象では係数マトリックスを計算するた

めに別の基本解を用いることになり､一般性を持たせるにはプログラムの係数マトリック

スを計算する過程が複雑になるためである｡

　本論文では､この方法を2次元弾性体の境界要素解析の場合にのみ用いているが､説明

を容易にするために先ず2次元ポテンシャル解析の場合{

性解析の場合について述べる｡

こついて述べ､それから2次元弾

2.4.1　2次元ポテンシャル解析の場合　　　　　　　､,

　解析対象としてFig.2ぶこ示されたように､1軸及び2軸について対称な物体に同様に対

称な境界条件が働いている状態を考える｡この解析対象全体について境界要素法の定式化

を行うと次式を得る｡

　　　　　　　　　　　　　　　　　jlu=G9　　　　　　　　　　　　　　　(2.120)

ここで､ポテンシャルとフラックスの成分を節点が存在する座標系の象限によって上添字

1から4をつけて区別して表すと次のようになる｡

丑11

　丑21

レzモf31　丑41

丑12

丑22

丑32

jEf42

丑13

丑23

丑33

1r43

jヨjr゛14

jミj724

丑34

｣ミf44

　
　
　
　
　
ご

1
1
1
　
　
り
`
　
　
4
J
　
　
4
t

　
包
　
包
　
g
　
UIj

ここでヽjEfリ,Gリ(ij=1,‥94)は､

　G11

　G21

11　G31　G41

G12

G22

G32

G42

G13

G23

G33

G43 j
M
　
M
　
M
　
U

G
G
G
G

1

91

り
`
　
肖
J
　
　
4
･

　
Q
J
　
Q
‘
　
σ
J

1 (2,121)

ポテンシャルとフラックスの部分ベクトルに対応す

る全体系係数マトリックスの部分マトリックスである｡
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　ここで､1軸と2軸に対称てあるような境界条件を考えると､各象限の対応する位履に

ある要素のポテンシャル値とフラックス値の間に次の関係が成り立つ｡

　
銘
　
Q

　
Ξ
　
Ξ

4
‘
　
　
j
ー

　
社
　
9

　
=
　
=

う
J
　
3

　
u
　
g

　
=
　
=

つ
`
　
つ
″

　
U
　
9

　
=
　
=

1
1
　
噛
―

　
U
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(2,122)

の式を式(2,121)の第1式に玖人して部分マトリヴクスをまとめると改式となる｡

召尚a -

- Gμ
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G11十G12十G13十G14

(2,123)
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　式(2,123)は解析対象全体の策1乗限に属する郎分についての方程式である｡そこで

れに第1象限での境界条件を与えて解けば必要な解を得ることができる｡

●鼻

U

2.4.2　2=次元弾性解析の場合

　次に､シンメトリックBEMを2次元弾性解析に拡張することを考える｡2次元ポテン

シャル解析と2次元弾性解析の根本的な違いは､前者では扱う関数値がスカラー量である

のに対して後者ではベクトル量であるため､境界条件の対称性から関数値の間で成り立つ

関係式が1軸に関する場合と2軸に関する場合で区別する必要があることである｡

　解析対象としては､2次元ポテンシャル解析の場合と同様にFig.2.2に示された1軸及び

2軸について対称な物体を考える｡この解析対象全体について境界要素法の定式化を行う

と次式を得る｡

　　　　　　　　　　　　　　　　　　jEh=Gt　　　　　　　　　　　　　(2j24)
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4､｡ で､変位と表面力の成分を1軸方向と2軸方向に分けて書き表すと次のよう4
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ここで､ul,u2μ1μ2はそれぞれ各節点での変位ペクトルと衷面力ベクトルの成分の1軸方

向と2軸方向の成分を示す.またヽ丑･j,Gり(i,j=1,…,4)は､変位ベクトルと表面カベ

クトルの部分ベクトルに対応する全体系係数マトリックスの部分マトリックスである｡

　つぎに､これらの部分ベクトルと部分マトリックスを節点が存在する象限によって分け

て書き表すと次のようになる｡
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ここで上添字は(札/=1,‥ぃ4)であり､Iから4の各象限を示している｡上式の各部分マ

トリックスや部分ベクトルは次のように与えられる｡
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　ここで､1軸と2軸に対称であるような境界条件を考えると､各象限の対応する位置に

ある要素の変位値と表面力値の1輔､2軸成分に対して次の関係が成り立つ｡
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これを用いて式(2,126)の第1式を変形すると次式を得る.
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解析対象全体の第1象限の郎分だけを考慮するだけで解析することが
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2.5 最適設計理論
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　この節では本論文で用いている最適化法の理論について述べる｡まず､2豆1節では最適

化問題を定義し､2丘2節では逐次線形化法による最適化の理論について説明する｡そして､

2丘3節では設計感度解析について述べる｡また､形状最適設計では計算誤差の累積などに

よって解析対象の形状がジグザグになることが多く､これを防ぐためにスムージング法が

必要となるが､2丘4節ではこれについて述べる｡

2.5.1　最適化問題

　この節では2次元弾性体の局所形状最適化に関する最適化問題を定殺する｡まず､目的

関数､制約条件､設計変数などについて述べてから､設計感度解析についても述べる｡

問題の定義

　最適化問題は､目的関数を与えられた制約条件のもとで段計変数を変更することによっ

て最小化する問題として定式化される｡このとき目的関数W､制約条件∫､設計変数zを

次式のように定義する｡
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(2.134)

(2J5)

●膏g

●嚇●

･･●

ここで､gは目的関数の成分であり､yVe､yVc､/Vdはそれぞれ目的関数の成分､向束条

件､設計変数の総数である｡

目的関数の成分

　最適設計の目的としては､応力集中を緩和することと応力分布を平滑化する

類をとる｡これらの場合､目的関数の成分弗は次式で与えられる｡

(1)応力巣中緩和の場合　この場合の目的関数成分は次式で与えられる

1

　
一

　
ら
0

y
　
'
り/
-
く
-
x

　
　
Ξ

　
　
扨

(ら≫(7c)

(ら≦ら)

○

(2)店力分布平滑化の場合　この場合の目的関数成分は次式で与えられる.

　　　　　　　　　　　　　　炳≡ら/ら-1

　これらの式で､らは境界節点での応力値であり､らは許容応力である｡

ことの2種

(2j36)

(2j37)
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制約条件

　制約条件として､解析対象の面積一定条件とSt､venantのねじり問題(後出､3章参照)

に対してはねじりモーメント一定条件をとる｡これらの制約条件は次のように与えられる｡

(1)面積一吏粂件
　　　　　　　　　　　　　　　　あ≡ぷ//lo-1=0

ここで､/|は解析対象の面積を､上添字は繰り返し計算の回数を示す｡

(2)ねじりモータフト一窟多件

乃
-

一

- 財ツ訂o-1=0

(2j38)

(2j39)

設計変数

　設計変数としては境界節点の座標値をとり､それを境界の法線方向に変化させることで

最適化を行う｡

収束条件

　収束条件は目的関数によって異なり､次の式で与えられる｡

(1)j芯力渠中緩和の場合　正の微小量eに対し乙目的関数評価点万の応力が次式を満足
するときプロセスは終了する｡

　　　　　　　　　　　　　　ら一ら≦6(i=1,…,yve)　　　　　　　　　　　(2.140)

(1)疼力分布平滑化の場合　ある正の微小･eに対して､目的関数評価点での応力が次式

を満足するときプロセスは終了する｡

レi-ら|≦e(i={‥,yve)

2.5.2　逐次線形化法

　Lagrange乗数λを用いると､

　　　　　　　　　　　　£　=

　　　　　　　　　　　　　　-

この問題のLagrange関数£は次式で与えられる｡

　w十λ?

　tむ7回+λ勺

(2j41)

(2j42)

この式を設計変数とLagrange乗数の関数と考えて第1変分をとり､それをOとおくと次式

が得られる｡

砿 一

- 診回Jλ
以 =0 (2,143)
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(2j44)

(2｣45)

(2お6)

(2j47)

(2j48)

(2制9)

卸/
一

,りλ

こでJ､Gは設計感度であり､次式で与えられる｡

(9扨
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心

が
一

心
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-

-

一

J抑1

　武(2,144)と式(2,145)を連立して解くと､設計変数の終正蛮δzとLagrange乗数λを得

ることができる｡得られた修正量を用いて設計変数は次式で変更される｡

Z灸十1

で､上添字は繰り返し計算の回数を示す｡

2.5.3　設計感度解析

　この節では､前節で定義した最適化問題に関連して必要な設計感度の計算方法について

述べる｡

応力感度

　式(2.136)または式(2j37)から分かるように､2次元弾性体の局所形状撒辿化問題の目
的関数は応力の偏差によって表されている｡従って､目的関数の設計感度は応力の設計感

度で与えられる｡本論文では､この場合に限らず応力の設計感度の計算には数値徴分を用

z)_吋弓+△ら)-び(弓-△ら)
--

面積感度

　解析対象の面積メ1゛を与える式を境界積分衷示し､それを財個の境界要素で離散化して

表すと次式となる｡
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これを式(2｣38)に代人すると
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1(Jlnl+j2n2)心-1=0
の式を設計変数らについて徴分すれば面積感度の式を得ることができる

(2｣50)

W

気-
○

ねじりモーメント感度

　SL　venantのねじり問題では､ねじりモーメント訂は次式で与えられる｡

　　　　　　　　　　　　　　　　　　訂=G�　　　　　　　　　　　　　　(2.151)

ここでαとjは､それぞれ畢位長さあたりのねじれ殉とねじり剛性率を示す｡これを式(2j39)
に代人すると次式を得る｡

　　　　　　　　　　　　　　ゾ2=GαリツGαojo　-　1　=O　　　　　　　　　　　　(2｣52)

この式を設計変数zjについて微分すればねじりモーメント感度の式を得ることができる｡

しかし本論文では､ねじりモーメント感度については計算を容易にするために次の方法を

とっている｡

　修正された形状に働くねじりモーメントが初期形状に与えられたそれと等しくなるには

式(2j52)が成り立たなければならない｡そこで､この式を(内こついて解けば次式を得る｡

aji
-

-

ao
JO

-

μ (2j53)

尹は棒の断面形状によって決定される量であるから､これを修正された形状について計算

して式(2j53)に代人すれば､修正された形状に廓くねじりモーメントを初期形状のそれ

と等しくするために必要なねじれ絢の偵が決定される｡つまり､形状変更毎に式(2j52)を
用いてねじれ角を計算し直し､それを解析に用いれば修正された形状に働くねじりモーメ

ントを一定に保つことができる｡

2.5.4　スムージング法

　本論文ではスムージング法として､弱い設計感度を無視する方法と修正された形状の境

界をスプライン関数によって平滑化するという2つの方法を用いている｡

　まず､第1の方法は数値微分で求めた応力の設計感度のうち､弱い設計感度を無視して

計算に用いない方法である｡特に設計感度解析の精度が低い問題では､弱い設計感度には

かなりの計算誤差が含まれている可能性が高く､これが最適形状がジグザグになる原因の

1つと考えられる｡そこで本論文の最適設計法では､これを無視することによって最適形

状で極端なジグザグが生じるのを防いでいる｡ただ､この方法にはどの程度の弱感度を無

視するかにについてまだ理論的裏付けが十分でなく､現在は経験に頼っている｡しかし1

つの指針として､最初にある程度まで弱感度を無視して最適化を行っても滑らかな最適形
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状を得ることができない場

ことが司能である｡

為､

[1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　37

､さらに強い設計感度を無視すれば滑らかな最適形状を得る

　第1の方法を用いれば､最適形状で大きなジグザグが発生するのを防ぐことができるが､

小さなジグザグはこの方法では十分防ぐことはてきない｡そこで､小さなジグザグを平滑

化するためにBスブライン関数を用いる｡

　これまで述べた2つのスムージング法を用いれば､どのような問題でも比較的安定して

滑らかな最適形状を得ることができる｡
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Chapter　3

有限要素法と境界要素法の結合解法による

局所形状最適化

3.1 はじめに

　構造物や機械要素の形状を設計するための最適設計法は､数値解析法の進歩にともな

い以前から熱心に行われているが､近年ではCAD(ComPuter　Aided　Design)やCAE

(ComPuter　Aided　Engineering)の登場でさらに重要性が高まっている｡初期の頃､この用

途に用いられる数値解析法は有限要素法が中心であったが､近年では境1厚要素法を用いた

研究が多く見られる｡これは､主として境界要素法は線形で均一な場の解析では境界を要

素分割するだけで解析できるので､領域を分割しなければならない有限要素法に比べて形

状変更が容易だからである｡しかし､境界要素法では係数マトリックスの構成に長い時間

がかかり､この計算効率を高めるための工夫が必要となる｡このための方法の1つとして､

境界要素法に頷域の部分分割を用いることが提案されているが､本論文では有限要素法と

境界要素法の結合解法を用いるほうが､より一般性が高く様々な問題に適応､できることを

示す｡そこで､まず3.2節では他の解法と結合解法を比較して結合解法を用いる場合の有

効性について検討する｡そして､3.3節ではこの章で扱う敢適化問題のプロセスについて説

明し､3.4節ではこれを2次元弾性体の最適化に用いてその有効性を検討する｡最後に3.5

節はこの章のまとめである｡

3.2 局所形状最適化と結合解法

　構造物や機械要素の局所形状最適化問題に対して､有限要素法と境界要素法の結合解法

を用いる有効性について述ぺるには､まず局所形状最適化の解析法に必要とされる機能に

ついて考える必要がある｡そこで､これについてまとめたのが次のリストである｡

●形伏変更が容易で､それによる要素のゆがみが計算精度に大きく彰響しないこ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　39

と｡
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Subre9主on　under

modification

Figure　3土Subregion　BEM

●場の関数の微係数､2次元弾性解折では応力に相当するが､これが精度よく求められ

　ること｡

　･最適化のプロセス全体の所要時間が短いこと｡

　･扱える問題が広いこと､つまり汎用性が高いこと｡

以下では､これらの点について代衷的な数値解析法である有限要素法と境界要素法を比較

していく｡

　第1に､形状変更の容易さについて有限要素法と境界要素法を比較すると､前節でも述

べたように境界要素法は有限要素法よりも擾れている｡なぜなら､有限要素法では形状変

更によって形状変更境界付近にある要素がゆがんだり紬長《なったりして計算精度が低下

するので､形状変更ごとに要素の男分割(リメッシング)が必要となるからである｡これ

に対して､境界要素法では境界を要素分割するだけなので､要素がゆがんで精度が低下す

る司能性は小さく､リメッシング自体も容易である｡

　第2に､応力の計算精度の点であるが､この点でも境界要素法は有限要素法よりも優れ

ている｡なぜならば､有限要素法では場の関数の内挿関数に比べてその微係数の内挿関数

の次数がiつ低くなるからである｡

　第3に､最適化過程全体の所要時間の点であるが､これを左右する要因には全体系マト

リックスを解《時間と構成する時間の2つがある｡解く時間を短くするにはマトリックス

の自由度を小さくすればよいが､これには有限要素法よりも境界要素法が適している｡な

ぜなら､同一の問題を解析するのに境界要素法では境界を要素分割するだけで解析できる

ので､頷域内に接点をとる必要がある有限要素法に比べて全体系マトリックスの自由度は

かなり小さくなるからである｡次に構成時間の問題であるが､これを改善するためにマト

リックスを再利用する事がしばしば用いられる｡これは最初に構成したマトリックスを保

存しておき､形状変更後は再計算の必要がある成分だけを計算し直す方法である｡この方

法を用いるには､境界要素法よりも有限要素法が適している｡なぜなら､境界要素法では

全体系マトリックスはフルマトリックスなので､形状変更によって移動する節点の総数に



J｡2.,局所形状最適化と結合解法

(a)Ob､ject　under　consideration

(b)SBEM(two　subregions)　　　　　　　　　　　(c)SBEM(mu出subregions)

(d)Combination　method

Figure　3.2:　Concave　shaPe

41



42 C丑APTE丑J.有限要素法と墳W要素法の結合解法による局所形状最適イヒ

Table　3土Com arison　of　numerical　methods1　aDle　j.　1:しomParlson　ol　numerlcal　meLno(ls

FEM BEM SBEM FE十BE

ShaPe　modincation easy easy easy

Derivatives excellent excellent excellent

M　atrix　reformulation easy easy easy

S　ubregion　Uexibility easy

比べて､再計算を必要とするマトリックス成分は全成分のかなりの部分となるが､有限要

素法では再計算を必要とする成分は移動する節点を含む要素に関連するものだけに限定さ

れるからてある｡

　これらのことから､有限要素法と境界要素法を比べると局所形状最適化問題には境界要

素法が有効であり､これにマトリックスの再計算効串を高める工夫を加えればよいことが

分かる｡そこで､このための1つの方法として境界要素法に頷域の郎分分割を組み合わせ

た方法(Subregion　BEM,玖下SBEMと呼ぶことにする)が考えられる(Figユ1)｡この方

法では､形状変更される境界を含むように部分頷域(以下､これを形状変更頷域と呼ぶこ

とにする｡)をとり解析を行う｡この結果､形状変更毎に再計算されるマトリックス成分は

形状変更頷域に限定されるので､部分頷域を用いない場合に比べてかなり再計算効率を改

善することができる｡しかし､この方法では解析対象の形状によって計算精度や計算効率

の低下する場合がある｡

　このような場合の典型的な例として､Fig,3,2(a)に示されるくぼんだ形状のくぼみ周辺

を形状変更する場合をあげることができる｡この問題をSBEMを用いて最適化するには､

Fig,3.2(b)に示されるように部分分割しなければならず､非形状変更頷域は紬長くなる｡し

かし､このような紬長い領域を境界要素法で解析する場合､計算精度が極端に悪くなるこ

とが知られているので､この欠点を回避するため非形状変更頷域をさらに部分分割しなけ

ればならない(Fig.3,2(c))｡しかし､そうすれば内部境男は非常に長《なって要素数がか

なり増加するので､計算効串は極端に低下するし､そのためのプログラムは非常に複雑と

なる｡

　そこで､これらの問題点を回避するために有限要素法と境界要素法の結合解法を用いる

ことが考えられる(Fiい,2(d))｡この方法では､形状変冤頷域に境雰要素法を非形状変冤

領域に有限要素法を用いて解析するので､変更頷域に境界要素法を用いる利点はそのまま

だが､非変更頷域に有限要素法を用いることでその形状が紬長い場合でも精度よく解析す

ることができ､SBEMに比べて汎用性が高くなる｡確かに､非変更頷域に有限要素法を

用いればSBEMの場合に比べてかなり要素数が増加するが､紬かく分割すべき応力集中

頷域は境界要素頷域に含まれるので､実際は有限要素頷域のメッシュ分割はそれほど小さ

くする必要はない｡それよりも有限要素法と級み合わせることによって､境界要素法が不

得意とする異方性材料･厚さ不均一の材料への応用や､市販プログラムの有効利用などの

汎用性が広がることが重要である｡以上の検討をまとめてT油le　3.1に示す｡



J｡J｡最適化プロセス

Figure　3･3:　OPti面zation　procedure

3.3　最適化プロセス

　この章で扱う最適化のプロセスをFig｡3.3に示す｡

適化過程に大別される｡

43

このプロセスは最適化の準備過程と最

準備過程

　1.解析対象について適切な頷域分割と要素分割を行う｡この過程は現在はユーザーに

　　　よって行っているが､市販の有限要素法プログラムのメッシュジェネレータを用いる

　　　ことも可能である｡

　2.初期形状に対する数値解析を行い､得られた解に基づいて形状修正される境界要素や

　　　目的関数を評価する境界節点などの最適化のための条件を指定する｡

最適化過程

　1.設計感度を求める｡



44 C7MPT£丑丿　有限要素法と境界要素法の結合解法による局所影状最適化

畢
1

Figure　3･4:　Objed　under　consideration

2.数値解析を行う｡

3.目的関数を計算し､これが収束条件を満足すれぱプロセスは終了するが､満足しなけ

　れば形状修正が行われる｡

4.形状の修正量が小さい場合はプロセスは2.に､大きい場合はLに戻る｡収束条件を

　満足するまでこのプロセスは繰り返される｡

3.4

3.4.1

解析結果と検討

解析例1

ー
蓼 円孔を有する平板

　最初の例題としてFigλ4に示される円孔を有する平板が2軸引張り力を受ける問題を考

える｡このとき､I軸方向と2軸方向の引張り力の比は2:1である｡この問題の解析対象

の頷域分割と有限要素分割はFig｡3.5に､境界要素分割はFig｡3.6に示されており､有限要

素頷域は90個の定ひずみ要素で､境界要素頗域は18個の適合線形要素で分割されている｡

また､シンメトリックBEMを用いているので､境界要素領域の要素分割ではI軸､2軸

上に要素をとっていない｡この問題について､面積一定の制約条件のもとで円孔沿いの相

当応力分布が一定となるように円孔の形状を最適化する｡この問題では､円孔の半径は板
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Figure　3ゐ:Region　Partition　and　F　E　mesh

|
Figure　3.6:　BE　mesh
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/

∩/
/
/ / / / /
/ / / / /

/ / / / / / / / / / / /

Figure　3･　1　1　:　Region　Partition　and　F　E　mesh

Figure　3.12:　BE　mesh
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1
-

Figure　3j5:　Objed　under　consideration

Figure　3.16:　itegion　partition　and　FE　mesh
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Figure　3j7:　BE　mesh
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幅の10分の1であるから､円孔を有する無限大の平板が2軸引張り力を受ける問題の近

似と考えることができるので､孔周辺の応力分布が均一となる孔の形状は長軸と短軸の比

が2:1の檜円形としt与えられる[H6]｡そこ万､殿適化の結渠得られた形状を胱詣解と比
較して検討する｡最適形状は5回の繰り返し計算で得られており､Figよ7に示したように

なった｡この図には､最適形状の他に初期形状､理論的な最適形状も合わせて衷示する｡こ

れらのうち得られた最適形状と理論的な最適形状を比較すると､両者には近似誤差や計算

誤差に基づく多少の不一致がみられるが全体としてはよく一致していることが分かる｡次

に､Fig,3.8に初期形状と最適形状の応力分布の比較を示す｡この図から分かるように､最

適形状では関数分布が完全に均一になっている｡最後に制約条件なしで最適化を行った結

果をFig｡3.9に示す｡この場合､最適形状を得るまでの繰り返し計算の回数は3回であり､

面積一定の条件下で行った場合に比べて少ない回数で最適形状に到達している｡

3.4.2　解析例2:段差付き平板

　2番目の例題として､Fig｡3.10に示される段差付き平板の問題を考える｡この問題の頷域

分割と有限要素分割はFig｡3.11に､境界要素分割はFigふ12に示されており､有限要素頷

域は50個の定ひずみ要素で､境界要素頷域は35個の適合線形要素で分割されている｡こ

の問題で､Figユ12の記号A-Aの部分を形状変更領域として考え､段差の下端付近で生じ

る最大応力を10%､15%､20%減少するよう形状最適化を行う｡最適形状はFigユ13に

示したようになり､条件が厳しくなるにしたがって最適形状はよりなだらかな斜面となっ

ている｡最適形状を決定するまでに必要な繰り返し計算の回数はそれぞれの場合に対して

12回､23回､30回である｡また､最大応力を15%減少する場合について､初期形状と最

適形状の応力分布の比較をFig.3j4に示す｡
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Figure　3.20:　Objed　under　consideration

Figure　3.21:　Region　Partitionand　FE　mesh
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Figure　3.22:　BE　mesh

3.4.3　解析例3:長方形牛一溝を有する棒

　つぎに､この最適化法をSt｡venantのねじり問題に適用した場合について述べる｡これ

は2次元ポテンシャル問題として定式化される[99]｡まず､初期形状としてFiいj5に示
された長方形牛一溝を有する円形断面棒を考える｡この問題の領域分割と有限要素分割は

Fig.3j6に､境界要素分割はFigふ17に示されており有限要素頷域は72個の定フラックス

要素で､境界要素頷域は46個の適合線形要素で要素分割されている｡この問題で､キー清

底部の形状を変更することで牛一溝かどで生じる最大応力を20%低下することを考える｡

初期形状と最適形状の比較をFig｡3.18に､両形状における応力分布の比較をFigユ19に示

す｡これらから､穀適形状では底部が滑らかに湾曲しており､応力分布は一定となってい

ることがわかる｡また､最適形状は10回の繰り返し計算で得られている｡

3.4.4　解析例4:台形牛一溝を有する棒

　最後に､解析対象としてFig.3.20に示された台形牛一溝を有する円形断面棒を考える｡

この問題の領域分割と有限要素分割はFig.3.21に､境W要素分割はFigユ22に示されてお

り有限要素領域は72個の定フラックス要素で､境界要素頷域は44個の適合線形要素で要

素分割されている｡この問題で､牛一溝の形状を変更することで牛一溝かどで生じる最大

応力を20%低下することを考える｡以下に､得られた最適形状を示す｡まず､形状変更頷

絨を牛一溝底部にとり､制約渠件熊しで行った場合の結渠をFigユ23(a)に､制約条件とし

て断面積一吏をとった場合の結乗をIE゛ig,3,23(りに=示す｡制約条件熊しの場合は底部が滑ら

かに湾曲した形状となっている｡これに対して､面積一定条件の場合は応力を下げるため

に狗部は丸くなっているが､面積一定にするため中央部が隆起して全体が波打っている｡そ
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　　　　　　　(c)

Figure　3,23:　lnitial　and　oPtimized　shaPes
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こで､形状変更郎を牛一濁全鉢に店げて殿適化を行うとFigj.23(c)に示したような､全体

として滑らかに湾曲した最適形状を得ることができた｡

3.5 まとめ

　この章では､構造物や機械要素の局所形状最適化に有限要素法と境界要素法の結合解法

を用いる方法を提案した｡境界要素法は線形で均一な場の問題に対しては境界を要素分割

するだけで解析できるので､有限要素法を用いる場合に比べて形状変更が容易で形状変更

により計算精度が低下するおそれも少ない｡しかし､問題によっては計算効率や精度が問

題になる場合もあるので､これを改善するために有限要素法を組み合わせた結合解法を用

いる｡この方法を､2次元弾性体の局所形状最適化に適用した結果､次のような結論を得

ることができた｡

1.理論解のある問題について提案した適用した結果､得られた最適形状は理論解とよく

　一致したので解析法と最適化法の妥当性が確認できた｡

2.さらに､これを他の2次元弾性体の局所形状最適化に適用した結果良好な最適形状を

　得ることができた｡

これらのことからこの章で提案した最適化法の有効性が確認できたので､次章ではこの方

法のさらなる司能性を探るため､一様でない場を含む問題の最適化に本章の最適化法を適

用することについて述べる｡



Ch,apter　4

一様でない場を含む局所形伏最適化

4.1 はじめに

　前章では構造物や機械要素の局所形状最適化に有限要素法と境界要素法の結合解法を用

いる方法について述べた｡境界要素法は線形で均一な場の問題に対してその墳Wを要素分

割するだけで解析できるので､有限要素法などの領域型解法に比べて形状変更が容砧でメッ

シュのゆがみが計算精度に与える影響は小さいため､形状最適設計に適した解析法である｡

しかし､解析対象によっては計算効率や計算精度が低,下する場合があるので､これを改善

するために有限要素法を組み合わせた結合解法を用いることが有効であると考えられる｡

前章では､この点を中心にして結合解法を用いた形状最適化法の有効性について詳しく述

べた｡しかし､結合解法の利点はこれだけではなく､さらに積極的な利用方法も考えられ

る｡この節では､そのような例として不均一な場を含む物体の局所形状最適化を取り上げ

る｡このような物体は境界要素法単独では解析が困難なものであるが､結合解法を用いれ

ば解析及び最適化が可能である｡

　そこで､まず4.2節では不均一な場を含む解析対象の1つとして厚さが均一でない物体

を取り上げ､これの局所形状最適化を結合解法で行う場合の有効性について､境界要素法

を用いる場合と比較しながら検討する｡次に4.3節では､厚さ不均一な物体の典型的な例

をとってその局所形状最適化を行う｡そして､4.4節ではこの章について簡単にまとめる｡

なお､結合解法や最適形状決定プロセスについては前章までに述べられているのでこの章

では説明を省略する｡

4.2 不均一な場を含む局所形状最適化

　この節では不均一な場を含む問題の例として厚さが一定でない物体をとり､その局所形

状を履適化することを考える｡解析対象としてはFig,4j(a)に示された中央に円孔を有し半

径方向に厚さの変化する円板をとり､この円板の円孔形状を最適化することを考える｡こ

れを境雰要素法で穀適化するには2つの方法が考えられる.その第1はFigtl(b)に示さ

れたように全体を3次元体として解析することである｡しかし､この場合プログラムと入
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-

58

會

W
-

I

(|))3D　BE　mesh

問
圓

(d)

C址APTERt　一様でない場を念む局所形状最適イヒ

　　　|

(a)Body　of　variable　thickness

-

∽

-

--

|

-

(c)mng　subregion　Partition

|

Complhcated　sub･region　Pa･rtition

-

Figure　4･1:　Local　shape　optimization　of　inhomogeneous　body



4.J.解析結果と検討

心a-

Figure　4恋Objed　under　consider4tion

59

カデータが非常に複雑となるので好ましくない｡そこで解析対象を2次元物体として扱う

ため､全体をFig.4.1(c)に示したように細い円輪型の部分頷域に分け､それぞれを淳さ一定

として解析することが考えられる｡しかし､この場合精度を高めるため円輪の幅を小さ《

すると紬長いいくつかの郎分領域が生じて計算精度が低下する司能性がある｡これを防ぐ

にはFig.4.1(d)に示したように円輪状の部分頷域をさらに円周力向に部分分割する必斐が

ある｡その結果､節点総数が増加して計算効串が低下するとともにプログラムも非常に複

雑となる｡従って､このような場合には境界要素法だけを用いるよりも境界要素法と有限

要素法の結合解法を用いるほうが効串的である｡この方法では円輪状の部分頷域のもっと

も内側の形状変更領域を境界要素領域とし､その外側を有限要素領域とする｡そして､有

限要素領域では要素ごとに厚さを変化させて解析する｡こうすれば､全体を2次元物体と

して近似的に扱えるので効率的であるとともに､紬長い境界要素領域が生じて計算精度が

低下するのを防ぐこともできる｡

　次節ではこの方法をいくつかの典型的な例に対して適用して､その有効性を検討する｡

4.3

4.3.1

解析結果と検討

解析例1 奢
奢

最初の例題としてFig.4,2　4

半径方向に厚さの変化する円板

こ示されたように厚さが半径方向に 変化する､円孔を有する
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Figure　4j:　Region　Partition　and　F　E　mesh

-

|

Figure　4･4:　BE　mesh
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Figure　4.7:　Objed　under　consideration
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円板が対向圧縮力を受ける問題を考える｡応力巣中は､円孔沿いと厚さが急変するあたり

で生じていると考えられるが､最適化の対象としては円孔の形状をとり､円孔沿いの応力

分布の最大値を許容応力以下とするようにその形状を最適化する｡厚さが急変する部分の

最適化も重要な問題であるが､現在使用しているソルバーではこれに十分対応できないの

で､ここでは扱わない｡解析対象は全体を4つの円輪型の部分頷域に分けてそれぞれを厚

さ一定と考え､最も内側を境界要素でそれ以外を有限要素で要素分割して解析する｡頷域

分割と有限要素分割はFig.4.3に､境界要素分割はFiがL4に示されており､有限要素頷域

は36個の三角形定ひずみ要素で､境界要素領域は16個の適合線形要素で構成されている｡

また､この場合シンメトリックBEMを用いているので対称軸上には境界要素をとってい

ない｡

　まず､最外側と最内側の部分領域の厚さの比1が2.5である場合を考え､許容応力を初期

鏝大応力(lnitial　Muimum　Stress,　IMS)の90,80,70%として得られた殿適形状をFiが.5(a)

に示す｡最適形状を得るまでの繰り返し計算の回数はそれぞれ12,23,26回であり､最適形

状は許容値によらず圧縮力方向に長い楕円形になっている｡また､許容応力が80%の場合

について､初期形状と饅適形状の応力分布の比較をFiが,5(b)に示す.

　次に許容応力を初期最大応力の70%とし､最外側と最内側の部分領域の厚さの比1が

5,0,1,0,0,1の場合について最適形状を決定する｡結乗は最適形状だけをFig｡4.6に示す｡そ

れぞれについて､最適形状を決定するまでの繰り返し計算の回数は30,18,12回であり､iが

大きくなるに従って最適形伏は紬長くなっている｡
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CHAPTER1　一様でない場を含む局所形状最適イヒ

Figure　4.8:　Region　Partition　and　F　E　mesh
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Figure　4･9:　BE　mesh
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4.3.2 解析例2

参
一 車輪形状

C払4RrER　t　一様でない場を含む局所形状最適化

　次に例題としてFi&4.7に示されたような車輪型形状が対向圧縮力を受ける問題を考え､

円孔沿いの応力分布の最大値を許容応力以下とするように円孔の形状を決定する｡解析対

象は厚さの違いで有限要素頷域と墳界要素頷域に分け､外側の厚い頷域を有限要素で､内

側の薄い頷域を境界要素で要素分割して解析する｡顛域分割と有限要素分割はFi9才8に､

境界要素分割はFig凡9に示されており､有限要素頷域は52個の三角形定ひずみ要素で､

境界要素頷域は20個の適合線形要素で構成されている｡また､この場合もシンメトリック

BEMを用いているので対称軸上には墳界要素をとっていない｡このとき､許容応力を初

期幾大応力(IMS)の90,80,70%とし7得られた饅適形状をFiが,10(a)に示す｡最適形状

を得るまでの繰り返し計算の回数はそれぞれ5,10,10回であり､最適形状は許容値がきびし

くなるに従って角張った形状になっている｡また､許容応力が80%の場合について､初朋

形状と殿適形状での応力分布の比較をFiいjO(b)に示す｡

4.4 まとめ

　この章では､前章に続いて有限要素法と境界要素法の結合解法を用いた局所形状最適化

法について述べた｡前章での議論が､境界要素法の欠点を補うために有限要素法を用いる

という点を中心に進めていたのに対して､この章では､提案した手法の有効性をさらに発

展させるため､これを不均一な場を含む問題の局所形状最適化に適用することについて述

べた｡なぜなら､このような問題は境界要素法よりもむしろ有限要素法で解析するのに適

した問題であるが､その局所形状最適化を有限要素法と境界要素法の結合解法で扱えば有

効な解析ができる｡解析例としては､そのような問題の端的な例として厚さが頷域内で不

均一な物体を取り上げ､提案した手法を用いればこのような問題を効果的に解折できるこ

とを示した｡今回扱ったのは厚さ不均一な物体だけであったが､この方法はもちろん不均

一な場を含む他の問題､例えぱ､不均質な物体や非線形な頷域を含むような物体に対して

も効果的であり､今後そのような問題への適用が望まれる｡



Chapter　5

境界要素ズーミング法による局所形状最

適化

5.1 はじめに

　これまで､3章と4章では局所形状最適設計に対して有限要素法と墳界要素法の結合解法

を用いることについて述べてきた｡この方法では形状変更される境界を含む郎分頷域(形

状変更頷域)を境界要素で､その他の頷城を有限要素で要素分割して解析する｡これに対

して､この章では形伏変更頷域をその他の領域から分離してズームアップし､これだけを

境界要素法で解析する近似解法を提案する｡これは､ちょうど有限要素解析において局所

データを詳し《得るためのズーミング法に似ている｡本来のズーミング法では全体を有限

要素法で解析したあと局所領域だけを他から分離し､この顛域を改めて有限要素で細メッ

シュ分割する｡そして､このズームアップされた領域の境界条件として全体を解析して得ら

れた結果を与えて解析する｡これに対して､本論文で提案する方法ではズーミングされた

領域は境界要素で改めてメッシュ分割して解析される｡そこで､この方法を境界要素ズー

ミング法と名付けることにする｡これに対して､従来有限要素法で用いられてきたズーミ

ング法を有限要素ズーミング法と呼ぶことにする｡境界要素ズーミング法を局所形状最適

化問題に用いれば､次のような利点をもつ｡

1.最適化過程で繰り返し解析されるのは形状変更領域だけだから､そこに境界要素法を

　用いれば著しく計算効串を改善することができる｡

2,有限要素法と境界要素法による解析は完全に独立しているから､市販された解析プロ

　グラムに変更を加える必要が全くない｡

　ところで､境界要素ズーミング法を形伏最適設計に用いるには2つ牛-ポイントがある｡

その第1は､どのようにしてズーミング頷域を決定するかということであり､第2はどの

ようにして有限要素解析のメッシュデータから境界要素解折のメッシュデータを作成する

かということである｡

67
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　このうち第1の点については､1つの方法として従来静弾性解析などに有限要素ズーミ

ング法を適用する場合の基準をそのまま採用することが考えられる｡しかし､形状最適設

計では単なる解析の場合と異なり解析の過程で解析対象の形状が変化するので､それを予

測して変化の影響が十分無視できるところにズーミング頷域の内部境界(ズーミング境W)

を設定しなければならない｡本論文では､このための1つの基準として領域分割指標と名

付けた基準量を導入する｡この定義とこれを用いて実際にズーミング頷域を決定する方法

については､5.2節で詳しく述べる｡

　次に第2の点であるが､これについては有限要素解析のメッシュデータを境界要素解桁

のメッシュデータに変換するためのメッシュコンバータを開発する｡これについては吼3節

で詳し《述べる｡

　そして､5.4節ではこれらを用いた最適設計のプロセス全体について述べ､5.5節ではこ

れをいくつかの例題に対して適用して､この章で提案する頷域分割指標とメッシュコンバー

タの有効性を検討する｡最後に､5.6節はこの章のまとめである｡

5.2　領域分割指標とズーミング領域の設定

この節では､最初に頷域分割指標を定義してから､実際にそれを用いてズーミング頷域

を設定する方法について述べる｡

5.2.1　領域分割指標

　前節でも述べたように､形状最適設計にズーミング法を用いるには形状変更が各有限要

素に及ぼす影響を予副し､それを定量的に評価しなければならない｡本論文では､このた

めの1つの試みとして各有限要素ごとのひずみエネルギー密度(Strain　Energy　Density,

SED)を基準量として採用し､各設計変数に対するこれの最大変化量によって頷域分割指

標(Region　Partition　lndex,　RPI)を定義することにする｡つまり､要素iのひずみエネ

ルギー密度を氏ヽ設計変数ら(j=1,…,y)による氏の最大変化量を△氏jとし､この要素

の頷域分割指標り,を次式で定義する｡

なおヽ△氏jは次式で与えられる｡

り,=ムV{:△場

△尽j
-

一

δ尽
△ぐ'

(5.1)

昨2)

ここでい9尽/みjは氏のらに関する変化率を示す.またヽ△z7°2は設計変数の許容最大変
化量であり､ユーザーによって指定される値である｡

　また本論文ではヽ頷域分割指標を決定するためにヽ数値徴分によって直接△氏jを計算す

る方法を用いている｡
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5.2.2　ズーミング領域の設定

　式(5j)からわかるように､鯖域好割指標はひずみエネルギー密度の形状変更による殼大

変化量を､形状変更前のひずみエネルギー密度で無次元化した形で定殺されている｡従っ

て､領域分割指標の値は形状変更によるひずみエネルギー密度の変化の割合を示している

ことになるから､この値が十分小さい有限要素をズーミング頷域から除外して解析を行っ

ても､その計算結果は全体を解析した場合に比べて十分な精度を有していると考えられる｡

従って､ある微少量版に対して､77,の値が次式を満足するような有限要素だけからズーミン

グ頷域を構成することにする｡

　　　　　　　　　　　　　　　　　　77.≪り,　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(5j)

ここで､吼は頷域分割指標の許容値である｡この章の解析例では､この許容値吼を3%か

ら7%にとっている｡

　しかし､式(51)の条件を満足する要素だけでズーミング境雰を構成すると､計篇鋲釜な

どのために本来ズーミング境界に含まれるべき要素が含まれないなどのことから､その墳

界がジグザグになったり､頷域に穴が開いたりといった不都合が生じる場合がある｡そこ

で､この欠点を補うために式(5,3)の条件を尚定する要素だけから構成されたズーミング

頷域に対して､外接する有限要素をいくつか追加してやる｡このための実際の処理として

は､用いている三角形要素の3辺のうち2辺がズーミング境界と接する要素をズーミング

領域に追加するようにして処理した｡

　これまでに説明したズーミング頷域決定のプロセスを簡単にまとめると次のようになる｡

L　RPIの許容値吼を与える｡

2,　RPIがWより大きい要素をズーミング領域とする｡

3.このほか､2.の操作だけではズーミング頷域に含められない要素をズーミング頷域に

　加える｡

5.3 FE/BEメッシュコンバータ

　この節では､ズーミング領域の有限要素メッシュのデータを境界要素メッシュのデータ

に変換する方法について述べる｡このプロセスをまとめると次のようになる｡

1,ズーミング領域に含まれるある1つの有限要素EIを考え､その3辺をLI､L2､L3

　　とする｡

2,まず辺LIについて､この辺を含むEI以外のもう1つの要素E2を探索する｡

3.E2が存在しない(つまり

　作を行い､5.へ進む｡

W

U｡ の辺が解析対象の境界の1郎である)場合は､次の操

･LIを境界要素データとして保存する｡
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･LIに与えられている境界条件を保存する｡

4.E2が存在する(つまり､この辺が解析対象の領域内にある)場合は､操作は次の2

　つに分岐する｡

(a)E2がズーミング頷域に含まれている場合は､1へ進む｡

(b)E2がズーミング頷域に含まれていない(つまり､この要素が新たなズーミング

　　境界となる)場合は､次の操作を行い5.へ進む｡

　　　･LIを境界要素データとして保存する｡

　　　･LIに与えられている境界条件を保存する｡

5.辺L1､L2について､2.から4.の操作を行う｡

6.ズーミング領域に含まれる全ての有限要素に対して､1.から5.の操作を行う｡

7.これまでの過程で作成された境界要素データの重複を取り除く｡

5.4　境界要素ズーミングによる最適設計のプロセス

　この節では境W要素ズーミング法を用いた最適設計のプロセスについて述べてから､今

までに説明しなかった過程について述べる｡

5.4.1　全体のプロセス

　全体のプロセスをまとめると次のようになる｡

　Lズーミング頷域を設定する｡

　2.ズーミング領域の有限要素メッシュデータを境界要素メッシュデータヘ変換する｡つ

　　　まり､ズーミング領域を境界要素で再要素分割する｡

　3.作成された境界要素メッシユを適切に細分割して最適設計に適したメッシュとする｡

　4.形状の鏝適化を行う｡

　このうちLと2.については､それぞれ5.2節と5.3節で説明した｡また､4.についても

2章で説明している｡そこで､以下では3.について詳しく説明する｡
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5.4.2　境界要素メッシュの紬分割

　FE/BEメッシュコンバータで作成された墳W要素メッシュは､その基となった有限

要素メッシュの辺を境界要素とするメッシュてある｡従って､メッシュが粗すぎて最適設

計には適さない場合があるので､次のようにして紬分割される｡

Lまず､設計境界要素を適当に紬分割する｡

2.Lの操作によって最長要素と最短要素の比が大きくなると計算精度が悪化するので､

　比が8を越えた場合長い要素を細分割する｡

　このプロセスでのメッシュの紬分割は等分割を基本としているが､もちろん適応メッシュ

法などを組み込めばさらに効果的である｡

5.5　解析例

5.5.1　解析例1 円孔を有する平板

参
参

　最初の例題として､円孔を有する平板が2軸引張り力を受ける問題を考える(Fi15,1)｡

この問題について､まずRPIの基準値を3%､5%､7%として境界要素メッシユを作成

する｡次に､作成された境界要素メッシュについて円孔周辺の応力分布が一定となるよう

に円孔の形状を最適化し､得られた最適形状を理論的な最適形状と比較検討する｡

境界要素メッシユの構成　最初に､解析対象をFiが.2のように有限要素でメッシュ分割し

て解析した結果､ひずみエネルギー密度(SED)の分布はFigふ3のようになった｡この問

題で､円孔沿いの4･節点を設計変数として境界要素メッシユを作成すると､顛域分割指数

(RPI)の分布はFigふ4のようになった｡これをひずみエネルギー密度の分ホ(Figふ3･)と

比較すると､2つの分布が必ずしも一致していないことがわかる｡このことから､局所形

状最適化問題にズーミング法を適用する場合､ズーミング頻域の設定にひずみエネルギー

密度を用いるのは必ずしも適切でないことがわかる｡また､領域分割指標の基準値が0,03､

O,05､O,07の場合に対してズーミング領域を決定すると､Figふ5(a)､(b)､(c)に示され

たようになった｡これらの図中で黒丸は形状変更のための節点を示す｡

形状最適化　次に､Fi&&5の境界要素メッシュに対して円孔沿いの応力分布が一定とな

るように円孔形状を最適化する｡まず､吼=0.03の場合のメッシユについて形状最適イヒ

を行うと､最適形状は30回の繰り返し計算で得られた｡その初期形状と最適形状の比較

をFigふ6(a)に､両方の形状での応力分布の比較をFig,5,6(b)に示す｡これらの図から殿

適形状は楕円形であり､それでの応力分布はほぼ一定となっていることが分かる｡次に､

吼=0,3､o,5､O.7の場合の饅適形状と理論的な殿適形状[116]をまとめてFigふ7に示す.
この図から､77.が小さいほど得られた最適形状が理論的な最適形状に近づくという結果を

得た｡
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Figure　5･1:　Objed　under　consideration

Figure　5.2:　F.E.　mesh
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XI
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RP工

Figure　5j:　SED(hstribution

Figure　5.4:　RPl　distribution
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(a)托PI=3%
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　　(c)RPI=7%

Figure　5j:　B£･meshes

(b)RPI=5%
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Figure　5･7:　OPtimized　and　theoretical　shaPes

複数の応力集中部を有する場合

　次に､複数の応力集中部を有する問題を考える(Fi&5.8)｡このような問題では応力集

中部が互いに影響し合っている司能性があり､そのため1つの応力果中を緩和した結果､

別の応力集中が高くなる司能性がある｡このような問題をズーミング法で解析するには､

ズーミング頷域を適切に設定しなければ､正しい最適形状を得ることができない｡そこで､

このような問題に対して本論文の方法が有効かどうかを検討するために､次のような数値

実験を行う｡まず円孔部と切欠き部に対して､これらを別々に形状最適化するためのズー

ミング頗域を決定する｡そして､得られたズーミング頷域について形状最適化を行い､得

られた最適形状を境界要素法による結果と比較する｡境界要素法による結果は､円孔部と

切欠き郎を同時に形伏最適化したものであり､これと比較することによって境界要素ズー

ミング法の有効性を検討する｡

境界要素メッシュの構成　解析対象をFig五9のように有限要素で要素分割して定ひずみ三

狗形要素で解析する｡　SEDの分布はFig.5.10のようであり､応力集中が円孔付近と切欠き

付近で生じていることが分かる｡

　最初に､円孔形状を最適化するための境界要素メッシュを構成することを考える｡円孔

沿いの節点を設計変数にとり､77.=0.03として境界要素メッシュを決定するとFig.5j1の

ようになる.このときの頗域分割指標の分布はFi&5j2のようになる｡

　次に､切欠き部を最適化するための境界要素メッシュを構成することを考える｡そのた

めに切欠き部周辺の節点を設計変数にとり､吼=0.03として境界要素メッシュを決定する
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d

Figure　5･8:　Objed　under　consideration

と､Fi&5j3のようになる.このときのRPIの分布はFig.5,14のようになる｡

F

77

形状最適化　先の結果によれば2つの境界要素メッシュは重複していないので､ズーミン

グ法を用いてこれらを別々に最適化できると考えられる｡そこで実際に最適化を行い､そ

の結果を境界要素法による結果と比較する｡

　最初に､孔部についてFig豆11のような境界要素メッシュを取り､孔郎の上端で生じる

最大応力が初期形状の最大応力の90%となるようにその形状を最適化する｡この場合､最

適形状は20回の繰り返し計算で得られている｡　Fig｡5.15は初期形状､本方法による最適形

状､境界要素法による最適形状を比較する｡この図から分かるように､本方法による結果

と境界要素法による結果は小さなずれが見られるものの､全体としてはよく一致している｡

また､Fig.5,16は初期形状と最適形状での応力分布の比較を示す｡

　次に､切欠き部についてFig｡5.13に示された境界要素メッシュを取り､切欠き部で生じ

る最大応力が初斯最大応力の90%となるようにその形状を最適化する｡この場合､綬適形

状は20回の繰り返し計算で得られている｡　Fig｡5.17に初期形状､本方法による最適形状､

境界要素法による最適形状の比較を示すが､この場合も最適形状は境界要素法による結果

とよ《一致している.Fi8.5･18にはヽこの場合の初期形状と饅適形状の応力分布の比較を

示す｡

　以上の結果から､本手法を用いれば複数の応力集中郎を有する問題における､応力集中

郎同士の相互的な影響関係を効果的に評価することができて､応力集中郎を別々に形状最

適化できるかどうかを判断するのに役立つことがわかる｡
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Figure　5･9:　F･E･　mesh

Figure　5･10:　SED　distribution
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RP工

Figure　5JI:　B･E･　mesh

Figure　5･12:　RPl　distribution
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RP工

C丑APTE双5.境界要素ズーミング法による局所形状最適化

Figure　5j3:　B･E･　mesh

Figure　5･14:　RPl　dist･ribution
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　この章ては､構造物や機械要素の局所形状最適設計のために境界要素法によるズーミン

グ法を用いた形状最適化法を提案した｡この方法では､まず解析対象全体を有限要素法で

解析する｡その解析結果に基づいてズーミング頷域だけを他の部分と分離し､これを境W

要素法で解析する｡この方法の牛-ポイントは､どのようにしてズーミング頷域を設定す

るかということと､どのようにして有限要素解析のメッシュデータを境W要素解析のメッ

シュデータに変換するかということである｡本論文では第1の点に対して､ひずみエネル

ギー密度に基づく頷域分割指標という基準量の導人を提案し､第2の点に対して､メッシュ

データを変換するためのメッシュコンバータの開発と利用について述べた｡そして､これ

らの方法の有効性を検討するために数値実験を行い､次のような結論を得ることができた｡

L円孔を有する平板の2軸引張りの問題で､異なる脚についてズーミング頷域を決定

　　し､円孔沿いの応力分布が一定となるように円孔形状を決定した｡得られた最適形状

　　は､版が小さいほど理論的な最適形状に近いものか得られた｡これは理論的に妥当な

　　結果であり､これを適切に定めることにより､形状最適化を局所問題として扱えるこ

　　とを示している｡

2.複数の応力集中部を有してそれらの相互的な影響を考えなければならない問題に対

　　して､本方法を用いてズーミング頷域を決定し､応力集中郎を別々に形状最適化した

　　結果､得られた最適形状は全体を一度に境界要素法で最適化した結果とよ《一致し

　　た｡このことから､本手法は複数の応力集中郎を有する問題にも有効であることがわ

　　かる｡

　最後に､今回扱った解析例は比較的簡単な例題であるが､この方法は全体解析の負担が

大きくなる複雑な解析対象の局所形状最適化に対して効果的な方法と考えられるので､今

後はそのような問題に対しての適用が望まれる｡
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Chapter　6

コイルばね素線断面形状の最適設計

6.1 はじめに

　この章では､境界要素法が効果的に適用できる実際的な例として､自動車等の基本的な

機械部品の1つであるコイルばねをとりあげ､その素線断面形状の最適設計を行う｡

　この種の問題を扱った最初の研究としてはILOTuchs[117]のものがあり､素線断面墳界
に生じる最大合応力を低下するために､内側にとがった卵型を提案した｡しかし､この形

状が必ずしもその目的を満足しないことは紳谷ら[II8]や援湿ら[119,120]によっ万指摘さ
れている｡そこで､最大応力の低下やばねの小型化といった目的に適した断面形状を決定

するために､有限要素法を用いた研究が大河内ら[121]や畔上ら[122]によって行われてい
る｡しかし､有限要素法では形状変更ごとにメッシユの再構成が必要であり､このために

計算精度と計算効率の点で大きな制約がある｡そこで､有限要素法の代わりに境界要素法

を用いることが考えられる｡しかし､コイルばねの応力解析の支配方程式は準調相方程式

であるため､従来のように調和方程式の基本解を用いる定式化では解析に内部セルを必要

とし､有限要素法のように形伏変更ごとに内部セルの再構成を必要とした｡これに対して

この章で提案する方法は､FよRizzoら[123]の定式化に従って内部セルを必要としない新

しい方法を採用しているので､解析対象の境界を要素分割するだけで解析することができ

て最適設計に有利である｡

　これらのことから､この章は次のような構成になっている｡まず､6.2節でコイルぱね応

力解析の境界値問題について述べてから､6.3節では境界要素法によるコイルばねの応力

解析のプロセスについて説明する｡そして､6.4節ではこの章で扱う最適化問題について

述べ､6.5節では実際に素線断面形状の最適設計を行う｡最後に6.6節はこの章のまとめで

ある｡

6.2 コイルばねの静応力解析

6.2.1　境界値問題
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-･-X

1

XI

　F厄6.1に示されたように､両端で互いに逆向きに働く引張り力(あるいは圧縮力)Fを

受けているコイルばねを考える｡このとき､ばねのコイル半径は素線半径に比べて十分大

きく､ばねのピッチや曲率の効果は無視できると仮定すると､素線断面に生じる応力は引

張り力によって素線断面に働くねじりモーメントだけによって生じると考えられるので､

次のような支配力程式と境W剃牛を得る[1川｡

　　　　　　　　　　　　　∇2φ-ニφ,1十2GG=O(拙S)　　　　　　　　　　昨1)

　　　　　　　　　　　　　　φ=C凹比(=　c)(回C)　　　　　　　　　　　　　　(6,2)

ここで､φ,G,Gはそれぞれ応力関数(次節の式(6,3)参照)､撲弾性係数､積分定数であ

り､タおよびCは解折対象の領域(ばねの素線断面)およびその境界を示す｡また､座標

系は図に示されたようにJI,Z2軸がそれぞれぱねの半径方向と丑さ方向になるようにとる｡

なお､ばね素線断面の図心o'からの半径方向距離をj'とする｡

6.2.2　各種関数

　次に､最適設計で必要となる各種の関数を導人する｡

応力成分

　応力成分のうちOとならないのは(y13と(732であり

ぴ13

(732

　W

気-

|

ゝ

わ

1

れらは次式で与えられる｡

一

一

一

一

(6,3)



&2.コイルばねの静応力解析

また､これらを用いて素線表面での合応力rは次式で与えられる｡

ア　二二

　　ー

　　-

(732nl‾(yl3n2

　
ね

土
肩

こで､n1とn2は素線断面境界における単位法線のzl,J2成分である
W

U

引張り力

　ばねの軸方向引張り力Fは次式で与えられる｡

｡
/
パ

　
=　

F ぴ32d夕

O

これに式(0)を代入して幣理し､頷域積分を境男積分に変換すると次式を得る｡

F　=

Js十Gら ″
/
心

hi　z1711心

ねじりモーメント

　素線断面に働くねじりモーメントは次式で与えられる｡

財1 =
　
　
　
=

z
/
お

｡
/
ぢ

((y32(ZI一双a)+ごy13J2)dタ

((y32zl十び13z2)dS-F双
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(6バ1)

昨5)

(6刈

(□)

ここで､瓦は座標原点とねじり中心の距離である｡この式に式(6.3)を代入して絡理し､頗

域積分を境界積分に変換すると次式を得る｡

仙 /
Q

　
'
/
パ

　
　
=

ルφ,lzl　-　Åφ,2z2)お-f7?･1　　　　　　　£1

£巴ドいご与心-j゛尺
　　ZI

訂=-F沢

'
/
心

　
=

結局､境雰条件(式(6,2))より

ねじり中心の座標

　座標軸原点とねじり中心の距離双は次式を満足する｡

｡
/
だ

双-z1
- dS=0

(6.8)

(G,9)
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(6j5)ズ(財師)u*-u財(u゛))ds=ズレ1(ざ-げ)心

一

一 (c+GC湖)　(凹C)

で 微分作用素財が自己随伴形であることから､次のような相反関係式を得る｡

こで､

ズj1(Q){奴Q)u゛(私9)-u(卵7*(ハQ)}心
を満足するような基本解を用1,

　　　　　　　C(杓u(P)=

ここでP,Qはそれぞれソース点と積好点を示す｡また､C(均は点Pの位匿によって決ま

る吏数であり､点j)が領域内にあるとき1､点戸が滑らかな境雰上にあるとき1/2､点jP

が領域外にあるときOの値を取る｡

　本論文では､式(6j8)を一定変素によって離散化し､境男上でのuと9に関する代数方

程式を構成する｡これに式(6.14)で示されるDirichlet型の境界条件を与えて解析し､境
界節点での(7を得る｡境界での合応力と引張り力の値は得られたいヽら次式にょって決定さ

れる｡

(6j8)

(6,16)

(6,17)

W

U

上式の関数u*として次式

　g　≡　u,n　　i　9*　Ξ　tら　　　`

　訂(穴P,Q)ド･5(乃Q)=o

ヽると､次の境界積分方程式を得る｡
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この式の左辺を変形すると､

結局

ここ

6.3

で､/□ま素線の断面積を表す｡

境界要素解析
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/
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lnヱlnl心-/1 =0

/匹-､､､……牛-…----
　-

　　ズlnェ1nl心

(6,10)

(6jl)

6.3.1　境界積分方程式と離散定式化

　この節では､Fよ拓zzoら[123]の提案に基づいて､コイルばね応力解析の支配方程式か

ら境界積分方程式を導出する｡

　まず､関数φに次のような変数変換

　　　　　　　　　　　　　　　　φ=ぺu-GGぺ　　　　　　　　　　　　　　　(6,12)

を行い簡畢な式の変形を行なえば､式(6,1)と式(6,2)から新たに関数いこついての次の支

配方程式と境界条件式を得る｡

訂(u)Ξz1∇‰+u,1-怒
　　　　　　　　　　Z1

土
ぺ

包

=0 (沁S) (6,13)=

(6,14)
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合応力

引張り力

6.3.2
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刀沙は次式で定義される｡
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(6j9)

(6J)

(6,2　1)

(6,22)

(6J)

(6,24)

J1

x
ー
ー
ノ

　
　
Q
J

亘
2

心+GG

これらの式は､それぞれ式(6,4)と式昨6)をuと(μこ関する式に書き直したものである｡

この節では､この章で積分方程式の導出に用いた基本解について述べる｡

FよRizzoら[123]は､次の形の方程式

一

m2

は次式で示される特解を持つことを示した

�(私Q)=

ここで､斑尽Q)はソース点戸と積分点Qの距離を漑す｡

　式昨13)は式(6,21)においてm=2の場合に相当しているから､ばね解析の支配方程式

の基本解は次式で与えられる｡

u*(八Q)

万衷すと次式が得られる[124,125]

8(た2-2j
3£4

ここで£と瓦は第1種と第2種の完全楕円積分を示し

(Zlp+Z19)2+(Z2P　-　Z29)2
4zlμ11

炉

　最後に､この基本解の特異性について述べておく｡2次元弾性解析やポテンシャル解析

の基本解はソース点と積分点の2点間距離の関数であり､これが0となったときに特異性

を生じる｡しかし､ぱね解析の基本解は2点間距離の関数となぅていないので､ソース点

と積分点が一致しても特異性は生じない｡そこで､この基本解をよく観察するとz1=Oの

ところで£=Oとなり､特異性を生じることがわかる｡しかし､ばねの座標系ではzl=0

はばねの中心軸であるから､節点の座標値がzl=0となることはな《､事実上この問題で

は特異性は生じない｡
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6.4　最適化問題

　この節では､

ついて述べる｡

われる｡

CμAPTER&　コイルばね素線断面形状の最適設計

この章で扱うばねの素線断面形状の最適設計の目的関数や制約条件などに

ここで定義された最適化問題は､2石節で説明した逐次線形化法によって扱

6.4.1　問題の定義

　すでに述べたように､最適化問題は目的関数を与えられた制約条件のもとで設計変数を

変更することによって最小化する問題として定式化される｡このとき目的関数W､制約条

件∫､設計変数zを次式のように定義する｡

　
=
　
　
=

W
　
扨

UJTUタ

叫1

ム
　
心

r
4
t
　
r
J
t

　
=
　
　
=

f
‘
　
z

狛
　
八

Z2

　≒ヱ
ノyc}T=0

z肖}7

(625)

(6

(6

26)

27)

董●¥

●･奪

●･●

ここで､mは目的関数の成分であり､7Ve､yVc､yVdはそれぞれ目的関数の成分､拘束条

件､段計変数の総数である｡

6.4.2　目的関数の成分

　最適設計の目的としては､応力集中を緩和することと応力分布を平滑化することの2種

類をとる｡これらの場合､目的関数の成分気は次式で与えられる｡

(1)応力渠中緩相の場合　この場合の目的関数成分は次式で与えられる｡

　　　　　　　　　　　　　　_　肩ぢ-1(ァ,>ぐレ

　　　　　　　　　　　　゛゜{　　o　　(7;≦句
ここで､ハは境W節点での合応力値でありかま許容応力である｡

(2)応力分布平滑化の場合　この場合の目的関数成分は次式で与えられる｡

　　　　　　　　　　　　　　　　　判≡刄批-1

旬声

見｡ こで親は許容応力であり､初期解析の境界節点での応力値の平均値が与えられる｡

(6,28)

(6,29)

6.4.3　制約条件

　制約条件としては､素線断面積一定条件とねじりモーメントー定条件をとる｡これらの

制約条件は次のように与えられる｡
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(1)素線断面積一定条件　この場合､制約柴件は次式で与えられる｡

　　　　　　　　　　　　　　　　/1Ξλツjo-1=0

ここで､j4は解析対象の面積を､上添字は繰り返し計算の回数を示す｡

(2)ねじりモーメント一定条件

1可/堵い 二〇
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(00)

(6jl)

6.4.4　設計変数

　他の問題と同様に設計変数としては境界節点の座標値をとり､それを境界の法線方向に

変化させることで形状最適化を行う｡

6.4.5 収束条件

収束条件は目的関数によって異なり､次の式で与えられる｡

(1)応力集中緩和の場合　正の微小票Hこ対して､目的関数評硝点での応力が改式を満l

するときプロセスは終了する｡

　　　　　　　　　　　　　　石-7i≦e(i=1,…,yve)　　　　　　　　　　　(臼2)

(1)応力分布平滑化の場合　ある正の微小量引こ対して､目的関数評磁点での応力が次式

を満足するときプロセスは終了する｡

　　　　　　　　　　　　　　回一訓≦e(i=し‥,旅)　　　　　　　　　　　(o3)

6.4.6 ねじりモーメント感度

　設計感度のうち､応力感度と面積感度については他の章(2.5節)ですでに定親したの

で､この節ではねじりモーメント感度について説明する｡

　式(6,8)からわかるように､素線断面に働くねじりモーyント肘は軸力向引張り力Fと

座標原点からねじり中心までの距離沢の積で衷される｡従って､引張り力が一定ならばね

じりモーメント感度は座標原点とねじり中心との距離の設計変数に対する感度､つまりね

じり中心感度と同じになる｡ねじり中心感度は､ねじり中心の座標を与える式(6,11)を設

計変数らで微分して得られるoつまりヽ

W

L

竺
‘9弓

で､λは断面積を表す｡

ぐ
双
一
Å

　
　
= 怒

みj

'
/
心

旦
恥

　
J ln　zlnl心

゛
4
-
ノ

(6,34)

W
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Table　6』:Com

C丑APTER　1　コイルばね素線断面形状の最適設計

referencesPrings｣:ComParlsonoi　oPtllmzed　and　relerence

づIMS Oj0 0.85 0.80

Stress　redudion　(%)2.42 2j9 2.36

Height　reduction　(%)1L6 IL9 12j

Area　increase　(%)2j 6j 10.7

　2.5節で､SL　venantのねじり問題でねじりモーメントー定を制約条件として形状最適

化を行う場合､ねじりモーメント感度を直接計算して用いる代わりに､修正された形状ご

とにねじり剛性串を計算しなおし､それに応じてねじれ角を修正することで制約条件を満

足させる方法について述ぺた｡同様にして､ばねの素線断面の最適化でも修正された形状

ごとにねじり中心を計算しなおし､それに応じて引張り力を与え直すことでねじりモーメ

ントを一定とする方法が考えられるが､これは適切ではない｡なぜならば､コイルばねの

場合ねじり中心が変化すると曲串の素線断面形状に与える彰響が大きく違ってくるからで

ある｡特に､実際の解析ではねじり中心の位厦は内側へ､つまりコイル半径が小さくなる

ように移動することが多いが､この場合､素線半径が十分大きいとして無視していた曲げ

モーメント､せん断力などの影響を考慮する必要が生じてくる｡従って､ねじり中心の位

匿は変化しないように必ず制約条件に与えなければならない｡

6.5

6.5.1

解析結果と検討

解析例1

春
暑 楕円形素線ぱねの応力解析

　本研究で用いたプログラムの解析精度を検討するために､楕円形素線ばねの表面に生じ

る合応力を計算し､他の解法による結果と比較した｡解析対象はFig｡6.2に示されるように

コイル半径R=15mmで､素線断面は長半径a=6.96mm､短半径b=4j5mm(a/b=1.6)

の檜円形である.この紫線境男を30要素に分割して解析し､結果を佐藤ら[12o]の結果と比

較する(Fig.6,3)｡彼､らは同様の問題に対して､ねじりモーメントによる効渠斌外にせん断
力および曲げによる効果を考慮した解析を行い､実験結果とよい一致を見ている｡　Fig｡6.3

は横軸に境界節点と図心のなす中心角を取り､縦軸に応力を同一断面積の円形断面棒の単

純ねじり応力値テで無次元化した値を示している｡本論文のプログラムによる結果と佐藤ら

の結果は､全体としてよく似た応力分布を示しているが､わずかにずれている｡これは本

論文のプログラムでは素線断面に働《曲げモーメントやせん断力の効果を考慮していない

ためと考えられる｡なお､円形断面について計算した結果は､ねじりモーメントだけを考

えた結狽=[116]とよく一致した.

6.5.2 解析例2

φ
奉 円形素線ぱねからの最適化

初期形状として､ばね半径が15mmで素線断面は半径2mmの円形である円形素線ばね
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Table　6.2:　Com arison　of　o timized　and　referencesPrings
心心-x-y心J-/===-ヾ-

〔)mParlson　oloPtlmlzed　and　rele

4/b L5 2.0

OPtimized　shaPe L7 |｡65

Reference　sPring 2.0 2.00

Height　redudion 14酒 17,5

95

を考える｡この素線境界を30要素に分割し､最大応力を緩和することを目的とした素線形

状の穀適設計を行う｡許容応力は初期錯大応力(lnitial　MaxilnurnStress､IMS)の90%､

85%､80%をとり､制約条件としてねじりモーメントー定条件､つまり軸方向の引張り力

とねじり中心位贋が一定という条件を指定する｡なお､以下の例題でねじりモーメントー

定というときは､必ず引張り力とねじり中心位匿が一定であることを意味する｡

　最適形状はどの場合も数回から10数､回の繰り返し計算によって得られた｡初朋形状と得

られた最適形状をFi&6.4に示す｡また､Fig五5には許容応力が初期最大応力の85%の場

合について初期形状と最適形状における応力分布の比較を示す｡このうち､Fig五4から最

適形状はいずれの場合もばねの半径方向に長い楕円に近い形となり､その断面積は許容値

がきびしくなるに従って､少しづつ面積が増加していることがわかる｡そこで､これらの

最適形状をそれと同面積の円形ばね(以下これを基準ばねと呼ぶ)と比較し､最適形状に

おける最大応力と素線断面高さが基準ばねに対してどれだけ減少しているかを検討する｡

結果をTable　6j　に示す｡この表には､最適形状の初期形状に対する断面積増加串も同時

に示す｡これらのデータからわかるように､本論文の数値実験で得られた最適形状では基

準ばねに比べ最大応力はわずかに低下しているが､その割合は大きくない｡これに対して､

素線断面高さは約10数%減少している｡これらのことから､楕円形素線ばねは最大応力の

低下よりも､ばねを小型化するのに有利であることがわかる｡

6.5.3 解析例3

齢
一 高さ制約を受ける最適化

　次に､初期形状として第1の解析例と同じ寸法の円形素線断面ばねを考え､素線の断面

高さが最小となるように素線形状を最適化する｡許容応力として初期形状の最大値をとり､

制約条件にはねじりモーメントと断面積の一定条件をとる｡この場合も最適形状は10数

回の繰り返し計算で得られている｡　Fi&6.6には初期形状と最適形状の比較を示し､Fig,6,7

には両形状における応力分布の比較を示す｡このうち､Figt6から最適形状は横に長い梢

円形または卵型の形状であることがわかる｡また､何度かの数値実験を通じて､断面高さ

の最大減少量は10数%であることが確かめられた｡これらの結果は､2番目の解析例の結

果を再確認する事になった｡

6.5.4 解析例4

参
t 異なる初期形状からの最適化

初期形伏として､ばね半径が15mmで､素線断面は半径2mmの基準ばねと同じだが､
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Table　6j:　Com

C打剤可'ER&　コイルばね素線断面形状の最適設計

arison　of　max. and　min｡　stressesleりJ:しomP&nson　ol　rnax.&ncl　nlln｡stre

M皿｡ Min｡ Stress　ratio

lnitial L54 ｡84 L83

O　Ptimjzed L43 L06 L35

I{efl　sPring L47 L05 L40

長半径aと短半径bの比はそれぞれa/b=L5と2,0であるような2種類の楕円形素線ばね

を考える｡この素線境界を30要素に分割して解析し､最大応力を緩和することを目的に

素線形状の最適設計を行う｡許容応力は基準ぱねの最大応力をとり､制約条件としてばね

素線断面に働くねじりモーメントと断面積を一定とする｡最適形状と基準ばね形状の比較

をFig五8に示す｡どちらの場合も､最適形状は数回から10数回の繰り返し計算によって

得られており､その形状は外側に尖った卵型である｡　Figt9には､a/b=L5の楕円形を初
期形状とする場合について､初期形状と最適形状の応力分布の比較を示す｡またTable　6.2

には､最適形状における素線断面高さの基準ばねに対する減少量を示す｡

6.5.5 解析例5 参
蓼 滑らかな応力分布を得る最適化

　初期形状として､ばね半径がI{=15mmで､素線断面積は半径2mmの基準ばねと同じだ

が､その形状は長半径aと短半径bの比がa/b=L5であるような楕円形素線ばねを考える｡

この素線墳界を30要素に分割して解析し､滑らかな応力分布を求めることを目的として最

適化を行う｡基準応力として基準ばねの平均応力をとり､制約条件としてばね素線断面に

働《ねじりモーメントと断面積を一定とする｡まず､Fig.6.10に初期形状と得られた最適

形状の比較図を示す｡この図には円形素線ばねから最適化を行った結果も同時に示してい

るが､それは楕円形からの結果と完全に一致している｡次に､初期形状と最適形状での応

力分布の比較をF厄6.11に､初期形状と最適形状､それに基準ばねの最大応力と最小応力､

そして両者の比(応力比)の比較をTable　6j　に示す｡これらのデータから初期形状と最適

形状を比較すると､最適形状では最大応力が低下しする一方で最小応力は増加し､応力分

布は初期形状のそれに比べて滑らかになっていることがわかる｡しかし､基準ばねと比較

すると最大応力､最小応力､応力比についてあまり改善はみられない｡この結果から､滑

らかな応力分布という点では､円形の素線ばねはかなり優秀なばねであるということがい

える｡

6.6 まとめ

　この章では､自動車部品などとして広く用いられているコイルばねの境界要素法による

応力解析プログラムを開発し､これを用いてぱねの素線断面形状の最適設計を行った｡従

来ばねの応力解析に用いられていた境界要素法の定式化は､LaPlace方程式の基本解を用

いるので解析に内部セルを必要としていたが､この章で示した新しい定式化を用いれば境
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界を要素分割するだけで解析を行うことができるので､非常に効率よく､また精度よくば

ねの素線形状の最適設計を行うことができる｡この解析プログラムを用いて実際に素線断

面形状の最適設計を行い､次のような結論を得た｡

　L円形や楕円形などの初期形状から応力集中を緩和するような形状最適化を行い､従来

　　　から他の研究者によって提案されているのと同じ楕円形や卵型などの最適形状を得る

　　　ことができた｡

2.1.の最適形状のばねを同一断面積の円形断面ばねと比較すると､最大応力の低下はあ

　　まり大きくないが､断面高さは10数%低下することがわかった｡このことから､異

　　形断面ぱねは最大応力の低下よりも､ばねの小型化に役立つことがわかる｡

3.円形や楕円形の初期形状から応力分布を滑らかにするような形状最適化を行い､同一

　の最適形状を得ることができた｡そして､その形状は円形からわずかに変形した形で

　あった｡

4.3.の最適形状を同一断面積の円形素線ばねと比較した結果､それらの最大応力､最小

　応力､応力比にはあまり変化がないことがわかった｡この結果から､滑らかな応力分

　布を得るという点では円形の素線ばねはかなり有効なぱねであるといえる｡



Chapter　7

境界要素法に対する適応メッシユ法の開発

7.1 はじめに

　境界要素法では解析対象の境界を要素分割して解析を行うために､その計算精度は境界

の要素分割に大きく依存する｡そこで､解析結果の精度を評価しながら自動的にメッシュ

を変更し､望ましい精度が得られるメッシュ分割を決定する適応メッシュ法の開発が熱心

に進められている｡境界要素法に限らず､適応メッシュ法を開発する場合の牛-ポイント

となるのは次の2点である｡

●真の解が不明である問題について数値解と真の解との誤差をどの様にして予副するか｡

●誤差とメッシュ分割とをどのように関係付けるか｡

　このうち､第1のポイントについては今までに様々な方法が提案されており､これらは

解の誤差を予測して用いる方法と誤差の代わりに方程式の残差を用いる方法に大別される｡

さらに､これらもいくつかの種類に分けることが司能であり､残差型の場合では誤差をエ

ネルギーノルムの形で評価するE.Alarconらの方法[74-79]や､それとは違い£2ノルムを
用いるE.Rankの方法[80,81]やP｡Pa,rreiraの方法[89,90]などがある｡一方､誤差型では

数値解の内挿誤差を用いるJよRencisらの方法[82-88]､2次要素で節点の配匿の違いに
よる解のずれを用いるM,G面面aniの力法[92]､涌常の直接法の解とソース戌を頷域外に
とるE)IH4法の解の爰を誤差とする結絨らの力法【93]､力程式の歿蓋と誂蓋の関係武から
誤蓋を決定する川口らの方法[94-96]などがある｡

　これに対して､第2のポイントである誤差とメッシュ変更との関連付けについてはあま

り理論的な方法が提案されておらず､要素ごとの誤釜(いわゆるError　lndieator)の平均値

などを基準として､これよりも大きな値を持つ要素を紬分割するに過ぎない｡このように､

従来の方法では誤差解析の結果をメッシユ再分割に効果的に反映させられないので､定量

的に精度よく(場合によっては､長い計算時間をかけて)決定した誤差解析の結果を有効

に利用できていない｡これは､従来から効果的な適応メッシュ法のためには第1に精度よ

い誤差評価法が必要であると考えられて､実際に研究の中心がこれに向けられた結果､誤

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　101
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差評価法がメッシユ変更法と独立して開発されてきたためである｡　しかし､実際には適応

メッシュ法とは誤差評価法とメッシュ変更法が一体となったものであって､両者を分けて

考えることは正しくない｡そこで､本研究では誤差評価とメッシュ変更とが一体となった

適応メッシュ法を開発することを第1の目的とし､プロセス全体を最適化問題として定式

化する方法を提案する｡

　また､もう1つ従来から指摘されていた問題点としては､最適メッシュを決定するまで

に長い計算時問を必要としていたことがあげられるが､本論文ではこれを解決するために

比較的紬かく等分割された初期メッシュをあえて用いることを提案する｡このような初期

メッシュを用いればプロセス全体としての計算時問を大幅に短縮できる司能性が高いが､

これを積極的に用いることはいままで提案されていない｡それは､細分割された初期メッ

シュとしてどのくらいの自由度でどのように分割されたメッシュを用いれぱよいのか分か

らないので､初期メッシュの選択によっては必要以上に多《の自由度で構成されたメッシユ

が生じるためである｡これを解決するために､本論文のメッシュ変更法には精度改善のた

めに自由度を追加する機能の他に､精度改善に寄与しない自由度を除去する機能を有して

いる｡このような操作が司能となるのは､プロセス全体を最適化問題として定式化した結

果､メッシュ変更による誤差の増減を定量的に評価することが司能となったからである｡

　以上の議論を踏まえて､この章の次節以降は次のような構成になっている｡まず､7.2節

では適応メッシュプロセスを殷適化問題として定式化する｡次に､7.3節では実際に最適

メッシュを決定する方法について述べる｡　7j=節では提案した方法を2次元ポテンシャル解

析と2次元弾性解析の最適メッシュ構成に用いてその有効性を検討し､7汚節ではこの章に

ついて筒単にまとめる｡

7.2　最適メッシュ構成問題

　この節では､プロセス全体を最適化問題として構成するために目的関数､設計変数､制

約条件を定義する｡

7.2.1　目的関数

　目的関数は誤差面積と名付けた関数値を用いて定義される｡そこで､まずこの誤差面積

について述べてから､2次元ポテンシャル解析と2次元弾性解析の目的関数を定義する｡

誤差面積

　本論文の2次元境界要素解析プログラムでは線形要素を用いている｡従って､その数値

解は境雰の接線方向に淑った座標系川こついて区分的に線形な分布曲線戸(s)万表される

(Fig｡7.1)｡一方､この数値解を3次スプライン関数で近似すれぱより精度の高い近似解

の好布曲線Q(s)が得られる｡誤遊面積j4は､数慎解と近叙解の差の絡対植をsについて
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(7j)

2次元ポテンシャル解析の目的関数

　前節では誤差面積を一般的に定義したが､2次元ポテンシャル解析では未知数はボテン

シャル値とフラックス値の2種類があるので誤差面積も2種類定殺される｡これらをそれぞ

れ/1いメ19とすればヽ2次元ポテンシャル解折の場合の目的関数即は次式で与えらえれる｡

W

Q｡

W(/1t,,　j49)

y
ノ

古
ぺぐ

2
十
j凡
疋ぐ

で､上添字(o)は初期メッシユについての誤差面積を示す｡

(7.2)

W

L

2次元弾性解析の目的関数

　2次元ポテンシ申ル解析では関数値はポテンシャル値とフラックス値の2種類であるか

ら誤差面積は2種類だが､2次元弾性解析では関数値はI軸及び2軸方向の変位と衷面力

だから全部で4種類の誤差面積が定義される｡これらをそれぞれ/1,,1､/1､2､為1､ふ2とす

れば､2次元弾性解析の場合の目的関数Wは次式で与えられる｡
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竹 (7,3)
Au1

ポ1

7.2.2　設計変数

　最適化問題の設計変数としては､未知関数を近似する近似関数の自由度の総数をとり､

誤差の比較的大きな要素には自由度を追加し､誤差の比較的小さな要素からは自由度を除

去して目的関数の最小値を探索する｡自由度を変化させる方法には､従来のh法に基づい
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て要素の内挿関数の次数は一定で､節点数を変化させて自由度を変化させる方法と､従来

のp法に基づいて要素数は一定で､要素の内挿関数の次数を変化させる方法が考えられる

が､本論文では前者の方法を用いることにする｡なぜならば､後者の方法ては解析プログ

ラムを変更しなければならないからである｡

7.2.3　制約条件

　さきに述べたように､本論文の方法では紬分割された初期メッシュを用いる｡これは､

第1に初期メッシユに最適メッシュに近いものを選ぶことで計算時間を短縮できるからで

あり､第2に誤差解析(この場合は目的関数)の計算精度が荒いメッシュの場合よりも高

いからである｡このような理由から､初朋メッシュの自由度は多ければ多いほどよい｡し

かし､大きな自由度を有する初期メッシュから自由度が増加するようなメッシュ変更を行

うと､精度の改善に寄与しない自由度を生じる可能性がある｡そこで､自由度総数が初期

メッシユを越えないような制約条件を与えることにする｡つまり､

yV≪yVO
　-

ここで､添え字(o)は初丿恥らシュの自ELI度総数を示す.

7.3 適応メッシュプロセス

(7j)

　この節では実際に最適メッシュを決定するプロセスを説明する｡そのために､まず設計

変数の変化に対する目的関数の変化量(いわゆる設計感度)の計算方法について述べる｡

それから､実際に最適メッシュを構成するプロセスについて説明する｡

7.3.1　設計感度の計算

　設計感度には､要素を2等分して節点を追加することによる目的関数の減少量(正の感

度)と､節点を除去して隣接する2要素を結合することによる目的関数の増加量(負の感

度)の2つがある｡前者は要素毎に定義される量であり､記号(5凧‾で表すことにする｡こ

れに対して､後者は節点毎に定義される量で､記号辞けで表すことにする｡これらは次の

ようにして決定される｡

正の設計感度

　まず､Figヱ2を用いて2次元ポテンシャル解析の場合の正の設計感度の計算方法につい

て述ぺる｡2等分される要素の両端点をA､Bとする｡この要素を2等分したとき新しく

付け加えられる節点が図中の点Cである｡節点を追加する前にこの要素に生じている誤差

面積は､直線ABと曲線BCA､で囲まれた面積で衷される｡一方､節点追加後の誤差面積

は､直線ACと曲線CAで囲まれた面積と直線CBと曲線BCで囲まれた面積の和で表さ

れる｡従って､細分割によって三角形ABCの面積に相当するだけの誤差面積が減少する
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ことになる｡2次元ポテンシャル解析では､この誤差面積の減少量はポテンシャル値とフ

ラックス値の両方について考えられるので､これらをぶ/17､ぶjJとする｡なお､このうち

境界条件として与えられた関数値についてはその減少量は0となる｡

　誤差面積゜減少量M芦Mぷと式(7,2)から､斐素Hこ関する正の段計感度川ぐは次式で

計算される｡

δWフ =w(再一祗フメ9-MJ)一持゛(再メ9) (陥)

　一方､2次元弾性解析の場合は誤差面積が1軸､2軸方向の変位と表面力の4種類ある

ので誤差面積の減少量も4種類定義される｡これらを､それぞれMご1､MJ2､M5､M5

とすれぱ､式(7,3)を用いて､2次元弾性解析の場合の正の段計感度みW√は次式で与えら
れる｡

ぷ呪‾=w(瓦1-Mご1,凡2-Mふふ1　-　Ma,ふ2-M5)-w(瓦1,凡2,ふ1,為2)(7刈

負の設計感度

　次に､Fig｡7.3を用いて2次元ポテンシャル解析の場合の負の設計感度の計算方法につい

て述べる｡節点Bが除去されて新しく要素ACができると考える｡このとき､節点が除去

される前に要素ABと要素BCに生じている誤差面積は､直線ABと曲線BAで囲まれた

面積と直線BCと曲線CBで囲まれた面積の和で衷される｡一方､節点Bが除去された場

合の誤差面積は､直線ACと曲線CBAで囲まれた面積で表される｡従って､この場合節
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点Bが除去されることによって､誤差面積は三角形ACBの面積に相当するだけ増加する

ことになる｡この増加量はポテンシャル値とフラックス値の両方に対して定義され､これ

らをMズ､み付とする｡この場合も､境界条件として指定された関数偵については､誤差
面積増加量はOとなる｡

　誤隻面積の増加漿Mかみ付と式(72)から､節点iに関する負の設計感度斜けは次式で
計算される｡

　　　　　　　　　　諦ぐ=w(ち十み刄,へ十み付)-w(尚,凡)　　　　　(7,7)

　一方､2次元弾性解析の場合は誤差面積が1軸､2軸方向の変位と表面力の4種類ある

ので誤差面積の増加量も4種類定義される｡これらを､それぞれMご1､Mお､δ貼､M乙

とすれば､式(7j)を用いて､2次元弾性解桁の場合の負の設計感度δ肌゛は次式て与えら
れる｡

川/j=w(瓦1十Mjl,凡2+M乙ふ1十Mji　,　メ1,2十&砧)-w(凡1,凡2,ふ1､/1,2)(7,8)

7.3.2 メッシュ変更プロセス

　これまでに導人した正負の設計感度を用いれぱ､節点の追加･除去についての優先順位

を決定することができる｡つまり､正の設計感度の大きい順番に要素に番号をつければ､

これが節点の追加順位となる｡一方､負の設計感度の小さい順番に節点に番号をつければ､

これが節点の除去順位を示すことになる｡そして､節点の追加･除去はこれらの順位にし

たがって次のように行われる｡

1 まず､高い追加順位を持つ要素に節点が追加される｡それと同時に､高い除去順位を

持つ節点が除去される｡この節点の追加と除去は必ずペアとして行われる｡従って､

この操作によって自由度の総数は変化しない｡

2.1.の操作によって目的関数が減少している間はこの操作を続ける｡そして､目的関

　数の変化量が増加に転じたところで次の操作に進む｡

3,2.までの操作で得られたメッシユから､不必要な節点を除去するために次の操作を

　行う｡

･得られたメッシュの全節点について負の設計感度を計算し直す｡

･高い除去順位を持つ節点を除去する｡これは､節点除去による誤差の増大があ

　る値以下(この論文の解析例では1%以下)となるように行われる｡

7,3.3　適応メッシュブロセス

　本論文の適応メッシュ法は､プロセス全体が初期入力･誤差評価･メッシュ変更の3つ

に大きく分けられ､これらはそれぞれ次のような操作を行う(Fig,7,4)｡
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Table　7土Results　of　case-A

case-A1 case-A2 (ase-A3

lteration 1 1 1

Objed　fundion　decrease(%) 10 20 39

初期入力　この部分では与えられた解析対象の形状のデータから､紬分割された初期メッ

シュのデータを作製する｡分割方法は等分割が基本となるが､問題によっては部分的に不

等分割することも司能てある｡

誤差評価　この部分では与えられたメッシュデータについて境界要素解析を行い目的関数を

計算する｡そして､目的関数が前のステップの目的関数より大きければプロセスを終了し､

小さけれぱメッシュ変更に進む｡従って､プロセスの収束判定条件は次式て与えられる｡

　　　　　　　　　　　　　　　　　　H戸‾1≪W゛　　　　　　　　　　　　　　　　　(7句

W'

U こで､上添字は繰り返し計算の回数を示す｡

メッシュ変更　この部分では､まず各要素についての正の設計感度と各節点についての負

の設計感度を計算し､それからメッシュを変更する｡メッシュ改良のプロセスは先に説明

した通りである｡メッシユ変更が終了すれば､汚び誤差評価に戻り先の操作を繰り返すこ

とになる｡

7.4　解析結果と検討

　この節では､さきに提案した適応メッシュ法を2次元ポテンシャル解析と2次元弾性解

析の最適メッシュ決定に用いてその有効性を検討する｡

7.4.1　解析例1 幸
奉 正方形平板の熱伝導解析

　最初の例題としてFig玉5に示される正方形平板の熱伝導解析を考える｡この問題では点

BとCがかど点となるため､これらの点に2重節点をとって解析する｡

A,等分割初期メッシュ　初期メッシュとして自由度がそれぞれ31､39､51である3種

類の等分割メッシュを考え､これらをcase-AI､case-A2､case-A3とする｡そして､自由

度一定の条件下でこれらから決定される最適メッシュを比較し､提案した適応メッシュ法

に対する初期メッシュの自由度の彰響を検討する｡

　初期メッシュと得られた最適メッシュのメッシュ分割及び関数分布をF厄7.6からFig.7jl

に示し､繰り返し計算の回数と目的関数の減少量をTable　7j　に示す｡
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　まず､それぞれの初期メッシュと最適メッシュを比較すると､自由度総数によらず最適

メッシュでは節点が関数変化の激しい点C､Dに集中し､全体の閉数分布をより滑らかに

近似していることが分かる｡次に､最適メッシュを比較すると自由度総数が多いほどより

関数分布が滑らかであり目的関数の減少量も大きい｡このことから､本論文の適応メッシュ

法で得られる最適メッシュの性能は初期メッシユの自由度総数に依存し､自由度総数が多

いほど得られる最適メッシュは高精度となることがわかる｡

B｡不等分割初期メッシユ　次に､初期メッシュのメッシュ分割が最終的に得られる最適

メッシユに与える彫響を検討するため､自由度総数は大体同じであるがメッシュ分割の異

なる3つの初期メッシュを考え､これらをcase-BI､case,B2､ease冶3とする｡このうち

case-B1は境界全体を43自由度で等分割したメッシユであり､これに対して､(lase｣32と

case-B3は自由度総数は45個で同じであるが､前者では比較的激しい関数分布を示す辺CD

が粗《分割されているのに対して､後者では比較的緩やかな関数分布を示す辺DAが粗《

分割されている点が異なる｡これらについて､初期メッシュと最適メッシュのメッシュ分

割と関数分布をFig｡7.12からFig.7.17に示し､繰り返し計算の回数と目的関数の減少量を

Ta,ble　7.2に示す｡

　最適メッシユを比較すると､case-B3､case-BI､case-B2の順でより高精度な鎖適メヅ

シユが得られていることがわかる｡このことから､本論文の適応メッシュ法で得られる最

適メッシユは初期メッシュのメッシュ分割に依存し､関数分布の激しい部分を他の部分よ

り紬分割すれば最適メッシュはより高精度となることがわかる(case-B3).しかし､廃面不

適切な不等分割はかえって殿適八,シュの性能を恋化させる可能性もある(case-B2)ので､

等分割を用いれば不等分割のリスクをある程度回避できる(case-BI)｡

C｡自由度の減少するメッシユ変更　最後に79個の自由度で等分割された初期メッシュか

ら､自由度の減少を可能とする制約条件下で最適メッシュを決定した結果を示す｡この場

合､最適メッシュは1回の試行で決定された｡初期メッシュと最適メッシュのメッシュ分

割と関数分布をFig｡7.18及びFig｡7.19に示す｡この操作によって自由度は79から69とな

り､10自由度(13%)減少しているにも関わらず､目的関数は44%減少している｡

7.4.2　解析例2 参
参 L形平板の熱伝導解析

　2器目の例題としてL型平極の熱伝導解析を考える(Fig,7,20)｡初期メッシユとして60

自由度で等分割されたものを考え､自由度が減少する条件下で最適メッシユを決定する｡こ
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の場合､最適メッシユは1回の試行で決定された｡初期メッシュと最適メッシユのメッシユ

分割及ぴ関数分布をFig｡7.21とFigヱ22に示す｡最適メッシュでは線形な関数分布を示す

辺ABのメッシュが1つの要素に匿き換えられる一方で､強い非線形な関数分布を示す辺

DEは細分割されてそこでの関数分布を滑らかに近似している｡この操作によって自由度

は60から51となり､15%減少しているにも関わらず､目的関数は41%も減少している｡

7.4.3 解析例3

轡
参 一辺が固定された正方形平板の引張り

　次にこの適応メッシュ法を2次元弾性問題に対して適用することを考える｡まず､解析対

象として1辺が固定され､別の1辺に引張り力を受ける正方形平板を考える(Figヱ23)｡

初期メッシュとして84自由度で等分割されたものを考え､自由度が減少する条件下で最適

メッシユを決定する｡この場合､最適メッシユは1回の試行で決定された｡初期メッシュ

と最適メッシュのメッシュ分割と関数分布をFigヱ24とFigヱ25に示す｡この場合､自由

度は84から68となり16自自度(19%)減少し､目的関数も50%誠少している.

7.4.4 解析例4

参
一 段差付き平板

　次に､解析対象としてFig｡7.26に示される段差付き平板を考える｡初期メッシユとして

60自由度で等分割されたものを考え､自由度が減少する粂件下で最適メッシユを決定する｡

初期メッシュと最適メッシュのメッシュ分割と関数分布をFig｡7.27とFigヱ28に示す｡最

適メッシユは1回の試行で決定され､目的関数は16%減少したが､制約条件にも関わらず

自由度は減少しなかった｡
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　この章では､境界要素法に対する新しい適応メッシュ法を提案した｡この方法では､従

来の方法が誤差評価の結果をメッシュ変更に効果的に反映できていないとの反宵に立ち､

誤差評価法とメッシュ変更法が一体となった適応メッシュ法を開発するため､プロセス全

体を最適化問題として定式化している｡この結梁､自由度の増加による精度向上だけでな

く､自由度減少による精度低下も定量的に扱うことができるので､初期メッシユに細分割

されたものを用いても効果的に最適メッシュを得ることができ､必要な計算時問をかなり

短縮することができる｡この方法を2次元ポテンシャル解析と2次元弾性解析の級適メッ

シュ決定に用いて､次のような結論を得ることができた｡

　まず､初期メッシュの選択とそれから得られる最適メッシュとの関連について､

1 最適メッシュは初期メッシユの自由度総数に依存し､自由度総数が多いほど良好な最

適メッシュを得ることができる｡

2.最適メッシユは初期メッシュのメッシュ分割に依存し､関数が激しく変化するような

　分布を示す境界を他の境界より細分割した初期メッシユを用いれば､良好な最適メッ

　シュを得ることができる｡

3,反面､不適切に不等分割された初期メッシユを用いると､得られる最適メッシユの性

　能が悪化するので､解析対象の関数分布が予想できないような場合は等分割メッシユ

　を用いたほうがよい｡

これらのことから､本論文の方法を用いて最適メッシユを決定する場合の初期メッシユと

して､使用するコンピュータの性能限界の要素数で等分割されたものを用いれば良いこと

が分かる｡このこのとは､限られた条件のもとで最適メッシュを決定する場合に特に有効

であることを示している｡

　この他に､自由度の減少するメッシユ変更と計算時間の問題に関して次の結論を得るこ

とができた｡
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L自由度が減少する条件下で最適メッシュを決定した結果､自由度が減少しているにも

　関わらず精度の改善された最適メッシユを得ることができた｡

2.ここで示した例題では1､2回の試行によって最適メッシュを得ているので､計算時

　間の短縮にかなり成功している｡

　以上のことから､この章て提案した最適メッシュ法は2次元ポテンシャル解析や2次元

弾性解析の最適メッシユ決定に対してかなり有効であることが分かった｡そこで､今後は

この適応メッシュ法を形状最適設計のプロセスに組み込み､形状最適化法の有効性を高め

るような研究が進められることが望まれる｡
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Chapter　8

結s

　本論文では､今後数値解析法による応用研究がますます盛んになると予想されるCAD

(ComPuter　Aided　Design)ヽCAE(Comouter　Aided　Engineering)ヽCAA(ComPuter　Aided

Anjysis)などの分野において中心的な研究テーマである形状最適設計問題をとり､これに

対するいくつかの新しい試みを提案した｡以下では､これまで各章ごとに示していた内容

を整理して示し､本論文の最終的な結論とする｡

　1章では､これまで提出された形状最適設計や適応メヅシユ法についての論文を整即し､

本論文の位匿づけを行った｡

　2章では､2次元弾性問題と2次元ポテンシャル問題の有限要素解析と境界要素解析に

ついて説明し､続いて形状最適設計の理論についても述べた｡

　3章では､構造物や機械要素の局所形状最適化に有限要素法と境界要素法の結合解法を

用いることを提案した｡境界要素法は線形で均一な場の問題に対しては境界を要素分割す

るだけで解析できるので､有限要素法を用いる場合に比べて形状変更が容易で形状変更に

より計算精度が低下するおそれも少ない｡しかし､問題によっては計算効串や精度が問題

になる場合もあるので､これを改善するために有限要素法を組み合わせた結合解法を用い

る｡この方法を､2次元弾性体の局所形状最適化に適用した結果､次のような結論を得る

ことができた｡

1 理論解のある問題について提案した方法を適用した結果､得られた饅適形状は理論解

とよ《一致したので解析法と最適化法の妥当性が確認できた｡

2.さらに､これを他の2次元弾性体の局所形状最適化に適用した結果良好な最適形状を

　得ることができた｡

　4章では､前章に続いて有限要素法と境界要素法の結合解法を用いた局所形状最適化法

について述べた｡前章での議論が､境界要素法の欠点を鮪うために有限要素法を用いると

いう点を中心に進めていたのに対して､この章では､提案した手法の有効性をさらに発展

させるため､これを不均一な場を含む問題の局所形状最適化に適用することについて述ベ

た｡なぜなら､このような問題は境界要素法よりもむしろ有限要素法で解析するのに適し

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　123
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た問題であるが､その局所形状最適化を有限要素法と境界要素法の結合解法で扱えば有効

な解析ができるからである｡解析例としては､そのような問題の端的な例として厚さが領

域内で不均一な物体を取り上げ､提案した手法を用いればこのような問題を効果的に解析

できることを示した｡今回扱ったのは厚さ不均一な物体だけであったが､この方法はもち

ろん不均一な場を含む他の問題､例えば､不均質な物体や非線形な頷域を含むような物体

に対しても効果的であり､今後そのような問屈への適用が望まれる｡

　5章では､構造物や機械要素の局所形状最適設計のために境界要素法によるズーミング

法を用いた形状最適化法を提案した｡この方法では､まず解析対象全体を有限要素法で解

析する｡その解析結果に基づいてズーミング頷域だけを他の部分と分離し､これを境界要

素法で解析する｡この方法の牛-ポイントは､どのようにしてズーミング頗域を設定する

かということと､どのようにして有限要素解析のメッシュデータを境界要素解析のメッシユ

データに変換するかということである｡本論文では第1の点に対して､ひずみエネルギー

密度に基づく頷域分割指標という基準量の導人を提案し､第2の点に対して､メッシュデー

タを変換するためのメッシュコンバータの開発と利用について述べた｡そして､これらの

方法の有効性を検討するために数値実験を行い､次のような結論を得ることができた｡

　1.円孔を有する平板の2軸引張りの問題で､異なる頷域分割指標の許容値についてズー

　　　ミング頗域を決定し､円孔沿いの応力分布が一定となるように円孔形状を決定した｡

　　　得られた最適形状は､許容値が小さいほど理論的な最適形状に近いものが得られた｡

　　　これは理論的に妥当な結果であり､これを適切に定めることにより形状最適化を局所

　　　問題として扱えることを示している｡

　2.複数の応力集中部を有してそれらの相互的な影響を考えなければならない問題に対

　　　して､本方法を用いてズーミング頷域を決定し､応力集中部を別々に形状最適化した

　　　結果､得られた最適形状は全体を一度に境界要素法で最適化した結果とよく一致し

　　　た｡このことから､本手法は複数の応力集中部を有する問題にも有効であることがわ

　　　かる｡

最後に､5章で扱った解析例は比較的簡単な例題であるが､この方法は全体解析の負担が

大きくなる複雑な解析対象の局所形状最適化に対して効果的な方法と考えられるので､今

後はそのような問顛に対しての適用が望まれる｡

　6章では､自動車部品などして広く用いられているコイルばねの境界要素法による応力

解析プログラムを開発し､これを用いてばねの素線断面形状の最適設計を行った｡従来ば

ねの応力解析に用いられていた境界要素法の定式化は､LaPlaxze方程式の基本解を用いる

ので解析に内部セルを必要としていたが､この章で示した新しい定式化を用いれば境界を

要素分割するだけで解析を行うことができるので､非常に効率よく､また精度よくばねの

素線形状の最適設計を行うことができる｡この解析プログラムを用いて実際に素線断面形

状の最適段計を行い､次のような結論を得た｡

　1.円形や楕円形などの初期形伏から応力集中を緩和するような形状最適化を行い､従来

　　　から他の研究者によって提案されているのと同じ楕円形や卵型などの最適形伏を得る

　　　ことができた｡
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2.Lの最適形状のぱねを同一断面積の円形断面ぱねと比較すると､最大応力の低下はあ

　まり大きくないが､断面高さは10数%低下することがわかった｡このことから､異

　形断面ばねは最大応力の低下よりも､ばねの小型化に役立つことがわかる｡

3.円形や楕円形の初期形伏から応力分布を滑らかにするような形状最適化を行い､同一

　の最適形状を得ることができた｡そして､その形状は円形からわずかに変形した形で

　あった｡

4.3.の最適形状を同一断面積の円形素線ぱねと比較した結果､それらの最大応力､最小

　応力､応力比にはあまり変化がないことがわかった｡この結果から､滑らかな応力分

　布を得るという点では円形の素線ばねはかなり有効なばねであるといえる｡

　7章では､境界要素法に対する新しい適応メッシュ法を提案した｡この方法では､従来

の方法が誤差評価の結果をメッシュ変更に効果的に反映できていないとの反省に立ち､誤

差評価法とメッシュ変更法が一体となった適応メッシュ法を開発するため､プロセス全体

を最適化問題として定式化している｡この結果､自由度の増加による精度向上だけでなく､

自由度減少による精度低下も定量的に扱うことができるので､初期メッシュに細分割され

たものを用いても効果的に最適メッシュを得ることができ､必要な計算時間をかなり短縮

することができる｡この方法を2次元ポテンシャル解析と2次元弾性解析の最適メッシュ

決定に用いて､次のような結論を得ることができた｡

　まず､初期メッシユの選択とそれから得られる級適メッシュとの関連について､

L最適メッシュは初期メッシュの自由度総数に依存し､自由度総数が多いほど良好な最

　適メッシユを得ることができる｡

2.最適メッシュは初期メッシュのメッシュ分割に依存し､関数が激しく変化するような

　分布を示す境界を他の境界より細分割した初期メッシュを用いれば､良好な最適メッ

　シュを得ることができる｡

3.反面､不適切に不等分割された初斯メッシュを用いると､得られる最適メッシュの性

　能が悪化するので､解析対象の関数分布が予想できないような場合は等分割メッシユ

　を用いたほうがよい｡

これらのことから､本論文の方法を用いて最適メッシュを決定する場合の初期メッシュと

して､使用するコンピュータの性能限界の要素数で等分割されたものを用いれば良いこと

が分かる｡このこのとは､限られた条件のもとで最適メッシユを決定する場合に特に有効

であることを示している｡

　この他に､自由度の減少するメッシュ変更と計算時間の問題に関して次の結論を得るこ

とができた｡

1,自由度が減少する条件下で最適メッシュを決定した結果､自由度が減少しているにも

　関わらず精度の改善された最適メッシュを得ることができた｡
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2.ここで示した例題では1､2回の試行によって最適メッシュを得ているので､計算時

　問の短縮にかなり成功している｡

　以上のことから､この章で提案した最適メッシュ法は2次元ポテンシャル解析や2次元

弾性解析の最適メッシュ決定に対してかなり有効であることが分かった｡そこで､今後は

この適応メッシュ法を他の用途､例えば形伏最適設計などのプロセスに組み込み､その有

効性を高めるような研究を進めることが望まれる｡



謝辞

　本研究の遂行ならびに本論文をまとめるにあたり､名古屋大学工学部神谷紀生教授には

終始懇切丁寧な御指導ならびに御検討を賜りました｡ここに深《感謝の意を表します｡

　また､名古屋大学工学部村上澄男教授､安田仁彦教授には､本論文のとりまとめに際し､

御指導及び貴重な御肋言を賜りました｡ここに厚くお礼申し上げます｡

　本研究を遂行するにあたり多大な御協力をいただいた､名古屋大学工学部機械工学第2

学科第2講座の大野信忠肋教授､松室昭仁肋手､正中康博技官そして卒業生､在校生の方々

に感謝します｡なかでも､研究上の問題点について､著者とは異なる視点から貴重なご示

唆とご討論を頂いた大野助教授､川口　健氏(昭和64年度卒業､現YIIP勤務)にお礼中

し上げます｡

　そして最後に､これまで27年問､精神面と物質面の両方から私を支持してくれた両親に

心から感謝するとともに､この論文を贈りたいと思います｡

127



128



Bibliography

[1]O　C･　Zienkie゛icz∠7‰F函心匹四�A川み�雨加抑m尚げc必皿Mc(心w寸hll
　　Ltdつ97L

[2]漏口靖幸,北川　浩,,京則圭宏｡.有限斐素法の錨織｡日刊工票新聞社,1983　.

[3]菊池　昇｡研究躾望　有限要素法とその応用一競近の話題と発混-｡土木学衰綸文

　　集,(392/I-9):1-11,1988　.

【4]M　,　S,　ShePh　ard,　APproa£hes　to　the　automatic　generation　alld　control　ooinitQ　element
　　meshes･　j4pμ,訂む池,/?aノ,,41(4):169｣85,1988,

[5]大坪英匝｡有限要素法の殷近の動向(その1)-ぶ隻評価と顔応梨変素好割ハ　目

　　本造船学会誌,(683):263-274　,1986　.

[6]小林昭一｡境男要素法の歴史から.　数狸科学,(234):7-9,1982　.

国Fルmzzo.　境w要素法　その初期の照史=私見,数狸科学,(296):62-71,1988,

[8]J,　C,　Lachat,　釦rl/ぽr£)aノ�叩me?山('戸辰拓瑞�arx/　/�む罫�7佞仙吋皿sかr幻a貳)-
　　池山匹PhD　thesis,　South&mpton　university,　1975.

[9]J｡C｡Lacha,t　and　J｡　O｡XVatson.Efredivenunlericj　treatment　of　bounday　integra1

　　equations｡　7�.j,　yVtzm,　訂d趾£nダ,,10:991-1005j976,

[10]P,　K,　Baneりee　and　R,　Butterneld.払)u7�arl/招eme�訂e漬�泌拓弓伍卯ri卯旅i四m
　　MCGraw-Hil1　Ltd,パ98L

[11]C,　A,　Brebbia,　J,　C,　F,　T1!Ils,　and　L.C,　WrobeL　召りむれ血ry召/ぞme�賢油肩卵匹
　　Springer　ver･,　1984･

[12]D,　Nardini　and　C.　A,　Brebbia,　A　new　aPproa£h　to　free　vibration　anjysis　using　bound‘
　　ary　elements,　ln　C,　A,　Brebbia,　editor,　Fr∂c｡召()皿血ry扨eme�s　/F,　Pa名es　312-326,

　　SPringeI　ver･,1982･

[13]C,　A.　Brebbia　and　D,　Nardini,　Dynamic　analysis　in　solid　mecha.nics　by　an　alternative
　　　boundary　element　a,PProach,　/�,j,S�/p郊a･£a吋的,ど卯･,2:228-233,　1983･

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　129



130　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　参考文献

[14]C･　A･　Brebbia･　On　t゛o　diflerent　methods　らr　transforl仙ng　domain　integrals　to　the
　　boundary,　ln　C.　A.　Brebbia　and　J‥I.　Connor,　editors,　/)roc｡　召四�ary幻四び7山λ7,

　　Pages　59-74,ComP･　Mech･　Pub･　/　SPring･　ver9　1989･

田]尾田十八｡機械槙造設計の散適化手法とその応用(O一構造設計をとりま《環境と
　　頚適化問題-｡機械の研究,40(5):617-623　,切88.

[川松本敏郎,[H中正隆.　境雰要素法による構造物の形状最適化と感度解析｡境男要素

　　法研究会第郭回例会研究発表資料,1990　.

[17]R.　T･　Haftka　and　B･　Barthelemy･　On　the　accuracy　of　shape　sensitivity　derivatives,
　　ln　IL　A｡　Eschen&uer　and　G.　Thierauf,　editors,　piscrdizaびθn訂�みQ心αnd　Slnzdlzrα/

　　θ戸fm辿‘消四一戸即ぴ血阿s四d　/1即/必沁四ぶ,P侭es　136-144,　Springer　ver･,　1988.

L18]徳増爽司,村川英一,明神昭紀.境w要素法を用いた瓊極の饅適形状設計法｡覆餓
　　学会論文誌B,104(4):253-261　,1984　.

[川村川英一,明神昭紀,徳増奥司,麻生哲夫.応力低減を目的とする境奔要素法を用
　　いた殿適形状設計.日本機械学会論文渠(A編),49(439):396-402　,1983　.

[20]美咲隆吉,坪井　始,位嵩光司,原　拓司｡岩面場荷法による一般三次元耀解の解

　　析法とその応用｡飛試学白論文誌A,101(10):499-506　,1981　.

[21]坪井　始,莫咲隆吉｡表面罹荷法による罹極恥状の綬適化につい乙　耀試学会論文
　　誌A,103(i2):675-682　,1983　.

[判坪井　始,美咲隆吉｡岩面爾荷法による罹極没び絶縁物形状の饅適化.墳雰斐素法
　　論文集,3:249-254　,1986　.

[23]H,　Tsuboi　and　T.　Misaki･The　oPtimum　design　of　eledrode　and　insulato　contours
　　by　nonlinear　progra･mming　using　the　surface　charge　simulation　method,　7£££乃α71s｡

　　財呼,24(1):35-38,1988.

[24]Z,　Zhao　and　R,　A.　Adey.　Shape　design　sensitivity　analysis　using　the　boundary　element
　　method.　ln　C,　A,　Brebbia,　editor,戸roc｡召θ皿血ry幻eme7山X,　pages　515-531,　ComP･

　　Mech･　Pub,　/　Spring･　ver9　1988･

[25]Z,　Zha()and　R,　A,　Adey･　Shape　design　sensitivity　analysis　using　the　boundary　element
　　method.　ln　M,　Tana,ka･,　C,　A,　Brebbia,　and　T,　Honma,　editors,戸r£)ご｡　召θむndary

　　招eme�sx私pages　249-266,　Comp･　Medl,　Pub･　/　Spring･　ver･,　1990･

[26]N.Kamiya,　T,　Nagai,　and　E.　Kita,　Design　boundary　elements　and　shape　optimiza-
　　tion｡S績tzjare召卯･WθΓた迂,4:11-15,　1988･



参考文献 131

[27]N,　Kamiya　and　E.　Kita,　Local　shape　oPt･lmization　of　a　tw印dimensional　elastic　body,
　　　R�fe£/em,　jn�,むc糾6:207-216,　1990.

[28]N,　K　amiya　and　E』{ita･･　Boundary　element　method　弘r　quasi-harmonic　diflerentij
　　　equation　with　aPPhcation　to　stress　analysis　and　sha･pe　oPt･illlization　of　hdical　sPring･

　　　Com片SIrびcた,370):81-86,　1990･

[29]神谷紀生,北　栄輔｡準調和方程式に対する境W斐素法とぱね解析･接適化への応
　　荊.　日本機械学会論文渠(A編),56(5川:2026-203　,1990　.

[30]N･　Kamjy゛　a･nd　E･　Kit`Sh吋)e　optimization　of　elastic　l)ody　involving　inhomogeneous

　　fields.j,£nか£秘恥1(2):207-2　17,　1990,

[31]N･　Kamiya　and　E,　Kita･　ShaPe　oPtimization　l)y　couPled　finite　and　boundary　elements,
　　ln　C,　A,　Brebbia,　W,　L,　Wendland,　and(1　Kuhn,editors,/)roc　召o皿晶7W幻四m山

　　7X,　p昭es　473-482,　ConlP･　Mech･　PubづSPril尽ver9　1987･

[32〕N,　Kamiya　and　E,　Kita･　Strudurj　sh吋)e　optimization　by　linite　and　boundary　de'

　　ment　combination　method･　ln　S･　N･　Λtluri　and　G,　Yagawa･,　editors,　/)ror≒/C石S8ぺ

　　Pages　451　1-4514,　SPringer　ver9　1988･

[33]N.Kamiya　and　E,　Kita.　StruduraJoptinlization　by　ad&ptive　boundary　element

　　method,　ln　M.　Tanaka,　and　T,　A,　Cruse,　editors,　/)roc｡　石gj卯an/びS　SX/m恥万召財,
　　Pages　393-402,　Pergamon　Press,　1988･

[34]N.　Kamiya　and　K　Kita,　0Ptimal　deign　by　BEM,　ln　(ふ-IL　Du　and　M/P41“1k托,

　　editors,　/)rりc｡　加d　C/函Mμ卯四心mル召召訂,pages　361-368,　Tsinghu　a　u　ni　v･　Press,
　　1988.

[35]N.　Kamiya　and　E,　Kita･.Boundary　element　method　for　a　dass　of　elliPtic　diflerentij

　　equation　and　its　aPplication　:　ana･lysis　of　helical　coil　sPring･　ln　M･　Tanaka　and　Q.H･

　　Du,　editors,　?r∂c｡　タ�j叩匹/(演伍a的m恥召£肘,Pages　36レ368,　Per肪mon　Press,
1990

[36]N.　Kamiya　and　R　Kita･　Boundary　element　oPtimunl　design　of　ma£hine　elements･　ln
　　M∠ranaka,C,　A,　Brebbia,　and　T.　Honma,　editors,/)r∂c｡　拓扨れ面ry尽ぞme�sx仏

　　Pa名es　237-248,　Comp･　Mech･　PubづSpring･　ver9　1990･

[37]N　,　K　amiya　and　E,　Kita,　Strudurj　oPtimization　bycornbined　FE　and　BE　methods.
　　ln?rac.　WCC訂私Pages　104-107,1990,

[38]神谷紀生,北　宋輔｡rEM/BE削吉`合解法による形状饅適化｡境男斐素法論文

　　巣,5:233-237　,　1988　.



132 参考文献

[39]紳呑紀生,北　宋輔.　コイルばね断心形状の殷適化への境雰要素法の妬用.　境雰要
　　素法論文集,6:155-160　,1989　.

[40]E,　J･　Haug,　K･　K･　Choi　and　v.　Komkov･　ノル辿戸S四s山フノ絢/j4削禎/石s辱ぷrlzdur�
　　S仰扮m&Academic　Press　lnc,　,　1986,

[41卜LBヱardoso&nd　J.S.Arora,｡　variational　method　for　design　sensitivity　analysis　in
　　nonhnear　strudural　mechanics,　j　//ljよ,26(5):595-603,　1988,

[42]M,　E,　Botkin　and　比L　Yang･　Three-dimensional　shaPe　oPtimization　with　substruc-

　　turing･　ln召阿c･タ沢み/17/lj//1タ訂£//tSCW//1址S//ISCタ仔びc細r6,タ1四乙j∂y71am･
　　訂�/,Co肩1,8タ回方幻-C八P侭es　564-568,　198吼

[43]T,　Burczynski　and　T.　Adamczyk.　The　boundary　element　formulation　for　multiPa-

　　rameter　strudural　shape　oPtimization,　/17)が,訂�瓦肘�託,9:195-200,　1985,

[44]T,　C,　Cheu.　Sensitivity　anjysis　and　shaPe　oPtimization　of　axisymmetric　strudures,
瓦たよyV?zm,訂d瓦£n島,28:95-108,1989,

[45]T･　M･　Yao　a.ndK.K･　Choi･　3-D　shaPe　oPtimal　design　and　automatic　finite　dement
　　　regridding.石たムyvtz打i｡　μd紀召即9　28:369-384,　1989,

[46]J,　L,　T,　Santos　and　K,　K.Choi,　Sizing　design　sensitivity　anaJysis　of　non-1inear
　　　strudural　systems,　Part　II:Numerical　method,　瓦1,j,　yV7zm,　訂d瓦£n島,26:2097-

　　　2114,1988.

[47]J,　H,　Choi　and　B,　M,　Kwak.　Boundary　integral　equation　method　for　shaPe　optimizF
　　　tion　of　elastic　strudures,　拙たj･　A‰m,訂dた,£n■　,　26:　1579-　1595,　1988,

[48]M.　Defouny,　Boundary　element　method　and　design　oPtimization,　ln　C.　A･　Brebbia,
　　　W,L/Wendland,and　G,　Kuhn,　editors,　/JΓθc｡　召りun面ry頂eme�s以7,Comp,　Mech,

　　　PubづSPring.　ver･,　1987.

[49]M,　DefounyM,　Defouny,　0Ptimiza,tion　techniques　&nd　boundary　element　method.　ln　C.　A,

Brebbia,editor,/y)r∂c｡　召θ皿&ry幻eme7山X,pages　479-490,　ComP,　Mech,　Pub,　/

　　　SPring･　ver9　1988.

[50]Y,　M･　Yoo,　E‥L　Haug,and　K玉･Cho1.　Shape　optimal　design　ofan　engineconneding

　　　rod｡7y(z7is｡　/tS肘尽J,訂ec尼升ans｡λ�り,p6,,106:4　15-4　19,　1984,

[51]R,　J,　Yang,　K,K,　Choi,　and　E･　J,　Haug,Numerical　considerations　in　strudurj
　　component　sh司)e　optimization,　升a7ls｡j4S訂尽J,財e油.7ra7ls｡/1�θ,仙?恥107:334-

　　339,　1985,



参考文献

[52]

133

W,　Hou　alld　J,　L,　Chen,　ShaPe　oPtimization　of　el&stic　hollow　b&rs･｡　升a71&/1S訂尽

訂e池｡7yanぷ,　/1�o,召ぞ恥107:100｣05,1985,

J

J

[53]R,　A,　Meri(L　ShaPe　de叫;n　sensitivity　an　alysis　for　non-hne&r　anisotroPic　heat　conduct-
　　　ing　sohds　and　shaPe　oPti°i゛tio“　by　the　BEM･　石法丈yv尉化肘d/1･拓吟,26:109八20,

　　　1988.

[54]R･　A･　Melic･ShaPe　design　sensitivity　anjysis　of　dynamic　strudures,　/1拐/1よ,

　　26(2):206-212,1988,

[55]R･　P.　Leal　and　C,　A･　Mota　Soares,　AdaPtive　boundary　element　mdhod　for　bi(hmen-
　　sional　elasticity,　CθmF刄r包吐,3｣O(4):84レ844,1988,

[56]C･　A･　Mota　Soares　and　K･　K･　Choi･　Boundary　elements　in　sh&Pe　oPtimal　design
　　of　structures･　ln　J･　A.　Bennett　and　M･　E,　Botkin,　editors,フフ辰0μimびタ社　Sみ(zpe

　　j�四扨1�S納�u燧/仙戻卯,p祁es　199-229,Plenum　Press,　1986,,

[57]C,　A･　Mota　Soares,　R,　P,　Lej,　and　K,　K,　Choi,　Boulld4ry　elements　in　sh吋)e　optimal
　　design　of　stludural　components･hl　C･　A.　Mota　Soares,　editor,　Comp肩cr　/1��

　　0μlm�£秘石卯にS仔なdtzra/　and　訂e池a肩c�タ抑ね?ms,　pages　605-631,　Springer　ver9

　　1986.

[58]C/W･　Park,　Y,　M,　Yoo,　and　K,　H,　Ksvon,　　ShaPe　design　sensitivity　a,nalysis　of
　　an　axisymmetric　turbine　disk　using　the　boundary　element　method･　C凹弔心四吐,

　　33(1)=7-16,1989.

[59リ‥L　Tsay　and　J,　S,　Arora.　0ptimum　design　of　nonhnear　strudures　with　Path　de-

　　Pendent　responseバn召Γθc　卯法j4　M/1//1S訂称//ISCがし4μS//1SC　S雨�皿6,冽四c

　　py皿m･訂al/･　C匹ム甜丿烈∂-C私pages　553-563,　1989･

匪)卜J.　D.　Andlevvs　and　E｡　J.Healn｡　An　automatic　design　optimization　procedure　to
　　minimize　mlet　bending　stresses　in　involute　spur　gears･　7?紘J･　yv鮎匹訂e佐万阿9

　　24ニ975-991,1987.

[61]M,R,Baloneand　R,　J･　Yang.　A　boundary　element　呻proa£h　for　recovery　of　shaPe　sen-
　　sitivities　in　three-dimensional　elastic　solids,　C吋叩,訂e直/i即/,肘e訪･召卯･,74:69-82,

　　1989.

[62]M,比Baroneand　R･　J.　Yang･Boundary　integral　equations　for　reco゛ery　of　design
　　sensitivities　in　shape　optimization,　/t£4/t　j,,　26(5):589-594,　1989･

[631　J.　A,　Bennett　and　M,　E,　Botkin,Strudural　shaPe　oPtimization　with　geometric

　　descriPtionand　adaPtive　mesh　rennement･　j　M　/1　ハ23(3):458-464,　1985･



134 参考文献

[64J　L,　Gracia　and　M,　Doblare,　Shape　oPtimization　by　using　boundary　element　method,
　　　ln　C,　A,　Brebbia,　editor,/)roc.　召oびndary£/eme�s　x,　Pages　491-514,　Comp･　Mech.

　　　Pub･　/　SPrin&verレ1988,

[65卜J,　H,　Kan･e｡　Shape　oPtimization　utilizing　boundary　element　formulation,ln　J,　J
　　Cotlnerand　C,　A,　Brebbia9　editors,　PΓθc.　召£T£C//'　86‘,　Pages　78レ803,ComP,　Mech

　　Pub9　1986,

[66]J･　IL　K　ane･　A　second　generation　strudural　shape　optimization　capability　employing

a　boundary　element　formulation,ln　Prθc｡　/Vび訂召7/18気Pages　D43/1-13,　Comp,
Medl,　Pub,､　1987,

[則J･　H･　Kane　and　Sふ面aL　Design　sens雨vity　anjysis　of　sohds　using　BEM四.£匹

　　ル(114:1703』722,　1988.

[68]松本敏郎,田中正賤｡ポfンシャル問題における感度解析のための境雰積分吉程式

　　の定式化｡日本機械学会論文集(A編),56(525):1262｣268　,1990　.

[69]中桐　滋,鈴木敬子｡構造形状の応力籤準による境雰要素シンセシス｡境男要素法
　　論文集,5:25　1-256　,1987　.

[70]E.Sandgren　and　S肖LWu.ShaPe　optimization　using　the　boundary　element　method
　　with　substrudurrin■　7�,j,　/Vtzm,　財d瓦£nダ･,26:1913-1924,1988.

[川神谷紀生,永井利典,阿部淳平,北　朱輔.設計境男斐素｡境雰要素法論文渠,4:257-
262　,1987　.

[72卜I,　BabsClka　and　W.　C,　Rheinbolt.　Error　estimates　for　adaPtive　finite　element　comPu
　　　t&tions.　タじ£4訂j｡/V'u771.jn�,,15:736-754,　1978,
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゝ

[73]C.　Katz,　Sdladaptive　boundary　elements　for　the　shear　stress　in　beamsヽln　J,　J
　　　Conner　and　C,　A,　Brebbia,　editors,　/)roc｡万召7害(刀7ざぺPa名es　759-769,　ComP･　Mech

　　　Pub,,　1986,

[74]A.　Reverter,　A,　Gonzalez,　and　E.　Alarcon.　lndicators　and　estimators　in　p-adaPtive
　　　boundary　elements,　ln　C,　A,　Brebbia　and　a　Maier,　editors,　/)roc.jθ誹�(zry扨eme肩s

　　　Fじ仙Pa名es　12･41-12ゐ3,　Springer　ver･,　1985･

[75]E,　Alarcon　&nd　A,　Reverter,　p-Ada･ptive　boJundaly　elements,瓦たJ.　7vtz771.　訂e漬
£卯9　23:801-829,　1986.

[761M,　Cerrolaza　and　E,　Alalcon,　p-Adaptive　boundary　dements　for　three　dimensional
　　　potential　problems,　Comm,　/tPμ7Vtzm,肛d/L,3:335-344,1987.



参考文献 135

[77]S,　Gonlez　Lera,　M･　Cerrolaza,　and　E･　Ahtrcon,　Λdaptive　rennenlent　in　BEK/L　ln
　　C･　A･　Brebbia,　XV･　L･　Wendhmd,　alld　G･　Kuhn,　editors,　乃`oc召(瑞7�引`y幻em朗右

　　/X,　Pages　337-349,　ConlP･　MedL　Pub･　/　SPrin町veLパ987,

[78]M･　Cerrolaza　and　E･　AI゛rco"･　F"rtheraPPli(alions　o[P-adaPtive　boundary　elemen区
　　ln　C･　A･　Brebbia,　editor,　/与りc召四れ晶り拉け皿�s系pages　123-135,Comp,　Mech,

　　Pub,　/　SPring,　veL,　1988,

[79]M,　Cerrolaza,　M,　S,　Gomez-Lera,　and　肛Alalcon,　Elastostalics　Padaptjve　boullda,ry

　　elements　for　micros｡　タガ沁arc　拾吽H句r&た,4:18-24,198&

[80]E,　ltank,　AdaPtive　boundary　element　methods,　ln　C,　A,　Brebbia,　W,　L･　Wendland,
　　and　G,　Kuhn,　editors,Proc.　万〇四血rl/万/四ぼ7山7X,　P侭es　259-278,　Coml)･Mech･

　　Pub･　/　SPring.　veL,　1987･

[81]E,　Rank.　AdaPtive　h-,p-　and　hP一versions　for　bound肘y　integral　element　mdho(k
　　右江よ/vzzフ9L　訂dみ,拓呼,28:1335-1349,　1989,

[82]R.　L,　Mullen　and　J,　J,　Rends,　AdaPtive　mesh　rennement　techniques　for　boundary
　　element　methods｡ln　T.　A.Cruse,Λ｡B.Pifko,a,nd　lL　Armen,　editors,jあ肘g�

　　7卯扮s伍召o御l心r!/ど/emc�/収�2/肩s,　Pages　235--255,　ASM　E,　1　98y

[83]J‥J.　Rencis　and　叱L,　Mullen.　Soltion　of　elasticity　Problems　by　a　selにJal)tive　mesh
　　　rennement　tedlnique　for　boundary　elementcotnPutation,　7�,ムノV社nL　訂c法,拓弓9

　　　23:1509-1527,　1986.

[84]J･　J･　1{encis　and　瓦L･　Mullen･　A　geometric　PreProcessor　for　an　h-rennement　tech‘
　　　nique　for　the　boundary　element　methodJn　T,　A,　Cruse,　editor,　ル/四nc�払瑞7u/aり/

　　　召/emc�訂dみ�5,　Pages　333-342,　SPringer　ver,,　1987･

[85]J･　J･　Rencis　and　K･　Y.　Jong.　Anaccura,cy　PostProcessor　for　boundary　element　anajl-
　　　ysis･　ln　C･　A･　Brebbia,　editor,　P印c.召o皿血り幻mぼ�s　y　Pages　187--203,　ComP･

　　　MedL　PubづSPring･　ver9　1988,

[86]J,　J,　Rencis　and　K.　Y.　Jong.　A　seifladaptive　bounda.ry　element　technique　for　2D
　　　potential　analysis,hl　M,　Tan&ka　and　T,　A,　Cruse,　editors,jがj��j卯肘ゾび夕
　　　S!/m恥亙IEI肘,Pages　81-90,　Pergamon　Press,　1988,

[87]T.　J.　Urekew　and　J,　J,　Rencis,　Absolute　P-rennement　of　bound&ry　elements　lor　two-
　　　dimensional　elasticity　Ploblems,　j心a7lc6泌召匹71面ry幻四l四た9,　1:77-93,　1989･

[88]J‥J･　Rends　and　K,　Y‥Jong.A　sel仁aルtPtive　h-refinement　technique　for　the　l)oundary
　　　element　method,　Cりmp,肘d瓦/1即/,訂e油,/弛島,73:295-316け989･



136　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　参考文献

{89]P,　ParrelrふSe匝副a･Ptive　P-hier&rchical　boundary　elements　in　elastostatics,　hl　C,　A｡
　　　Brebl)la･,　W･　L　Wendl&nd,&nd　G･　Kuhn,　editors,　F印c.召四･�aryむcme�s　7X,

　　　Pages　351-373,　ComP･　Mech･　Pub･　/　SPring･　ver･,　1987･

[90]P･　Parreira･Further　develoPments　on　error　indicators　and　estimators　拓r&daPtive
　　　hieraldlical　boundary　elements,　ln　C.　A,　Brebbia　and　J,　J,　Connor,　editors,/)rりc.

　　　召び包れ面r!/召瓦me7山X7,　P貼es　95｣03,　ComP･　MedL　Pub･　/　SPring･　ver,　,　1989,

[91]M･　S･　lngber　and　AパぐMitra･　Grid　oPtimization　for　the　boundary　elementl　method,
　　　右法ム/Vum.訂d紀/弛焦,23:2　1　2　1　-2　13G,　1986,

[92]M･(Juiggian1･　Error　indica･tors　for　副aPtive　mesh　rennement　in　the　boundary　element
　　　method-A　new　&PProa(h,　7�,j,　yVt£m,訂d乱£n灸,29:1247-1269,1990.

[93]結城良治,賭　国強,上田壮一.　I)H4法を用いた境雰要泰解析の誤差評価法｡境

　　　界要素法論文集,6:131-136　,1989　.

[94]川口　娃,神呑紀生｡代浪点誤釜解析によるアダプタィブ8Eg｡日本機械学会論
　　　文乗(A編),56(5川:2032-2039　,1990　.

　匝]神呑紀生,川口　娃.　適応境剔賠素ハ･シュの構成.　構造工学における数情解析法

　　　シンポジウム論文集,14:561-5G6　,1990　.

　[96]N　,　K　amiya　and　K･　K&w昭uchi･　An　attemPt　of　adaptive　boundary　elements.　ln

　　　M,　Tanaka,　C,　A,　Brebbia,　and　T,　Honma,　editors､7)r∂c｡　召alznjαΓ!/召/召me肩sx私

　　　P昭es　527-538,　Comp･　Me(h　PubゴSpring･　ver･,　1990･

　[97]E,　Kita　and　N,　Kamiya,　A　new　adaPtive　boundary　element　refinemel社based　on
　　　simple　aJggorithm･肘e油･R6･(ツomm･　submitted･

　[98]北　朱輔,神谷紀生.　適応境W変素の一手法.　境男要素法論文渠,7:29-34　,199o　･

　[99]井上達誰.　弾性カ学の鼠纒.　日刊工梨新聞社,1985　･

[100]F.　Wa,rlo,　PhD　thesl礼M6chen恥chnishe　Hochschule,　1974,

[101]O,　C,　Zienkiewicz,　D,　W,　KeHy,　and　P.　Bettess.　ThecouPling　of　the　finite　element
　　　method　and　boundary　solution　procedures.　7�,j.　/vt£m,訂e漬,£恂7,,　11(2):355-375,
　　　1977.

〔102]D,　W,　Kelly､　G,　G.　W,　Mustoe,　and　O,　C.　Zienkiewicz,　C∂卯/1卯召四�ar!/扨回g�
　　　訂e詰�5面漬a辰r　/Vtzmeric�訂e漬�5,　cha･Pter　10,　APPL　Sci,　Pub･,　1979,

[103]P,　K.　Banerjee　and　瓦ButterHeld,　editors,　拓)皿&ry幻emむ�訂d加心伍召卯函eeri卯
　　　夕cie7lce.　MCGraw-HiII　Lmd,,　1979,



参考文献 137

[104]C,　A,　Brebbia,　J,　C,　F/relles,and　L　,　C　,　Wrobel　,　editors,　召り皿�ary扨emc�7y油-
　　　　戻卵c&SPringer　ver･,　1984･

[105]P,　Georがou,で昂c　Co呼/雨ダづ法c仏だd召o皿血･1幻cmむ�訂e怯�屈漬靖む朽れ心
　　　　-一嘲I　　　　　J　誉-い　　首　　　　　　　･　m　1　　4　　　　1　　f゛･　I　J　　･　-i　　　嚇･-　i　W･4s.　｡警　　4　　-W　I　　　Ja-　　､･　　　　　.

£/eme�仙可/acrme肩7f晶肩汐む泌/泌がo珀謳べPhD　thesis,　Univ.　SouthernPton,

1　98　L

[106]M･　Ma･rgulies･　EX&d　treatment　of　the　exterior　Problem　in　the　combined　fenトbemJn

　　　C,　A,　Brebbia,　editor,　/)Γθc｡　召o皿血ry幻四認�s仏Butterworthsけ980,

[107]M･　Margulies･　CQmみi7誼バon(ザ漬e&皿法zry�むmcl�aれjか�む�四汗�附c詰o心,
　　　dlaPter　8,　volume　l,　Pentech　Press,　1981.

〔108]E,　Schna(k,　A　hybrid　bem　modeL　仙た大/V包nL　訂d/L召?リ9　24:1015』025,　1987,

[109]T･Belyschko　and　FL　S､Chan1　A　V&riationjly　couPled　nnite　element-boundary

　　　element　method,　C∂m片タ仔な吐,33(1):17-20,1989,

[110]河野和清,EH中道夫,綱田知|軋　スーパーェレメンド法による墳界一有限要素結合

　　　応力解析｡境界要素法論文集,5:299-304　,1988　.

[111]J,　C･　L,　Telles　and　C,　A,　BrebbぼBoundary　element　solutio･n　for　hjh)14ne　problems,
　　　7�,j,　S�i心S紅な吐,17(12):1149-1158,1981,

[112]S･　Ahmad　and　G,　D,　M&nolis,　Dynamic　analysis　of　3D　strudures　by　a　transformed
　　　boundry　element　method,　Com片訂cc仙2:185-196,　1987.

[113JP,　K･　Baneljee,　S,　Ahmad,　and　G,　D.　Manolis,　1`ransient　elastodynamic　a･nalysis　of

　　　3d　Problems　by　boundry　element　method,　召ar法卵a昂召n島ぶ四吐py爪j4:933-949,

　　　1986.

[114](1　D.　Manohs　and　D,　E,　Beskos.　振応n晶弓/召昆m四1肘�舶心函拉a仙這戸ほmics,
　　　Pages　49-50,　Unwin　llyman,　1988,

[115]神谷紀生.演習　境界要素法,120-121ページ｡サイエンス社,1985　.

[116]S,　P･　Timoshenko　and　J,　N,　Goodier∠狐印り好幻a冠扮絢/･MCGraw-Hil1　Ltd9　th1rd
　　　edition,1982,

[117]FL　O･　Fuchs･　Ovate　cross　sedios　make　better　coil　sPring,　/)加血d召卵･,86-88け969･

[118]神呑紀生,贅稲博之｡任意断面素材を用いたコイルばねの設計について.ばね技術
　　　研究会､昭和卵年度秋期報告会前刷集,25-28　,1985　.

[119]長湿幸肋.　任意形状を有する円筒コイルばねの応力解析(第1報､フーリエ躾開境
　　　雰平均法による解析解)｡日本機械学会論文渠(A編),51(470):2293-2302　,　1985　･



138　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　参考文献

[1川佐藤雅志,長湿幸助,武m窟彦,松本幸夫,斉藤純幸,森m国乱　任意形状を有す
　　　る円筒コイルばねの応力解析(第2報､異形断面ばねの開発及び実験).日本機械学

　　　会論文渠(A編),51(470):2303-2308　,1985　.

[1川大河内禎一,今泉敏幸,中川正治.円筒コイルばねの素線断面形状の綬適化｡日本
　　　機械学会論文巣(A編),55(517):2033-2041　,1989　.

[1川畔上禿幸,片家英次,今泉敏幸,沖滓昭慶｡成長ひずみ法による円筒コイルばねの素

　　　線断涵形状殼適化解析.日本機械学会論文集(A編),56(531):2339-2346　,1990　.

[123]F･　J･　aizzo,　A･　K月u　Pta･,　and　Y･　Wu･　A　boundary　integral　equation　method　for
　　　torsion　of　variable　di&meter　circular　shafts　a･nd　related　Problems,　ln　R,　P,　Shaw　et

　　　aL,　editors,　八れ皿･/Vtzm･　jれ託召7呼タc礼Pages　373-380,　virginia　Press,　1980･

[124JI　K,　Becker　and　M･　Braun,　Numelical　solution　of　the　torsion　problem　for　axisym-
　　　metric　bodies　using　d冴erent　boundary　integral　equations.　in　C.　A,　Brebbia,　XV,　L,

　　　VVendland,　and　G,　Kuhn,　editors,/)roc｡　召四n晶r!/£/cme�s　/X,　Comp.　Mech,　Pub,

　　　/Sp山塔veL,1987･

[125]M･　K･　1luang　and　x･　Y.　Lei,　0n　the　Problem　of　elastic　torsion　of　variable　diameter
　　　drcular　shafts　by　the　boundary　integral　equation　method.　C∂mp,ぷ四吐,19(3):475-

478,　D84,


