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第1章　序論

　近年,大型構造物から電子機器に至る各種機械,構造物は,性能向上のために高速化,

軽量化の傾向が著しい.これに加えて耐久性･安全性の向上,振動･騒音の低減なども同

時に要求されている.このような高度化した要求に対処するため,実働時における機械や

構造物の動的挙動を設計の段階で正確に予測することが必要不可欠となっており,対象物

の動特性を表現する数学モデルを構成する,いわゆる同定(ldentification)の精度向上が

大きな課題となっている.

　電子計算機の発達に伴って,有限要素法や境界要素法などが対象とする系を理論的に同

定するための手段として広く用いられている.しかしこれらの解析手法は,動的問題,特

に減衰が大きい影響を持つ動的挙動の問題に対しては必ずしも有力な手段となり得ていな

い.そこでこの欠点を補うための手段として,実験データから対象とする系の同定を行う

実験モード解析法と呼ばれる手法が登場してきた.実験モード解析法は,加振機を用いて

機械や構造物を加振し,それに対する応答を測定し,高速フーリエ変換(FFT)処理によ

り伝達関数を求め,さらに曲線適合によりモーダルパラメータと呼ばれる固有振動数,減

衰比,振動モードなどを正確に求めようとする技術である.この手法は,振動計測技術と

FFTなどのデータ処理技術の進歩を背景にして実用化の域に達し,今日では,航空機,

自動車,工作機械,磁気ディスクなど多くの機械や構造物の解析,設計に応用されている

(1)-(4)

　現在のモード解析法は,対象とする系が線形系であるという仮定のもとに成り立ってい

る.ところが,Snoeys,R.とvanherck,P.(5)の報告に見られるように,実際の機械や構造物

には,大変形,がた,クーロン摩擦,材料特性などに起因する非線形性がしばしぱ見られ

る.このような系に通常の実験モード解析法を適用しても,得られるモデルは実際の系の

動特性を表現するモデルとしては不十分であり,それから得られる応答予測も誤差を含む

ことになる.このため機械や構造物の使用条件が厳しい先端的な分野では,系を実際の姿

に近い非線形系として取り扱うことが重要な課題となってきている.最近,このようなこ

とを考慮して,非線形系のモード解析あるいは同定に関する研究が多くの研究者によって

試みられてきている.

　0kubo,NとHonda,S.(6)は,非線形振動系に対してインパルス加振により周波数応答関数

を求め,非線形系の場合には線形系の場合と比較して周波数応答関数が歪むことを報告し
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ている.Kirshenboim,J.とEwins,D.J.(7)は,調和励振に対する実験データと,対象とする

系を線形系であると仮定したときの理論的な応答との差異から非線形性の大きさを推定す

る方法を提案している.vihn,T.ら(8),Simon,M.とTomlinson,G.R.(9),Tomlinson,G.R.

(10)
9 大久保ら(11)は,ヒルベルト変換を用いた非線形性の評価方法を提案している

Busby,H.R.ら(12)は,従来の実験モード解析法を非線形系に適用し,その結果の検討を行

っている.Fillod,R.ら(1s)は,伝達関数に非線形性を補正する補正項を加え,その伝達関

数の未知パラメータをカーブフィットによって定める方法を提案している.lbanez,P.(14)

(15)は,非線形系の応答においても外力の振動数と同じ振勤数の調和成分が大きいことに

着目して,調和成分から振幅に依存する伝達関数を求め,これを用いて非線形系を同定す

る手法を提案している.同様の考えに基づいて,渡辺と佐藤(16)(17)(18)は,多自由度非

線形系の周波数解析法を提案し,ピルディング･ブロック法に応用している.またこの手

法を発展させた非線形系の同定法を提案し,一自由度系に適用している.Masriら(19)(20)

(21)は,減衰力と復元力の和を変位と速度の直交多項式(Chebyshev多項式)で展開し,用い

た多項式の直交性を利用してその未知係数を定める方法を提案し,一自由度系および多自

由度系に適用している.Udwadia,F.E.とChin-PO　Kuo(22)もMasriらと同様の方法を多自由

度系に適用している.Tomlinson,G.R.とHibbert,J.H.(23)は,クーロン摩擦が作用する多

自由度系を取り上げて,散逸されるエネルギーから摩擦の大きさを定める方法を提案して

いる.Stanway,R.ら(24)は,クーロン摩擦が作用する一自由度系を取り上げ,速度と変位

の時刻歴データからクーロン摩擦の大きさを定める方法を提案している.Yang,Y.と

lbrahim,S.R.(25)は,減衰力と復元力の和を相対変位と相対速度のべき級数で展開し,そ

の未知係数を時刻歴データに合うように定める方法を提案し,多自由度系に適用している.

佐藤ら(26)は,微小インパクトと大インパクトの二段インパクトによる応答から運動方程

式の未知パラメータを同定する手法を提案し,一自由度系に適用している.Lai,H.-Y.と

Hsieh,S.-H.(32)は,非線形ARMAモデルを用いた同定法を提案し,一自由度非線形系に

適用している.Ha㎜ond,J.K.ら(")は,最適制御理論を応用した非線形振動系の同定法を

提案している.安田ら(27)-(31)はハーモニックバランスの原理に基づいた多自由度非線形

系の同定法を提案している.

　以上のように多くの非線形振動系の同定法が提案されているが,そのほとんどは一自由

度系もしくは多自由度系を対象とした同定法である.ところが実際の機械や構造物は一自

由度系や多自由度系と見なせるようなものばかりではなく,連続系として取り扱う必要の
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あるものが多い.また一自由度系や多自由度系と見なし得るようなものであっても厳密に

は連続系である.このように,非線形連続系の同定法は実用的には極めて重要な技術であ

りながら,振動の分野においてはこの研究に関する報告は見あたらない.制御の分野では,

Sinha,M.S.ら(34),Hsu,N.-S.とCheng,B.(35),Mohan,B.M.とDatta,K.B.(36)が,運動方程

式が定数係数の偏微分方程式で表される系を対象として,その未知係数および境界条件を

定める方法を提案している.しかし,非線形連続系の運動方程式は一般には係数が位置の

関数である複雑な偏微分方程式であり,振動の分野の問題に彼らの提案した同定法をその

まま利用することは困難であると思われる.

　そこで本研究では,非線形連続系の同定法を開発するための基礎的な検討を目的として

非線形連続系の簡単な例を取り上げて,その同定法を提案する.非線形連続系の振動解析

において,未知量を対象とする系に対応する線形非減衰系のモード関数とモード座標と呼

ばれる時間の関数の積の級数の形に変数変換し,モード関数の直交性を利用して偏微分方

程式である運動方程式をモード方程式と呼ばれる常微分方程式に変換するという手法がよ

く用いられる(37)-(46).本研究では,はじめに,この解析手法に基づいてモード方程式を

定めるという考え方で,非線形連続系の同定法を提案する.次に,提案した方法で必要と

する前提条件を緩和し,実用性を向上させた同定法を提案する.最後に,多自由度系を対

象として,比較的大きなノイズを含むデータに対しても良好な同定結果が得られるように

統計的手法を導入した同定法を提案する7

　第2章以下で取り扱う内容の概略は以下の通りである.

　第2章では,非線形連続系のもっとも簡単な例である両端単純支持の一様な非線形はり

を取り上げてその同定法を提案する.まず,対応する線形非減衰はりのモード関数を用い

て,未知量であるたわみをモード関数とモード座標と呼ばれる時間の関数の積の級数の形

に変数変換すれば,非線形偏微分方程式で表される運動方程式はモード方程式と呼ばれる

常微分方程式に変換でき,得られたモード方程式は運動方程式と等価であることを示す.

次に,線形のモード関数が既知であるという前提条件のもとに,測定によって得たたわみ

の振動データからモード座標を求め,安田ら(27)の提案した多自由度非線形系の同定法に

基づいてモード方程式を定める方法を提案する.そして提案した方法に従って数値シミュ

レーションを行い,提案した方法の有効性を検討する.

　第3章では,第2章で提案した同定法を非一様なはりへ拡張する.第2章で提案した同

定法は対象を一様なはりに限定し,それを前提にした同定法であった.この章ではこのよ

-
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うな制限を設ける必要性がないことを示すため,例として一様とは限らないはりを取り上

げる.非一様なはりの場合,線形のモード関数を解析的に求めることは一般に困難である.

そこで有限要素法や通常の実験モード解析法と組み合わせ,数値的あるいは実験的に求め

たモード関数を用いて,非一様なはりを同定する方法を提案する.ここでは有限要素法に

よってモード関数を求める場合を示す.提案した同定法の有効性は数値シミュレーション

によって検討する.

　第4章では,第2章および第3章で提案した非線形はりの同定法を実際のはりに適用す

る.第2章および第3章では,提案した同定法の適用性の検討は数値シミュレーションに

よって行った.数値的に求めたデータはいくつかの仮定に基づいており,必ずしも実際の

実験データと同じ性質を持つとは限らない.そこでこの章では提案した方法に従って同定

実験を行い,新たな問題点の有無などを検討する.同定結果の評価は,同定で得られる数

学モデルが実験データをどの程度再現するかによって行う.

　第5章では,二次元の非線形連続系である非線形板を取り上げてその同定法を提案する.

非線形板の場合,運動方程式が連立偏微分方程式となる.ここでは長方形板と円板に対し

て,対応する線形非減衰板のモード関数を用いれば,これらの場合にも運動方程式をモー

ド方程式に変換できることを示し,非線形はりの場合と同様に,たわみの振動データから

モード座標を求め,モード方程式を定める方法を提案する.そして提案した方法に従って

数値シミュレーションを行い,提案した方法の有効性を検討する.

　第6章では,第2章から第5章までに提案した同定法が必要とした,対象とする系に対

応する線形系のモード関数が既知であるという前提条件を緩和し,実用性を向上させた同

定法を提案する.ここで提案する方法は,線形系に対する実験モード解析法においてvold,

H.とLeuridan,J.(59)が提案した方法を応用して,いくつかの測定点において測定した振動

データからその振動データに大きく寄与する成分を取り出し,この成分に関する方程式を

定めるものである.そして非線形はりおよび非線形板に対して数値シミュレーションを行

い,提案した方法の有効性を検討する.

　第7章では,統計的手法を導入して,比較的大きなノイズを含むデータに対しても精度

のよい同定結果が得られるように改良した同定法を提案する.第2章から第6章までに提

案した非線形連続系の同定法は,安田らの提案した多自由度非線形系の同定法に基づいて

いる.ところがこの方法では,測定データに含まれるノイズが大きくなるに従って同定精

度が急速に悪化することがわかった.そこでこの章では,統計的手法を導入してロバスト

-4-



性を高めた多自由度非線形系の同定法を提案する.提案した手法の有効性を検討するため,

いくつかの代表的な多自由度系を取り上げ,数値的に求めた振動データにノイズを加えた

データを実験データと見なし,提案した方法に従って同定を行う.

　第8章は本論文の結論である.

- 5-



∂sω

第2章　非線形はりの同定法(4s)(47)

　2.1　まえがき

　この章では,非線形連続系を同定する方法を開発するための基礎的な検討を目的として,

非線形連統系の簡単な例を取り上げて同定法を提案する.取り上げる振動系は両端単純支

持の一様なはりである.このはりは,大きい振幅で振動させるとき非線形振動系となる.

そこでこの振動系の同定法を提案し,その有効性を数値シミュレーションによって検討す

る.

　2.2　問題設定

　図2.1に示すように,長さが1で,軸方向に拘束された両端単純支持の一様なはりを考え

る.はりに沿ってz軸を定め,一方の端を原点,他方の端をx=1の点とする.はりのた

わみをω(x,t)あるいは単にωとおけば,大きな振幅で振動させるときの系の運動方程式

は

pA

∂
2

ω

十£7

十C
∂

∂ t

∂X4

ω

∂4ω

十μ£F

£Å
-

　1

1
　
　
0f

l
一
2

-
-

(諮
Q(

う

x,t)

∂
2
ω

(2.1)

工

∂ t2 ∂ X
2

∂ t∂x4

である(¨).ここで系に作用する減衰力として,係数Cの粘性減衰力,および係数μの内

図2.1　同定の対象とするはり
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4μ£7
-

14

S　l　n

部減衰力を考えた.uoは軸方向の張力による初期変位で,張力を加えなければuo=Oで

ある.Q(x,t)ははりに作用する外力を単位長さ当たりについて表したものである.　ρ,

A,£,7はそれぞれはりの密度,断面積,縦弾性係数,断面二次モーメントである.

　以上のはりに対して同定の問題を考える前に,外力Q(x,t)を与えて,式(2.1)からた

わみα･(x,t)を求める解析の問題をまず考える.

　はりを微小振幅で振勤させれば線形はりとなる.ここで考えているはりの場合,対応す

る線形非減衰はりのモード関数はよく知られているようにsin(nπx/1)(n=1,2,

3,‥･)であり,それらは直交性を満たす.そこでここで問題にしている非線形はりのたわ

みωを,線形はりのモード関数で展開すると

1
　
　
0f

ω

Z7Z　/l　゛　pA

C,l=C十

1,1
-

-

-

-

　くX)

　Σ

Z7=1

S　l　n

χ,l(t)sin

77ZπX

1

n4π

14

n

n X

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

7-

亙

Z

の形におくことができる.ここにχ,1(t)(n=1,2,3,‥･)は時間tの関数で,線形系の

場合に準じてモード座標といわれる.式(2.2)を式(2.1)に代入して,モード関数の直交性,

すなわち訊≠nに対して

X

dx=0
亙

1

が成り立つことを利用すると,はりの支配方程式(2.1)からモード方程式

z7z　,lχ,l(t)十c,1χ,l(t)十1　/zx/l(t)十7V/1=9　/l(t)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(n=1,2,3,‥･)

を得る.ここにZ7Z　,l,C,1,ゐ,lは

n4π4£l　　n2π2£Auo

14

で与えられる定数である.また7V,lは



Q(x,t)sin

7V,l ={1β/l,sx｡(t)2}x,1(t)　m=1
(2.6)

の形のモード座標X,l(t)(n=1,2,3,‥･)の関数であり,パラメータβ/l,sは

である.さらに

β/l,s=

9,1(t)

nり7z　2　π4£A

414

9/z(t)は

1
　
0f
2
一
7
£

　
　
=

(2.7)

(2.8)
n
亙

Z

X

dx

で与えられる時間の関数である.式(2.4)を解いてモード座標X,1(t)(n=1,2,3,‥･)

を定めれば式(2.2)によってはりのたわみωが求められる.したがって式(2.1)によってω

を求める問題は,式(2.4)によってχ,l(t)(n=1,2,3,‥･)を求める問題に帰着される.

　そこで問題設定に移る.非線形はりを同定するという問題は,ある外力Q(x,t)のデー

タとそれに対するたわみa･(x,t)のデータを用いて,運動方程式(2.1)を定めることであ

る.ところで以上の議論によると,任意の外力に対する系のたわみは式(2.4)によって求め

ることができる.したがって式(2.1)を定めるという問題は,同定の目的を考えれば,式

(2.4)を定めるという問題に置き換えても,よいと思われる.そこで以下に,ある外力Q(x,

t)とそれに対するたわみω(x,t)のデータを知ってモード方程式(2.4)を定める方法を提

案し,非線形はりの同定法の提案とする.ただし式(2.4)のモード方程式は無限個の方程式

からなるが,モード方程式からたわみを求めるとき,実用上はいくつかの方程式のみを考

慮するだけで差支えないので,ここでも,はじめのいくつかの方程式を定めることを考え

る.

2.3　同定法の提案

　2.3.1　X,l(t)と9,1(t)の求め方

　同定の手順に従って,はじめに,たわみω(x,t)の測定データからM個のモード座標

X/l(t)(n=1,2,‥･,M)を定める方法を考える.対象とする非線形はりの線形モード関

数sin(nπx/1)(n=1,2,3,‥･)は既知であるとしておく.
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　たわみω(x,t)の測定点として,Ⅳ個の点zi(i=1,2,‥･,7V)を定め,その点でた

わみω(x　,,　t)を測定するものとすると,たわみω(x　,,　t)とX,1(t)(n=1,2,3,‥･)

の間には

££･(x£,t)=昼x,l(t)sinnπxi
η=1 1

の関係が成り立つ.そこである時刻t=tjにおけるたわみを測定すると

a･(x　i,　tj)=

　(X)

　Σ
η=1
χ,l(tj)sin

nπxi

1

(2.9)

(2.10)

が得られる.

　式(2.10)からできるだけ簡単にχ,l(tj)(n=1,2,3,‥･)を求めるため,式(2.3)の関

係に注意する.はりを等分割し,両端を除く分割点に測定点x,を(i=1,2,‥･,Ⅳ)を定

めると,式(2.3)の関係から,大きくない現,n(z7z≠n)について,

　Ⅳ

Σ
i=1
s　l　n

Z7Zπxi

1
S　l　n

nπxi

1
=0 (2.11)

が近似的に成り立つことがわかる.特に,z7z十n≦27V十1となる77z,nに関しては式

(2.11)は厳密に成り立つ(¨).そこで式(2.10)の両辺にsin(nπx/1)を掛け,Hこ

ついて加え合わせ,式(2.11)の関係を用いると

χ,l(tj)=

　7V
Σ

i=1
ω(xi,tj)sin

　7V

Σ

i=1

sin2
n πX£

nπxi

1

9-

(2.12)

1

が得られる.この式によってX,1(tj)を近似的に求めることができる.

　以上の方法を各時刻t=tj(j=1,2,3,‥･)について繰り返せば,χ,z(t)を時間の

離散点tバこついて求めることができる.

　9　/l(t)を定める問題は簡単である.外力Q(x,t)のデータを用いて式(2.8)の積分計算

を各時刻t=tバこおいて行えば,時間の離散点tバこおける9,z(t)が求められる.



C　/l厨=C暦/l (n≠瓜)

7V,l

を満たすとする.また非線形項7V,lは一般にモード座標X,l(t)(n=1,2,‥･,M)あるい

はその時間微分の非線形関数で,多くの場合それらの多項式で近似できる.ここでは非線

形性が復元力にあるはりを考えているのズ,非線形項7V,zはモード座標X,l(t)(n=1,2,

‥･,M)のみの関数であると考えることができる.そこで各7V,zはX,l(t)の二乗からはじま

る

-

- (2.13)

(2.14)

おくことができる.この式でパラメータ瓜,l,C,l･,1,1は未知数で,C,l｡は

の形の多項式で与えられるとする.ここに係数α,l,り,β,l,iμ,‥･は未知のパラメータ

である.また式(2.15)の記号Σは,記号の下に書かれた条件を満たすすべてのi,j,ゐ,

‥･に関する総和を意昧するものとする.

　以上でモード方程式の形を定めることができたので,次に考える問題は,パラメータ

瓜/1,Cu7,ゐ,lおよび非線形項7V,lの係数パラメータα,l,り,β/l,iμ,‥･をどのように定

めるかということである.

+

　　i

- 10　-

-

- Σα,l,りxi(t)χj(t)
i幻

Σβ/l,iμχi(t)xj(t)XA(t)十‥･
幻沁

(2.15)

の形に

　以上のようにして,われわれはX,1(t)と9,1(Z)をデータとして持ったことになる.そ

こで次に,安田ら(27)が提案した方法に従ってモード方程式を定める方法を提案する.

　2.3.2　モード方程式の定め方

　モード方程式を定めるため,第一に考える問題は,モード方程式をどのような形におく

かということである.採用したモード関数の性質を考慮すると,定めるモード方程式は慣

性項および線形の復元力項では連成しない.しかし減衰項および非線形項についてはその

ようなことはいえない.したがって求めるモード方程式は一般に

m,IX,l(t)十
　M
Σ

m=1
c,1･X,z(t)十1　/lχ/l(t)十Ⅳ/l=9,1(t)

(n 1　●　2　●　●●●●7kf)



　これらのパラメータを定めるため,外力Q(x,t)として周期7の周期外力を採用し,外

力およびこれに対する,外力と同じ周期の定常状態のたわみ振動ω(x,t)をデータとして

測定する.そのデータから2.3.1節に述べた方法によって,9,1(t)およびX,l(t)を求

める.このようにして得た9,1(t)は外力と同じ周期を持つので,加えた外力の周期7から

きまる角振動数ω(=2π/7)を用いて

9,z(t)=(Q,l),

　　　　十(Q,l)l　cosωt十(Q,1)2　cos2ωt十‥･

　　　　+(Q,z)1*sinωt+(Q,z)2*sin2ωt+‥･ (2.16)

の形のフーリエ級数に展開できる.ここにフーリエ係数(Q,l)o,(Q,l)1,(Q,l)2,‥･はF

FT(高速フーリエ変換)などの手法により容易に求められる既知の量である.同様にモ

ード座標X,l(t)も

X,l(t) =(X,l)o

十(X,l)l　cosωt十(χ,l)2　cos2ωt十‥･

十(X,l)1*sinωt十(χ,l)2*sin2ωt十‥･ (2.17)

の形のフーリエ級数に展開できる.ここでもフーリエ係数(χ,l)o,(X,l)1,(χ,1)2,‥･は

既知の量である.次に,式(2.15)で仮定した項xi(t)χj(t),χi(t)xj(t)XA(t),

‥･を上で求めたモード座標χ,1(t)の演算によって求め,その結果もフーリエ級数

xi(t)χj(t)=(xiχj)o

　　　十(xixj)l　cosωt十(xixj)2　cos2ωt十‥･

　　　十(xixj)1*sinωt十(χixj)2*sin2ωt十‥･

xi(t)xj(t)XI(t)=(xixjx4)o

　　　十(xixjxA)l　cosωt十(xixjχ4)2　Cos2ωt十‥･

　　　十(χiχjxA)1*sinωt十(xiχjxA)2*sin2ωt十‥･

参
　
●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2.18)

こおく.ここでもフーリエ係数(xixj)o,(χiχj)1,‥･は既知の量である.
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　式(2.16),(2.17),(2.18)を式(2.13)に代入し,ハーモニックバランスの原理を用いて,

両辺の定数項およびcosωt,sinωt,‥･の係数をそれぞれ等しいとおくと,次の

形の方程式を得る.

[A]{S}={Q} (2.19)

ここに[Å]は式(2.17),(2.18)に表れるフーリエ係数から決まる既知のマトリックス,{Q}

は式(2.16)に表れるフーリエ係数から決まる既知のベクトル,そして{S}は系のパラメー

タおよび非線形項の係数パラメータを成分とする未知のベクトルである.これらの表示式

は,求めたいモード方程式の数M,非線形項を表す多項式の次数,フーリエ級数展開の打

切り次数などを指定すれば容易に求められるもので,一般的な表示は面倒であるからここ

では省略する.

　加える外力の角振動数ωとしていくつかの値を適当に定め,またフーリエ級数展開の打

切り次数を適当にとれば,未知数の数より多い方程式を含んで再び式(2.19)の形の方程式

を得る.そこでこの式に最小二乗法を適用すれば,{S}は

{S}=([Å]1`[A])-1[A]7{Q} (2.20)

によって定められる.必要があれば重みマトリックスを用いて同定の精度を上げるよう試

みることができる.重みマトリックス[i恥]を用いるとき,{S}は,式(2.20)の代わりに

{S}=([A]7[iy][A])-1[A]7[iy]{Q} (2.21)

で与えられる.式(2.20)あるいは式(2.21)によって{S}を求めれば,モード方程式が定め

られたことになる.

　2.4　数値シミュレーションによる同定の例

　2.3節で提案した同定法の有効性を検討するため,ここで数値的に求めた振動データを

実験データとみなし,同定の数値シミュレーションを行う.求めたいモード方程式は,低

次の三つのモードに関するものとする.

2.4.1　振動データの求め方

振動データを数値的に求めるため,一例として,式(2.1)に表れる各パラメータの値を次
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(2.25)

のように定める.

ρ゜7

£=2

C=0

1=8

8

0

1

1

4×1　0　s　kg/ms,

6×1　0　11　Pa,

5　Ns/m2,

6×10‾l　m,

Å

1

μ

U

-

-

-
-

一
一

9.50×10‾6　m2

1.98×10‾13　m4

3.00×10‾4S

o=1.00×10‾6m 1 (2.22)
　たわみωの振動データを,モード方程式を用いて次のように求める.実際の実験データ

では,たわみは高次のモード成分までを含むので,ここでは同定したいモード数の2倍に

あたる6次までのモード成分を含めて考える.そのため式(2.4)のはじめの6式を,添字n

が7以上のモード座標X,l(t)(n≧7)を無視し,与えられた周期外力に対し適当な初期条

件のもとに数値的に積分し,外力と同じ周期の周期解になるまで積分を続ける.こうして

得た周期解を式(2.2)に代入し,たわみωの振勤データとし,これを実験データとみなす.

　外力として,式

Q(x,t)=9oδ(x-x,)cosωt (2.23)

で与えられる集中的な調和外力を作用させる場合を考える.この式で9oは外力の大きさ,

x=x,は集中外力を作用させる加振点である.以下の数値例では大きさ9oは9o=1.0×

10-2Nとした.

　外力の与え方は以上のような集中外力のほか,式

Q(x,t)
-

- t

9,cosωt　(x,1<x<xa)

O　　　　　　　　(O<X<X,1,X,2<X<Z)
(2.24)

のように,区間x,1くx<x,2内で一定の大きさ9oをとる分布調和外力を作用させる場合

も考える.この場合には大きさ9oは9o=3.0×10-2N/mとした.

2.4.2　同定の進め方

式(2.12)を用いて,たわみωからモード座標を求めるため,測定点を

X=

1
-

5

　
!

4
一
　
″
○

　
1

3
一
　
″
○

　
1

2
一
　
'
'
○

　
!
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(2.27)

(2.26)

から

の位置にとる.これらの測定点のデータからモード座標X,l(t)(n=1,2,3)を求めるに

は式(2.12)を用いる.

　非線形項は式(2.15)に示す二乗,三乗の項よりなるとする.ただし非線形はりの問題で

は,力学的な考察によって,各非線形項はポテンシャルから導かれると考えられるので,

ここでは三乗,四乗の多項式で与えられるポテンシャル

び

7V,l

-

-

e
Z

十　Σ　βりAzχi(t)χj(t)XA(t)χz(t)

一
Z

-

-

幻S肩1

∂び

∂X,l(t)

Σαiμχ£(t)xj(t)χ1(t)
むS&

によって導かれるとする.このようにしたほうが,モード方程式に含まれる非線形項の係

数パラメータが減少し,精度の向上が期待される.

　フーリエ級数展開の打切り次数は3にする.またここでは重みマトリックスは用いない

ことにする.

　2.4.3　数値シミュレーションの結果

　数値シミュレーションの結果として,加振点x,=(3/8)nこ集中外力を作用させる場

合の結果を示す.まず外力Q(x,t)とたわみωの数値データの例を図2.2に示す.この図

のデータを用いて式(2.12)の方法によりモード座標X,z(t)を求め,そのフーリエ級数の大

きさを定めたところ,図2.3に示すようになった.この結果は,たわみωを求める際の

χ,z(t)(n=1,2,3)とほとんど一致している.図2.3を求めたと同様にして,ωのいろ

いろな値に対してモード座標を求め,それを振幅とωの関係にして示すと図2.4のようにな

った.ここに示したデータは1次,2次,3次までのすべての共振点付近のデータを含ん

でいる.そこで次に,これらのすべてのデータを用いてモード方程式の各係数を定めた.

その結果を表2.1に示す.モード方程式を求めるときには非線形項Ⅳ,lを含めて式(2.13)の

ように一般性をもたせてあるのに,減衰係数c,l･(n≠77z)は係数c,z心こ比較してほとんど

零となり,また非線形項も,式(2.6)に表れる項以外の非線形項は式(2.6)に表れる各項に
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比較して1%以下の小さな値となり,提案した同定法により非線形項7V,lも含めて式(2.4)

の形に完全に一致するモード方程式が得られることがわかった.そして式(2.4)および式

(2.6)に表れる係数の値は正しい値に極めて近くなった.このようにして,いま取り上げた

問題の場合,たわみのデータを利用してモード方程式が再現されることがわかった.

　果中外力の加振位置x,をx,=(1/4)nこしても同定結果はほとんど同じであった.

　式(2.24)の形の分布外力を作用させる場合として,加振範囲を(1/4)1<x<(3/8)

nこした場合の同定結果を表2.2に示す.この場合も集中外力の場合と同様によい結果が得

られた.また分布外力を加える位置を(3/8)1<xく(1/2)nこした場合も上述の場合
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と同じようなよい結果が得られた.

　巣中外力で加振点をx,=(1/2)1にした場合の同定結果を表2.3に示す.この場合には

2次のモードに関するモード方程式の係数はでたらめな値となり,正しい同定はできなか

った.これはたわみのデータに2次のモードの成分がほとんど含まれないことに起因する

と思われる.分布外力で加振範囲を(7　/16)1<x<(9　/16)1にした場合も同様の理由で

正しい同定はできなかった.

　最後に,振動数ωの範囲をそれぞれ1次,2次,3次のモードの共振点付近のみに取っ

て同定を行った｡1次の共振点付近のみの場合の同定結果を表2.4に示す.この場合には3

次のモードに関する非線形項の係数を正しく同定することができなかった.これは図2.4か

らわかるように,1次のモードの共振点付近では,3次のモードの振勤は1次のモードの
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振動に比べてかなり小さく,非線形項ではその小さい量をさらに二乗,三乗するので,ほ

とんど零に近い値となってしまうためであると思われる.2次,3次のモードの共振点付

近のみの場合でも同様の理由で正しい同定はできなかった.

　以上の各場合の結果をまとめると,加振位置と周期外力の振動数範囲を適当に定めれば,

たわみの振動データからモード方程式を定めることができ,同定が可能であるといえる.
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表2.1　同定結果(加振点x,=(3/8)1の場合)

Exact ldentified Exact ldentified

　kg/m
7Z　I

Z7Z　2

Z7Z　s

　×10‾2

.448

7.448

7.448

　×10‾2

.449

7.450

7.436

　　N/m4
1111

1112

β1　1　1　s

β1　1　2　2

β112簒

β11ss

β1222

β1　2　2　暮

β1　2　s　簒

βlsss

β22雲s

β222s

β22ss

β2簒簒s

ssss

　　×109

.027

0.000

0.000

0.215

0.000

0.484

0.000

0.000

0.000

0.000

0.430

0.000

.935

.000

.177

　　　×109

　0.027

　0.000

　0.000

　0.215

　0.000

　0.483

　0.000

　0.000

0.001

0.003

　0.430

　0.000

　1.932

　0.004

　2.163

Ns/m2

　11

　12

ls

　22

　2s

C　s3

　×10‾1

.522

.000

0.000

.852

.000

.280

　　×10‾1

.525

.000

0.000

.860

.000

.325

　N/m2
1

12

13

　　×10s

.045

0.286

.045

　　×10s

.045

0.286

.046

　N/ms
111

α112

113

α1　2　2

α1　2　S

αISS

α222

22簒

α233

α簒S3

　　×10s

.000

0.000

.000

0.000

0.000

0.000

.000

0.000

0.000

0.000

　　×106

.000

0.000

0.㈲o　--

.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000
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表2.2　同定結果(加振範囲(1/4)1<z<(3/8)1の場合)

Exact ldentified Exact ldentified

　kg/m
1

瓜2

瓜s

　×10‾2

.448

7.448

7.448

　×10‾3

.448

7.448

7.447

　　N/m4

1111

β1112

βl　l　l　s

β1　1　2　2

β1　1　2　s

β1　1　3　s

β1222

β122s

β123s

13ss

β2222

β222s

β22ss

β2sss

ssss

　　×109

.027

0.000

0.000

0.215

0.000

0.484

0.000

0.000

0.000

0.000

.430

0.000

.935

.000

.177

　　　X　109

　0.027

　0.000

　0.000

　0.215

　0.000

　0.483

　0.000

0.001

0.019

0.005

0.430

　0.000

　1.932

0.003

2.158

Ns/m2

　11

C　12

C　13

C　22

C　2S

C　s3

　×10‾1

.522

.000

0.000

.852

.000

.280

　　×10‾1

.522

.000

0.000

.853

.000

.279

　N/m2
1

2

1s

　　×10s

.045

0.286

.045

　　×10s

.045

0.286

.046

　N/m3
111

α112

αll3

α1　2　2

1　2　S

αISS

222

α22簒

α2SS

αSSS

　　×106

.000

0.000

0.000

.000

0.000

0.000

0.000

.000

0.000

0.000

　　×106

.000

.000

0.100-

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000
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表2.3　同定結果(加振点z,=(1/2)1の場合)

Exact ldentified Exact ldentified

　kg/m
7Z　I

Z7Z　2

Z7Z　S

　×10‾2

.448

7.448

7.448

　×10‾2

.448

.002

.449

　　N/m4

H11

β1112

β1　1　1　s

β1　1　2　2

β1　1　2　s

1　1　3　s

β1222

β1223

β12簒3

βlsss

β2222

222s

β22ss

β2簒簒s

ssss

　　×109

.027

0.000

0.000

0.215

0.000

0.484

0.000

.000

0.000

0.000

0.430

0.000

.935

.000

.177

　　×109

.027

0.000

0.000

0.000

0.000

0.484

0.000

.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

.177

Ns/m2
　11

C　12

C　13

C　22

2簒

Cs3

　　×10‾1

.522

.000

0.000

.852

.000

.280

　×10‾1

.528

.000

0.000

0.000

0.000

.682

　N/m2
1

12

1s

　　×10s

.045

0.286

.045

　　×10s

.045

.000

.046

　N/ms
111

α112

α1　1　S

α1　2　2

α1　2　S

α1　3　S

α222

α22S

α2SS

αS簒S

　　×106

.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

　　×106

.000

.000

0.a00-

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000
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表2.4　同定結果(振動数が1次のモードの共振点付近のみの場合)

Exact ldentified Exact ldentified

　kg/m
1

Z7Z　2

Z7Z　3

　×10‾2

.448

7.448

7.448

　×10‾2

.448

7.449

7.449

　　N/m4

1111

β1112

1113

β1　1　2　2

β1　1　2　3

β11ss

β1222

122s

β1233

βlss3

β2222

β2223

β22簒簒

β233s

βssss

　　×109

.027

0.000

0.000

0.215

.000

0.484

0.000

0.000

.000

0.000

0.430

0.000

.935

.000

.177

　　　×109

　0.027

　0.000

　0.000

　0.215

0.001

0.487

0.001

0.017

0.050

-0.038

0.407

　0.456

　0.107

　0.018

　0.002

Ns/m2

　11

　12

CIS

C　22

C　23

C　s3

　×10‾1

.522

.000

0.000

.852

.000

.280

　×10‾1

.522

.000

0.001

.851

.000

.219

　N/m3

1

G

3

　　×10s

.045

0.286

.045

　　×10s

.045

0.286

.046

　N/m3
111

α112

α113

α1　2　2

α1　2　3

α1　3　S

α222

α22S

α233

α333

　　×10s

.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

　　×106

.000

0.900-

.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

.000

0.000
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　2.5　まとめ

　非線形連続系の同定法の開発を目的として,この章では両端単純支持の一様な非線形は

りを取り上げて同定法の提案をした.提案した方法は,周期外力による応答データからモ

ード座標を求め,そのデータに基づいてモード方程式を定めるものである.数値シミュレ

ーションによって,提案した方法で非線形はりが精度よく同定できることを示した.

-
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第3章　非一様はりの同定法(so〉

　3.1　まえがき

　第2章において非線形連続系の同定法の基礎的な検討を目的として,非線形はりを取り

上げて同定法を提案した.ただしそこでは簡単のため,対象を一様なはりに限定し,それ

を前提にした同定法を提案した.またそこでは,振動データの測定位置を等間隔にとるも

のとし,提案した同定法ではその点を利用した.

　この章では,第2章で前提とした制限を設ける必要がないことを示すため,例として一

様とは限らないはりを取り上げ,同定法を提案する.そして提案した同定法の有効性を数

値シミュレーションによって検討する.

　3.2　問題設定

　図3.1に示すように,長さが1で,軸方向に拘束された非一様なはりを考える.はりに沿

ってx軸を定め,一方の端を原点,他方の端をx=Zの点とする.はりの密度ρ,断面積

A,縦弾性係数£,断面二次モーメントフはいずれもxの関数であってよい.はりのたわ

みをzz･(x,t)あるいは単にωとおけぱ,大きな振幅で振動するときのはりの運動方程式は

ρÅ
∂2ω
一

∂t2
+

十C

∂2
-

∂X2

∂

レ･諮｣
Q(x,t)

Uo+ ぐ
1
　
　
0f

l
一
2

∂
2

ω

-
-

図3.1　同定の対象とするはり
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£

∂ X2

∂

ω

t



である(sl) ここに

a
　
　
=

　
　
a

Z　1

　-dx
O£A

(3.2)

である.系に作用する減衰力として,係数Cの粘性減衰力を考えた.uoは軸方向の張力に

よる初期変位で,張力を加えなければuo=Oである.Q(x,t)ははりに作用する外力を

単位長さ当たりについて表したものである.

　以上のはりに対して同定の問題を考える前に,外力Q(x,t)を与えて,式(3.1)からた

わみa･(x,t)を求める解析の問題を考える.

　この解析のため,まずここで考えているはりに対応する線形非減衰はりのモード関数を

求める.そこで式(3.1)で減衰項,非線形項,外力項を無視すると,

ρÅ

1
　
　
0f

∂

∂

2ω

-

t2

∂2

∂X2

pAφ/12d　x

∂
2

ω
-

- 0 (3.3)

(3.4)

(3.5)

=1

EpAφsφzz　,f　x　=δ｡,l

(n
-
-

∂ X
2

を得る.パラメータρ,Å,£,1などが定数でないとき,式(3.3)から解析的にモード関

数を定めることは一般には難しいが,数値解析法によれば容易に定められる.ここでは,

数値解析法として有限要素法を採用することにする.このためはりをz軸のいくつかの点

で分割し,有限要素法を適用して固有値問題をとくと,固有値およびモード関数の節点に

おける値が求められる.モード関数の節点における値を有限要素解析で用いた内挿関数に

よってつなぎ合わせれば,xの関数の形でモード関数が得られる.以下このようにして得

られたモード関数をφ/l(x)(n=1,2,3,‥･)あるいは単にφ/zとおく.後の便利のため

モード関数φaを条件

1　●　2●　3●●●●)

によって正規化しておく.関数φa(n=1,2,3,‥･)は直交性を満たすので,式(3.4)の

条件と合わせれば

(z71　,　n=1,2,3,‥゛)
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を満たす.ここにδ｡,1は

δ｡,l

r
-
ー
く
‐
-
･
･
､

　
　
　
=

1(現=n)

O(瓜≠n)
(3.6)

である.

　式(3.1)からたわみωを求めるために,たわみωを,モード関数で展開した

ω=

　(X)

　Σ

ZZ=1
xa(t)φ,l(x) (3.7)

の形で求めるものとする.ここにX,l(t)(n=1,2,3,‥･)は時間tの関数で,線形系の

場合に準じてモード座標とよぶことにする.式(3.7)を式(3.1)に代入し,式(3.5)の関係に

注意してガラーキン法を用いると,モード方程式

･.　　　　　　　　C匹

X,l(t)十Σ　C　/lsx･(t)十1,1X,l(t)十7V,l
　　　　　　　　　謂=1

-

- 9　zz(t)

(n=1,2,3,‥･)

を得る.ここに1,1は有限要素法で得られた固有値であり,C,z｡は

C　/l尉=C尉zz E
　
C

　
=

φzlφsdx

で与えられる定数である.7V,1は

Ⅳ,1
-

-

a
Z ぶA,β″゛'iμχi(t)xj(t)XA(t)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

の形のモード座標X,l(t)(n=1,2,3,‥･)の関数で,その係数β/l,iμはφ/lから定めら

れる既知の値である.また記号Σは,記号の下に書かれた条件を満たす範囲でそこに表れ

る添字に関する総和を意味するものとする(以下も同じ).さらに9,1(t)は

9,1(t)=

1
　
　
0f Q(z,t)φ,z(x)dx

で与えられる時間の関数である.式(3.8)を解いてモード座標X,l(t)(n

25　-

(3.11)
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を定めれば,式(3.7)によってはりのたわみωが求められる.したがって式(3.1)によって

a･を求める問題は,式(3.8)によってχ,l(t)(n=1,2,3,‥･)を求める問題に帰着され

る.

　以上の準備をしておいてこの章で取り上げる問題を設定する.非線形はりを同定すると

いう問題は本来の定義からは,適当な外力Q(x,t)のデータとそれに対するたわみω(x,

t)のデータを用いて運動方程式(3.1)を定めることであるといえる.しかし以上の議論か

らわかるように,任意の外力に対する系のたわみはモード方程式(3.8)によって求めること

ができるので,同定の目的を考えれば,式(3.1)を定めるという問題を式(3.8)を定めると

いう問題に置き換えてもよいと思われる.そこで適当な外力Q(x,t)とそれに対するたわ

みω(x,t)のデータを知ってモード方程式(3.8)を定める方法を提案し,非線形はりの同

定法の提案とする.ただし式(3.8)のモード方程式は無限個の方程式からなるが,モード方

程式からたわみを求めるとき,実用上はいくつかの方程式のみを考慮するだけでさしつか

えないので,ここでも,はじめのいくつかの方程式を定めることを考える.

3.3　同定法の提案

　3.3.1　xa(t)と9,1(t)の求め方

　提案する同定法において必要となる過程の順に従って,はじめに,たわみa･(x,t)の測

定データからM個のモード座標χ,l(t)(n=1,2,‥･,M)を定める方法を考える.

　このため対象とするはりの線形のモード関数φ/l(x)(n=1,2,3,‥･)は既知であると

する.モード関数は,はりの幾何学的な寸法とはりの材料の物理定数が与えられれば,力

学原理に基づいて前述のように有限要素法などで数値的に求めることができる.一般に,

対象とする系のモデル化にあたって特に難しい問題は対象とする系の減衰特性と非線形特

性の把握であって,線形復元力の部分に依存して定められる線形のモード関数は比較的精

度よく求められると考えてよい.また対象とする系の減衰が小さい場合には,通常のモー

ド解析によって実験的にモード関数を定めることも可能である.したがってモード関数が

既知であるとすることは非線形系の同定にあたって大きな制限ではないと考えられる.

　たわみω(x,t)の測定点として,Ⅳ個の点x,(i=1,2,‥･,7V)を定め,ある時刻

t=tjで各測定点におけるたわみω(xi,tj)を測定する.このとき式(3.7)において(M

十1)次以上の高次のモード座標の影響が無視できるものとすると,測定されたたわみ
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a･(x　,,　tj)と未知のモード座標X,l(tj)(n=1,2,‥･,M)の間には近似的に

g(x£,tj)=
　M

　Σ
η=1
xzl(tj)φa(x,) (3.12)

の関係が成り立つ.右辺のφa(xi)は上述のように既知である.そこでMを測定点数Ⅳに

等しくとれば,式(3.12)はX,l(tj)に関する線形連立方程式となり,係数マトリックスが

特異にならない限り,χ,l(tj)が求められる.

　式(3.12)からχ,l(tj)を求めるのに,測定点の位置は必ずしも等間隔にとる必要はない.

後の数値例では,測定点をはりの比較的広い範囲にわたってとれば十分な精度でX,l(tj)

が求められることが確かめられた.

　以上の方法を各時刻tj(j=1,2,3,‥･)について繰り返せば,X,z(t)(n=1,2,･

‥,M)を時間の離散点tバこついて求めることができる.

　9,1(t)を定める問題は簡単である.外力Q(x,t)のデータを式(3.11)の積分ができる

程度にxのいくつかの点で測定し,各時刻t=tj(j=1,2,3,‥･)において積分計算を

行えば,時間の離散点tバこおける9,1(t)が求まる.

　以上でX,l(t)と9,1(t)をデータとして得られたので,次にモード方程式を定める方法

を提案する.

　3.3.2　モード方程式の定め方

　モード方程式を定めるため,はじめにモード方程式をどのような形におくかを考える.

たわみのデータからモード座標を求めるとき,線形のモード関数を用いたので,モード方

程式は慣性項および線形の復元力項では連成しない.これに対し,減衰項および非線形項

では連成し得る.したがって求めるモード方程式は一般に

X,l(t)十
　M

Σ
謂=1
C　/lsχ,l(t)十1,1X,l(t)十Ⅳ,l= 9,1(t)

(n=1,2,‥･,M) (3.13)

の形におくことができる.この式でパラメータC,l･,1,1は未知数で,C,l･は

C　/l尉=C厨a (n≠?7z)

-
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を満たすとする.また非線形項7V,1は一般にモード座標χ,l(t)(n=1,2,‥･,M)あるい

はその時間微分の非線形関数で,多くの場合それらの多項式で近似できる.ここでは非線

形性が復元力にあるはりを考えているので,非線形項Ⅳ,lはモード座標X,l(t)(n=1,2

‥･,M)のみの関数であると考える.そこで各7V,lはX,l(t)の二乗からはじまる

7V,1
-

-

+

　i

Σα,l,りxi(t)χj(t)
i幻

Σβa,iμX£(t)xj(t)XI(t)十‥･
むS&

(3.15)

の形の多項式で与えられるとする.ここに係数α,z,,j,β,l,iμ,‥･は未知のパラメータ

である.

　式(3.13),(3.15)によってモード方程式の形を定めることができたので,次に,パラメ

ータCu7,1　/lおよび非線形項7V,lの係数パラメータα,l,り,βzl,iμ,‥･をどのように定

めるかを考える.

　このため,まず外力Q(x,t)として周期7の周期外力を採用し,外力およびこれに対す

る,外力と同じ周期の定常状態のたわみ振動ω(x,t)をデータとして測定する.そのデー

タから3.3.1節に述べた方法によって,9,1(t)およびχ,l(t)を求める.このようにし

て得た9,1(t)とχ,l(t)は外力と同じ周期を持つので,加えた外力の周期7からきまる角

振動数ω(=2π/7)を用いて

9　/l(t)=(Q,l)o

　　　　十(Q,l)l　cosωt十(Q,l)2　cos2ωt十‥･

　　　　十(Q,l)1*sinωt十(Q,l)2*sin2ωt十･‥

X/z(t)=(χ,l)o

　　　　十(X,l)l　cosωt十(χ,1)2　cos2ωt十‥･

　　　　十(X,l)1*sinωt十(X,l)2*sin2ωt十･‥

(3.16)

の形のフーリエ級数に展開できる.ここにフーリエ係数(Q,l)o,(Q,l)1,(Q,l)2,‥･およ

び(χ,l)o,(χ,l)l,(χ,l)2,‥･はFFT(高速フーリエ変換)などの手法により容易に求

められる既知の量である.次に,式(3.15)で仮定した項xi(t)xj(t),χi(t)xj(t)

×χA(t),‥･を上で求めたモード座標χ,l(t)の演算によって求め,その結果もフーリェ

級数
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xi(t)χj(t)=(xixj),

　　　十(xixj)l　cosωt十(χ£xj)2　cos2ωt十‥･

　　　十(xixj)1*sinωt十(χiχj)2*sin2ωt十‥･

xi(t)xj(t)XI(t)=(xixjxl)o

　　　十(χixjxl)l　cosωt十(X£xjx1)2　cos2ωt十‥･

　　　十(xixjχ轟)1*sinωt十くxiχjxl)2*sin2ωt十‥･

参
　
参
　
参

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(3.17)

の形におく.ここでもフーリエ係数(χiχj)o,(χ,xj)l,‥･は既知の量である.

　式(3.16),式(3.17)を式(3.13)に代入し,ハーモニックバランスの原理を用いて,両辺

の定数項およびcosωt,sinωt,‥･の係数をそれぞれ等しいとおくと,次の形の

方程式を得る.

[A]{S}={Q} (3.18)

ここに[Å]は式(3.16)の第2式,(3.17)に表れるフーリエ係数から決まる既知のマトリッ

クス,{Q}は式(3.16)の第1式に表れるフーリエ係数から決まる既知のベクトル,そして

{S}は系のパラメータC,l･,1,1および非線形項7V,lの係数α,z,り,β/z,iμ,‥･を成分と

する未知のベクトルである.これらの表示式は,求めたいモード方程式の数M,非線形項

を表す多項式の次数,フーリエ級数展開の打切り次数などを指定すれば容易に求められる

もので,一般的な表示は面倒であるからここでは省略する.

　加える外力の角振動数ωとしていくつかの値を適当に定め,またフーリエ級数展開の打

切り次数を適当にとれば,未知数の数より多い方程式を含んで再び式(3.18)の形の方程式

を得る.そこでこの式に最小二乗法を適用すれば,{S}は

{S}=([Å]7[A])-l[A]i{Q} (3.19)

によって定められる.必要があれば重みマトリックスを用いて同定の精度を上げるよう試

みることができる.重みマトリックス[iy]を用いるとき,{S}は式(3.19)の代わりに

{S}=([Å]1`[ly][Å])-1[A]7[W]{Q}
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で与えられる.式(3.19)あるいは式(3.20)によって{S}を求めれば,モード方程式が定め

られたことになる.

　3.4　数値シミュレーションによる同定の例

　3.3節で提案した同定法の有効性を検討するため,ここで数値的に求めた振勤データを

実験データとみなし,同定の数値シミュレーシンを行う.求めたいモード方程式は低次の

三つのモードに関するものとする.

　取り上げるはりは,図3.2に示したように,厚さが一定で,幅が段階的に変化する変断面

はりとする.幅の変化も含めて式(3.1)に表れる各パラメータの値を次のように定める.

ρ゜7

£=2

8

06

Uo=1.3

A=|

4×

×10

OX

9.50 ×1

3.00× 10

50×1

1　0　s　kg/ms,C=0.15　Ns/m2
11
Pa　,　1=8.16×10‾lm

10‾6　m

O‾6　m2(0.00≦x≦2.04×1　0-l　m)

●

ms(2.04×10‾1≦x≦4.08×10‾lm)

O-6　m2(
簒 m4

08×1　0　-1≦x≦8.16×1　0-l　m)

00≦x≦2.04×1　0　-l　m)

9

Q
}
　
　
n
乙
　
　
Q
}

1
　
　
ハ
り
　
　
117= 8

8×10

5×10‾sm
4

×10‾s　m4(φ

図3.2　数値シミュレーションに用いたはり
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(0

(2.04×1　0　-l≦x≦4.08×10‾lm)

O･･8×1　0-1≦x≦8.16×1　0　-l　m)

　　　　　　　　　　　　　　　　(3.21)
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外力として,式

Q(x,t)= 9oδ(x-xr)cosωt (3.22)

で与えられる集中的な調和外力を作用させる場合を考える.この式において9oは外力の大

きさ,x,は集中外力を作用させる加振点である.以下に示す数値例では大きさ9oは9o=

1.0×10-2N,加振点x,=(3　/10)1とした.

　3.4.1　振勤モードの求め方

　振動モードを求めるため,はりを等分割し,分割点を節点とし,この点におけるたわみ

と傾きを未知数にして,有限要素法を用いる.内挿関数としては三次の多項式を用い,た

わみと傾きが分割点で連続するという条件を用いて定式化する.式(3.21)のパラメータに

対し,はりを20等分して得た振動モードのはじめの三つを図3.3に示す.

　3.4.2　振動データの求め方

　たわみωの振動データを,モード方程式を用いて次のように数値的に求める.実際の実

験データでは,たわみは高次のモード成分までを含むので,ここでは十次までのモード成

分を含めて考える.そのため,式(3.8)のはじめの10式を,モード座標X,l(t)(n≧11)を

無視し,与えられた周期外力に対し適当な初期条件のもとに数値的に積分し,外力と同じ

周期の周期解になるまで積分を続ける.こうして得た周斯解を式(3.7)に代入し,たわみω

の振動データとし,これを実験データとみなす.

　3.4.3　モード座標とモード方程式の求め方

　3.4.2節で求めた振動データを用いて,式(3.12)によってモード座標X,l(t)を求める.

ここでは測定点の数だけのモード座標を求め,そのうちχ,l(t)(n=1,2,3)を同定に用

いることにする.

　非線形項は式(3.15)に示す二乗,三乗の項よりなるとする.ただし,非線形はりの問題

では,力学的な考察によって,各非線形項はポテンシャルから導かれるので,ここでは三

乗,四乗の多項式で与えられるポテンシャル
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から

び=

+

7V,l

e
Z

I
Z

-

-

ぶ&“iμχi(t)χj(t)XA(t)

Sjl2SZβりAzx£(t)xj(t)χA(t)xz(t)

∂び

∂χ,l(t)

(3.23)

(3.24)

によって導かれるとする.このようにしたほうが,モード方程式に含まれる非線形項の係

数パラメータが減少し,精度の向上が期待される.

　フーリエ級数展開の打切り次数は3にする.またここでは重みマトリックスは用いない

ことにする.

φ

　
{
/
`φ

φ3

0
　　　　　　　　　　　　a;

図3.3　振動モードの例
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　3.4.4　数値シミュレーションの結果

　数値シミュレーションによって得られた結果の例を次に示す.振動データの振動数範囲

を,一次から三次までの振勤モードの共振点を含む20rad/sから148rad/sの間に定める.同

定に用いたたわみの振動データを示すため,たわみのデータのもとになったX,l(t)(n=

1,2,‥･,10)のうちはじめの三つを取り上げ,共振曲線の形で示すと図3.4に○印で示し

たようになる.図3.4に示した以外に,十次までのすべてのモード成分を含めて得たたわみ

のデータを実験データとみなした.はじめに,はりを8等分する7箇所の分割点に測定点

をおいた場合の同定結果を表3.1に示す.表3.1には,たわみのデータを作成するときに用

いたパラメータのもとの値と同定で得られた値とを比較して示してある.表3.1からわかる

ように同定によって得られたパラメータの値はもとの値によく一致し,提案した同定法に

表3.1　同定結果(はりを等分割する7箇所の位置に測定点をおいた場合)

Exact ldentified Exact ldentified

　　　1/s
　11

C　12

CIS

C　22

C　2s

C　ss

　1.070

0.365

0.247

　1.658

0.173

1.601

　1.020

0.383
　1　　　.

　0.2`45`

　1.633

0.342

1.465

1/m2s2kg

1111

β1112

β1　1　1　s

βl　l　2　2

β1　1　2　s

β11ss

β1222

β122s

β12ss

ls3s

2222

2223

2233

β2sss

βs簒ss

　　×10　1　1

　0.041

0.042

0.042

　0.485

0.043

1.073

0.244

0.253

0.557

0.540

　1.376

0.127

6.167

0.285

6.901

　　×10　1　1

　0.040

0.046

0.043

　0.474

0.063

0.983

0.260

0.614

0.809

0.550

　1.302

0.244

8.189

0.038

6.480

　　1/s2
1

12

13

　　×104

.050

0.415

.414

　　×104

.050

0.430

.427

1/ms2kgl/2
　　α111

　　　α112

　　　α113

　　　α1　2　2

　　　α12簒

　　　α1簒簒

　　　α222

　　　α22S

　　　α2SS

　　　αS簒3

　　×107

.000

0.000

.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

　　　×107

　0.001

0.001

0.001

　0.007

0.017

-0.029

-0.001

-0.001

0.001

0.031
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図3.4　共振曲線による比較(表3.1の場合)
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図3.5　振動波形による比較(表3.1の場合,ω=52rad/s)

よってもとのモード方程式が得られることがわかる.これをさらに確認するため,同定に

よって得られたモード方程式を用いて共振曲線を求め,図3.4に重ねて実線で示した.また

このときのX,l(t)(n=1,2,3)の振動波形の例を図3.5(b)に,同定に用いたデータの振

動波形を図3.5(a)にそれぞれ示す.図3.4あるいは図3.5からわかるように,同定結果はも

との実験データをよく再現している.

　測定点を等分割点にとり,測定点の数を上記の7より多くするときにはさらによい結果

が得られた.
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　次に,測定点の数を少なくした場合の結果の例として,たわみのデータは上記と同じと

し,はりを5等分する4箇所の分割点に測定点をおいた場合の同定結果を表3.2に示す.

表3.2からわかるように,この場合は表3.1の場合に比べて,パラメータの値に誤差の大き

いものが含まれている.さらに検討を加えるため,測定点を7とした場合と同じように,

共振曲線あるいは振動波形で同定結果ともとのデータを比較してみる.図3.6は共振曲線に

よる比較,図3.7は振動波形による比較を示したものである.これらの図を見ると,細かい

ところではもとのデータと同定結果の間に違いがあるが,振動パラメータで比較するほど

には振幅の誤差は大きくないことがわかる.これは,振動の振幅に寄与の大きいパラメー

タは精度よく定められることを示している.

表3.2　同定結果(はりを等分割する4箇所の位置に測定点をおいた場合)

Exact ldentified Exact ldentified

　　1/s
　11

C　12

C　13

C　22

　23

C　33

　1.070

0.365

0.247

　1.658

0.173

1.601

　1.070

0.787

0.508

　1.M6､.

1.955

1.887

1/m2s2kg

1111

β1112

β111簒

1　1　2　2

β1　1　2　3

β11ss

β1222

β122s

β12ss

β1慕ss

β2222

222s

β22簒3

β233s
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図3.6　共振曲線による比較(表3.2の場合)
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次に,測定点を等間隔に限定しないでとった場合の例として,測定位置xを

X=

2

1,

4

1,

7
-

20

1

10
-

20

1,

39　-

12

1,

13
-

20

1,

16

-1

20

-

20 20

の位置に7箇所とった場合の同定結果を表3.34

で同定結果が得られた.

20

　　　　　　　　　　　　　　　(3.25)

こ示す.この場合にも表3.1と同程度の精度

表3.3　同定結果(式(3.25)の位置に測定点をおいた場合)

Exact ldentified Exact ldentified

　　　1/s
　11

C　12

C　13

C　22

C2簒

C　33

　1.070

0.365

0.247

　1.658

0.173

1.601

　1.016

0.364

0.221

　1.639

0.182

1.475

1/m2s2kg

1111

β1112

βl　l　l　s

β1　1　2　2

β1　1　2　s

β1　1　3　s

β1222

β1223

β12ss

βlsss

β2222

β222s

22簒s

2333

ss3s

　　×10　1　1

　0.041

0.042

0.042

　0.485

0.043

1.073

0.244

0.253

0.557

0.540

　1.376

0.127

6.167

0.285

6.901

　　×10　1　1

　0.040

0.045

0.042

　0.460

　0.008

　0.950

0.241

0.126

　0.237

　0.779

　1.292

0.207

6.207

0.522

6.703

　　1/s2
1

12

13

　　×104

.050

0.415

.414

　　×104

.050
　゛加　　ト･4

.436

.413

1/ms2kgl/2

　　α111

　　　α112

　　　α113

　　　α1　2　2

　　　α1　2　3

　　　α1　3　3

　　　α222

　　　α22S

　　　α2S3

　　　αSSS

　　×107

.000

.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

　　　×107

　0.001

0.001

0.000

　0.007

0.007

-0.034

-0.001

-0.001

0.008

0.031



　測定点を等間隔におかない他の例として,測定点の数より一つ多い次数のモードの節の

位置に測定点をおいた場合を取り上げ,同定を行った.同定結果の例として,五次のモー

ドの節の位置にあたる4箇所においた場合の同定結果を表3.4に示す.この結果と表3.2の

結果を比較すると,測定点の数は同じであるが,表3.4のほうが表3.2よりいくらか精度の

よい同定結果となっていることがわかる.

表3.4　同定結果(五次モードの節の位置にあたる4箇所の位置に 測定点をおいた場合)

Exact ldentified Exact ldentified

　　1/s
　11

　12

Cls

　22

C　2s

C　3S

　1.070

0.365

0.247

　1.658

0.173

1.601

　1.031

0.478

0.303

　1.623

0.753

1.469

1/m2s2kg

1111

β1112

1113

β1　1　2　2

β1　1　2　s

βl　l　3　s

1222

β122s

β1233

β1333

β2222

β2223

β22ss

2s33

βssss

　　×10　1　1

　0.041

0.042

0.042

　0.485

0.043

1.073

0.244

0.253

0.557

0.540

　1.376

0.127

6.167

　-0.285

　6.901

　　×10　1　1

　0.040

0.050

0.053

　0.519

0.362

1.072

0.299

3.010

3.404

0.144

　1.284

0.230

4.634

0.491

　6.479

　　1/s2
1
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13

　　×104

.050

0.415

.414

　　×104

.050
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1/ms2kgl/2
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　　　α112

　　　α113

　　　α1　2　2

　　　α1　3　S

　　　αISS

　　　α222

　　　α22S

　　　α2SS

　　　αS33

　　×107

.000

.000

0.000

0.000

0.000

.000

0.000

.000

0.000

0.000

　　､XL07

　0.001

0.003

0.004

　0.007

0.073

-0.009

-0.001

0.004

-0.020

-0.032
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　最後に,測定点をはり全体にわたらないで,例えばはりの長さの1/3程度の範囲にまと

めてとった場合の例として,測定位置xを

X
-

-

8

1,

9

1,

10
-

20

1,

11

1,

12
-

20

Z,

13
-

20

Z,

14

Z

2020 20

41-

20

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(3.26)

の位置に7箇所とった場合について同定を行った.その結果を表3.5に示す.表3.5よりこ

の場合には,測定点の数を多くしても精度のよい同定はできないことがわかった.

　以上の各場合をまとめると,測定点をある程度の数とし,その位置をはり全体にわたっ

て広くとれば,十分な精度でたわみの振動データからモード方程式を定めることができ,

同定が可能であるといえる.

表3.5　同定結果(式(3.26)の位置に測定点をおいた場合)

Exact ldentified Exact ldentified

　　　1/s
　11

C　12

　13

C　22

C2簒

C　33

　1.070

0.365

0.247

　1.658

0.173

1.601

　1.211

1.4`30

-0.240

1.693

　3.353

　0.232

1/m2s2kg
1111

β1112

1　1　1　s

β1　1　2　2

β1　1　2　3

β11s3

β1222

β122s

β1　2　s　簒

ls簒s

β2222

β2223

223s

β2ss3

3sss

　　×10　1　1

　0.041

0.042

0.042

　0.485

0.043

1.073

0.244

0.253

0.557

0.540

　1.376

0.127

6.167

0.285

6.901

　　　×1011

　0.041

　-0.050

　0.194

　0.261

　-6.760

13.402

0.758

　51.326

80.461

12.463

　1.048

　6.633

　48.797

　17.380

　0.619

　　1/s2
1

12

1s

　　×104

.050

0.415

.414

　　×104

.048

0.601

.771

1/ms2kgl/2
　　α111

　　　α112

　　　α113

　　　α1　2　2

　　　α1　2　S

　　　αISS

　　　α222

　　　α22S

　　　α2SS

　　　αSSS

　　×107

.000

0.000

.000

0.000

0.000

0.000

.000

0.000

0.000

.000

　　　×107

.001

0.011

0.146

0.191

-3.309

2.114

-0.019

-0.329

-0.505

-0.173



　3.5　まとめ

　非線形連続系の同定法の開発を目的として,この章では,非一様なはりを取り上げて同

定法を提案した.提案した方法は,周期外力によって引き起こされる定常状態のたわみ振

動のデータから線形のモード関数を用いてモード座標を求め,その結果と周期外力のデー

タからモード方程式を定めるものである.数値シミュレーションによって提案した方法で

非線形はりが精度よく同定できることを示した.
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第4章　実際のはりへの応用(s2)

　4.1　まえがき

　第2章および第3章において,非線形連続系の同定法に関する基礎的な検討を目的とし

て,簡単な系である非線形はりの同定法を提案した.まず第2章において,両端単純支持

の一様な非線形はりの同定法を提案した.次に第3章で,一様とは限定しない一般のはり

に適用できるよう,第2章の同定法を拡張した.ただしこれらの報告では,同定法の適用

性の検討を,数値的に得たデータを用いて行っており,実験から得たデータを用いてはい

ない.数値データはいくつかの仮定のもとに求められており,必ずしも実際の実験データ

と同じ性質を持つとは限らない.したがって提案した同定法の適用性の検討を,実際の実

験から得られるデータを用いて行い,新たな問題点の有無を確認しておくことも重要と思

われる.

　この章では,鋼製の一様なはりを用いて振動系を実際に作成し,そこから得られる実験

データを用いて提案した同定法の適用性を検討する.適用性の評価は,同定で得られる数

学モデルが実験データをどの程度再現するかによって行う.ここでは同定は低次の二つの

モードに関するものとする.

4.2　実際のはりへの適用

　4.2.1　実験装置

　　同定に用いた実験装置の概略を図4.1に示す.この装置でBは同定の対象とする鋼製の

一様なはりを示す.このはりを,両端を玉軸受けを介して単純支持に近くなるよう支持し,

軸方向に初期変位を加える.はりの諸元は以下の通りである.

長さ:1212mm

幅　:　　　20　mm

厚さ:　　1.5頂爾

質量:　336　g I (4.1)

　このはりにマグネット式の加振装置で周期外力を加えた.マグネットの幅は約80mmで,

その中心を左端から763㎜の位置においた.外力の大きさの測定は,圧電式のカセンサS,
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により,マグネットがはりに加える合力を測定する形で行った.またたわみを測定するた

めの変位センサとしては,光学式のセンサS　I,S　2,S3を用いた.

　カセンサからの外カデータ,変位センサからの振動データはA/D変換ボードを通してパー

ソナルコンピュータに取り込んだ.A/D変換ポードとしては12bitの分解能を持つものを用

い,サンプリングタイムは1　msとした.各センサごとに1回の測定につき4096個のデータ

を採取した.

　4.2.2　同定結果と検討

　まず線形モード関数sin(nπx/1)を利用して同定する場合をとり上げた.たわみ

の測定点として,はりを等分割する

X=

1
-

4

1,

2
-

4

1,

3

-1

4

(4.2)

の3箇所の位置を定めた.はりに加える周期外力は,はりに加える外力の合力Q(t)の調

和成分の振幅Qoが0.4Nとなるように大きさを定めた.合力Q(Z)とたわみωの変化の例を

図4.2に示す.

図4.1　実験装置

-
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　図4.2を得たと同じようにして,第一モードと第ニモードの共振点を含む7Hzから30Hzの

間の振動数範囲に29個のデータを収巣した.たわみのデータを,各たわみの調和成分の振

幅を縦軸に,振動数を横軸にとった共振曲線の形で示すと図4.3の○印のようになる.

　3箇所の位置におけるたわみωからモード座標χ,l(t)を求めるには式(2.12)を用いた.

また外力Q(x,t)から9,1(t)を計算するには,マグネットがはりに及ぼす力がマグネッ

トの幅にわたって一様な大きさで分布しているものと考えて式(2.8)から計算した.94(O

とX,l(t)の例として,図4.2のデータから得たものを図4.4に示す.

　同定の計算にあたって,フーリエ級数展開の打ち切り次数は2とした.減衰係数は

C尉/l
-
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Z

り

0.5

-0.5

　ヘ

七

　に

ヘ

R

]-

一工

工

-1

　
　
1
よ

心
(
廿
ヘ

　
.
日
.
日

　
｢
上
　
　
0

m
)
日
R

S

(瓜≠n) (4.3)

工.0

　　　　　　　　　　　　　　　Time　　s

図4.2　実験データQとωの例(ω=13.9Hz)
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HzFrequency　ω

(4.4)
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図4.3　同定に用いた実験データ

の関係を満たすものとした.また非線形項は,モード座標の二乗,三乗からなるとした.

ただし,力学的な考察によって各非線形項はポテンシャルから導かれるので,ここでは三

乗,四乗の多項式で与えられるポテンシャル
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から

7V,z=

∂び

∂X,l(t)
(4.5)

により導かれるとした.

　以上のようにして,提案した同定法により得られたパラメータの値を表4.1に示す.

　表4.1の妥当性を見るため,この表の値をパラメータとするモード方程式を数値的に解い

て,測定位置でのたわみωを予測した.その結果を用いて図4.3と縦軸,横軸が同じ共振曲

線を求めて実線で示し,実験データの値と比較した.その結果を図4.5に示す.また予測に

よるたわみの時間変化の例を,実験による結果と比較したものを図4.6に示す.図4.5およ

び図4.6から,同定結果は実験結果を精度よく再現していることがわかる.
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表4.1　同定結果

瓜l　　　kg/m
7Z　2

0.261

0.261

C　H　　　Ns/m2
C　12
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0.130×104

0.588×104
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　次にいまの同定結果を用いて,外力の大きさQoを,実験データを収巣したときの1/2

倍および2倍の大きさにあたるQo=0.2N,Qo=0.8Nとしたときの振動を予測し,あらた

めてこの場合に対応する実験を行い,同定結果と実験データと比較した.比較した結果を

それぞれ図4.7および図4.8に示す.これらの場合にも同定結果は実験結果をよく予測して

いることがわかる.図4.7の外力が小さい場合の予測の精度がいいことは,同定に用いた振

勤データに振幅の小さい場合のデータが含まれているので予想されることである.これに

対し,図4.8の外力が大きい場合には,同定に用いた振動データにこの場合のデータが含ま
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図4.7　同定結果から予測した応答と実験による応答との

　　　共振曲線による比較(Qo=0.2N)
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れていないのに予測ができていて興味深い.これは,はりの非線形性がすなおなため,非

線形特性が外挿で得られていると解釈できる.このように,提案した同定法は外力がある

程度変化しても適用できることがわかる.

　なお図4.5に破線で示すように,同定結果では22Hz以上の振動数のある範囲で外力の振動

数ωの1/2倍の振動数の分数調波振動が発生し得ることを予測している.これに対し実験

では,予測したよりも狭い22Hzから23Hzの範囲で発生しただけであった.図4.9は,同定結
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果では分数調波振動が発生するのに,実験ではそれが観察されない場合の時間変化の例で

ある.同じような食違いは,図4.8の応答予測の破線にも表れている.これは,パラメータ

の中で分数調波振動に大きく寄与するものと調和振動に大きく寄与するものとがずれてい

て,実験データ中には分数調波振動に関するデータが少ないので,分数調波振動に大きく

寄与するパラメータについては誤差が大きくなっているためと思われる.分数調波振動に

寄与するパラメータの精度を上げるためには,分数調波振動のデータを積極的に利用する

ことが考えられる.これについては今後の検討課題としたい.

　最後に,線形のモード関数が解析的に得られていない場合をとり上げる.ここではたわ

みの測定点を,等分点に取らないで

x　l　°　233　mm,　x2=556　mm,xs=939　mm
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の3箇所の位置に取った.実験データは7Hzから33Hzまでの34個を取った.モード関数は

有限要素法によって定め,たわみからモード座標を求めるには式(3.12)を用いた.同定の

際のフーリエ級数展開の打ち切り次数は2とした.得られた同定結果を実験データと合わ

せて図4.10に示す.図から,この場合にも同定結果は実験結果とよく一致していることが

わかる.

　以上のようにして,提案した同定法は,実際の実験データを用いる場合にも適用可能で

あることが確かめられた.
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図4.10　同定結果から予測した応答と実験による応答との

　　　　共振曲線による比較



　4.3　まとめ

　第2章,第3章で提案した非線形はりの同定法の適用性を検討するため,実際のはりを

用いて実験を行い,得られたデータを用いて提案した方法により同定を行った.得られた

結果をまとめると次のようになる.

　(1)同定結果の評価のため,同定によって得たモード方程式を用いて応答を予測し,実験

データと比較した.その結果,同定結果は実験結果をよく再現することがわかった.

　(2)同定に用いた外力と異なる外力に対する応答を予測し,これも対応する実験結果と比

較した.この場合にも,同定結果は実験結果をよく予測し得ることがわかった.

　(3)同定に用いたデータのもとになった振動と異なる振動が発生する場合には,この振動

に対する予測はやや精度がわるい.
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第5章　非線形板の同定法

　5.1　まえがき

　第2章から第4章では一次元の非線形連続系である非線形はりを取り上げてその同定法

を提案し,数値シミュレーションおよび実験によって提案した同定法の有効性を示した.

　この章では二次元の非線形連続系である非線形板を取り上げてその同定法を提案する.

非線形板の場合には運動方程式は連立偏微分方程式となる.ここでは非線形板の例として

長方形板と円板を取り上げる.はじめにこれらの場合にも非線形はりの場合と同様に,線

形のモード関数を用いれば連立偏微分方程式で表される運動方程式を常微分方程式で表さ

れるモード方程式に変換できることを示す.次にたわみと外力のデータから,これまでに

提案したと同様に非線形板のモード方程式を定める方法を提案する.そして提案した同定

法の有効性を数値シミュレーションによって検討する.

　5.2　問題設定

　同定法を提案する前に長方形および円形の非線形板の解析の問題を考える.はじめに二

辺の長さa,1),厚さ瓦の外周が単純支持された長方形板を考える.平衡位置の板の中央

面内に直交座標系○-xyを,x軸,y軸が隣あった二辺に一致するように定める.系に

は係数Cの粘性減衰力が作用し,一様右粧期張力7Voが加えられているとすれば,大きな振

幅で振動するときの板の運動方程式は
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である.ここにω,F,Qはそれぞれ板のたわみ,面内応力を定める応力関数,板に作用

する単位面積当たりの外力を表し,いずれも位置と時間の関数である.Z)は
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で与えられる定数であり,ρ,£,lノはそれぞれ板の密度,縦弾性係数,ポアソン比であ
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で与えられる演算子である.

　対象としている非線形板に対応する線形非減衰系のモード関数は周知のように

n π
一

a

である.いま問題としている非線形板のたわみωを,式(5.4)で与えられるモード関数を用

いて

ω=　　　Σ　　　X,l,l･sin

　　(η,が)=(1,1)

の形の級数に変数変換する.ここにχn,(n,n'=1,2,3,‥･)は時間の関数で(n,n')

次の振動モードの大きさを表すモード座標である.式(5.5)を式(5.1)の第2式に代人し,

応力関数Fについて解くと,Fを位置とモード座標X,z,l･の関数として求めることができる.

得られた応力関数Fと式(5.5)を式(5.1)の第1式に代入してモード関数の直交性,すなわ

ち(n,n')≠(z7z　,　z7z　'　)に対して

sin

の形の常微分方程式に変換される.
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が成り立つことを利用すると,運動方程式(5.1)の第1式はモード方程式と呼ばれる

に瓜,l,l･　,C,l,l,　,1,z,l,は
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で与えられる定数である.また7V,l,l,は
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の形のモード座標X,l,l･の関数で,係数β,ul･　ii･　jj･　u･　はモード関数から決まる定数である.
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で与えられる時間の関数である.モード方程式(5.7)を解いてモード座標X,l,z･を求めれば,

式(5.5)によりたわみωが求められる.

　次に半径a,厚さ瓦の外周が固定支持された円板を考える.平衡位置の板の中央面に,

板の中心を極とする極座標系○-Γθを定める.運動方程式は式(5.1)と同じであるが,極

座標を用いて書き直すと
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(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)
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(n=0,1,2,゛゛゛,n'=1,2,3,゛゛゛)

2∂θ2

を満足することである.

　この系の解析を行うため,まず二つの固有値問題を解いておく.

　一つは,線形の円板の固有値問題である.これは,式(5.13)の第1式と第2式を境界条

件として,ωに関する方程式

Z)F4ω-ⅣoF2ω

を解くものである.これに対する固有関数は

{Φ,l,l,cosnθ

である.ここにΦ,l,l･はn次のベッセル関数J,lおよび変形ベッセル関数LIを用いて

-
- ηzlzz･{J,l(pj,l/1･　r)十x,l,z･　1,1(p　/,l,1･　r)}

で与えられる関数である.この式でp､/n･　,P　z,z,l･　,9,1,1･は境界条件から決まる定数であ

る.任意定数η,l,l･は正規化の条件によって定めておく.

　もう一つの固有値問題は,式(5.13)の第3式と第4式を境界条件として,Fに関する方

程式

F4F=λ4F

を解くものである.これに対する固有関数は

{Ψ,l,z,cosnθ,Ψ,1,z,s　innθ}

　　　　　　　　　(n=0,1,2,゛゛゛,n'=1,2,3,゛゜゛)



である.ここにΨ,l,l･はn次のベッセル関数J,lおよび変形ベッセル関数1,1を用いて

Ψ,l,l,
-

- μ/l/l･{J,l(λ,l,l･　r)十χ,l,l･　1,1(え,l,l･　r)} (5.19)

で与えられる関数である.この式でλ,l,l･　,χ,l,l･は境界条件から決まる定数である.任意

定数μ,l,l･は正規化の条件によって定めておく.

　未知量ωおよびFをそれぞれ式(5.15),(5.18)で与えられる固有関数を用いて

ω
-

- 　　　Σ

(η,17')=(0,1)
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　　(η,が)=(0,1)

1 (5.20)

の級数の形に変数変換する.ここにxn,,Z,l,z,およびy,l,z,　,y,l,l,は時間の関数でこの

うちX,l,z,　,　Z,l,1,は(n,n')次の振動モードの大きさを表すモード座標である.式(5.20)

を運動方程式(5.11)に代入し,固有関数の直交性を利用すると式(5.11)は
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で与えられる時間の関数である.

　式(5.21)の第3式と第4式を第1式と第2式に代入すると,モード方程式が最終的に次

の形で得られる.

現zla･χ,l,l,十C,1,1･χ,1,1,十1,1,1,χ,1,1,十7V,z,z,=9　/z/z･

玩,1,1,　Z,z,l･十F,l,l･　X,l,l･十in,　Z,l,l,十刄,l,z･=i　zl/l･
ヽ
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(5.23)

ここに7Vn･およびjV,1,1･は非線形項で,モード座標X,l,l･　,　Z,l,l･の関数である.モード方

程式(5.23)を解いてモード座標を求めれば,式(5.20)の第1式よりたわみωが求められる.

　以上に示したように,非線形板において,運勤方程式からたわみを求める問題はモード

方程式からモード座標を求める問題に帰着される.

　以上の準備をしておいて問題設定に移る.非線形板を同定するという問題は,本来の定

義からは,適当な外力Qのデータとそれに対するたわみωのデータを用いて運勤方程式を

定めることである.しかし,以上の議論からわかるように,任意の外力に対する系のたわ

みはモード方程式によって求めることができるので,同定の目的を考えれば,運動方程式

を定めるという問題はモード方程式を定めるという問題に置き換えても良いと思われる.

また同定結果を用いて解析を進める際,同定によって運動方程式を定めるよりはモード方

程式を定めるほうが有利であることは以上の議論から明らかである.そこで適当な外力Q

とそれに対するたわみωのデータを知9てje-ド方程式を定める方法を提案し,非線形板

の同定法とする.ただしモード方程式は無限個の方程式からなるが,モード方程式からた

わみを求めるとき,実用上はいくつかの方程式のみを考慮するだけでさしつかえないので,

ここでも考慮する振動数範囲内で振幅の大きないくつかのモード座標に関する方程式を定

めることを考える.

　5.3　同定法の提案

　同定法を提案するに当たって,対象とする系の線形のモード関数は既知であるとする.

また表記の簡単のため,線形の固有振動数の小さなモードの順にモード座標,モード毎の

外力およびモード関数をそれぞれX,l,9,1,φ/l(n=1,2,3‥･)で表すことにする.

5.3.1　X,lと9aの求め方

提案する同定法において必要となる過程の順に従って,はじめに,たわみωの測定デー
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タからM個のモード座標χ,1(n=1,2,‥･,M)を定める方法を考える.

　たわみωの測定点として,7V個の点を定め,ある時刻t=tjで各測定点におけるたわみ

a･i(i=1,2,‥･,Ⅳ)を測定する.式(5.5)あるいは(5.20)の第1式において,たわみの

測定点の数7Vと同数のモード座標X,7(n=1,2,‥･,jV〉まで考慮すれば,測定によって得

られたわみωiと未知のモード座標X,1の間には近似的に
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(5.24)

の関係が成り立つ.ここに右辺のマトリックスの成分φ･,l(i,n=1,2,‥･7V)はi番目

の測定位置におけるn番目のモード関数φ,lの値で,既知の量である.式(5.24)はX,lに関

する線形連立方程式であり,係数マトリックスが特異にならない限りX,lが求められる.以

上のようにして求められたX,1(n=1,2,‥･,7V)のうち,振幅が大きいM個のモード座標

を同定に用いる.以上の方法を各時刻tj(j=1,2,3,‥･)について繰り返せば,X,lを

時問の離散点tjについて求めることができる.

　9,1(n=1,2,‥･,M)を定める問題は簡単である.外力Qのデータを,式(5.10)あるい

は(5.22)の積分計算ができる程度にいくつかの位置で測定し,各時刻t=tj(j=1,2,

3,‥･)において積分計算を行えぱ,時間の離散点tjにおける9,1が求まる.

　以上でX,lと9,1をデータとして得られたので,次にモード方程式を定める方法を提案す

る.

　5.3.2　モード方程式の定め方

　モード方程式を定めるため,はじめにモード方程式をどのような形におくかを考える.

たわみのデータからモード座標を求めるとき,線形のモード関数を用いたので,モード方

程式は慣性項および線形の復元力項では連成しない.これに対し,減衰項および非線形項

では連成し得る｡したがって求めるモード方程式は一般に

　　‥　　　M

Z7Z　,IX,l十ΣC,1.X,1十1,1X,l十Ⅳ,l=9　zl　(n=1,2,‥･,M)(5.25)
　　　　　m=1

一
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の形に おくことができる.この式でパラメータz7z　/l　,　C,l･,blは未知数で,C,l･は

C　/l厨=C尉a (n≠瓜) (5.26)

を満たすとする.また非線形項7V　/l　は一般にモード座標X,l(n=1,2,‥･,M)あるいはそ

の時間微分の非線形関数で,多くの場合それらの多項式で近似できる.ここでは非線形性

が復元力にある板を考えているので,非線形項7V,lはモード座標χ,l(n=1,2,‥･,M)の

みの関数であると考える.そこで各7V,lはX,lの二乗からはじまる

Ⅳ,l =Σ　αa,りxixj十Σ　βzl,iμxixjxl十‥･
　i幻　　　　　　　　　　iSパ1

(5.27)

の形の多項式で与えられるとする.ここに係数α,l,･j,βzl,iμ,‥･は未知のパラメータ

である.

　式(5.25),(5.27)によってモード方程式の形を定めることができたので,次に,パラメ

ータZ71　,1,C,l｡,1,1および非線形項Ⅳ,zの係数パラメータα,l,り,βzl,iμ,‥･をどのよう

に定めるかを考える.

　このため,まず外力Qとして周期Tの周期外力を採用し,外力およびこれに対する外力

と同じ周期の定常状態のたわみ振動a･をデータとして測定する.そのデータから5.3.1

節に述べた方法によって,9/lおよびX,lを求める.このようにして得た9,1とX,lは外力と

同じ周期を持つので,加えた外力の琳期7`゛からきまる角振動数ω(=2π/7')を用いて

9,z=(Q,l)o

　　+(Q,l)l　cosωt+(Q,l)2　cos2ωt+‥･

　　十(Q/l)1*sinωt十(Qa)2*sin2ωt十‥･

X,l=(X,l)o

　　十(X/1)l　cosωt十(X,l)2　cos2ωt十‥･

　　十(X,1)1*sinωt十(X,l)2*sin2ωt十‥･

(5.28)

の形のフーリエ級数に展開できる.ここにフーリエ係数(Q,1)o,(Q,l)l,(Q,l)2,‥･およ

び(X,l)o,(X,l)1,(X,l)2,‥･はFFT(高速フーリエ変換)などの手法により容易に求

められる既知の量である.次に式(5.27)で仮定した項xixj,xixjxl,‥･を上で求め

たモード座標X,lの演算によって求め,その結果もフーリエ級数
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χixj=(xixj),

　　　十(X£xj)l　cosωt十(X£xj)2　cos2ωt十‥･

　　　十(xixj)1*sinωt十(xixj)2*sin2ωt十‥･

xixjxl=(χiχjxA)o

　　　十(xixjxA)I　COSωt十(xixjxj1)2　COS2ωt十‥･

　　　十(χiχjx,1)1*sinωt十(X£xjxA)2*sin2ωt十‥･

●
　
奢
　
●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(5.29)

の形におく.ここでもフーリエ係数(X£χj)o,(χixj)1,‥･は既知の量である.

　式(5.28)および式(5.29)を式(5.25)に代入し,ハーモニックバランスの原理を用いて,

両辺の定数項およびcosωt,sinωt,‥･の係数をそれぞれ等しいとおくと,次の

形の方程式を得る.

[A]{S}={Q} (5.30)

ここに[Å]は式(5.28)の第2式,(5.29)に表れるフーリエ係数から決まる既知のマトリッ

クス,{Q}は式(5.28)の第1式に表れるフーリエ係数から決まる既知のベクトル,そして

{S}は系のパラメータm,l,c,l･,1jおよび非線形項7V,lの係数パラメータα,l,り,

β,l,iμ,‥･を成分とする未知のベクトルである.これらの表示式は,求めたいモード方

程式の数,非線形項を表す多項式の次数,フーリエ級数展開の打切り次数などを指定すれ

ば容易に求められるもので,一般的な表示は面倒であるからここでは省略する.

　加える外力の角振動数ωとしていくつかの値を適当に定め,またフーリエ級数展開の打

切り次数を適当にとれば,未知数の数より多い方程式を含んで再び式(5.30)の形の方程式

を得る.そこでこの式に最小二乗法を適用すれば,{S}は

{S}=([A]7[A])-1[A]7{Q} (5.31)

によって定められる.必要があれば重みマトリックスを用いて同定の精度を上げるよう試

みることができる.重みマトリックス[i･y]を用いるとき,{S}は式(5.31)の代わりに

{S}=([Å]i[i･y][Å])-1[Å]7[i･y]{Q}

-
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で与えられる.式(5.31)あるいは式(5.32)によって{S}を求めれば,モード方程式が定め

られたことになる.

　5.4　数値シミュレーションによる同定の例

　5.3節で提案した同定法の有効性を検討するため,ここで数値的に求めた振勤データを

実験データとみなし,同定の数値シミュレーションを行う.

　5.4.1　長方形板に対するシミュレーション結果

　はじめに長方形板に対するシミュレーション結果を示す.

　振動データを数値的に求めるため,一例として,長方形板の各パラメータを次のように

定める.

a=0

九=0

£=2

65　m,　　　　　　　6

5×10‾s　m,　　ρ

06×1　0　11　Pa,　1ノ

C=1　2　0　Ns/ms,

-

-

-

-

-

-

Ⅳo
-

-

0

7

0

3

8

3

5

4

　m

x1　0　3　kg/ms

4.0×1　0　3　N/m 1 (5.33)

　外力として,位置(x,,y,)=(2　a/5,　2　6/5)の位置に大きさQo=230Nの集中的な調

和外力

を作用させる場合を考える.

　たわみの測定点を

(x,y)

Q=Qoδ(x-x,)δ(y-y,)cosωt

　
　
a
　
　
　
　
　
α

1
一
4
　
2
一
4
ぐ
　
　
ぐ

　
　
= 1

一
3
　
2
一
3

1
一
4ぐj
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一
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1
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･
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(5.34)

(5.35)

a,

　
a3一
4ぐう

　
一
〇

　
　
α

2
一

4

　
　
a

3
一
　
4ぐう

　
　
わ

う
　
　
'
.
0

1
一
3

う
　
　
一
〇

2
一
3

の位置に6点取る.

　たわみωの振動データを,モード方程式を用いて次のように求める.実際の実験データ

では,たわみは高次のモード成分までを含むので,ここでは低次の六つのモード成分を含
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めて考える.そのため式(5.7)のはじめの6式を,式(5.34)で与えられる周期外力に対し適

当な初期条件のもとに数値的に積分し,外力と同じ周斯の周期解になるまで積分を続ける.

こうして得た周期解を式(5.5)に代入して各測定点でのたわみωを求め,これを実験データ

とみなす.

　以上のようにして外力の振動数ωのいろいろな値に対して求めたたわみを,振幅とωの

関係にして共振曲線の形で示すと図5.1に○印で示すようになった.図5.1には式(5.35)の

6点の測定位置のうちのはじめの3点の位置におけるたわみのデータを示してある.これ

らのデータから式(5.24)によりモード座標を求めたところ図5.2に示すようになった.この

図から5番目のモード座標以上の高次のモード座標はそれより低次のモード座標に比較し

て小さいことがわかる.そこで同定は低次の4つのモードに関するものとする.

　同定に当たって,非線形項は式(5.27)に示すモード座標の二乗,三乗の項よりなるとす

る.ただし非線形板の問題では,力学的な考察によって,各非線形項はポテンシャルから

導かれると考えられるので,ここでは三乗,四乗の多項式で与えられるポテンシャル

から

び=　Σαiμχiχjx1十　Σ　βiμ･xixjxlxl
　　iSjS4　　　　　　　　iSパ肩1

Ⅳ,l=
∂び
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(5.36)

(5.37)
∂X,z

によって導かれるとする.このようにしたほうが,モード方程式に含まれる非線形項の係

数パラメータが減少し,精度の向上が期待される.

　フーリエ級数展開の打切り次数は3にする.またここでは重みマトリックスは用いない

ことにする｡

　図5.1に示したすべてのデータを用いて,提案した方法に従ってモード方程式の各パラメ

ータを定めた.その結果を表5.1に示す.表5.1にはたわみの振動データを求めるときに用

いたパラメータの値と同定で得られた値とを比較して示してある.表5.1から同定によって

得られたパラメータの値はもとの値に近い値となっており,提案した同定法によってもと

のモード方程式が得られることがわかる.これをさらに確認するため,同定によって得ら

れたモード方程式を用いて測定位置でのたわみを求め,図5.1に重ねて実線で示した.また
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このときの1番目から3番目の測定位置におけるたわみの振動波形の例を図5.3に示す.

図5.1および図5.3からわかるように同定結果はもとの実験データをよく再現している.
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表5.1　同定結果

Exact ldentified Exact ldentified

kg/m2

1

Z7Z　2

瓜3

瓜4

3.920

3.920

3.920

3.920

3.948

3.904

3.794

.106

　N/ms

1111

β1112

β1113

β1114

β1　1　2　2

β1　1　2　3

β1　1　2　4

β1　1　3　3

β11s4

β1　1　4　4

1222

β122s

β1224

β123s

β1234

β1244

βlsss

β13s4

β1344

β1444

2222

β222s

β2224

β22ss

β22簒4

2244

β2s簒簒

β2s簒4

β2s44

β2444

β3333

3ss4

βss44

βs444

4444

　　×10　1　0

　4.021

　0.000

　-4.179

　0.000

　17.970

　0.000

　0.000

　23.725

　0.000

　32.863

　0.000

　16.831

　0.000

　0.000

　0.000

　0.000

　0.000

　0.000

33.826

0.000

　9.432

　0.000

　0.000

　44.329

　0.000

　45.056

　0.000

　0.000

　0.000

　0.000

　29.683

　0.000

　78.093

　0.000

　55.330

　　　×10　1　0

　4.032

　0.160

　-4.054

　-0.162

　18.842

　-2.979

　1.305

　22.680

　2.069

　36.169

　0.025

　16.507

　2.705

　14.671

14.201

7.594

　-0.575

　-0.084

33.476

3.004

　9.258

　-0.054

　1.611

　43.411

　3.493

　51.430

　-1.537

15.892

12.341

　24.071

　26.687

　-0.170

　80.445

　4.900

　84.029

Ns/m3
　11

C　12

IS

C　14

C　22

C　2S

C　24

C　ss

C　s4

C　44

　×102

.200

.000

0.000

0.000

.200

.000

0.000

.200

.000

.200

　　　×102

　1.214

0.035

0.010

0.022

1.218

0.009

0.039

　1.441

　0.070

　1.631

　N/ms
1

2

13

14

　　×10s

　4.412

　7.674

3.627

6.642

　　　×10s

　4.480

　7.797

3.666

16.877

　N/m4
111

α112

α113

α114

α1　2　2

α1　2　S

α124

α1簒S

134

1　4　4

α222

α22S

α224

α23S

α234

244

αS33

αSS4

αS44

α444

　　×108

.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

.000

.000

0.000

0.000

0.000

0.000

.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

　　　　×108

　　0.000

　　0.0aO　､,

　　0.000

　　0.000

　　0.000

　　0.001

　　0.000

　　0.000

　　0.001

　　0.000

　　0.000

　　0.000

　　0.000

　　0.000

　　0.004

　　0.002

　　0.000

0.001

0.001

　0.002
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　5.4.2　円板に対するシミュレーション結果

　次に円板に対するシミュレーション結果を示す.

　振動データを数値的に求めるため,一例として,円板の各パラメータを次のように定め

る.

a

£

1ノ

-

-

一

-

-
-

7VO

2

2

0

-

-

1

0

3,

5

6

×

×

1
　
　
1

一
　
　
1

0
　
0

1
　
　
1

m,

Pa,

4×1　0　s　N/m

九

ρ

C

-

-

-

-

-
-

0.5×10‾3m

7.84×1　0　s　kg/m3

1　2　0　Ns/ms 1 (5.38)

(5.39)

0

外力として,式

Q
-

- Qoδ(r-r,)δ(θ-θ,)cosωt

で与えられる集中的な調和外力を作用させる場合を考える.この式でQoは外力の大きさで,

Qo=230Nとする.また(r,,θ,)は集中外力を作用させる加振点で,(r,,θ,)=(α/4,

0)とする場合と(r,,θ,)=(α/4,π/2)とする場合を考える.

　たわみの測定点を

(r,θ)
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π (5.40)

の位置に6点取る.

　たわみωの振動データを,モード方程式を用いて次のように求める.実際の実験データ

では,たわみは高次のモード成分までを含むので,ここでは低次の六つのモード成分を含

めて考える.そのため式(5.23)のはじめの6式を,式(5.39)で与えられる周期外力に対し

適当な初期条件のもとに数値的に積分し,外力と同じ周期の周斯解になるまで積分を続け

る.こうして得た周期解を式(5.20)の第1式に代入して各測定点でのたわみωを求め,こ

れを実験データとみなす.

　以上のようにして外力の振動数ωのいろいろな値に対して求めたたわみを,振幅とωの

関係にして共振曲線の形で示すと図5.4に○印で示すようになった.図5.4には加振点(rf
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θ,)=(a/4,0)とした場合の式(5.40)の6点の測定位置のうちのはじめの3点の位置に

おけるたわみのデータを示してある.これらのデータから式(5.24)によりモード座標を求

めたところ図5.5に示すようになった.この図と加振点(r,,θ,)=(a/4,π/2)とした場

合のたわみから求めたモード座標から,同定は1番目から3番目までのモードと6番目の

モードの4つのモードに関するものとした.

　同定に当たって,非線形項はポテンシャル(5.36)から式(5.37)によって導かれるとした.

フーリエ級数展開の打切り次数は3にした.またここでは重みマトリックスは用いないこ

とにした.

　図5.4に示した加振点を(r,,θ,)=(a/4,0)とした場合のデータと加振点を(r,,θ,)

=(a/4,π/2)とした場合のデータの両方を用いて,提案した方法に従ってモード方程式

の各パラメータを定めた.その結果を表5.2に示す.表5.2にはたわみの振動データを求め

るときに用いたパラメータの値と同定で得られた値とを比較して示してある.表5.2から同

定によって得られたパラメータの値はもとの値に近い値となっており,提案した同定法に

よってもとのモード方程式が得られることがわかる.これをさらに確認するため,同定に

よって得られたモード方程式を用いて測定位置でのたわみを求め,図5.4に重ねて実線で示

した.またこのときの1番目から3番目の測定位置におけるたわみの振動波形の例を

図5.6に示す.図5.4および図5.6からわかるように同定結果はもとの実験データをよく再現

している.

　ここで示した円板の場合,表5.2のExactの値からわかるように2番目と3番目のモード

の線形の固有振動数が一致し,これらのモードが縮退している.このような場合の同定は

一般に困難であるが,以上の結果から,ここで提案した方法ではこのような場合でも精度

の良い同定が可能であるといえる.
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表5.2　同定結果

Exact ldentified Exact ldentified

kg/m2

1

瓜2

ms

瓜6

3.920

3.920

3.920

3.920

3.963

3.887

3.887

3.931

　N/ms

1111

β1112

β1　1　1　s

β1116

β1　1　2　2

β1　1　2　s

β1　1　2　6

β11ss

β11s6

1　1　6　6

β1222

βlz2s

β1226

β123s

β12s6

β1266

βlsss

βlss6

βls66

β1666

β2222

β2223

β2226

β223s

β22s6

β2266

β2sss

β23s6

β2s66

β266s

βssss

β3336

3簒66

βs6s6

β6666

　×10　1　1

　0.946

　0.000

　0.000

　3.107

　6.273

　0.000

　0.000

　6.273

　0.000

5.554

0.000

　0.000

　7.366

　0.000

　0.000

　0.000

　0.000

　7.366

　0.000

3.847

5.732

　0.000

　0.000

1.465

0.000

4.873

0.000

　0.000

　0.000

　0.000

　5.732

　0.000

4.873

0.000

4.310

　　×10　1　1

　0.956

0.001

-0.001

3.113

　6.408

　0.040

0.066

6.411

0.066

5.531

0.339

0.263

8.513

0.247

0.361

0.166

0.341

　8.513

0.166

3.556

5.703

0.010

-0.045

1.322

0.022

6.257

0.008

0.018

　0.667

1.051

5.703

0.045

6.256

1.051

2.770

Ns/m3
　11

C　12

Cls

C　16

　22

C2s

C　26

C　s3

C　36

C　66

　　×102

.200

.000

.000

0.000

.200

.000

0.000

.200

.000

.200

　　　×102

　1.205

0.002

-0.002

0.002

　1.198

　0.014

0.001

1.198

0.001

1.208

　N/ms

1

12

ゐs

左8

　　×10s

　1.745

　6.436

　6.436

0.347

　　　×10s

　1.759

　6.399

　6.399

0.510

　N/m4
111

α112

α11簒

α116

1　2　2

α1　2　S

α1　2　6

α1　3　S

α1　3　6

α1　6　6

222
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α2SS

α2S6

α266

α簒SS

αSS6

α簒66

α666

　　×10s

.000

.000

.000

0.000

0.000

.000

0.000

0.000

0.000

0.000

.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

　　×108

.000

0.㈲O　,,

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000
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　5.5　まとめ

　この章では長方形と円形の非線形板を取り上げて同定法の提案をした.提案した方法は,

周期外力にによる定常状態のたわみ振動のデータから線形のモード関数を用いてモード座

標を求め,そのデータからハーモニックバランスの原理に基づいてモード方程式を定める

ものである.数値シミュレーションによって,提案した方法で長方形と円形の非線形板が

精度良く同定できることを示した.

-
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第6章　実用性の向上

　6.1　まえがき

　前章までに非線形連続系の例として,非線形はりおよび非線形板を取り上げてその同定

法を提案してきた.しかしそこで提案した同定法は対象とする系に対応する線形非減衰系

のモード関数が既知であるという前提条件を必要とし,このためモード関数を解析的,数

値的あるいは実験的にあらかじめ別の手段で求めておく必要があった.しかし実用性を考

えれば,対象とする系のもつ非線形性の影響を受けた実験データのみから一連の手順で同

定できることが望ましいのは明らかである.そこでこの章ではこの前提条件を緩和して,

モード関数が未知の場合でも対象とする系を同定できるように実用性を向上させた方法を

提案する.そしてはりおよび板を対象として同定の数値シミュレーションを行い,提案し

た方法の有効性を検討する.

　6.2　問題設定

　説明の簡単のため,一様な非線形はりを取り上げる.この系に係数Cの粘性減衰と係数

μの内部減衰が作用するものとすると運動方程式は

pA
∂
2
ω

十£7

十C
∂

∂4 ω
-

X
4 1心丁

十μ£7

U｡+

∂sω

t∂x4

ぐ
1
　
　
0f

l
一
2

∂

Q

う

∂2ω
一

∂X2

∂

-

-
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(6.1)

(6.2)

∂ t2 ∂

ω

Z

∂

∂

ω

t

となる.ここにω,Qはそれぞれはりのたわみおよびはりに作用する外力を表し,いずれ

も位置と時間の関数である.またρ,1,Å,£,7,uoはそれぞれはりの密度,長さ,

断面積,縦弾性係数,断面二次モーメントおよび初期伸びである.

　この系を実験的に同定するとは,外力Qとそれに対するたわみωの実験データから運動

方程式(6.1)を定めることである.しかし式(6.1)は偏微分方程式であり,この式をこの形

で直接定めることは困難であると思われる.そこで同定法を提案する前に,偏微分方程式

(6.1)を常微分方程式に変換することを考える.このため未知量であるたわみωを

ω=Σ　φ,zx,l
　　Z7=1



の級数の形に変数変換する.ここにφ/l(n=1,2,3,‥･)は位置の関数で,幾何学的な境

界条件を満足する互いに一次独立な関数であり,χ,1は時間の関数である.いま,同定の問

題を考えているのでφ/zは実験データから定める関数である.式(6.2)を運動方程式(6.1)に

代入しガラー牛ン法を用いると,式(6.1)は

●●

Σ現,z｡X｡十Σ　C,l｡χ｡十Σ1,1.X｡十7V,l=9　/z

m=1　　　　　　m=1　　　　　　m=1

　　　　　　　　　　　　　　　(n=1,2,3,‥･)

の形の常微分方程式に変換される.ここにZ7Z　,l｡,C,l｡,1,1.は

瓜/l厨

C　/1尉

1,1.

1
　
0f

　
　
=

ぐ
1
　
　
0f

　
　
　
=

ぐ
･
'
£
　
0
f

　
　
　
=

pAφ/lφsdz

cφaφs十μ£7jミ?ド宍)dx
£7

で与えられる定数で,

d

d

Z7Z　a脚=現暦/l,C　/1厨

を満足する.また7V,lは

Ⅳ,l
-

-

を
Z

2φ/ld2φs
--

x2　d　x2

£Auodφ/ldφ

1

C厨/l,1　/l厨=1尉zl

d Z d X

-

-

Σβzl,iμχ£xjχ轟
むa

の形のX,lの関数である.さらに9,zは

1
　
　
0f

　
　
　
=

　
　
　
刄

　
　
9

Qφ/ldx

屑

)白

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

で与えられる時間の関数である.

　以上の議論は,非線形はり以外の非線形連続系においても同様に成立し,偏微分方程式

で表される運動方程式を等価な常微分方程式に変換できる.

　以上の準備をしておいて同定の問題について考える.方程式(6.3)と関数φ,lを実験的に
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定めることができれば,それらを用いて任意の外力に対する応答を予測することができる

ので,同定の目的を考えれぱこの系を同定するという問題すなわち運勤方程式を定めると

いう問題は,実験データから式(6.3)および関数φaを定める問題に置き換えてもよいと思

われる.そこで以下に適当な外力Qとそれに対するたわみωのデータを知って方程式

(6.3)および関数φzlを定める方法を提案する.

6.3　同定法の提案

　6.3.1　関数φ,lの定め方

　提案する同定法において必要となる手順に従って,はじめに,たわみの測定データから

関数φ/lを定める方法を考える.ただしφ/lを位置の関数として直接定めることは困難であ

るので,たわみの測定点におけるφ/1の値を求め,測定点と測定点との間は適当な関数で内

挿するものとする.

　たわみの測定点として7V個の点を定め,各測定点においてたわみω,(i=1,2,‥･,Ⅳ)

を測定する.式(6.2)において測定点の数と同数のX,z(n=1,2,‥･,7V)まで考慮すれば,

式(6.2)は

{ω}=[Φ]{χ}

となる.ここにベクトル{ω},{X}は

{ω}={ω1　ω2　¨゛ω岫T

{χ}={XI　X3　･‥X,,}1

(6.8)

(6.9)

､
ー
ー
‐
y
･
‐
|
･
ノ

で与えられるベクトルである.またマトリックス[Φ]はi番目のたわみの測定点における

関数φ/lの値φi/lを成分とするマトリックスで

[Φ]=

φ

φ

参
　
争
参

11

21

φ13　･･･　φ･

φH　･･･　φ･

参
　
参
●

φかil　φji2　●･･　φ~

(6.10)

で与えられる未知のマトリックスである.式(6.8)は,ベクトル凶}とベクトル{X}がマト

-
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χ,z=(χ,z)oz十(χ,l)lzc　o　sωzt十(χ/l)lz*sinωzt十‥･(6.13)

で定義する.X,lとωiは式(6.8)に示すような線形変換の関係にあるので,χ,zも外力の周

期と同じ周期の周期関数となり

(χ1)ol(χ1)11　･･･　(X

の形にフーリエ級数展開できる.そのフーリエ係数を並べてできるマトリックスを

●●

[ω]

●●●

-

-

(6.12)

)11●●●　(XI)oz(χ1)lz　●●●

)11●●●　(X2)oz(X2)lz　●●●
　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　●

　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　●

　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　●

)H●●●　(χs),Z(X,,)IZ　●●●,,)ol(χ,,(X

とする.式(6.8)よりマトリックス[ω]と[χ]は

-80　-

●
参
参[χ]=

(X2)ol(χ2)11　●●●

●
参
参 (6.14)

リックス[Φ]を変換マトリックスとする線形変換の関係にあることを示している.

　マトリックス[Φ]の選び方として,χ,l(n=1,2,‥･,7V)がたわみに寄与する成分を表

し,その寄与の大きなものからχ,1が順に並ぶようにすると,同定自由度の決定に都合がよ

い.このような変換マトリックス[Φ]を実験データ{ω}から求めるため,vold,H.と

Leuridan,J.(")の提案した方法を応用する.

　このため,系に周期rzの周期外力を加え,各測定点における定常状態のたわみ振動ωi

を測定する.測定によって得られたωiは,外力と同じ周期を持つので,加えた外力の周期

7'zから決まる角振動数ωz=(2π/rz)を用いて

a･£=(ぽi)oz十(py£)lzc　o　sωd十(ぽ£)lz*sinωd十‥･(6.11)

の形のフーリエ級数に展開できる.ここでフーリエ係数(kyi)o,,(i･y　i　)lz,‥･はFFTな

どの手法により容易に求めることのできる量である.外力の振動数ωzを1=1から£まで

変化させ,各振動数について定常状態のたわみωiを測定し,そのフーリエ係数を求める.

こうして得られたフーリエ係数を並べてできるマトリックス[ω]を

(i･y　l

(iy2

●
●

)ol(r2)H･･･　(i･y　2　)oz(iy2)1

●
　
e
参

(i･y,,)ol(i･ys)11

t

参
●
●

参
参
番

)ol(rl)H●●●　(iyl)oz(pyl)lz●●

Z

(i･y　,,)oz(ky,,)lz●●●



[ω]=[Φ][X] (6.15)

を満足する.

　以上のようにして実験データから定まるマトリックス[a･]を用いて固有値問題

([ω][ω]i)[Φ]=[Φ]ΓΓ｣ (6.16)

を作成し,これを解いて得られる固有マトリックスを変換マトリックス[Φ]とする.ここ

にΓΓ｣は固有値7,1(n=1,2,‥･,7V)を対角成分に並べてできる対角マトリックスである.

マトリックス[Φ]は

[Φ][Φ]7=｢7｣(｢7｣は単位マトリックス) (6.17)

を満たす正規直交マトリックスになるように正規化しておく.

　固有値問題(6.16)の意昧は以下のようである.式(6.15)を式(6.16)に代入し,[Φ]が正

規直交マトリックスであることを考慮すると

｢r｣=[X][χ]1` (6.18)

を得る.式(6.18)は,式(6.14)で与えられるマトリックス[X]の各行からなるベクトルす

なわちχ,l(n=1,2,3,‥･)のフーリエ係数を並べてできるベクトルは互いに直交し,固

有値7,1はそのフーリエ係数の二乗の総和を表すことを意味している.したがって固有値を

大きい順に並べ,そのはじめのM個が残りの固有値より十分に大きいとすれば,その固有

値に対応するχ,z(n=1,2,‥･,M)がたわみに大きく寄与していることを表してる.いい

かえればたわみa,はX,l(n=1,2,‥･,M)で十分近似でき,同定に当たっても式(6.3)の

はじめのM個を,X,1(n>M)を無視した形で定めれば良いことを表している.

　以上のようにしてたわみの測定点における関数φ/lの値φ･,lが求められたので,各測定点

の間を適当な関数で内挿した関数をφ/lとする.

　6.3.2　xaと9aの求め方

　第2の手順はたわみωと外力Qからχ,l,9,1(n=1,2,‥･,M)を求めることである.

　X,lを求めるための方法は簡単である.6.3.1で述べた方法によって求めたマトリック

ス[Φ]のうちはじめのM列からなるⅣ行M列のマトリックスを[Φ],,とする.ここで改めて

-
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ベクトル{X}を

{X}={XIχ3　･‥X,,}i

で定義すると,[Φ]は正規直交マトリックスであるので{χ}は

{χ}=[Φ],,7{ω}

によって求められる.

　9　/1は6.3.1節で定めた関数わlを用いて外力Qの測定データから

1
　
　
0f

　
　
　
=

　
　
　
a

　
　
9

Qφ,ldz

(6.19)

(6.20)

(6.21)

によって求めることができる.とくに外力Qをたわみの測定点と同じ位置に作用させる場

合には,各測定点での外力の測定データをQi(i=1,2,‥･,7v)とし,これらのデータを

並べてできるベクトルを{Q}とすると,9,1は

{9}=[Φ],,1゛{Q} (6.22)

によって求めることができる.ここに{9}は9,1を並べてできるベクトルである.

　6.3.3　方程式(6.3)の定め方

　第3の手順は,以上のようにして得たχ,lと9,1(n=1,2,‥･,M)のデータから式

(6.3)を定めることである.式(6.3)の非線形項jV,1は一般にX,lあるいはその時間微分の非

線形関数で,多くの場合それらの多項式で近似できる.ここでは非線形性が復元力にある

系を考えているので,非線形項7V,zはχ,lの二乗からはじまる

Ⅳ,l=Σα,l,£jχixj十　Σβ/l,iμxixjxA十‥･
　　　iむ　　　　　　　　　iSパ&

(6.23)

の形の多項式で与えられるとする.ここに係数α,l,,j,β/l,iμ,‥･は未知のパラメータ

である.以上のようにすれば式(6.3)を定めることは式(6.3)の未知パラメータZ7Z　,l｡,C,z｡,

左,l･および式(6.23)の未知係数α,l,り,β,l,･μ,‥･を定めることに帰着される.

　これらのパラメータを求めるため,関数φ/lを定める際に測定した周期外力に対する定常
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状態のたわみのデータと外力のデータをここで再び用いる.これらの測定データから式

(6.20)および(6.21)または(6.22)を用いてχ,zと9,1を求める.このようにして得た9,1と

χ,lは外力と同じ周期の周期関数であるので

9,1=(Q,l)oz

　　+(Q,l)lz　cosωzt+(Q,1)2z　cos2ωzt+‥･

　　+(Q,l)lz*sinωzt+(Q,1)3z*sin2ωzt+‥･

X/l=(X,l)oz

十(X,1)lz

十(χ,l)IZ

　C

●S

O sωzt十(X,l)sz　cos2ωzt十‥･

inωzt十(χ,l)2z*sin2ωzt

(6.24)

+‥･

の形のフーリエ級数に展開できる.ここにフーリエ係数(Q,l)oz,(Q,l)1,,(Q,z)2z,‥･

および(χ,l)oz,(χ,l)IZ,(χ,l)2z,‥･はFFT(高速フーリエ変換)などの手法により容

易に求められる既知の量である.次に式(6.23)で仮定した項X･xj,χiχjxA,‥･を上

で求めたモード座標χ,zの演算によって求め,その結果もフーリエ級数

χjxj=(χiχj)oz

　　　十(χixj)lz　cosωlt十(xixj)2z　cos2ωzt十‥･

　　　十(χixj)lz*sinωzt十(χiχj)2z*sin2ωlt十‥･

χ£χjxA=(χ£xjχ4)oZ

　　　十(xixjχA)IZ　COsωzt十(χixjx4)2z　cos2ωzt十‥･

　　　十(χixjx轟)lz*sinωzt十(χixjχ4)2z*sin2ωzt十‥･

争
　
●
　
参

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(6.25)

の形におく.ここでもフーリエ係数(χixj)ol,(xixj)11,‥･は既知の量である.

　式(6.24)および式(6.25)を式(6.3)に代入し,ハーモニックバランスの原理を用いて,両

辺の定数項およびcosωd,sinωd,‥･の係数をそれぞれ等しいとおくと,次の

形の方程式を得る.

[A]{S}={Q} (6.26)

ここに[A]は式(6.24)の第2式および式(6.25)に表われるフーリエ係数から決まる既知の
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マトリックス,{Q}は式(6.24)の第1式に表われるフーリエ係数から決まる既知のベクト

ル,そして{S}は系のパラメータ瓜,l･,C,l･,1,1･および非線形項Ⅳ,lの係数パラメータ

α/l,り,β/z,･μ,‥･を成分とする未知のベクトルである.これらの表示式は,求めたい

方程式の数,非線形項を表わす多項式の次数,フーリエ級数展開の打切り次数などを指定

すれば容易に求められるもので,一般的な表示は面倒であるからここでは省略する.

　加える外力の角振動数ωz(1=1,2,‥･,£)の数£を適当に定め,またフーリエ級数展

開の打切り次数を適当にとれば,未知数の数より多い方程式を含んで再び式(6.26)の形の

方程式を得る.そこでこの式に最小二乗法を適用すれば,{S}は

{S}=([A]7[A])-1[A]7{Q} (6.27)

によって定められる.必要があれば重みマトリックスを用いて同定の精度を上げるよう試

みることができる.重みマトリックス[r]を用いるとき,{S}は式(6.27)の代わりに

{S}=([A]1゛[M/][A])-1[A]7[i･y]{Q} (6.28)

で与えられる.式(6.27)あるいは式(6.28)によって{S}を求めれば,方程式(6.3)が定めら

れたことになる.

　6.4　数値シミュレーションによる同定の例

　6.3節で提案した同定法の有効性を検討するため,ここで数値的に求めた振動データを

実験データとみなし,同定の数値シミュレーションを行う.

　6.4.1　はりに対するシミュレーション結果

　はじめにはりに対するシミュレーション結果を示す.

　振動データを数値的に求めるため,一例として,はりの長さ1,断面積A,断面二次モ

ーメントj'　,　密度ρ,縦弾性係数£,初期伸びu　o,　粘性減衰の大きさCおよび内部減衰の

大きさμを次のように定める.

-
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1

7

£

C

-

-

-

一

一

-

-

-

0

1

2

0

8

9

0

1

1

3

6

5

たわみの測定点を

X=

1
-

5

1,

6　菌,

×10‾

×101

Ns/m2,

2
-

5

1,

3
-

5

の位置に4箇所取り,外力は

l簒　m4,

1　Pa,

1,

4

-1

5

A=9.50×10‾6　m2

ρ=7.84×1　0　s　kg/ms

uo=1×10‾6m

μ゜3.00×10‾4S

Q=Qoδ(x-x,)cosωt

1 (6.29)

(6.30)

(6.31)

で与えられる集中的な調和外力を作用させる場合を考える.この式でQoは外力の大きさ,

x,は集中外力を作用させる加振点である.以下の数値例では大きさQoはQo=1.0×10-2

Nとした.また加振点は式(6.30)の1番目のたわみの測定点と同じ点に取った.

　たわみωの振動データを次のように求める.はりの運動方程式を,線形のモード関数を

用いてモード方程式に変換する.そのはじめの6式を与えられた周期外力に対し,適当な

初期条件のもとに数値的に積分し,外力と同じ周期の周期解になるまで積分を続ける.こ

うして得た周期解から各測定位置における-たわみ振動を求め,これを実験データとみなす.

　外力の振動数ωのいろいろな値に対して求めた各測定位置でのたわみを,振幅とωの関

係にして共振曲線の形で示すと図6.1に○印で示すようになった.

　図6.1に示すたわみの測定データから6.3.1節に示した方法でφ,zを求める.ここでは

固有値問題(6.16)におけるマトリックス[ω]をたわみの調和成分のフーリエ係数から作成

した.内挿関数として一次関数を採用した場合のφ/1(n=1,2,3,4)を図6.2に示す.こ

の図には参考のため線形のモード関数を破線で示してある.また同時に得られた固有値

7　/l(n=1,2,3,4)を表6.1に示す.この表から固有値74は他の固有値に比べて小さい

ことがわかる.得られたφaから式(6.20)により求めたχ,lを共振曲線の形で示すと図6.3の

ようになった.この図から固有値74が小さいことに対応してχ4が小さいことがわかる.

そこで同定はχ,l(n=1,2,3)に関するものとする.

　同定に当たって,非線形項は式(6.23)に示すχ,zの二乗,三乗の項よりなるとする.ただ

し力学的な考察によって,各非線形項はポテンシャルから導かれると考えられるので,こ
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表6.1　固有値

71 6.965×10‾6

72 6.472×10‾6

7s 0.448×10‾6

74 0.001×10‾6

図6.2　φ,l
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こではの三乗,四乗の多項式で与えられるポテンシャル

から

び=　Σαiμχixjχ轟十　Σ　βiμzx£xjx轟xz
　　dパル　　　　　　　　i幻S肩1

(6.32)

　　　　　　　∂び

　　　　Ⅳa=5てに　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(6.33)

によって導かれるとする.このようにしたほうが,非線形項(6.23)の係数パラメータが減

少し,精度の向上が期待される.フーリエ級数展開の打切り次数は3にする.またここで

は重みマトリックスは用いないことにする.

　図6.1に示したすべてのデータを用いて,提案した方法に従って同定を行った.その結果

を表6.2に示す.得られた同定結果の妥当性を検討するため,表6.2に示したパラメータの

値を用いて測定位置でのたわみを求め,図6.1に重ねて実線で示した.またこのときのたわ

みの振動波形の例を図6.4に示す.図6.1あるいは図6.4からわかるように同定結果はもとの

実験データをよく再現している.

表6.2　同定結果

kg/l
11

瓜12

7ZIS

瓜22

m2s

ss

　×10‾2

.219

.000

.000

.221

.000

.234

　i/m'
111

112

α1　1　S

12　1

α1　2　S

ISS

α222

α22S

2簒簒

αSSS

　　×104

.000

0.000

.000

0.000

.000

0.000

.000

0.000

0.000

0.000

　　N/m4
1111

1112

β1113

1　1　2　2

β112簒

β1　1　3　3

1222

β122s

β12簒s

βlss3

2222

β2223

β22簒3

β2sss

βsss寡

　　×107

　0.182

0.155

0.037

　1.459

　0.060

　3.292

0.612

0.098

1.764

0.296

　2.801

　0.305

　12.838

　0.665

　14.379

Ns/m2
　11

　12

CI簒

22

C2s

Cs3

　　×10‾2

　2.503

0.046

0.031

　3.162

　0.054

　6.174

N/m2
　11

1　12

1s

1H

IH

IH

　×10

　0.750

0.285

0.105

　4.666

　0.262

7.357
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　6.4.2　長方形板に対するシミュレーション結果

　次に長方形板対するシミュレーション結果を示す.

　振動データを数値的に求めるため,一例として,長方形板の横の長さa,縦の長さ1),

厚さ瓦,密度ρ,縦弾性係数£,ポアソン比ν,粘性減衰の大きさCおよび初斯張力Ⅳoの

大きさμを次のように定める.

α=

瓦=

£=

C=

0.65　1,

0.5×10‾sm

6=0.35　m

p=7.84×1　0　s　kg/ms

2.06×1　0　11　Pa,　1ノ=0.3

1　2　0　Ns/ls,　　　7Vo=4.0×1　0　3　N/m

たわみの測定点を

(x,y)

　
　
a
　
　
　
　
　
a

l
一
　
4
　
　
2
一
　
4
ぐ
　
　
ぐ

　
　
=

　
　
α

I
一
4ぐう

　
　
'
･
0

I
一
3

　
　
α

n
a
一
　
4ぐう

　
　
ー
○

2
一
3

の位置に6箇所取り,外力は

Q
-

-

2

一
3
　
1
一
3

り,

う
　
　
ー
○

2
一
4
　
3
一
4
ぐ
　
　
ぐ

Qoδ(z-x,)δ(y一y,yc6sωt

1
-

3
　
　
2
一
3

(6.34)

(6.35)

(6.36)

a,

a,

う
　
　
ー
○

り

で与えられる集中的な調和外力を作用させる場合を考える.この式でQoは外力の大きさ,

(x,,y,)は集中外力を作用させる加振点である.以下の数値例では大きさQoはQo=230

Nとした.また加振点は式(6.35)の1番目のたわみの測定点と同じ点に取った.

　測定位置(6.35)におけるたわみの振動データをはりの場合と同様にして数値的に求め,

これを実験データとみなす.外力の振動数ωのいろいろな値に対して求めたたわみを,振

幅とωの関係にして共振曲線の形で示すと図6.5に○印で示すようになった.図6.5には式

(6.35)の6点の測定位置のうちはじめの3点におけるたわみのデータを示してある.

　以上のようにして得られたたわみの測定データから固有値問題(6.16)を解いて得られた

固有値を表6.3に示す.固有値問題(6.16)におけるマトリックス[a･]は調和成分のフーリェ

係数から作成した.また式(6.20)により求めたX,lを共振曲線の形で示すと図6.6のように

なった.表6.3および図6.6からxs,χ6が他のX,lに比べて小さいことがわかる.そこで

-
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同定はX,l(n=1,2,3,4)に関するものとする｡

　同定に当たって,非線形項はポテンシャル(6.32)から(6.33)によって得られるとした.

フーリエ級数展開の打切り次数は3とし,重みマトリックスは用いないことにした.

　図6.5に示したすべてのデータを用いて,提案した方法に従って同定を行った.その結果

を表6.4に示す.得られた同定結果の妥当性を検討するため,表6.4に示したパラメータの

値を用いて測定位置でのたわみを求め,図6.5に重ねて実線で示した.またこのときのたわ

みの振動波形の例を図6.7に示す.図6.5あるいは図6.7からわかるように同定結果はもとの

実験データをよく再現している.

表6.3　固有値

71 5.984×10‾5

72 5.479×10‾s

7s 0.927×10‾s

74 0.123×10‾s

7s 0.003×10‾s

7s 0.000×10‾s
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表6.4　同定結果

kg/m2

7Z　1　1

17Z　1　2

7Z　I　S

瓜14

瓜22

Z7Z　2　S

瓜24

瓜3s

瓜34

琲44

　1.295

0.003

-0.006

-0.012

1.307

0.004

0.006

　1.240

0.022

1.193

　N/m4
111

α112

α1　1　S

114

α1　2　2

α1　2　3

α1　2　4

1簒3

134

α1　4　4

α222

22S

α224

2SS

α2S4

α244

αSSS

簒S4

αS44

α444

　　×107

　0.000

　0.000

　0.000

　0.000

　0.000

　0.000

　0.000

　0.000

　0.000

　0.001

　0.000

　0.000

　0.000

　0.000

　0.000

　0.000

　0.000

　0.000

　0.001

0.001

　　N/m5
H11

β1112

β1113

1114

β1　1　2　2

β1　1　2　3

1　1　2　4

β1　1　3　3

β1　1　3　4

βl　l　4　4

β1222

β1223

β1224

β12s3

1234

β1244

βlsss

β1334

1344

β1444

β2222

β2223

β2224

β2233

β22s4

2244

β2ss3

β2ss4

β2344

2444

β3333

3334

β3344

β3444

β4444

　　×10　1　0

　1.009

　0.144

　0.261

　0.213

　1.846

1.580

-0.064

4.634

　0.531

　4.861

　0.695

1.531

-0.328

1.443

3.033

4.096

0.815

2.792

3.265

-0.820

0.550

0.023

0.083

　3.159

1.859

4.500

0.344

-0.193

-0.843

0.933

　3.436

1.881

9.204

3.650

5.259

Ns/ms
　11

C　12

CI簒

C　14

C22

C23

24

Css

C　S4

C44

　　×10

　4.014

　0.015

　0.014

0.092

4.020

0.096

0.010

　4.003

0.103

4.644

N/ms
　11

1　12

11s

&14

22

1H

ゐ24

H

i　s4

144

　　×10s

　2.438

　0.342

0.127

0.092

　1.601

0.206

0.030

　4.633

0.691

5.480

-
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　6.4.3　円板に対するシミュレーション結果

　最後に円板対するシミュレーション結果を示す.

　振動データを数値的に求めるため,一例として,円板の半径a,厚さ/z,,密度ρ,縦弾

性係数£,ポアソン比1,,粘性減衰の大きさCおよび初期張力7Voの大きさμを次のように

定める.
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-
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π

1
一
3
　
4
一
3

づ

づ

1 (6.37)
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たわみの測定点を

(r,θ)

　
　
a
　
　
　
　
　
α

1
一
4
　
3
一
5
ぐ
　
　
ぐ

　
　
=

の位置に6箇所取り,外力は

Q
-

- Q,δ(r-r,)δ(θ-θ,)cosωt
　　　　　　　　　　　t　　k-

で与えられる集中的な調和外力を作用させる場合を考える.この式でQoは外力の大きさで,

Qo=230Nとした.また(r,,θ,)は集中外力を作用させる加振点で,式(6.38)の1番目の

たわみの測定点と同じ点を加振点とする場合と3番目の測定点と同じ点を加振点とする場

合を考えた.それぞれの場合の外力に対する各測定位置におけるたわみの振動データをは

りの場合と同様にして数値的に求め,これを実験データとみなす.1番目のたわみの測定

点を加振点とした場合の測定位置でのたわみを,振幅と振動数ωの関係にして共振曲線の

形で示すと図6.8に○印で示すようになった.図6.8には式(6.38)の6点の測定位置のうち

のはじめの3点の位置におけるたわみのデータを示してある.

　以上のようにして得られたたわみの測定データから固有値問題(6.16)を解いて得られた

固有値を表6.5に示す.固有値問題(6.16)におけるマトリックス[ω]はωから3ωまでのフ

ーリエ係数から作成した.また図6.8に示したデータから式(6.20)により求めたX,lを共振

-
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曲線の形で示すと図6.9のようになった.表6.5および図6.9からxs,X6が他のX心こ比ベ

て小さいことがわかる.そこで同定はX,l(n=1,2,3,4)に関するものとした.

　同定に当たって,非線形項はポテンシャル(6.32)から(6.33)によって得られるとした.

フーリエ級数展開の打切り次数は3とし,重みマトリックスは用いないことにした.

　図6.8に示した1番目のたわみの測定点を加振点とした場合のデータと3番目のたわみの

測定点を加振点とした場合のデータの両方を用いて,提案した方法に従って同定を行った.

その結果を表6.6に示す.得られた同定結果の妥当性を検討するため,表6.6に示したパラ

メータの値を用いて測定位置でのたわみを求め,図6.8に重ねて実線で示した.またこのと

きのたわみの振動波形の例を図6.10に示す.図6.8あるいは図6.10からわかるように同定結

果はもとの実験データをよく再現している.

　ここで示した円板の場合,2番目と3番目のモードの線形の固有振動数が一致し,これ

らのモードが縮退している.このような場合の同定は一般に困難であるが,以上の結果か

ら, ここで提案した方法ではこのような場合でも精度の良い同定が可能であるといえる.

表6.5　固有値

71 1.201×10‾s

72 0.313×10‾3

7s 0.175×10‾s

74 0.008×10‾s

7s 0.001×10‾3

76 0.000×10‾s
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表6.6　同定結果

kg/m2
11

7Z　1　2

瓜ls

瓜14

7Z22

瓜2S

771　2　4

ss

7Z　3　4

瓜44

0.786

.000

0.039

0.365

.055

.000

0.000

.043

.031

.209

　N/m4
111

α112
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114

α1　2　2

1　2　S

124
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IS4

α1　4　4

α323

22S
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2S3
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簒簒S
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α簒44
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　　×107
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0.000
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0.000
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0.000

.000
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0.000

0.000

.000

0.000

0.000

.000

0.000

　　N/ms
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β1112

β1113
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1　1　2　s
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β11ss
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β1　1　4　4

1322
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1224

β1233
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β1244

βlsss

1334

βls44

1444
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222s

β2224

β223s

22s4

β2244

2333

β2ss4

β2344

β2444

β3sss

β33s4

βs344

s444

β4444

　　×109

　0.172

0.001

0.059

0.085

1.767

　0.001

　0.002

　1.686

　0.412

　3.054

0.003

0.123

1.645

-0.001

0.008

0.005

0.340

　0.205

0.212

-2.645

2.154

　0.000

0.002

4.334
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　6.5　まとめ

　この章では,同定の対象とする系に対応する線形のモード関数が未知の場合でも非線形

連続系を同定できる方法を提案した.提案した方法は,周期外力による定常状態のたわみ

振動のデータを用いて,vold,H.とLeuridan,J.の提案した方法を応用してたわみに大きく

寄与する成分を取り出し,その成分に関する方程式を定めるものである.非線形はりおよ

び長方形と円形の非線形板に対して数値シミュレーションを行い,提案した方法の有効性

を示した.

-
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第7章　統計的手法の導入(ss)

　7.1　まえがき

　前章までに提案してきた非線形連続系の同定法は安田ら(27)の提案した多自由度非線形

振動系の同定法に基づいている.しかしこの方法では,測定データに含まれるノイズが小

さい場合には精度良く同定できるが,ノイズが大きくなるにつれて同定精度が急速に悪化

することがわかった.

　そこでこの章では,測定データに含まれるノイズが比較的大きい場合でも精度の良い結

果が得られる同定法の開発を目的として,統計的手法を導入して安田らの提案した方法を

改良した多自由度非線形振動系の同定法を提案する.基本的な検討を目的とするため,こ

こではノイズは正規分布をなすものとする.改良した同定法の有効性を検討するため,い

くつかの代表的な多自由度系を取り上げ,数値的に得た定常振動にノイズを加えたデータ

を実験データとみなして,提案した方法で同定を行う.

7.2同定法の提案

　7.2.1　安田らの(17)同定法の概要

　本論に入る前に,安田らの提案した同定法の概要を,復元力に非線形性をもつ自由度n

の非線形振動系を例にして説明する.減衰力または復元力と減衰力の両方に非線形性があ

るような系も以下と同様に扱うことができる.対象とする系に外力{9}を作用させるとき,

運動方程式は

[M]{x}十[C]{x}十[jぐ]{x}十{7V}={9} (7.1)

となる.ここでマトリックス[M],[C],[瓦]はそれぞれ慣性マトリックス,減衰マトリ

ックス,剛性マトリックスを表し,ベクトル{7V}は非線形項を表す.

　この系を同定するため,非線形項{Ⅳ}={Ⅳ1　7V　2　･　‥7V,l}7は変位x　l,X　2,‥･の多項

式

7V厨=α｡IX12+α尉2×IX2+‥･+β｡IX13+β｡2×12×2+‥･

　　　　　　　　　　　　　　　　　(z7z=1,2,‥･,n)
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で近似されるとする.こうすれば,この系を実験的に同定するとは,外力{9}とそれに対

する応答{x}の実験データから,式(7.1)のマトリックス[M],[C],[瓦]と式(7.2)の係

数パラメータα｡1,α｡2,･‥を定めることに帰着される.

　同定のため,振動数ωiの周期外力{9i}={9　il　9　,2　･‥9　,a}1`を系に作用させること

によって外力と同じ周期の定常振動{x,}={xil　x,2　･‥x　i,l}7を発生させ,19i},

{x,}を測定する.これらはともに振動数ωiの周期関数であるから,それぞれ

{9i}={Qio}

　　　十{Qil}cosωit十{Qi2}cos2ωit十‥･

　　　十{Q£1*}sinωit十{Qi2*}sin2ωit十‥･

{xi}={xio}

　　　十{X£1}cosωit十{xi2}cos2ωit十‥･

　　　十{xil*}sinω£t十{χi2*}sin2ω£t十‥･

(7.3)

(7.4)

の形のフーリエ級数に展開できる.ここでフーリエ係数{Qio},{Q,1},‥･,{χio},

{xil},‥･は既知の量である.また式(7.2)の変位の二乗,三乗,‥･の項を成分とするベ

クトル{x2£}={xi12　x£lx£2･‥}7,{x3i}={x£ls　x£12x£2　･‥}7,‥･も,それ

らのデータを{x,}のデータの演算によって作成することによって

{X2i}={X2£o}

　　　　十{χ2il}cosωit十{χ2iz}cos2ω£t十‥･

　　　　十{X2il*}sinωit十{X2£2*}sin2ωit十‥･

{x3i}={xsio}

　　　　十{χsil}cosωit十{χ3i2}cos2ω£t十‥･

　　　　十{xsil*}sinωit十{xsi2*}sin2ω£t十‥･

参
　
参
　
参

(7.5)

の形のフーリエ級数に展開できる.ここでもフーリエ係数{X2,0},{x2,d,‥･は既知の

量である.

　式(7.3),(7.4),(7.5)を式(7.1)に代入し,ハーモニックバランスの原理を用いて,両

辺の定数項,調和成分を適当な打ち切り次数まで等しいとおくと,
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[Å]{S}={Q} (7.6)

の形の方程式を得る.ここで[A]は式(7.4),(7.5)のフーリエ係数から決まる既知のマト

　リックス,{S}は式(7.1)の[M],[C],[瓦]の成分および非線形項(7.2)の係数パラメー

タα･1,αs2,･‥を成分とする未知のベクトル,{Q}は式(7.3)のフーリエ係数から決ま

る既知のベクトルである.いくつかのω,に対するデータから式(7.6)の形の方程式を作成

し,全体として未知数の数よりも方程式の数が多くなるようにする.こうして得た方程式

に最小二乗法を適用して未知パラメータを定める.

　以上が安田らの提案した同定法の概要である.

　7.2.2　統計的手法の導入

　上記の安田らの提案した同定法では,測定データに含まれるノイズが小さい場合には精

度よく同定できるが,ノイズが大きくなると同定精度が悪化することがわかった.そこで

測定データに含まれる誤差が比較的大きくなっても精度の良い同定結果が得られるように,

統計的手法を導人して安田らの方法の改良を試みる.ここでも復元力に非線形性をもつ多

自由度非線形振動系を例にして説明する.

　統計的手法を導入する前に,安田らの方法にいくらか変更を加えておく.安田らの方法

では,式(7.5)のフーリエ係数{X2,0},{χ2･1},‥･を求めるのに,時間領域における

{xi}のデータの演算から変位の二乗,三乗,‥･の項のベクトル{x　2i},{x3i},‥･を作

り,それをフーリエ級数に展開する方法をとった.ここでは同じフーリエ係数を求めるの

に,適当な次数で打ち切った式(7.4)のフーリエ級数の演算によって求める方法をとる.こ

のようにすれば,式(7.6)のマトリックス[A]は式(7.4)のフーリエ係数のみから決まるこ

とになる.

　以上の準備をしておいて,安田らの同定法に統計的手法を導入する.まず表記を簡単に

するため,式(7.4)のフーリエ係数{xio},{xil},‥･を合わせて応答ベクトル{X･}とす

る.いま,測定によって得られた振動データ{xi}のみに偶然誤差が混入しているものと仮

定する.かりに振動数ωiの外力{9,}に対する応答を無限回測定すると,誤差は偶然誤差

のみであるので,{xi}は正規分布になり(s4),その{xi}から求めるフーリエ係数{X,}も

正規分布となる(“).そこでその分布の母平均を{Z,},母分散を{(y2,}とする.測定によ

って応答ベクトル{xi}が得られる確率密度P,は
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Pi=rl

　　　j=1

となる(")

表している

|
1

√i‾i(7　ij

ここでXり
9

exp

　
　
Tt

(Xり-Xり)2

2(y2り 11 (7.7)

Zij,cy　2りはそれぞれ{xi},{Zi},{(y2i}のj番目の成分を

　加振実験で,外力の振動数をω1からω,,まで変化させて応答ベクトル{XI},{X2},‥

,{X,,}が得られたとすると,それらのデータが得られる確率密度召は,式(7.7)のPiの

iを1からⅣまで変えた値を乗じた

　　　7V　　　　7V
召=II　P£=r【

　　　i=1　　　　i=1 ―　只ぐ

1

√‾2‾i(yij
exp

　
　
一

t
(Xり-Zり)2

2(y　2ij う11 (7.8)

で与えられる.

　簡単のため応答ベクトル{χ1},{X2},‥･,{X,,}を並べて得られるベクトルを{X}と

書くことにする.またこれに対応して{ZI},{Z2},‥･,{Z,,}を並べて得られるベクト

ルを{Z}と書く.応答ベクトルとして{χ}が得られた理由は,その測定時点において式

(7.8)の確率密度Rが極大であったからと考えるのが妥当である.したがって得られた応答

ベクトルから沢を極大にするような{X}を求めれば,それは真の応答ベクトルとして最も

良い推定値といえる.召を極大にするには

　　7V
7=Σ

　　i=1 僕
(xij-　Z£j)

2(y2り

`
'
､
2

1 (7.9)

を極小にすればよい.したがってrを極小にする{Z}が応答ベクトルとして最も良い推定

値である.

　ところで{Z}は制約条件として式(7.6)を満足しなければならない.この場合にマトリッ

クス[Å]は{Z}から定められるマトリックスである.したがって式(7.6)を満足し,かつ7

を極小にする{X},{S}を求めれば,応答ベクトル{X}および系のパラメータ{S}の最も

良い推定値が得られたことになる.

　以上のような{X},{S}を求めるため,ラグランジュの乗数法を利用する(s7)(¨).ラ

グランジュ乗数{ご}を導入して,ラグランジュ関数びを

-
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4､.

び
-

-

　7V
Σ
i=1 {尽

(χり-Zり)2

2(y2り ― 十ぼ}1`([Å]{S}-{Q})

で定義する.びを極小とするための条件は

∂び

∂Zり

　∂び

∂{S}

∂び

Zり-χり

　　(72£j

=[Å]i{ご}
-

-

　∂A

5TF]{sトo

=[A]{S}-{Q}={O}

{O}

-

(7.10)

(7.11)

(7.12)

∂{ご}

である.ここで式(7.11)の第2式,第3式の左辺は,びを{S}の各成分,{ζ}の各成分で

それぞれ偏微分して得られるベクトルである.第3式は制約条件(7.6)そのものである.こ

のようにして,連立方程式(7.11)から{Z},{S},{ご}を求めれば,それらは制約条件

(7.6)を満足しながらラグランジュ関数びを極小にすることがわかる.このときの{S}が同

定結果である.

　減衰力に非線形性がある場合や復元力と減衰力の両方に非線形性がある系に対してもこ

れまでに述べたと同様にして同定できる.

　7.2.3　非線形連立方程式の解法

　方程式(7.11)の第1式,第2式,第3式はそれぞれ{Z},{S},{ζ}の成分の数と同数

の方程式であるので,この連立方程式は原理的に解くことができる.しかしこの連立方程

式は非線形連立方程式であり,しかも未知数が多いので,直接解くのは困難である.そこ

で以下に示すような反復法で解く(s8).まず式(7.11)の第1式を次のように書き直す.

{Z}-{X}十｢(7.　2｣[召]7{ご}={O}

こでマトリックス[召]は



　　　　　　　　　∂A　7

{ゎ}♂={s}七て已| (7.13)

で与えられる行ベクトル{わ}り7を並べてできるマトリックスであり,｢(7.　2｣は母分散

(7　2･jを対角線上に並べ,それ以外の成分をOとしたマトリックスである.

　反復法で解くため,未知数{Z},{S}の初期値として適当な{Z}o,{S}oを与え,一回

の計算における{X}の補正量を{△X}とする.式(7.11)の第3式および式(7.12)において

{X}を{Z}o十{△X}と置き換え,{Z}oの付近でテーラー展開し,{△Z}の二乗以上の項

を無視すると

[Å]{S}-{Q}十[召]{△Z}={O}

{Z}o十{△Z}-{X}十｢cy　2｣[召P`{ご}={O}

(7

(7

14)

15)

を得る.ここでマトリックス[A],[召]は初期値{Z}o,{S}oから定まるマトリックスで

ある.式(7.15)を{△Z}について解き,式(7.14)に代入すると

を得る.

[A]{S}-{Q}-[召]({Z}o-{χ})-[召]｢(リ｣[召]1`{ζ}

この式を{ご}について解くと

-

- {O}

{ご}=([剔｢回｣[刄]')-ldAI{sト{Qト[j](ぼ)o-(別))

となり,これを式(7.11)の第2式に 代入すると

(7.16)

(7.17)

[A]7([召]｢(72｣[召]1゛)-1[Å]{S}

-[A]7([召]｢(y2｣[召]i)-l({Q}十[召]({Z}o-{X}))={O}　(7.18)

を得る.式(7.18)を解けば補正後の{S}が求められる.この{S}を式(7.17)に代入すれば

補正後の{ζ}が求められ,この{ζ}を用いれば,式(7.15)から補正後の{Z}={Z}o十

{△Z}が求められる.このようにして求めた{Z},{S}を新たな初斯値として収束するまで

以上の計算を繰り返す.

　反復計算を行う際に必要となる最初の初期値{Z}o,{S}oとしては,それぞれ,実験に

よって得た変位データ{X},安田らの同定法によって得た{S}を用いることができる.ま

-
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た母分散{･72i}の推定値としては,現(z7z>1)回の測定で得られるぱdj(j=1,2,‥･

z71)の平均値{X円を用いて算出される不偏分散

{(y2i}=

　Z7Z

Σ({xdj-{χi'})2
j=1

771　-　1

(7.19)

を用いることができる.

　数値シミュレーションの結果,繰り返し計算の途中において,{S},{Z}は正しい値付

近で前後しながら正しい値に近づいて行くことがわかった.そこでここでは次のようにし

て解の収束を加速した.1回目の反復計算によって得た{S},{Z}をそれぞれ{S}1,

{X}Aとし,そのときの補正量{△S}1,{△Z}Aを

{△S}A={S}1-{S}1-1,{△Z}A={Z}1-{Z}A-1

とおく.(1-1)回目と1回目の補正量{△S}1-1,{△S}Aを用いて

y
-

- {△S}17{△S}1-1

(7.20)

(7.21)

を計算する.y≧Oならば{S}1,{Z}Aをそのまま1回目の計算によって得た値とし,y<

Oならば

{S}A={△S}A/2十{S}A-1

{Z}1={△Z}4/2十{Z}1-1

をた回目の計算によって得た値とする.

― (7.22)

7.3数値シミュレーション

前章で提案した同定法の有効性を検討するため,数値シミュレーションを行った

　7.3.1　同定精度の評価法

　まず同定結果の精度の評価法を定めておく.同定の対象とする系には,復元力や減衰力,

あるいはその両方に非線形性をもつものなど種々あるので,同定結果の評価を慣性力,減

衰力,復元力に区別して評価することが適当であると思われる.そこで慣性力,減衰力,
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復元力のそれぞれに対して

£i=

£,f

£｢

-

-

-

-

∫(F£-Fi')2dx

∫Fi2d　x

∫∫(F,f-F,f)2dx(fz

∫∫F,f2d　x　d　x

∫(Fr-Fr')2d

∫Frld　i

●●

Z

(7.23)

で与えられるRMS誤差によって同定結果を評価することにする.ここでFi,FらFrは

それぞれ正しい慣性力,減衰力,復元力であり,F,≒　Fj,Fr'はそれぞれ同定によっ

て得られるパラメータから定まる慣性力,減衰力,復元力である.また上式における積分

の範囲は同定に用いたデータの振幅などから適当に定める.

7.3.2　復元力に非線形性をもつ系

はじめに図7.1に示す一自由度系を取り上げる.この系の非線形項7Vは

Ⅳ=βZs

のように,変位の三乗で与え

●●

(7.24)

られるとする.この系に外力9を加えるとき,運動方程式は

瓜x十cZ十たX十βxs -
-

9

仏ぶ

(7.25)

となる.

£

四
　9

図7.1　一自由度非線形系
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数値的に振動データを求めるため,外力9として

9=Qcosωt

の形の調和外力を加える.外力の大きさQと各パラメータの値を

Q
-

- 1,阻
-

- 1,　C
-

- 0.05,た=1,β
-

- 0.1

(7.26)

(7.27)

とし,外力の振動数と同じ周期の周期解になるまで数値的に積分を繰り返した.このよう

にして一周期分のデータを時間軸上の離散点における値として求めた.これらの値に正規

分布を成す乱数を加え,得られた結果をノイズを含む振動データと見なした.ノイズとし

て加えた乱数の標準偏差(yはOから0.3までの間のいくつかの値に定めた.(y=0.2とした

ときの振動データの一例を図7.2に示す.

　図7.2に示したようなデータを用いて,図7.1の系の同定を行った.同定にあたって非線

形項7Vを

7V=αZ2十βxs (7.28)

の形においた.加える外力の振動数ωは0.6から2.4の範囲に11点取り,フーリエ級数展開

の打ち切り次数は3とした.

H

4

2

0

(
/
`
　
　
　
　
4

　
一
　
　
　
　
　
　
一

一

1/

　　　　　　　　　　　　|

O　　　　　　　　　　　　T/2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　time　宕

　図7.2　振動データの例(ω=1.4,(y=0.2)
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の形のマトリックスである.なおマトリックス[C],[瓦]の成分はc,1から決められる.

となる.

ゴJ寸ゴ

表7.1　同定結果

-
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(y 0.1 0.2 0.3 Exact

瓜 1.000

.050

.004

.001

0.099

1.000

.049

.007

.003

.099

1.001

.049

.011

.004

0.098

1.00

.05

.00

.00

0.10

　同定によって得た未知パラメータの値の一例を表7.1に示す.表には振動データを得たも

との系のパラメータを合わせて示してある.表から,ここに示したcyの範囲内では,同定

による各パラメータの値はいずれももとの系のパラメータに近い値となっていることがわ

かる.同定結果の精度を定量的に評価するため,(7･の各値に対し式(7.23)で定義したRM

S誤差を求めたところ,図7.3に実線で示すような結果となった.比較のため,安田らの方

法によって得た同定結果に対して,同じようにRMS誤差を求め,破線で示した.図から,

安田らの方法による同定結果はノイズが大きくなるとともに精度が急速に悪化しているの

に対し,ここで提案した同定法では,ノイズが大きくなっても精度の良い同定結果が得ら

れていることがわかる.ただし減衰力に関しては,安田らの提案した同定法でもほとんど

悪化していない.この傾向は二自由度系,三自由度系の場合も同様であった.

　次に図7.4に示した二自由度系を取り上げる.三つのばねは同じ特性のもので,非線形性

は変位xに対し

Ⅳ
-

- βxs (7.29)

で与えられるとする.この系に外力{9}={9192μを加えるとすると,運勤方程式は

[M]{x}十[C]{X}十[瓦]{Z}十{Ⅳ}={9}

W

4､.

現
　
0―

　
=　
1

　
M

　
r
L

こで[M],[C],[瓦]は

;D･1=に

(7.30)

(7.31)



またベクトル{7V}は

{7V}= t
　
　
=

j
Ⅳ
　
Ⅳt

βxls十β

βX2s十β

(ZI-

(x2- 1
3
　
　
S

ー
ー

　
ー
　
　
ー

Z
　
　
X

で表される非線形項である.

　数値的に振動データを得るため,各パラメータの値を

0.6

k1　0.4

0.2

0.〔1

0.6

心0.4

0.2

0
　
　
　
0

　S･,

哨0.4

0.2

0.〔1

Oこ0

-･e-

-　e-　-

　0.1　　　　0.2

　　　　　　　　　　　　(J

Proposed　method

Tasuda゛s　method(27)

0.3

図7.3　復元力に非線形性をもつ一自由度系の同定結果

　　　　から求めたRMS誤差

-
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斑l
-

- 斑2
-

一 1,.C
一

- O.0　5,　1=1,β
-

- 0.1 (7.33)

とした.外力{9}として,質量Z7Z　Iの物体にのみ大きさ1の調和外力を作用させる

91=cosωt,92
-
- 0

の場合と,質量訊2の物体にのみ大きさ1の調和外力を作用させる

91
-

一 0,92=cosωt

(7.34)

(7.35)

の場合とを考えた.両方の場合にそれぞれ数値的に定常振勤{x}を求め,一自由度系の場

合と同様に,これに正規分布を成す乱数を加え,実験データと見なした.

　同定のためマトリックス[M],[C],[瓦]を式(7.31)の形に,また非線形項{7V}を

7VI=αHX12+α12×IX2+αISX　22

　　+βHXls+β12×12×2+βlsxlx22+β14×2s

7V2=α21×　12+αHXIX2+αHX22

　　+β21　×　ls+βHX12Z2+βHXIxz2+β24×2s 1 (7.36)
の形においた.加える外力の振動数ωは,式(7.34)および(7.35)のそれぞれの場合に0.5か

ら2.6の範囲で13点取り,フーリエ級数展開の打ち切り次数を3とした.

　一自由度系の場合と同じように隨定を行った.同定精度を見るため,ノイズとして加え

た乱数の標準偏差,7の各値に対しRMS誤差を求めた.例として復元力に対するRMS誤

差を,安田らの方法によるRMS誤差と合わせて図7.5に示す.この図から,二自由度系に

対しても,安田ら方法の結果と比較して精度の良い同定結果が得られていることがわかる.

伺7V
£1

仏Ⅳ
£2

　91　　　　　92

図7.4　二自由度非線形系

-
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　さらに図7.4に示した二自由度系に,同じ特性のばね,ダンパおよび質量訊sの物体を加

えてできた三自由度系をとり上げ,数値的に求めた定常振動に正規分布を成す乱数を加え

て得たデータを実験データとみなしてこの系の同定を行った.非線形項を式(7.36)を三自

由度に拡張した形におき,各物体を加振したデータを用いて数値シミュレーションを行っ

た結果,この場合にも,安田らの方法と比較して精度の良い同定結果が得られることがわ

かった.

J

ぷ
叫

1.0

0.5

0

1.0

0.5

0

0.0

-e･--

-e-　-

　0.1　　　　0.2

　　　　　　　　　　　　(J

Proposed　method

Yasuda゛s　method(27)

0.3

図7.5　復元力に非線形性をもつ二自由度系の同定結果

　　　　から求めた復元力のRMS誤差
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　7.3.3　減衰力に非線形性をもつ系

　減衰力に非線形をもつ一自由度系として,van　der　Polの方程式で表される系を取り上げ

る.この系を支配する運勤方程式は

訊x-ε(1-x2)x十たX 一

- 9

となる.

　数値的に振動データを求めるため,外力9として

9
-

一 Qcosωt

の形の調和外力を加え,外力の大きさQと各パラメータの値を

Q°1,瓜゜1,左=1,ε=0.01

(7.37)

(7.38)

(7.39)

とした.このときには,外力の振動数ωが約0.8から1.2の範囲で外力と同じ振動数の定常

振動が発生することがわかったので,この範囲でωを5点取り,各ωについて一周期分の

定常振動を数値的に求め,正規分布を成す乱数を加えて実験データと見なした.

　同定のため,減衰力を表す項Ⅳを

7V=(α十βX十7×2)X (7.40)

の形においた.フーリエ級数展開の打ち切り次数を3とした.

　復元力に非線形性をもつ系の場合と同じように同定を行い,得られた結果のRMS誤差

を安田らの方法によるものとあわせて図7.6に示す.図から,この場合にも安田らの方法に

よる結果より精度が改善されていることがわかる.

　次に二自由度系の例として,図7.7に示す防振器を取り上げる.図中の7Vは非線形性をも

つ自励力を表す部分であり,

7V
-
　　-
- clxl+e　x12×1

で与えられるとする.この系の運動方程式は

となる.

[M]{x}十[C]{x}十[jぐ]{z}十{7V}={9}

- 117　-

(7.41)

(7.42)
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図7.6　減衰力に非線形性をもつ一自由度系の同定結果

　　　　から求めたRMS.誤差
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数値的に振動を求めるため,質量訊lの物体にのみ調和外力

91
-

- Qcosωt

を作用させ,外力の大きさおよび各パラメータの値を

Q

C

゜1,瓜1=1,現2=0.1,ゐ1=1,た2=0.1,

1°　0.　02,c2=0.01,e=0.02

(7.43)

(7.44)

とし,数値的に定常振動{x}を求め,これに正規分布を成す乱数を加え,外力とあわせて

実験データとみなした.

　同定のため,マトリックス[M],[C],[瓦]を式(7.31〉の形に,また非線形項{7V}を

7VI

7V

=(α

2=(

11xl

α21X 1

+

+

αHX2+αlsx　12+α14×IX2+αlsx　22)ZI

α22×2+α2sx　12+α24×lx2+α2sx　22)x2 1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(7.45)

の形においた.外力の振動数ωを0.6から1.4の範囲で9点取り,フーリエ級数展開の打ち

切り次数を3とした.

　同定によって得られた結果に対し,特に減衰力のRMS誤差を安田らの方法によるもの

と合わせて示すと,図7.8のようになる.図からわかるように,この場合も安田らの方法に

比較して精度が改善岑れている.

£1

恥
　
　
灸

図7.7　防振器
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図7.8　減衰力に非線形性をもつ二自由度系の同定結果

　　　　から求めた減衰力のRMS誤差
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　7.3.4　復元力と減衰力に非線形性をもつ系

　最後に復元力と減衰力の両方に非線形性をもつ一自由度系を考える.取り上げる系は,

復元力に変位の三乗の非線形性をもち,さらに減衰力にvan　der　Po1の方程式で支配される

系と同じ非線形性をもつものとする.この系の運動方程式は

?7ZX　-　ε1(1-X2)x十1X十ε2Z3=9

となる.

　数値的に振動データを求めるため,外力9として

9
-
- Qcosωt

の形の調和外力を加え,外力の大きさQと各パラメータの値を

Q
-

- 1,Z71=1,1=1,ε1
-

- 0.01,　ε2
-

- 0.1

(7.46)

(7.47)

(7.48)

とした.この場合,外力の振動数ωが約0.9から1.4の範囲で外力と同じ振動数の定常振動

が発生することがわかったので,この範囲でωを6点取り,各ωについて一周期分の定常

振動を数値的に求め,正規分布を成す乱数を加えて実験データと見なした.

　同定のため,減衰力を表す項7V,fを

7V,f=(α1十α2x十α3×2)x

の形に,また復元力を表す項7Vrを

7Vr=βIX十β2×2十βsx3

(7.49)

(7.50)

の形においた.フーリエ級数展開の打ち切り次数を3とした.

　同定によって得た結果に対し,RMS誤差を安田らの方法によるものと合わせて示すと

図7.9のようになる.この図から,ここで提案した方法によるRMS誤差は,安田らの方法

によるものより改善されていることがわかる.
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図7.9　復元力と減衰力に非線形性をもつ一自由度系の

　　　　同定結果から求めたRMS誤差
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　7.4　まとめ

　この章では,測定データに含まれるノイズが比較的大きい場合でも精度の良い結果が得

られる同定法の開発を目的として,ラグランジュの乗数法を導入して,安田らの提案した

多自由度非線形系の同定法を改良した.復元力に非線形性をもつ系,減衰力に非線形性を

もつ系,復元力と減衰力の両方に非線形性をもつ系を取り上げて数値シミュレーションを

行い,改良した同定法が,データに含まれるノイズが比較的大きい場合でも有効であるこ

とを確認した.
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第8章　結論

　本論文は,機械や構造物を非線形振動系として同定する手法を開発するための基礎的な

検討を目的として,その簡単な構成要素を取り上げ,同定法を提案したものである.まず,

非線形はりおよび非線形板といった連続系を対象として,対応する線形系のモード関数が

既知であるという前提のもとにモード方程式を定めるという考え方で同定法を提案し,数

値シミュレーションおよび実験によって提案した方法の適用性を示した.次に,この前提

条件を緩和し,線形のモード関数が未知の場合でも同定ができる手法を提案し,数値シミ

ュレーションによってその適用性を示した.最後に,多自由度系を対象として,測定デー

タが比較的大きなノイズを含む場合でも良好な同定結果が得られる同定法を提案し,数値

シミュレーションによってその有効性を示した.以下に各章の内容をまとめる.

　第1章は序論であって,本研究の意義と目的を述べた.

　第2章では,非線形連続系のもっとも簡単な例として,一様な非線形はりを取り上げ,

同定法を提案した.まず,偏微分方程式で表される運動方程式を,線形のモード関数を用

いればモード方程式と呼ばれる,運動方程式と等価な常微分方程式に変換できることを示

した.次に,線形のモード関数が既知であるという前提のもとに,周期外力とそれに対す

る定常状態のたわみ振動のデータからモード座標を求め,ハーモニックバランスの原理に

基づいてモード方程式を定める方法を提案した.そして数値シミュレーションによって,

外力を作用させる位置およびその振動数範囲を適切に選べば,提案した方法でモード方程

式を定めることができ,非線形はりが精度よく同定できることを示した.

　第3章では,第2章で提案した非線形はりの同定法を,一様とは限らない一般のはりに

拡張した.第2章で提案した同定法は,対象を一様なはりに限定したものであった.この

章では,有限要素法や通常のモード解析と組み合わせることによってこの制限を解除し,

一般性をもたせた同定法を提案した.ここでは有限要素法と組み合わせる場合を示した.

そして断面が段階的に変化するはりを取り上げて数値シミュレーションを行い,たわみの

測定位置およびその個数を適切に選べば,提案した方法で非一様な非線形はりが精度よく

同定できることを示した.

　第4章では,第2章および第3章で提案した非線形はりの同定法の適用性を検討するた

め,実際のはりを用いて実験を行い,得られたデータを用いて提案した方法により同定を

行った.その結果,得られた同定結果は実験データをよく再現すること,同定に用いた外
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力と異なる外力に対する応答をもよく予測し得ることを確かめ,提案した同定法は実際に

実験データを用いる場合にも適用可能であることを明らかにした.また同定に用いたデー

タとは異なる振動が発生する場合にはその予測はやや精度が悪いことも示した.

　第5章では,二次元の非線形連続系である非線形板を対象として同定法の提案をした.

ここでは非線形板の例として長方形板と円板を取り上げた.はじめに,連立偏微分方程式

で表される運動方程式を,線形のモード関数を用いればモード方程式に変換できることを

示した.次に,線形のモード関数が既知であるという前提のもとに,周期外力とそれに対

する定常状態のたわみ振動のデータからモード座標を求め,ハーモニックバランスの原理

に基づいてモード方程式を定める方法を提案した.そして数値シミュレーションによって,

提案した方法でモード方程式を定めることができ,非線形板が精度よく同定できることを

示した.

　第6章では,第2章から第5章までに提案した同定法が必要とした,対象とする系に対

応した線形のモード関数が既知であるという前提条件を緩和して,線形のモード関数が未

知の場合でも同定できるように実用性を向上させた方法を提案した.提案した方法は,線

形のモード解析法においてVold,H.とLeuridan,J.が提案した方法を応用して,周期外力に

対する定常状態の応答データからその応答に大きく寄与する成分を取り出し,ハーモニッ

クバランスの原理に基づいてこの成分に関する方程式を定めるものである.そして非線形

はりおよび長方形と円形の非線形板に対して数値シミュレーションを行い,提案した方法

で非線形連続系を精度良く同定できることを示した.

　第7章では,測定データに含まれるノイズが比較的大きい場合でも精度の良い結果が得

られる同定法の開発を目的として,統計的手法を用いた同定法を提案した.第2章から第

6章までに提案した非線形連統系の同定法は安田らの提案した多自由度非線形振動系の同

定法に基づいたものであった.しかしこの方法は振動データに含まれるノイズが大きくな

ると同定精度が悪化することがわかった.そこでこの章では安田らの方法にラグランジュ

の乗数法を導入し,ロバスト性を高めた多自由度非線形振動系の同定法を提案した.そし

て復元力に非線形性をもつ系,減衰力に非線形性をもつ系,復元力と減衰力の両方に非線

形性をもつ系を取り上げて数値シミュレーションを行い,提案した同定法がデータに含ま

れるノイズが比較的大きい場合でも有効であることを確認した.

　以上に述べてきたように,本論文では,非線形連続系および多自由度系の同定法を提案

し,数値シミュレーション,実験によって同定が可能であることを示した.

-
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