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　　　　　　　　　A　construction　of　9-analogue　of　Dedekind　sums

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　JUNYA　SATOH

　　　　　　　　　　　　　　　　KonanWomen`s　Junior　College.

　ABsTRACT.　VVe　give　a　new　method　of　construction　of　9-analogue　of　formal　power　series.　The

construction　follows　Carlitz's　9-Bernoulli　numbers　and　9-Euler　numbers.Asanapplication,　we

can　deduce　unknown　9-R)rmulae　from　known　classical　(i.e･,in　the　case　of　9　=1)formulae.　VVe
nnd　the　method　through　a　study　of　9-analogue　of　Dedekindsunls.We　denne　them　using　9-Euler

functions,　which　are　9-analogue　of　higher-order　Dedekind　sums　introduced　by　Apostol　[1].And
we　prove　the　reciprocity　law　for　these　9-Dedekind　sums.

0.1NTRODUCTION.

　lf　one　looks　back　the　classical　Proof　(d.　Carlitz[4])of　the　reciProcity　law　for　Dedekind
sums　in　order　to　construct　9-analogue　of　Dedekind　sums　which　also　have　the　reciprocity

law,one　can　soon　seethat　the　following　elementary　equation　is　essential　in　the　Proof:
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for　any　distinct　comPlex　numbers　u　and　t',　where　5Ξtmeansthe　generating　function　of
Euler　numbers　associated　to　u.　So　we　must　extend　the　aboveequation　to　the　generating

function　of　9-Euler　numbers　for　our　PurPose.　As　a　result,　we　obtain　a　very　suggestive

equation(see　Lemma　5)under　theconditions　lul　>1　and　㈲>1:
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where　R;9(z)means　the　generating　function　of　9-Euler　numbers　associated　to　u　and　the

left　hand　side　of　(2)is　determined　by　Lemma　4.　The　above　equation　is　corresPond　to

the　decomPosition　into　partial　fradionsofWΞt5Ξt:(1).　Xve　take　a　deeP　interest　in　the
invariance　of　the　form.　By　the　generalization　of　the　theory,　we　give　a　new　method　of

construction　of　9-analogue　of　forma1　Power　series.　ln　the　following,　we　exPlain　about　the

essenceof　our　theory.　ln　[21,Carlitz　denned　9-Bernoulli　numbers　for　a　comPlex　number　9
as　follows:

βo(9)=1,9(9β(9)+1)"-x(9)=U
with　theusual　convention　about　rePlacing　β"l(9)byβm(9)

for　n　=1,

for　n　>1,

Hovveverit　is　almost　impos-

sible　to　extend　the　above　recurrence　dennition　to　arbitrary　sequence,　harmonizing　with

9-Bernoulli　numbers.　So　we　need　to　consider　anotherconstruction　of　9-Bernoulli　numbers.

For　thatreasonjn　the　next　Place,Nve　explainanotherconstruction　of　9-Bernoulli　numbers

from　the　Position　that　the　generating　function　of　9-Bernoulli　numbers　canbe　viewed　as　a
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　The　PurPoseof　this　PaPer　is　that　we　give　a　new　method　of　construdion　of　9-analogue
　　　/

using　the　abo゛e　oPeratol'　?9.　As　the　nrst　steP,　゛e　extelld　the　maP:G1(Z)s゛　G9(Z)to　genera1
Power　series　using　(ρ9　and　*.Next　we　show　that　the　maP　is　a　homomorPhism.　Sovve　can

deduce　unknown　9-formulae　from　known　classical　formulae.　R)r　examPle,　wecandeduce

(2)from(1)･
ln　the　following　Part,　we　describe　the　construction　of　9-analogue　of　Dedekind　sums　in

order　to　exPlain　the　background　of　our　theory.　ln　thesecond　Part,　we　bring　about　our

Purpose　and　review　the　argument　of　the　nrst　Part　fronl　a　nexv　angle　of　vision.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

solution　of　9-diferenceequation,following　the　author7s　previous　paPer　[6].　Let　G9(Obe
the　generating　function　of　9-Bernoulli　numbers,　i.e･,

G(0=Σβφ)j
　　　_　　　　　　　●

(X)

Σ
n=0

Then　G9(z)is　determined　asaunique　solution　of　the　following　9-difrerenceequation[6,

(2)]:

　　　　　　　　　　　　G9(z)=9ey,(90　-z-01.

1f　l91　<1,then　the　solution　of　the　above　9-difrerenceequation　is　expressed　as　follows　[6,

Lemma　1]:

G9(z)=-Σ 9"e[911(9M+9-1),

where[z]=[J;9]means　G　for　any　complex　number　J
Now　the　generating　function　of　dassical　(i.e.jn　thecaseof9=1)Bernoulli　numbers　is
formally　exPressed　as　follows:

so　lve　caneasily　imagine　that
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may　be　suitable　for　9-analogue　of　G1(Z).ln　fadjf　weuse　anoPerator　?9　such　that

then　G9(Z)is　exPressed　as　follows:

G(0=

4=‰+(9-1)1,
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　　　　　　　　　　　　　　1.　CONSTRUCTION　OF　9-DEDEKIND　SUMS.

　1-1.Notationand　properties　of　an(J;9)･
　Throughout　this　paPer,　weassurnethat　9　andu　are　conlplex　numbers　such　that　l91<1

and　lul　>1.　R)11owing　Carlitz　[51,we　denne　9-Euler　numbers　associated　to　u　by

#o(9;u)= 1･(9#(9;u)+1)≒�E4(m)=O　for　n>0,

and　9‘Bernoulli　polynomials　and　9-Euler　Polynomials　by

and

&(J;9)=

#n(J,U;9)=

Σ
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Σ
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j
n
m
C

C

9゛β,(9)[J]“‾゛

≒)9m‰㈲9)[f‾"1,
respedively.　ln　paticular,　we　denne　the　following:

DEFINITloN　1.　71r　eα&71θ7z-7z9dje　i�9er　n,　ge　dq/ine

(3)

(4)

an(J;9)=

[£]"

#n(z;9‾1;9)

μ4(z)
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an(9)=an(O;9)

―
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　These　polynomials　have　the　almost　same　ProPerties　with　classical　Bernoulli　Polynomials

βn(J)and　play　an　imPortant　role　in　this　PaPer　in　sPite　of　the　divergency　of　lim9→1an(z;9)･
ln　fad,　(8)implies　as　a　Laurent　series

where　49(O　and　G9(O　mean　the　generating　functions　with　indeterminate　z　of　an(9)and

βn(9),resPedively･

　Now　we　study　ProPerties　of　an(J;9)for　n　≧0,which　will　be　used　to　denne　our9-Dedekind

sums　sn;9(/lj)･

LEMMA　1.　RΓαM/71θn-n9�jei�9er　n　α7�pθsa4H�9er£μe　/zαw

A;-1

Σ(
α=0
9()“aj;;φ)=A4((9()-‰),

�Mre(isα£-1/zmdθ/`lz�4/.

PRooF:　By　the　dennition　of　°n(J;9)μhe　lefthand　sideof(4)is　equal　to

[fΞjZ〒4(Do-φ)
　　　　3



(6)

This　is　equal　to　the　right　hand　side　of(4)by[6,　Lemma　21,which　will　be　again　proved　in

the　last　of　this　paPer　inconsequenceof　our　theory:(16).　I

　Next　we　denne　9-analogue　of　Bernoulli(or　Euler)functions　asfollows:

DEFINITloN　2.　M'r　eα&71θn-n9�jei�9er　n,　re　dq/i7ze

an(J;9)=an({J};9)9{j},

�zere{J}meαns&e&dm�μαMθ/'J.

　Using　this　notation,　Lemma　l　is　expressed　as　follows:

(5) [? 　Σ
αmod&

C “an

a
7
£C ;φ)=A#n

By　solving　the　aboveequality　with　resPed　to　an　(1φ)
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is　a　Periodic　function　with　Period　£with　resPed　to　aEZμhey

R)urier　series:
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where　4　is　a　Primitive　£-th　root　of　unity.　Hence　vveobtain　the　following　by　(5)

¨4(;;φ)={RAT4((9c)-‰)
This　completes　the　Proof　of　Lemma　2.　1

　Note　that　by　(3)and[4,(6.4)]we　have

yP)-μ}=A
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　―

where　jn(z)mean　the　n-th　Bernoulli　functions:&(r)=&({J})･

　　Now　we　denne　9-analogue　of　Dedekindsulnsusing　an(z;9)as　follovvs:
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　/

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4
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Then　we　obtain　the　following　result　which　is　an　immediate　consequenceof　Lemma　2:

LEMMA　3.　R)Γα9nθ7z-719d6H�9ern　ndpθμμwi�9ers　/z　α7�£suc/μ/MI(/l,£)=
1,tz7e　hw

4;9(/l,£)
_Q(9)jE?1
--+-

　　[£]‰　[£

Note　that　by　(6)we　have
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whelye　sn+1(/zj)aredassical　n　+1-th　higher-order　Dedekind　sums　introduced　by　APostol

[1].ln　the　next　sedion　we　prove　the　reciProcity　law　for　these　9-Dedekind　sums.

　1-2.　Reciprocity　law　for　sn;9(4,£)･
　Our　main　result　in　this　sedion　is　described　as　follows:

THEOREM　1.　R)ΓαM/non-n9�je　i�9er　n　α7�μojlie　i�9ers　/l　α7ld£suc/1　1/zd
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�1/d&usu�cθnw�iθ71α&θ�r9/αc4!7　ai(9)Oai(9)φ�e　l/zd　ao(9)is　e9uαaθao(9)

n�necessαΓi/!/　1θμ･

　Our　result　imPlies　APostoPs　reciprocity　law　[1,　Theorem　1].ln　order　to　Prove　Theorem
1,　weneed　several　lemmas.

　Let∫(O　and　g(O　be　power　series　which　have　the　following　representations:
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for　n≧O(according　to　necessity,　weassunTlethe　convergency　of　the　above　series).And　we
denne　a　*product　between　e["]f　and　e["]z　as　follovvs:

e[゛]‰e[“]z=e[m+O

and　extend　it　between　∫(Z)and　!7(Z)linearly.　Then　we　have

(7) μ)9(0=Σ(Σ
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Σ
n=0 (A

and　thecoemcients　of　G　in　(7)are　given　by
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LEMMA　4･･&rl&α&θw∫(0α7�g(0,w&zw

　　　　　　　　　　　∫(Oq(0=£{(9-1)FG+F+G}"5

　Si“lil゛ly　to　[6･　Le“1111゛　1]･゛e　can　exPress　R;9(z)by

(8) R;μ)= C 1- W)
(X)
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n=0
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if　lul　>1.　Hencethe*Produd　is　denned　between　R;J)and　f9(z)if　lul　>1　and　lpl　>1,
and　the　following　holds:
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where　we　regard　ef　as　e[111.Hence　vveobtain
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And　the　left　hand　side　of　the　aboveequality　is　equal　to

Ae[2]G(R;9(φR;μ))

that　the　right　hand　side　of(9)satisfies(10)

　Since　the　*product　is　denned　between　4

by　Lemma　5:
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Using　the　*produd,　the　denning　equation　[6,(6)]of　j1;9(z)is　expressed　by

=R;μ)+t-1,

･R;J)+(
)≒,(1)+(

=Ae[2]゛(R;μR;9)(φ)

(W-1)R;μ)+(}-1)R;μ)+G-1)
and　the　uniqueness　is　showed　easily.　0n　the　other　hand,　wecan　seeby　a　short　calculation

　This　comPletes　the　proof　of　Lemma　5.　1

μ[9)andAβ([0),we　obtain　the　following
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　By　comparing　thecoemcients　of　G　in　(11)and　using　Lemma　4,　we　obtain　the　following:
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　At　Present　Position,　wecan　seethe　reciProcity　law　for　9-Dedekind　sums　immediately　from

Lemmas　3　and　7.　¥ve　done　the　Proof　of　Theorem　1.　1

　Finally　weconclude　this　Part　by　raising　the　following　questions:

　(i)Find　the　reciprocity　law　for　generalized　9-Dedekind　sums

　Σ
αmod&
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7
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(ii)Determine　the　relationship　between　9-Dedekindsunls　and　Lambert　series

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8



　　　　　　　　2.GENERALIZATION　OF　CONSTRUCTION　OF9-ANALOGUE.

　ln　this　Part,　weconstrud　9-analogue　of　forma1　Power　series　which　satisfysonle　conditions

(forexarnPle　R;1(O　and　GI(O　etc･).The*Product　illtroduced　in　the　nrst　Part　is　denned

between　Power　series　in　ef,　so　in　order　to　treat　GI(0,　we　need　to　extend　it　to　Polynomials
in　l　at　least.

　For　nxed　comPlex　number　9　such　that　l91　<1,we　denne　anoPerator　?9　on　formal　power
　　　　　　　‐　　-

series　ring　c[[1]]as　follows:

DEEIIヽJITlorヽ･4.　Rr∫(0EC[[Z]],tdφne

4(μ))=μ)+(9-1)jμ)

　Xve　construct　9'analogue　based　on　the　oPerator　?9.　And　the　following　Lemma　is　essential

inourtheory:

LEMMA　8.　nere　u�9φ/ez�sαC-m�h/4cαΓm9ΦnyθΓeα&Fsμ&ei�9er　nj

suc/d/z

　(i)

　(ii)

　(iii)

Φ,,:c[[z]]×‥･xc[[z]]---→c[[z]]
　　　　　n　times

�

Φ,(51,…,μ)≡､/TI(o)…λ(o)m�j9　1,

G(yTI　,　…,£-1,1)=Φ｡1(､/TI　,　…,μ-1)　yn>1,

4(Φ,(yT1　,　…,μ))=Φ,(4(yTI),…,(ρ9(μ)),

μΓ511'゛‘7μEc[[z]]
PRooF:　The　uniqueness　ofφn　for　each　n　≧1　is　showed　without　dimculty,　because

Φn(z"1,‥･μ`゛)for　non-negative　integers　mi　(1≦i≦n)is　uniquely　determined　by　the
mathematical　inductionon　n　andml+…+mn.

　Next　we　show　the　existence.　R)r　that,　we　introdllce　the　following　bracket　[*,*]゜[*,*]9

from　c[[1]]xc[[1]]toc[[1]]by

LO]= £∫㈲y㈲λjzn
n=O　　　　　　　　　　°

where∫(")and　!7(")mean　the　n-th　formal　difrerential　of∫andpΞc[[z]],respectively
　㎜㎜　　　　　　　　　〃〃　　㎜　　　　　-　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‐　　-

　　Now　lid　and　[*,*]satisfy　theconditions(i),(ii)and(iii)of　Lemma　8　for　thecasesofn=1
and　n=2,resPedively,　thus　by　the　uniqueness　vvehave　the　following:

Φ1 ―

- 1id and

　9

Φ2 ―

― [9]



On　the　other　hand　for　n　>3
　　　　　　　　　　　　　　- 7

[●●● [　*1*]7*?‥･7*]
W

n　times

satisnes　theconditions(i),(ii)and(iii)of　Lemma　8,　so　it　coincides　with　Φn　by　the　unique゛
ness.　This　comPletes　the　proof　of　Lemma　8.　1

Hereafter　we　denote　[5,‰by∫*d　for　∫andp≡C㈲]j.e･,
DEFINITION　5.

　　　　　　　　　　　　　　　5*d=£∫㈲y㈲1j≧f
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n=O　　　　　　　　　　'

　By　Lemma　8,xve　caninvestig8･te　the　POPerties　of*9･

LEMMA　9.　*9s�iφes　cθmm�d&e/αn　i.e･j

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫*9　!7　=!7*95,

yor　ny　∫nO7Ec[[z]]
PRooF:　lt　is　clear　because　of　the　dennition　of　*9　or　the　uniqueness　of　Φ2.　1

LEMMA　10.　*9sαμφes　assθd�&c/αΓ,i.e･j

(Dd)･μ=D90*μ),

yαnμ,gα�kc[[z]]･

PRooF:　By　the　uniquenessofΦ3,　both　of　[[*,*],*Jand　lj*,[*,*]]coincide　with　Φ3.　1
Note　that　C[[Z]]has　a　Product　structure　with　resPed　to　*9,by　Lemmas　9　and　10
Next　we　exPlain　that　*9　satisnes　a　kind　of　exponential　law.

LEMMA　11.　Rr　eα&comμez㎜m&r　a,　&ere　m4w/!/　ez�sμ(0EC[[Z]],suc/μ4�

μO)=1 α�　　4((μz))=9?｡(1)

PRooF:　lt　is　obvious　that　μ(Z)=e[φ.I

　Nowvve　caneasily　describe　that　*9　satisnes　a　kind　of　exPonelltial　law　as　follows:

PROPosITION　1.　71ΓαM/cθmμezmzm&rsαα7�&,gc　/zαw

　　　　　　　　　　　　　Φ2(μ7y&)゜£+&9　i.e･,　e[“]1*9e[&]z°e[“+&]f.

PRooF:　By　Lemma　8,　Φ2(μ,､/&)satisnes　the　conditions　of　Lemma　ll　for　α+6,so　it
coincides　with　£+6.　1

　Therefore　the　*9　Product　is　regared　asanextension　of　the　*Product　which　is　introduced

in　the　nrst　Part.　And　by　the　above　argument,　wecan　construct　9-analogue　of　formal　power

series　which　satisfy　some　conditions.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10



DEFINITION　6.Wesdμle

μ -

- (R,+,･) f
1
1
ヽ

yθ//θ�9;

(X)

Σ
n=0

αnenZ

y
Σ
}

j

-

‐

μ9°(μ9,+,*9)

μ9[119°(μ9[z]9,+7*9)

(X)

Σ
n=0

αn9Msα&θ/Mφ/cθn17eQ7e�

　(X)

an9"e[“]f

t
　
　
　
　
=

linite

　
　
　
　
　
!―

an9Msα&��φ/cθ7177er9enl

Σμ*9Z*F‥*9Z
｡_r､　　　←

n　times

μ∈μ9　μΓeα&n

　
　
　
　
　
?―

―

　Note　that　all　of　elements　of　μ9[119　c゛11　be　゛iewed　as　those　of　C[[Z]]because　of　thecondition
onμ,so　let　4　be　the　illdllsion　m゛Pj.e･　,

DEFINITION　7.71r　eα&∫

4[z]9
t9

(,→

c[[z]|

Σnoanc�∈μ,gc&L/i71　e

々]

∫*9-

―

(X)

Σ
n=0

ane[O

4[φ
finite　　　　finite

Σμzy-→ΣZ9*μ9…*μ
n=o　　　　　　　n=O　　　　　`77717;7;‾゛

-

-

4�uJφ7zeφμzsμ//ou7s;

　　　　　　　　　　　　h

　lf　we　extend　?9　to　μ9[1‰then　it　is　a　ring　endomorPhism　on　μ9[119　with　resped　to　+and
*9,and　the　follo゛ing　diagram　commutes:

4[z]9

Z9

C

↓

M

　?9
→

　?9
→

4[119

　
9

1
ー

C

↓

[[z]]

And　by　the　dennitionsjt　is　dear　that　4･(ρ9･φ9　is　C-homomorPhism　from　R[1]toC[[Z]]･
So　we　denne　9-analogue　for　each　element　ofμ[1]as　follows:

DEEINITloM　8.　Rr　eαd∫ER[11,uJφnα9-nα≒u4o/≒/'≒/

λ=4･(ρ9･h(∫)･

　　　11



　Examples.　Usingour　construction　of　9-analogue,　the　generating　functionsof　Carlitz`s

9-Bernoulli　numbers　and　9-Euler　numbers　are　exPressed　as　follows:

G(0{GI(0)9･

≒R;9(z{(j≒'R9;1(z))jlld
4(0=

Since　4　o　?9　°　φ9　is　C'homomorPhis･　we　obtain　the　follo゛ing:

THEOREM　2.　R･r#(11,‥･,4)=　　Σ　　αm1,…,mj71･‥Zr"EC[lb‥.μn]j　u'e　yθΓ'
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m1,…,mnEC

m�1!/sd

#*9(z1,…,4)= 　Σ
m1,…,mnEC

am1,…,mn　ZI　*F‥*9　11　*F‥*94*F‥*94

/1�μ7≒/T1,…,μER[11,y　l/ze　μ//o�9/�&

1&7μ&μ//θ�㎎/zθ/&

←
　　ml　times

#(yTI　,　…,μ)=0,

77*9((､/T14.λMy{o

←

　　mn　times

　Examples.　The　motivation　of　this　PaPer　is　the　construction　of　9-analogue　of　(1)(see

lntroduction).At　present　stagejt　is　dearj.e･　,　we　have　the　following　by　Theorem　2:

R;9(φ9R;μ)=L ER;μ)+‰μ9(1),

for　any　distinct　complex　numbers　u　and　p　such　that　㈲>1　and　㈲>1.

　Next　we　sha11　1ook　back　the　argument　of　the　nrst　Part　through　our　theory.　R)r　that,　we

need　two　Lemmas.

LEslA　12.　Rr　ny　∫(0=φ)4(O　sEH/�
Fjha　i�9er£,tz7e　/za77e

g(O　is　mo7lomi�41α7�4(0∈μjα7�

j
£
㈲j 々([○)(∫㈲))9°

PRooF:　.　By　the　dennitionand　a　short　calculation,　wecanobtain　what　we　want.　■

12



LEm4A　13.　Rr　nL/゛(Z)EC[[1]]α�JEC,E/zαE

　　　　　　　　　　　　　　∫(z)*μ[4=∫(φ)e[']゛.

PRooF:　This　is　also　clear,　by　the　dennitionand　a　short　calculation.I

　Now　sincedassical　Dedekind　sums　4(/z,£)are　expresses　as　follows　[3,(6.5)]

sn(/l,&)=y4y>A
　　　　　　　　(≠1

4-1((-1;1)

fol゛　n　≧1　and　sO(/zj)゜β1μheir　generating　f1111dioll　S4,£(Z)is　gi゛en　by

Hence　we　have

J
£
£C

　
　
I

　
G

　
　
I

　
β

(≠1

AA≪{)

゜£1GI(0+yEI☆≠‾i
　　　　　　(≠1

Su㈲) ¥々)

Diredly　wecan　construct　9-analogue　of　the　aboveequality,　but　by　treating　§44£!!,wecan
obtain　a　simPler　result

C
By　Theorem　2,　we　have

SU㈲)
¬7‾‾

　
　
=

j

Therefore,by　Lemmas　3　and　12,　we

the　nrst　Part　as　thecoemcients　of C

the　reciprocity　law　for　9-Dedekind　sums　from

GI㈲)GI㈲)_
W‾i7‾‾‾

　　　　　　　+

　　　　　　　+

which　is　equivalent　to　[4,(3.4)]

yx(0+}Σ
　　　　　　j=1
　　　　　　(≠1

jlT≠TiT゛(9c)m(0

our　9-Dedekind　sums　which　were　ddned　in

nd　wecandeduce　Lemma　6,　which　implies

tΞ≒≠FR‾φ)
　(≠1

%
η≠1

1

77-177

1
-

-£-1 R-1;1(z)

1　G1(OG1(0　£+
--------

£/z　　l　　　　Z
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←2G1(0
--

2£/z Z
1



　Finally　weconclude　this　PaPer　by　raising　two　examples　about　9-Bernoulli　polynomials

and　9-Euler　Polynomials.　At　nrst,　we　treat　9-Bernoulli　Polynomials.　R)r　a　Prime　number　p,

the　following　equation　plays　an　imPortant　role　in　constructing　the　p-adic　Bernoullinleasure

on　Zp:

(12)

　　　Å;-1

p-1Σβn
　　　α=0 C

J+α
-

　£ j =βn(z),

for　any　positive　integer　£and　non-negative　integer　n･　9-Analogue　of　(12)is　given　by　Carlitz

[2,(5.9)]and　that　of　the　equation　lor　Euler　Polynomials　is　given　by　the　author　[6,Lemma

2].Usingour　construction　of　9-analogue,　wecandearly　exPlain　them　as　follows:

　Now　9-analogue　of　(12)for　n≧O　is　exPressed　by

(13)

　　　　　Å;-1

[£]"-1Σ9“/‰ j{0 =X(J;9)

Since　the　generating　function　of　9-Bernoulli　polynomials　is　given　by

(X)

Σ
n=0

(13)is　equivalent　to　the　following

(14) G(0=

βφ;9)5=G9(9M)e[･]t

Ay9w/φ[9)e[“]'
On　the　other　hand,　the　classical　equation　(i.e.jn　thecaseof9=1)which　corresPonds　to
the　above　equation　is

(15) GI(0=

1
7
£

Å;-1

Σ
α=0

GI(M)♂1,

and　it　is　trivial.Sovve　candeduce(14)from(15)by　Theorem　2,　Lemmas　12　and　13.

　Next　we　explainan　exanlPle　about　9-Euler　polynomials　[6,Lemma　21,which　was　already
used　in　the　Proof　of　Lemma　1:

(16) [£]"

Å;-1

Σ
a=0

U‾α

U-&-1
jE& (y ;U'゛　;　9y)=A4(z;u;9),

for　n≧O.　Similarly　to　the　above　argument,vve　candeduce(16)from　a　trivial

Å;-1　　　-a

Σ
α=0

jETiTn1;1㈲)♂゛

14
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6,　J.　Satoh,
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