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　初めに､我々が如何なる立場に立って9-analogueを論じているのか

を説明しておかなければならない｡　最近では､量子群の表現論との

関わりから9-analogueが盛んに論じられているが､我々の議論との関

連は不明ある｡　一方､オーソドックスな立場として､｢9≠1｣と言

う特殊性を大いに利用しながら9の世界で議論を展開し､最後に変数

9を特殊化(9=1)することによって､新しい公式の発見､もしく

は通常では証明困難な公式の簡易化された別証明等を得ようと言う立

場もある｡　しかしながら､数論に於いては9的対象(9-analogue)

が余りに少なすぎ､未だ9の世界で議論を展開する段階ではない｡

更に､何が数論にとって意味のある9-analogueなのか､その示唆を

与える例も見つかっていない｡　以上の様な理由から､より多くの対

象に対して体系的に9-analogueを構成することは意味の有る事であ

り､その中から真に意味の有るものを見い出す事が重要である｡　そ

こで､我々は､数論に於ける9の世界の環境整備を目的とし､変数又

は適当な複素数9を付け加えことによって古典的な公式(9=1の場

合の公式)がどの様に保存されるかを論じ､古典的な公式からの帰結

(像)として｢9の世界の核｣を構成しようと試みた｡　正に言葉ど

おり｢9-類似｣の構成を目的としている｡

　主論文は大きく分けて2つ部分から成っており､前半では我々の理論

の背景を説明する為に視覚的類似によってDedekind和の9-analogueを

定義し､その相互法則を9-差分方程式の解の一意性によって証明した:

　Theorem　l

s9(/l,£)をDedekind和の9-analogue及びαn(9)を修正9-Euler数とした時､非

負整数n､及び互いに素な正整数/lと£に対して

　　[£]"sn;･?(/l,£)+　回"sn;9(£活)

　　　　　　　={(9-1)･(j)･(j)[り]+α(j琲]十･ヤ)[岨“

　　　　　　　一古{(9-1).2(9)+･(9)+吻ポーÅら(9)
が成立する｡　但し､ai(9)はi=Oの時も含めてα,(9)を意味する｡
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　この証明に於て､我々は古典的な世界から9の世界への｢架け橋｣と

なるある等式を発見した(後述)｡

　　後半では前半で得た示唆をもとに､古典的な世界から9の世界ヘ

の写像を構成しその像として前半で定義した9-Dedekind和が捉えら

れる事を示し､更に､その写像が和及び積を保存する事を示した:

　Theorem　2

複素係数n変数多項式

　　　　　　　　　∬(z1,…jn)=

に対して､形式的に

　　　　　77*(Z1,…,ln)

Drnls‥りynj?1‥.zr゛

二Σ…n匹‥匹
ml　times mn　times

と置いた時､複素係数べき級数(収束に関する条件付き)/1,…,ムに対して､

　　　　　　　　　　　　　　丑(五,…,y,l)=0

が成立すれば､それらの9-analogue(八)9,…,(ム)9に対して

　　　　　　　　　　　　j7*((/1)9,‥･,(ム)9)=0

が成立する｡

　　その応用として先の相互法則は殆ど自明な等式からただちに得ら

れる｡

以下に､そのを要旨を述べる｡

　　最も広い意味で9-analogueを述べるならぱ､それは｢9=1で

の特殊値が古典的対象となる9の関数である｡｣と言う事ができる｡

　しかしながら､9-analogueを構成しようとした時､9-1を含む

項､即ち､9=1と特殊化する事によって消える項を復活させる事は

9-analogueを作りたい対象のみを見ていただけでは不可能である｡

(沁)
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そこで､我々はCarlitzの9-Bernoulli数及び9-Euler数に基礎を置き､

それらの構成方法を抽象化し､更に､それをより広い対象にまで拡張

する事を試みた｡　その過程に於て､次の2つの等式の不変性が非常

に重要な示唆を我々に与えた:

凡汐)瓦汐)=

凡;9(z)*犬;9(1)=

1
-

U 三瓦;1(1)十言瓦;1(1)
三凡;9(z)十三瓦;ぷ)

但し､凡;9(Z)は回>1に付随する9-Euler数の母関数であり､*は

主論文Lemma　4　によって定まるべき級数間の積である｡　即ち､こ

の2つの等式は､古典的な世界から9の世界への準同形写像で､

　　　　　　　　　　　凡;1(o←･凡;9(z)

を満たすものが存在するのではないかと言う期待を抱かせる｡　実際､

その様な写像は存在し(主論文Lemma　8　及びTheorem　2　)､その準

同形性によって新しい公式の発見､更に､非常に煩雑であったCarlitz

の9-Bernoulli数及び9-Euler数に関する様々な公式の別証明等が､古

典的な公式(それらは､通常､非常に容易に証明される事が多い)か

らの帰結として容易に得る事ができた｡　以下に､その写像について

解説する｡　Carlitzは､[2]に於て9-Bernoulli数を

βo(9)=1,　9(9β(9)十ず-β雨)=

　
1
　
0

J
t

for　n　=1

for　n　>1

によって漸化的に定義した｡　但し､β゛(9)は‰(9)を意味する｡

しかしながら､この様な定義をここで定義された9-Bernoulli数と調和

を保ちながら他の数列に対して拡張するのは不可能(見通しが悪い)

と思われる｡　従って､他の方法による9-Bernoulli数の定義が必要と

なる｡　そこで､次の様な9-差分方程式の一意解として9-Bernoulli数

の母関数を捉える方法[6]をとる.　ら(1)を9-Bernoulli数の母関数

とする｡　即ち､

G9(1)= Σふ(
n=0

抒
一
�

　
､
引

(､3)
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とすれぱG9(z)は､次の9-差分方程式の一意解として定まる｡

　　　　　　　　　G9(z)=司G9(祠-z-9十1

･･

心 こで､もし191<1ならぱ､上の9-差分方程式の解は

ら(o=-

によって与えられる｡

を意味する｡　さて､

母関数は､形式的に

と表わされる｡

Σ
n=0

　但し､[刈=[J;9]

古典的な場合(即ち

　G1(Z)

従って､

-

-
-

ef-1

9゛e[9]i(9゛Z+9-1)

は複素数Jに対して臼
9=1)のBernou111数の

○○

Σ
n=0

一

一 汐り

　　　　　　　　　　　　一Σゲり71]り

をG1(1)の9-analogueとして捉えようとする事は､視覚的に容易に想

像がつく｡　実際､次の作用素ら:

　　　　　　　　　　ら=‰十(9-1)1
を用いればG汐)は以下の様に表わされる:

ら(o=

　
　
一

ぐ
　
　
? Σ9゛

71=0

e回りj

我々は

　　　　　　　　　　　　G1(o←→G汐)

を一般のべき級数にまで拡張しその像を9-analogueと定義する｡　更

に､主論文Lemma　8　によって(尚が保存する事のできるべき級数間の

積が､唯一つ存在する事がわかる｡　その積が､先に出てきた*であ

る｡　又､その写像が和及び積を保存する事も直ちに示され(主論文

Theorem　2　)古典的な世界が､9の世界へと完全に移行されたことに

なる｡　この様な方法で9-analogueを捉える事によって､前半の議論

は､古典的な公式に我々の写像を施すという操作のみによって得る事

ができる｡

r　よ　j



補　助　川　紙

参考文献

[1]T.　M.　Apostol:　Generαliz�p�d油jsiz771s　α刄丿仔αnsかrmαliθnかrm�αeθ/`

　　cerlα函£αmみerl　series,　Duke　Math.　J･　(1950)

[2]L.　Carlitz:　9-召mθ�/i皿m&rs四丿即/1/nami�s,　Duke　Math.　J.(1948)

[3]L,　Carlitz:　タθme仙eθΓemsθnμnerαliz�刀�dinj　stzms,　Pacinc　J.　Math.

　　(1953)

[4]L.　Carlitz:　ne　reφn)�y山aremかrj�山�sums,Pacinc　J.　Math.　(1953)

[5]L.　Carlitz:　9-召ernθ�&αnj£�eriαn　nlm&ers,　Trans.Amer　.Soc.(1954)

[6]J,　Satoh:　9-yh�θ卯eが刄iemanがsぐ-./gndinαnj　9-£�er　num&ers,　J.　Number

　　Theory(1989)

(5)


