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記

この論文で使用する記号は次のとおりである､

O

○

χ,

-χy:静止座標系

-yμ:回転座標系

　y･y°希/へ/フフW,y=y/v/フフ石`　:回転休のたわみ

ゐ,θ,:回転体の傾き

z,だ=へ/2ワTF`,だ=ら/弓ァ席:時聞

ω,ω´=ωへ/フフ凪　aバ=叫/､/α/晴:軸の回転速度

ωr :主危険速度

ωj　:発生する振勤の振勣数

刄(χへμ):回転体の形心

G(岑,哨):回転体の重心

ど,y=ヅ､/゛771j　:　回転体の偏心

号

て:回転休の動不つりあい

β:回転体の偏心rと勣不つりあいrの間の角度,が方向から軸の回転方向に測った偏心どの角位

　　置を示す角度

附:回転体の質量

ち:回転体の極慣性モーメント

フ:回転体の直径に関する慣性モーメント

り==な/7　:回転体の極慣性モーyント

£:上下軸受中心間の軸の長さ

α:下測軸受中心から円板までの距離,調和振動解の振幅

β:上側軸受中心から円板までの距離,調和振勧解の振幅

S:軸

沢:円板(回転体)

F:ポテンシャルエネルギ

差:平均のばね定数

α:ばね定数,.が方向の角位置,位相角

(1)



γ･戸゜ド(α√Tフフ疋):ばね定数

∂:ばね定数､振励波形の頂点と回転マークj)との聞の角度,位相角

δ/=δg/(α7):ばね定数

丿差,J･Jr･Jδ:細剛性の方向差

-

差:円板の回転角○に関する差の平均

-

J差　:円板の回転角0に関するJ差の平均

戸゜√jミ5F･今･為･八:系の囚有振勤数

ぺ1タペ2:ω=Oのときのそれぞれが,　y方向の固有振勣数
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･

/‰゛(几十ぺ2)/2:ω=Oにおける平均の固有振勤数

恋゛(孔一七)/2:ω=Oにおける丙有振勁数の差
-　-

八･為,:円板の回転角Θに関する/‰あろいは/りyの平均

0:z方向から厠った紙片Pまての角度

尚,吋=3β,,り=3βy非線形項の係数

らパ“十ぶ゜3)･ら4yぐ″ギぷ十゛十j°3)･sム.･=こQ,/∂:非対称非線形須の係数

汰パα十&=4),高j�(α十Z'+r十j=4),ぶ,,=β心/δ　:対称非線形項の係数

ぐ)･ぐ･ε(心√寧ワて戸dyぐ,べかぐド極座標表示の井対称非線形項の係数

β(o)･岬),岬),β(″)=ゾ戸万昂デ,β次,ぐレ暗いβヤU堺レ極市標表示の対称非線形項の
係数

ら　:非線形特性の方向を示す位相角

申z･少,･少∂x'少∂,　:゛･y･心･θy方向の非対称非線形項

(烏･刄'%x･%,::゛'y'恥'ら　方向の対称非線形項

ち･叫'中∂,･鳴,:少,･刄･少∂,'%,の時間rに関する不定積分

∂･9,゛'･刄･%:極座標

xj　:基準座標

j,jら,.も,召j,鳥　:振幅

jo･　joバαo･αoい&o･らj　:定常解の振幅

ぞ･刀:定常解αo･へからの小さなずれ

どレび゜ゾyj了･゛必･回1゛ら1/へ/盲萌･略゛萱゜丸/Vぶ7七ら1/ゾy八吋2

　　　減衰係数

ら゜ら1/KI+2ら2+Kパ22

(2)

=ら2/(八/荒ン笏):



Kj　°　(A2-　1　)/γ

ら゜rノレ'(爪一為)妁-/い(為一為)

7〕)z･7り,-/八･刀;　:χ･y･y･戸方向の粘性誠衰カ

7):散逸関数

応,ぢ･ら･FF,ちわ杓F:が･μ,札　わ　心,らに関するばね力

y(zz):方向角が2π変わる聞に万回増減する非線形成分

(β(″)F)り'(β(″)f)し'(β(″)F≒μ'(β(″)Fyり4'(''ぞ(")f)り`'(ε(")F);戸(s(″)F)≒'(ε(″)f)7Jシ　:

　　　y㈲の非線形成分を係数とする調和振動の振幅片u､4の一次項よりなる式

(β(o)F2)j:べo)の非線形成分を係数とする調和振動の振幅FI.2j.4の二次項よりなる式

宍
λ(7)

岬レ巾)･昨)･贈E僕Eご爪り爪=対称非線形項の係数をまとめたもの

吋･宍･吋･λ作ベツ)べ穴時")=非対称非線形項の係数をまとめたもの

(3)



序 論

　回転機械を運転しているとき,各種の原因により,ある特定の回転数で振幅が増加してはげしく

振動することがある｡　このような回転数は回転軸の危険速度とよばれる｡特に,軸の回転数が回転

軸系の固有振勤数と一致したとき共振して激しいふれ回りを起すが,このときの回転数を主危険速

度とよんでいる｡現在用いられているターボ機械類はますます高速化され,主危険速度を越えて運

転されることも多く,この場合回転軸はいわゆろ弾性軸となる｡このような回転機械類の運転性能

改善のため,解決しなくてはならぬ動力学的問題は数多く存在するが,なかでも回転軸に発生する

振動現象の解明はもっとも重要であろといえよう｡

　19胆紀末以来,A.　Stodola(1)をはじめとして多くの研究者によって回転軸の振働に関する数

多くの理論的,実験的研究がなされてきたが,20世紀の初めまでの研究の大部分は軸の固有振勣

数と主危険速度の決定に関するものであった､このころの技術の中心課題はいかに共振を避けるか

という問題であり,それを解決する必要性からこの方面の研究が発達したのである､しかしそれ以

後,回転機械の高速化に伴い,上記の主危険速度における振勣以外に各種の振勣現象が見出され研へ

究されてきた｡多岐にわたるそれらの研究も､概賂次のように分類される｡

(1)強制振動

　各種の原因によって生ずる周期的強制外力の振勤致(多くの場合,軸回転速度ωに比例した振

働数λωをもつ)が,回転軸の固有振勣致八と‐致したとき生ずる振勣である｡回転体の偏心f

と動不9りあいrの存在のため生ずる強制外力は軸回転数と同じ振勣数ωをもち･これにより右

=ωとなる主危険速度付近で激しい振勧を生ずる､前述のようにこれが実際の振動問題の主要な

部分をしめ,これに関する研究はA.　Stodola宍　　S.　Dunker　leyなどに代表される主危険速度

の位置の算出(2)(3)(4),軸系の高速つりあわせ(2バ3)(4),危険速度通過の問題(5)など多くある｡主.危

険速度以外の危険速度に関しては,回転体の支持に方向差のあるときに生ずる後向き同期歳差運

勣様式の振勣(6)(7),扁平軸の重力による2次的危険速度の振勣(8),　玉軸受の鋼球の不ぞろいによ

り生ずる強制振勣(9),　玉軸受の玉通過による振勣帥,　回転速度ωの周期的変勣により生ずる振動㈲

　などの研究が行われた､

(2)非線形ばね特性が存在する場合にのみ発生する強制振勣

回転軸を単列深みぞ形玉軸受で支えた場合,囚定支持的に支えるのであるが,玉細受の内輪は

外輪に対しわずかながら自由に煩くことができ
いわゆる角度のがた叫が存在するため,軸のた

わみの小さいあいだは自由支持的となろ｡　もし両軸受台中心線がわずかにずれていたりすると

(4)



軸中心線が角度のがたの中央からはずれ,細の復元力に非対称非線形ばね特性があらわれる｡こ

のような系には前向き･後向きの柘次分数諏波振勣とか･〔爪士今〕様式の和差調波振勣など

が発生する.和差調波振勤は多自由度非線形系に特有な振勣で･囚有振勣数爪･心の和または差

の絶対値が軸回転速度ωに等しいとき･1爪土今|゜ωの関係を満たす回転速度付近で振勣数

ωj(4乃)'ωy(4今)をも7)たニつの振動が同時に発生するものである｡以上のほか,紬受

部の半径方向にがたのある場合の主危険速度における履歴現象叫
とか,角度のがたと軸のまがり

が組み合わさり,回転中に軸の静たわみ量が複雑に変化するため生ずる〔士2ω〕､〔土3ωつ

　〔士4ω〕の振勣㈲

(3)自励振動

とかに関する研究もある｡

　回転軸に発生する自励振勣としては.オイルウィッブ､内部摩擦によろ自励振勣､乾性摩擦に

よる自励振勣の三種類があげられる｡オイルウィッブはすべり軸受で支えられた回転軸が油膜の

作用によって自励的に激しくふれ回りする現象であり､主危険速度の2倍以上の速度で広範囲に

おきる｡　B.L.Newkirk　と　H.D.Ta　yl　or　によってはじめて報告されて以来､現在までにそ

の発生形態,理諭的説明,防止法に関して多くの研究がなされている㈲､材料に内部準擦がある

と応力ーひずみ曲線は履歴曲線をえがき,ひずみが零の位置と応力が零の位置とが多少ずれるた

め,軸の復元力の方向が求心方向からわずかにはずれる｡　このため主危険速度以上の回転致で自

励振勣が発生する｡これはA.L.Kimb　a　H
呻,B.L.Newkirk㈲によりその発生が見出された､

　乾性摩擦による自励振勣は振れ止めの案内面に軸が接触したとき生ずる後向き歳差運勁の自励的

　ふれ回りで,楊木らの研究がある岬｡

(4)不安定振勣

　　何らかの原因で回転細の剛性に方向差を生じたり,あるいは回転体の中心を通り,回転軸に直

　角な二つの慣性主軸に関する主慣性モーメントに差があると,主危険速度付近で自励的に振幅を

　増すふれ回り振動が発生する｡いわゆる扁平細の振勣(8)とか非対称回転体の振動叫脚に関する研

　究がこの問題を扱っている｡

　回転柏の横振動に関しては以上のような各種の振動現象が存在し,またそれらに対し多くの研究

がなされているが,回転軸の非線形振勣に関する研究は比較的新しく,未解決の問題も多い｡そこ

で著者は弾性回転紬に発生する非線形振勣を実験的,理論的に研究し,従来不明確であったいくつ

かの点を明らかにした｡

　非線形振勣に関する研究は進んでいるが､そのほとんどは一自由度往復振勣系についてであ声ツ

回転軸における非線形振勣問題はかなり復雑であり,その研究もあまりみあたらない｡

(5)



　山本は単列深みぞ形玉細受で支えられた回拡細系に発生する振勁の一連の実験的叫坤μ,解析的い叫

研究を行った｡その研究では回転拍の復元力に(静止している)非対称非線形特性が現われた場合

を扱っており,その系に発生すろ仙次分数調波振勣叫叫･〔右十/'メ〕様式の和差調波振勁叫叫に

ついて報告している｡対称性の非線形振勁に関しては,一般の往復振勁系に発生する各種の非線形

強制振勣については山本をはじめとして多くの報告があろ

の種の振勣に関する報告はない｡

　本論文の内容の概略は以下のようである､

勾~励
が,回転徊系の旋回運動様式のこ

　第一章では,軸回転速度ωで回転する,軸剛性の方向差と非対称非線形ばね特性が存在する場合

の,主危険速度付近の振勤現象を実馳と理諭の両面から取扱っている｡系の回転する部分の製作組

立誤差と軸受の角度のがたとが結びついてこのようなばね特性が現われることがある｡そのとき主

危険速度付近で,不つりあいの角位脱いかんにより共振曲線の形に著しい変化を生じ,不安定領域

が現われたり消失したり,またその領域の幅が増減したりする特異な振勣現象が生することを明ら

かにしている｡本章で扱っているような回転する非線形ばね特性に関する研究は従来よりなされて

おらず,主危険速度付近のこの種の特異な現象も新たに見出されたものである｡

　第二章では,(静止した)対称非線形ばね特性をもつ回転軸系に発生する振動現象を実験的に解

明している｡単列深みぞ形玉軸受で支えられた鉛直軸において,上下軸受台の中心線が一致するよ

うに注意して組立てると,静止状態での回転軸中心線が角度のがたのほぼ中央に位置するようにな

り,軸の復元力に対称非線形ばね特性が強く現われる｡　このような回転軸系には,柘次分数調波振

動･〔2八士今〕,〔九土今土戸4〕様式の和差調波振動など,対称非線形系に特有な振動が新

たに発生することを見出している｡

　第三章では,回転軸に発生する非線形強制振勣を理論的に解析している｡　ジャイロ作用をともな

う一般の回転軸系の軸の横振動は振れ回り振勣であるので,その非線形ばね特性を極座標で表わす

のが妥当である｡　この表示法により,非線形ばね特性は平衡位遊を一周する聞に変化しない成分と,

1,2,3,4,……　回大きさが周期的に変化する成分とから成り立っていることを明らかにす

る｡続いて各種の非線形強制振動の共振曲線の式を求め､それらを上記の諸成分との関連において

諭ずることにより,各種の振勣の諸特性や発生の難易などがより明､確に説明されることを示す｡ま

た第二章の実験結果と,山本ら.による非対称非線形ばね特性をもつ回転軸に発生する振勣に関する

実験結果叫叫叫を,この章の解析結果にもとづいて合理的に説明している｡
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第1章　玉軸受に起因する主危険速

　　　　度付近の特異な振働現象(32)

1.1　　ま　え　が　き

　広く用いられている叫列深みぞ形玉紬受には,その構造上いわゆる｢角度のがた｣があり,回転

軸中心線が,この小さな角度のがた内にあれば,軸端は自由支持になるが,なんらかの原因で角度

のがたの外へ出ようとすると,支持条件は囚定支持的になるツ両端支持の弾性回転軸で,両方か一

方の軸受に単列深みぞ形玉軸受を用いた塙合,(Å)玉軸受の外輪がはまる軸箱円筒内面の中心線と,

袖受中心線の聞にわずかな不一致があろとき,(B)玉軸受の外輪がわずかでも煩いて軸箱内にそう入

されているとき,(C)外輪の玉みぞの横ぶれがあるとき,(旬軸箱円筒内面が厳肩には真円でなく,外

輪と軸箱内面との間のはめあいがゆろいときなどは,既述のように,回転軸中心線の平衡位居が,

玉輔受の角度のがたの中央からはずれろため,細剛性に方向差を生じい　かつ方向性のある非対称非

線形ばね特性が現わバ7)'叫､　その結果仙次分数調波振動,和差調波振勤,後向き同期歳差運勁様式

の強制振動が発生する(7)'叫'㈲'認ぷ4)｡回転拍中心線が角度のがたの中央からはずれる方向は,上記(じA)

~(D)のずれの原因からわかるようにある一定の方向であり,したがって袖剛性の方向差､非線形特

性の方向性も,軸が回転すろしないに関係なく,いわばその方向が固定した方向差,方向性である｡

　一方(a)回転軸にわずかなあらかしめの曲りのあるとき,(b)内輪がわずかでも軸けい(頌)に傾

いてそう人されているとき,(c)円輪の玉みぞの横ぶれがあるとき,(d)軸けいが厳密には真円で

なく,内輪と柏けいの聞のはめあいがゆるいときなどでも,回転軸中心線が角度のがたの中央から

ずれて,軸剛性の方向差,方向性のある非対称非線形ばね特性が現われるが,この方向差,方向性

は,ずれの原因(a)~(d)の円容からわかるように,軸の回転速度ωで,軸とともにその方向が回転す

を方向差,方向性である｡

　回転軸系にこのような軸回転速度ωで回転するばね特性が存在する場合･主危険速度ωΓ付近で･

不つりあいの角位破いかんにより,不安定振動が発生する不安定領域(8)が現われたり消失したり,

不安定領域の幅が増減したり,振動数ωの不つりあいによる強制振働の共振曲線の形に著しい変化

を生じたりする｡本章はこのような特異な振勤現象を,解析的,実験的に明らかにしたものである｡

t.2　運動方程式

　回転体のたわみrと傾きとが連成しない,比較的簡単な回転軸系におけるたわみ運勣に関して,

まず運勣方程式を求めてみる｡
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　前節で述べた軸とともに回転速度ωで回転する方向差,方向性のある回転軸のばね特性は図1.1

に示すような,回転体申心の平衡位置Oを原点とし,ωで回る回転座標系O一yμにより,これ

を表示するのが使利である｡軸剛性に方向差のある場合,剛性の般大,般小の方向はたがいに直角

であり,前者をが方向,後者をμ方向とする｡非対称性の非線形項は,一般に座標y,μの偶数乗

項の和で表わされるが,ここでは最も簡単な二乗項の非線形性を考える｡　この場合の弾性軸のもつ

ポテンシャルエネルギFの一般的な表示は

F=
1

-

2

(差十丿差)が2十
1

-

2
(差-J差)μ2十β1/十β2y2μ十β3y/十β4/　…………(∵1.　1　)

である｡こごに差は軸の平均のばね定数,J差‥は軸剛性の方向差,β1~β4は非線形項の係数であ

る｡y,μ方向のばねカぢ,Fjは

jヅ =-∂り/∂y

-

-
-

ぢ=-∂り/∂y/

ぢ=-{(差十丿差)y十吋y2}

ぢ=一{(差-J差)μ十べμ2}

私
一

- y+らcosβ,

刀j=-と7　j/　+raリ/,

{づ差ギJ差)y+3βly2ギ2β 2がμ+β3y
一

j
‐
-
よ

⇒

勺

べ
,
.
ー
ー
i
.
,
.
.
ー
ー
ー
1
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
y

ぐ1.2)

(1.3)

………(1.4)

=-{ぐ差一』差)μ十3β4y2十2β3が吋+β2y2}

であり,下線をほどこした項はが,μ方向間の連成項である｡非線形項による連成はあっても小さ

いと考えられろし,後述の実験結果は,連成項を無視しても,これをほぽ完全に説明しうるので､

ここでは式(1.2)中の連成項を熊視し,山=β3=oとする.さらに3β1=吋,3β4=べ　とおけ

ば,式(1.2)は次のようになる｡

･●

　図1.1で,0-zyは静止座椋系,が(y,μ)は回転体の形心,G(砿,昿)は重心,がG=f

は回転体の偏心量であり

ぐ=μ十f　･　sinβ　　……

の関係がある｡　ここにβはy方向から軸の回転方向に測った偏心fの角位置を示す角度であろ｡静

止座標系で表わした粘性減衰力巧=-゛礼巧゜-゛;(゛:減衰係数)が系に作用するとき･が･

μ方向の減衰カμj,刀;は

刀;=一ご;/-ごωx/　‥‥‥‥

となる｡回転体の質量をgとすれば,回転座標系O-yμ　で表わされるy,μ方向の慣性力は,

それぞれ(-g咬十2gωり十gづω2),(-g縦-2gω尽十g吃ω2)であり,ばねカは式(1.3)

減衰力は式(1.5)でそれぞれ与えられているから,この場合の運勣方程式は,ダランベルの原理か
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ら次のようになる｡

(-g七十2gω;･y十gぢ

　-{(差十D)y十εけパ

ω 2)十(-ごy十ごωμ)

}=0

ω2)十(一ごμ一Γωy)(-g吃-2gωぢ十g哨

- {(差-J差)μ十ぢμ勺=0

ここに』差,ぐ,べ,りま微小量である.偏心zによる強制振勣

　　　z=j　･　cos　(a八十α)=ぶ･cosωz-α･smaバ

　　　y=j　･　sin　(ωz十α)=β･sinωz十4　･　cosωz

とおくと,ここに

`
､
ー
ー
.
|
･
ン
ー
ー
J

`
ヽ
-
-
-
-
-
･
y
-
-
ー
‐
-
ノ

9

●● (1.6)

すなわち振勣数ωの調和振勣解を

………………ぐ1.7)

　　　α=j　sin　α,　　　　　　冷=j　cos　α　　……………………………………………………………(1.8)

は時間zの関数であり,J4,　r､べ,ぢ　が微小量であるので,;zとj,αとjはそれぞれ徴小量の

一,二乗の大きさである｡またz=が･Co沁バーμsjnωz,F=が雨ωz+μcosωzの貼係と式(1/7)

との比較から

　　　Z/=み y/　=　α
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●a●●　●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●参●●●●●峰●●●●●●●●●● (1.9)

であることを知る｡式(1.6)に式(1.4),(1.9)を代入し,微小量の二乗以上を無視すれば次式を

得る｡

2gωi=-{gω2-(差十丿差)}j十ε?2-らパーgりJ2　COSβ

2別ωj= {gω2-け-J差)トーε汐2-りジ十゛゛�sinβ

1.3　調和振勧解とその安定性の判別

　調和振勣の定常解を4o　,　&oとすれば,式(1∠tO)において,α=0,

くことにより次式を得る｡

ε1硝一堺(71ら一聊どω2cosβ=ど゛ω%

-リづ十gのら+g吋りSinβ=ごω&o

(71゛ω2-戸(1+お/0･ (72

y
-
ー
ヽ
よ

=ω2-戸(1-jぢ4)

`
'
ー
ー
1
゛
x
y
‘
J

l
y
θ

(1パLO)

-

- ぷoとお

(1.11.)

ここに

-

- 0,4=αo,Z'

‥　(1.12)

は共振点からのずれであり･j°Vフフ可は系の固有振勣数である.式(1.　11　)から%･&oが求まり

したがって詞和振動の定常振幅馮=ママ‾フスy　も求まる｡

　つぎに強制振動解の安定性を調べるため,式(1.10)を次のように変形する｡

ば
-

ど

β
-

α

x馬α-らJ2-ごωみ十g･yω2　Sin　β
一冽(y
　　　1 ト冊吋μ-,7ωα-gタω2　cosβ

‥‥‥‥(1.13)
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定常解αo･らからの小さなずれをぞ･刀とし

α=両+ぞ, &゜&o十77

を式(1.　13　)に代入して,ぞ,ηの二次以上の高次項を省略すれば

j77 (g(y2-　2　G　ら)ぞ-ご`ω77

どミ'　一ら可一(g(yl 2ベリo)刀

α*ぞ十カ≒
゛*ぞ十ど*刀-

(1.14)

(1.15)

となる｡&*十ど`*=-2ど゛ω<0,α*j*-&*ど*<O　の安定条件のうち,前者は常に満たされ

るから,結局安定条件は後者より次式となる｡

　　　(″7(71-　2べ瓦)(″7馬-2ぢ″o)十‘72ω2>O　　●●●･●●●●●●●●●●●●●●　●●●●(1.16)

　不つりあい゛が･図1ハのが･μ軸で区分されるT･n･m,Ⅳの象限の中央に位殷するβ゜

45≒　1　3　5゜　,225≒　3　1　5°　の四つの場合におけろ典振点ω=戸付近の式ド1.H)から計算し

た共振曲線を図1.　2~1･　5　に示す･ら,へ　は同‾の輔回転速度印に対し‾般に4個あろので･こ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　--

れらをαoj･妬(　j=1~4)の記号で区別している｡またjo･=ゾ�･十司jである｡回1.2~
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-

1.5はJ差/差=0.15ヽべ/差=0.40gx犬　ら/差=-0.40gg犬　ご/ゾg差=0.0　2,　r=

O.02聊聊の場合の共振曲線である゜非線形.項の係数心'ぢ　の正負は,振勣の性質に本質的な影

響を与えない.ここでは後述の実験結果(図1/14~1.　1　7　)に対応させ,心>O,　4くO　の場合

を図示しておいた｡　また弓,ぢの正負は,図1.13のようなばね特性の実測から,容易にこれを

判定しうる｡図中の実線,破線はそれぞれ式(1.16)により判別した安定,不安定な振勣の区別

を示している｡

　図1.2~1.5において,実線のA,i曲線が存在しない軸回転速度範囲が不安定領域であり,　ここ

では指数関数的に振幅が増大する振動数ωの不安定振動が発生する｡不つりあいどが,第1,H,

Ⅲ象限にある図1.2,1.3,1.4では不安定領城が存在するが,第Ⅳ象限内にあるときは,図1.5

に示すように不安定領城は消失すろ｡　どが第H象限にある図1.3の場合が不安定領城は般も広く,

図1.2(どが第1象限)では高速側から,図1.4(どが第Ⅲ象限)では低速側から不安定領域がせ

ばまっている｡図1.5では実線のAolとAo2は交差している｡交差点では振幅は同じであるが位相

は異なっている｡

　図1.2~1.5のように,共振点付近の強制振動の諸性質,すなわち共振曲線の形,不安定領域の

幅,位置などが,不つりあいの角位置βに大きく影粉される理由を,図1.6により説明する｡後述

するように,実験では低速側のAo1曲線,高速側のAo2曲線のみ現われるから,これ.らの曲線につ

いて述べる｡簡単のため無減衰(ど`=O)の場合を考えると,式(LTLI)よりわかろように,どが

第T･H象限にあれば･sinβ>Oであるので･低速側のら(>O)は,図のaGI曲線のように,
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αo=0の水平線にそ(･, A点で反転して阿び2-ベαo=Oの直線に漸近すろ｡rが第�,jV象限

にあれば,sinβ<Oであるので,ら(<O)は囚のaol曲線のように,なだらかに阿(72-　G　ら=

Oの曲線に漸近する｡高速側のbo　曲線も,第1と第Ⅳ,第皿と第Ⅲ象限にどがあるときcosβの正

負により

b62曲線を記号U,そうでないaol,bo2曲線をSで表示する｡拡大率の関係で振幅jo

それぞれg(y1-弓Z'o=O　の直線に漸近するbo2,b心曲線となる｡ここで反転するa這

=屏T耳

は,低速側ではら　に,高速側ではぷoにほぼ等しい｡　したがってAo曲線は,どが第1象限にあれ

ば低速側ではほぼaSI(U)に,高速側ではbo2(S)になり,その結果図1.2のUS形の共振曲線になる｡

また第H象限ならa41(U)と扇2㈲,すなわち図1.3のUU形の共振曲線になる｡同様にして第m,Ⅳ

象限にどがあれば,それぞれ図1.4,1.5のS　U,SS形になろ｡UU形が殼も不安定領域が広く,

S　U,US形ではそれぞれ低速,高迪側から不安定領城がせまくなることは自ら明らかであろう｡

非線形項の係数吟べの正負により

表1.1のように異ってくる｡

　能立条件により,べ≒0 ぢ>Oとなる場合もある｡

不つり虎いの存在する象限と共振曲線の形との開の関係は

このときは柏剛性の大きいy方向をほぽ

境として,不つりあいfが第1,皿象限にあるβ≒O°~1　8　0゜　のときと,第m､Ⅳ象限にあるβ戸

1　8　0°~360°のときとで振動の性質を異にする｡前者では図1.7(β=90゜)のような共振曲線

になり

=0.

後者では図1.8(β

15,φ/労=o,　G/差

-
一

-
-

2　70゜　)のように広い不安定領域が存在する｡図1.7,1.8はJ札/冶

　　　　　　　　　---

0.5　67タ回‘1,ぐ-､尚差=O川2,f=0.02ggの場合の共振曲線で

あろ｡この場合の不つりあいの角位置βと不安定領域の関係を,さらに明らかにさせたのが図1.9

である｡図でβ
一

- 225°のときはα~Z･　,ご~どの間が不安定領域で,β≒1　8　0゜~360°の範囲

では広い不安定領域があることがわかる｡またω/戸≒L06~1.08の範囲にもせまい不安定領城

が存在する｡

1.4 実験装置と実験結果

図1.10に示すように∧直径11.98φ,長さ右=70いタフgの円形断面の回転転ISの･7

(α=1　4　0　別澗, Z･=560凹7J)の位置に,直径481.3φ.　厚さ5.5　57m　,

β=1 4

重量787匈ダ極

慣性モーメントフ芦=2.325匈･a　･8ecl　直径まわりの慣性モーメント7=1.16　3加･a　･sec2　の円板

Rが取付けられており,.七下の軸端は複列自動調心形玉軸受(#1200),単列深みぞ形玉軸受

(#6204)によりそれぞれささえられている｡図のχ,y方向の円板縁の出入りを光学的に記

録し,小紙片Pにより回転マークが記録される｡

　図1∠LO　の回転軸系は,回転休の取付位誼α
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ではなくたわみと傾きが連成する系であるが,主危険速度付近での振勣故ωの強制振勣すなわち調

和振動解に関する限り,定性的には前節での結論がそのまま適用される｡

　軸剛性の方向差丿差があれば,扁平軸と同様に,回転していない輔をたたいたとき,細剛性洽十丿系

差‾J舶こ対応した振勣数為1･ぺ2の2個の自由振勣が同時に発生し,うなりの現象が現われるが,

λy方向かy方向にたたけば･為1か為2の振勣数の1個の自出振勣のみが発生する.この実験により･

y･y方向の角位置と為1･為2の値が定まる.図1.　10　の゛方向から副った小紙片Pまでの角度Θ

を変えて,回転体の椋々の角位盾で上記の実談を行った結果を図1.11,1.12に示す｡図1.T口　は

が方向の角位覗αの角位霞0に対する変化を示したもので,y方向は常に小紙片Pより約130°す

すんだ位置にあり,このことから輔剛性がぐ差十丿差)であるχ/方向と,これと直角な剛性が(差-

J冶)であろy方向は,桐平軸の場合と同様,軸とともに回転していることを知る｡軸回転速度ωが

零のときのが･y方向の固有振勣散為1･几　忙　円板の角位漑○に対して副定したのが図1.　12　で

あり･為1,メ‰も,平均の固有振動数八=(烏汁烏い/2レ囚有振動数の差心゛ぐ為1-為2)/2

も0に対して変化している｡これは軸とともに回転する方向差の外,まえがきで述べた(A)~(D)の原

因による方向の囚定した方向差が共存し,両者の組合せの結果として生したものである｡○に関す

る八,右の平均値を瓦･ヽ為とすると･図1.　12　から瓦4　8　7　2'″･　為4　5759'　を得る.

　前節では,ばね定数冶,ばね定故の方向差丿差は一定であり,が,μ軸も一定角速度ωで回って

いるとして解析した.実際は図1･　12　のように･平均の固有振動数/‰したがって冶も･差為　し

たがってJ差　も回転体の角位置りにより変化しているから,(1)輔が回転すれば,差,J差　は平均値

--

差,J冶を中心にω,2ω,･‥･の振勤敢で周期的に変動する｡　また図1.11　に示すようにαは点線を

中心に約15°~2　0゜　の暢で上下しているので,(2)y,μ方向は,軸がωで回転すれば,周期的角

加速度をもちつつ平均角速度ωで回転している｡　さらに空間に固定した方向差と回転する方向差の

共存は,軸の静たわみのぐ)に対する変化をもたらし,その結果,(3)ωの外,2ω,3ω,…　の振

動数の強制力を軸に及ぼすことになる゛‾≒　上記(1),(2)から,運勤方程式中には,係数励振項(Mathieu

形の振勣項),一定方向をとる剛性の方向差を表わす項,土72ω(zzは正整数)で回転する剛性の

方向差を表わす項が派生してくる｡しかし対象を振動数ωの強制振勣に限り,かつ小さい量の二乗

以上の項を省略するなら,これらすべての派生項,上記(3)の高次の強制項は議論に無関係となり,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　--

戸｡･為の平均値瓦･為に対応する札丿差の平均値札丿差をふくひ項のみが関与することを計算

から結論しうろ｡

　おもりによりモーメントを円板に与え,モーメントと円板の傾き角との間のばね特性を実副した

のが図1.13である.円板の角位置(Ξ)により,また同じ角位置でも方向により多少の差はあるが,
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軸は図1.13のような非線形ばね特性をもつ｡同から座標の三乗で表示されろ非線形項をも含んで

いることがわかるが,実験は傾き角でいえば図1.13　の-0.4゜~十〇.4°の範囲内で行っており,

この範囲内では座標の二乗の非対称非線形項のみで近似しうる｡

図1.H 1.12 1.13　の実副結果から,

一　　　　　　一-

差を差,J冶をJ差にお きかえれば,実験装誼のばね特

性は,ωで回転すろ方向差と非対称非線形性をもつ前節の式(3)で表示されるばね特性であり,した

がって前節の計算結果は,この実験装置に,少なくとも振給数ωの調和振勤に関しては適用される｡

　図1.11~1.13のばね特性をもつ回転軸系で,図]..1,1.10　の第T,Ⅱ,Ⅲ,Ⅳ象限内に回転

体の不つりあいがあるとき,共振賄線の実厠結果は図1.14~1.17のようになる｡　この場合もべ>

0 号くOであるので,図1/14,1.15,1.16,1.17は

果である図1.2 1.4 1.5に対応している｡図1.14､1.15

それぞれ前節の式(1､11)からの計算結

1.16では図1.2,1.3,･141.3

と同様不安定領域があり,図1.17　では図1.5と同様不安定領域はない｡　また図1.17の場合は矢

印で示す跳曜現象をともなう｡図1.3と同様,図1∠15　で不安定領域は約1　1　2　0　~1500タ･戸肖　と

最も広い｡　この装置の主危険速度ωΓの計算値は,上下とも自由支持の垢合で1　1　2　1.　3リg,上が

自由支持で下が固定支持なら2　42,0.　8り･gであるので,最大限2420.8　-　1　1　2　1.　3　4　1300リs

の幅の不安定領域となりうろが,図1∠15　ではそれのほぼ29%の380り･gである｡図1.14では

図1.2同様高速側から,図1.16　では図1.4同様低速側から不安定鎖域がせばまっている｡図1.14

~1.17からわかるように,低速側のAo2,高速側のAo1は実験からは得られなかった｡図1.14,

1.15の低速側の大振幅の共振曲線バ1は,図1.2,1.3の低速側のAo2に対応するものではなく,

ばね特性中の対称非線形特性の影響によろものであるq｡　図1.14~1.17は前節の計算結果とよく

一致した実験結果であるといえよう｡

　図1.11~1.17のときと同じばね特性の場合の実験で,主危険速度c叫の低速側での振勣波形か

ら,振幅玉と,波形の頂点と回転マークPとの聞の角度δを測定して,極座標(jo,∂)で示した

結果が図1.18㈲である｡図1.14,1.15のように低速側の共振曲線Ao1が高速側へ伸びていない

U形のときは△印,図1.16,1.17のようにAolが高速側へ伸びているS形なら○印で示した｡多

くの実験結果をこのように整理すると,図1.18㈲のように,すべての実験を通じ△印(U形)は

第1,H象限に,0印(S形)は第Ⅲ,Ⅳ象限に集まろ｡同様にωΓの高速側での波形から,図1.

15,1.16のようにAo2曲線が低速側に伸びていないU形のとき△印,図1.14,1.17のように低

速側へ伸びているs形のときを○印とすると,図1.18(&)のように第H,m象限と第1,Ⅳ象限と

にそれぞれ同じ印が集まる.波形の頂点の角位説は前節のαo　,　Z'oの拡大率が同じなら,ω<ω,,で

は不9りあいの方向と一致し･ω>ωΓでは1　8　0゜異なる｡この場合ら,Z,oの拡大串は同じではな
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く,波形の頂点の角位置は不つりあいの方向と一致しないが,不つりあいの存在する象限円に必ず

あることがいえる｡したがって多くの実験結果を察和して得られた図1.18㈲,φ)は,不つりあい

がI,H,Ⅲ,Ⅳの象限内にあると,共振曲線がそれぞれ図1.2(図1.14),図1.3(図1.15),

図1.4(図1.16),図1.5(図1.17)となることを実験的に証明している｡

　装置の組立条件のわずかな相違により,ばね剛性の方向差丿冶,非線形項の係数ら,べ　の値が

変化する.図1.　19　は,図1.　11　~1,　18　の場合よりJ軋　べ,G　の値が小さくなったときの第Ⅳ

象限に不つりあいのある場合の共振曲線であり,曲線の立上がりは急であろが定性的には図1.5,

1.17と同じであろ｡

　装置の組立条件によっては,図1.7,1.8の場合のように､心4　0となり剛性の小さいy方向

にのみ非線形特性が現われろ､.この場合の共振曲線の実験結果が図1.20　､　1.21であり,それぞれ

計算結果の図1.7,.1.8と同様になる,.図1.20で共振曲線が二重のところは､データの欠けた部

分を後日補ったとき,不つり奏い量とその角位置に多少の相違を生じたためである｡図1.21　に示

すように､図1.8の冷~ご間の安定鎖域の存在は､危険でこれを確めえなかった｡図1.22に低速

側での波形の頂点の方向と共振曲線の形との関係の多くの実験結果を示す｡○印は図1.20ぐ図1/7),

△印は図1.21(図1.8)の形の場合であり,前節の解析結果同様,y方向を艇としてβ4　0°~1　8　0°

なら図1.20(図1.7),β4　1　8　0゜　~360°なら図1.21(図1.8)の共振曲線になることがわかる､

1.5　　結　　　　　　　論

　回転軸のばね特性に,玉軸受に起因する輔とともに回転すろ軸剛性の方向差と非対称非線形特性

が存在する場合の主危険速度付近の強制振動に関して,以下のことを結論しうる｡

(1)角度のがたをもつ単列深みぞ形玉細受で軸を支持した場合ぺL1節の㈲~(めなどの原因で,軸と

　ともにωで回転する,ばね剛性の方向差(扁平性)と方向性のあろ非対称非線形ばね特性があら

　われる｡

(2)このような系では,不つりあいの角位置により,不安定領域が発生,消失し,またさまざまな

　形の共振曲線が得られる｡

(3)ばね剛性の大きい方向,小さい方向の雨方に非線形特性があるときは,不つりあいの角位殴に

　より,4種類の共振曲線を生ずる｡

(4)ばね剛性の大きい方向の非線形特性がなくなると,共振曲線は2種類になろ｡

(5)このような不安定領域の発生と消失,共振曲線の形の不つりあいの角位置への依存という特異

　な振勣現象は,軸回転速度ωで回転するばね剛性の方向差丿后と,やはりωで回転する方向性のあ
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る座標の二乗の非対称非線形ばね特往とによって,これらを十分説明することができる｡
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表1.1

EJ/ Ey/
不つりあいの存在する象限

I Ⅱ Ⅲ IV
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U

U
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U

S

S

UU

U

S

S

US

S

U

U
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第2章　対称非線形ばね特性をもつ

　　　　囲転軸の振動(34)

2.1　　ま　え　が　き

　単列深みぞ形玉軸受で回転軸を支えた場合,軸両端の軸受台の中心線聞のわずかな不一致などに

より,回転軸中心線の平衡位賓が,玉軸受に存在する″角度のがたW″の中央からはずれると,回

転軸の復元力に比較的大きな非対称非線形特性と,弱い対称非線形特性が現われる｡その結果,ジ

ャイロ作用をともなう一般の回転軸系では,1//2次分数調波振勣,〔か十が)様式の和差調波

振勣(か,がは系の囚有振勣致)などのふれ回り運勣が発生する｡　これらの実験的峰似　回肖

的朗㈲研究には山本らによる報告がある.　また,非対称非線形特性にともなう軸剛性の方向差(復

元力の一次の項の係数の方向差)に起因する後向き同期歳差運勤様式の強制振勣についても報告さ

れている印｡

　単列深みぞ形玉軸受を用いた場合,一般的には上記のように非対称非線形特性が対称非線形特性

より強く現われやすいが,鉛直軸で上下両軸受台の中心線の一致に特に留意して装叙を組みたてる

と,静止状態での回転軸中心線が角度のがたのほぼ中央に位賓するため,軸の復元力に対称非線形

特性が非対称非線形特性より強く現われる｡

　本章では,このようなばね特性をもつ回転軸系には,山本らの報告叫聯'糾'では発生しなかった

1/3次分致調波振動･〔2た土勺<〕･〔ハ土朽土戸バ〕様式の和差調波振勣など･対称非線形系

に特有な各種のふれ回り強制振勣が新たに発生することを実験により確めた｡往復振勣系における

対称非線形ばね特性に起因する各種の強制振勣については,すでに山本らの報告帥`ゆ1)があるが,

回転軸系のふれ回り運勣様式のこの種の振勣に関すろ報告はこれまでにはない｡さらに本章では,

比較的強い対称非線形特性の存在のため,主危険速度付近での調和振勣と後向き同期歳差運勣様式

の強制振動の共振曲線が,文献(7)とは異なって跳腫現象をともなう漸硬ばね形共振曲線になること

を指摘するとともに,非対称非線形特性に起囚する1//2次分数調波振勤,〔ハ士jプ)様式の和

差調波振勣の共振曲線が,文献(12),(23),(24)に比べて著しく右になびいた漸硬ばね形になる

こと,またこれらの強制振勣のうち,比較的発生しにくい振勤は,非対称非線形ばね特性が強い文

献(12),(23),(24)の回転軸系では発生し得るが,これが弱い木章の場合には発生し得ぬことを

実験により明らかにするなど,すでに報告されている諸実験結果(7)'聯'糾'叫との比較をも行ってい

る｡

　一般の回転軸系に発生する,zy平面内(図1.10)でのふれ回り運勣様式の各種の非線形振動
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には,住復振勤系とは異った力学的解釈により非線形ばね特性を表示する必要がある｡　これに関す

る理論的考察は第3章で詳しく行う｡そしてその解析結果に基づいて,本章の実験結果は合理的に

説明される｡

2.2　実峻装置と発生可能な非線形強制振勣

　本章の実験で用いた装置は,図1.iOに示されている前章の実験装置と同じであり,その各部の

寸法は同-である｡

　図1.10の匹転軸系の固有振勣数に閲しては,以下のことが常に成立する耽

(i)4個の固有振勣数ハい=1~4)をもち

刈>為>O>為>八

　が常に成立する.かとj2は前向き,芦3　と芦4　は後向き歳差運勣の固有振勣数である｡

6i)/い　は軸回転速度ωに対し次の関係を満たす｡

ハ>(7y/7)･ω,1imハ=(与//j)･ω

(2.1)

(2.2)

(i4)/'2,戸3,芦4はω一〇Qで一定値に漸近し,かつωの〇~o･の全範囲にわたり一定限界値をこえ

　ることはない｡

　図2.1に,この実験装置の芦1~戸4を,ωに対して実線で図示してある｡また囚有振勤数の和ま

たは差の絶対値を表わす曲線のうち,必妾なものを図中に破線で示しておいた｡

　座標の奇数乗項で表わされる対称非線形ばね特性により生ずる各種の強制振勣のうち,高次の項

に起因するものが発生することはまれであるので,三乗項までを考える｡まず

　　　　3?1　°ω　9　3戸2°ω　ター3戸3=ω　　-3戸4=aJ　　‥‥‥‥‥‥‥

を満たす軸回転速度付近で発生する振勣数

　　　　1　　　　　　　1

ω1=マω　9　ω2=てω　7ω3
-

-

　　1
---ω　,むリ4

　　3

(2.3)

(2.4)

け7)

(2.8)

1
-

3

の分致調波振勣がある｡　さらに

　　　　12j‘土ノリ|=ω　()≒八‘,y=1.2.3.4)

の関係を満たす軸回転速度付近で

ω･÷/り　,ωノ･そリプ　,42ωz土ωプl°ω

●● ………(2ゐ)

…………(朗)

の関係を尚たす,振勣数ωらωブの2つの振勣が同時に発生する和差調波振動と,

　　　　□い土戸ゾ土yり|=ω　()ヘプX4,ら　ハ　4=1.2.3.4)‥‥‥‥‥

の関係をみたす軸回転速度付近で

%今か　･乃与勺ハ(“今戸わ　レ爽土oリ土c叫|゜J　●●●●●●●●●●●●●●
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で与えられる'振動数(叫'ωノ''ω4の3つの振動が同時に発生する和差調波振動がある｡

　しかし本章の実験系は与/7÷2であるので,上述の性質㈲)よりjl>2ωとなり,さらに(iii)の

性質があるため,角が関与する諸振勣において,式(2.3),(2.5),(2.7)の関係をみたす軸回

転速度ωは存在しない｡　また一般の往復振勧系と同様に叫如),ふれ回り様式の回転軸系でも,絶対

値の和形の和差調波振動のみが発生可能との結論をうる｡　したがって,この実験装置で発生可能な

分数調波振動と和差調波振動は,次の式(2.9),(2.10)をみたすものに限られる｡

3戸2　°ω　9

芦2-2j4=ω

-3js=ω　,

2芦2　-j4　=ω,

2戸2-戸3=ω9　　-2ノウ3　-j4　=ω

戸2-戸3　-?4　=ω

-3メ'4=ω　タ　゛゛゛゛゜゛゜゜゜゛゜゛゛゜゛

二二

(2.9)

(乙10-a)

(2.10-b)

これらの振拗の発生個所は･図2.　1　において交点£9　F2･FI･GI~G6　･らの横座標で示される.

それらの回転数をそれぞれωユ,ω!と,叫上,ω244　,　･ω224　9　ω344　1　ω223　1　ω334　タ　ω233タ　ω234　で
　　　　　　　　　　　　　　　3　　　　　3　　　　　　3

表示する｡

　非対称非線形特性に起因する強制振動も,座柿の二乗項により生ずる振勣がほとんどであり,こ

の場合も上記の理由により,この実験装盈で発生可能な振動は次の式(2.11)と(2.12)をみ

たすものに限られる㈱｡

2j2　°ω　l　　　-2戸3=ω　タ　　　ー2j4=ω　,

芦2‾芦4=ω･　‾j3‾メ'4°ω9　/'2　-芦3=ω9

(2.11)

(2.12)

これらの発生個所は･図2.　1　の交点Cタ　1)2,炳･絢~刄3の横座標で示され･それらをω1タ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T

印_L　ω_Lタ　ω2いω34タω23とするo

2.3　実　駿　結　果

(I)ばね特性

　上下両軸端における軸受台中心線の一致に特に留意して装置を組み立てた場合の,ばね特性の測

定結果を図2.2,2.3に示す｡

　図2.2は,前章のような軸とともに回転する軸剛性の方向差が,この場合にも存在するか否かを

調べた実験結果である｡軸の回転をとめた状態で,　回転体の角位置Θ(図1.10)を変えて,それ

ぞれの角位置において軸剛性の最大と･最小の方向での固有振動数戸ol　'戸o,を測定した.前者をき

印･y後者を9印で示し･また両者の区別がつかぬ場合をo印とした.図から･jolと/り2　の差はほ

とんどなく,またΘによっても変化しないことを知る｡すなわち軸とといこ回転する軸剛性の方向
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差はほとんど無いと結論しうる｡

　円板を角位誼○=O゜に固定しておき･測定方向?(図2.3)を変えて副った,回転体に加えた

モーyントと回転体の傾き角との関係を示したのが図2.3である｡文献(12)においても,これと

同じ方法で回転軸系のばね特性を厠っているが,その第5図とは逆に,非対称非線形特性は小さく,

対称非線形特性が大きく現われていることがわかる｡　さらに図中のすべての曲線がほぼ同じ形であ

るから,この場合の対称非線形特性にはほとんど方回性がないこともわかる｡

　装漑の組立条昨を,図2.2と2.3の場合とは少し変えたときの厠定結果が図2.4である｡　この場

合も対称非線形特性が強く現われているが,厠定方向9により特性曲線の形が多少異なり,方向性

をもつ.すなわち9　たとえば゛,y方向のばねカをそれぞれα゛十βjげ3'αy十β1げ3とすると9　図

2.　3　ではβzとβ,はほぼ等しいか図2.4では両者の向に差があるということになる｡

　図2.3,2.4とも漸硬ばね形になっているが,このことはその発生機構から自明であろう｡

面　対称非線形特性の影響をうける強刎jヽれ回り振勤

　(丑-a)　共振曲線の形に影粉をうける振勤

　図2.5は,図2.3のばね特性の堪合に生じた振胆のうち,対称非線形特性と関係のある強制振動

を取り出した実験結果である.そのうち'“ハ2･ωご･ωyl(図2.1)付近の振動は,非線形特性

のないときにも発生する振勣である｡

　ω゜心となる主危険速度(馬付近の振勣は,対称非線形特性のために,一般の往復振勣系の場合

と同様,跳躍現象と履歴現象をともなう典型的な漸硬ばね形の共振曲線になる｡右へなびいている

上側の共振曲線は,実際はさらに高速側へ伸びているが,危険なので約1　3　5　0　rpmで実験を中止

した｡以下の各種の振動においても,上側の共振面線の高速聡に跳躍を意昧する矢印を記入してな

い場合は,これと同じ意昧とする｡

　ω゜‾戸39ω゜‐戸4となるω&2･ω&1付近ではタ　軸岡U性の方向差に起因する･振勣数一ωの後向き

同期歳差運動様式の強制振勣が発生する｡　その振幅は軸剛性の方向差に比例し(6j,またこの方向差

は,軸受台の削性の方向差(6)や,玉軸受の角度のがたのために生ずる非対称非線形特性(7)にともな

って発生する｡　したがって非対称非線形特性が強い文献(7)に比べて,それが弱い図2.3のばね特性

の場合は,軸剛性の方向差も小さく,図2.5のこの種の振勣の振幅も文献(7)よりかなり小さト｡　し

かし文献(7)では対称非線形特性が小さいため,線形の共振曲線の形になるが,これが大きい今の場

合は1　ωΓにおける形と同様･漸硬ばね形の非線形系の共振曲線となる.

　方向性のある非線形ばね特性である図2.4の場合も,むら,ωM,ωみ2　付近に発生する振動に関し
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ては,図2.5とほとんど同じ結果になる｡

　(韮-b)　発生の有無に影咎をうける振勤

　ω゜2戸2-芦3ツω゜2戸2-戸4となる軸回転速度ω223　9　ω224の付近で発生する図2.5の和差調

波振勣は,対称非線形特性がなければ発生しない振勤である｡

　図2.　5　のω223　,付近では,ω今264o~3　1　2　o　rpm以上の･広槍晋に,振勣数ω2(÷ち)とω3(÷ハ)

の前向きと後向き歳差運勣様式の振勣が同時に発生している｡　この場合も漸硬ばね形である｡同じ

軸回転数においても初劾条件の与え方により,和差調波振勣が発生するときと,小振幅の調和振勣

のままのときとがあり,これも対称非線形特性に起因する強制振励の一つの特性である｡

　凶2.　6　にこの〔2札―戸3j様式の和差調波振動の振勣数ω2,ω3の実厠値を示す｡ω2(÷札)

ω3(今戸3)は原点を通る直線上にほぼのっている｡

　図2.　7　に〔2ち一戸3]様式の和差調波振勣の振勣波形を示す｡図中の白い縦線は,図1.10の

小紙片Pにより軸一回転ごとに記入される回転マークである｡小振幅の細かい振勣が重なっている

が,これは振勣数ωの調和振勁成分であり,以下に示すすべての振勁波形にも現われている｡図中

の印Aごとにほぼ同じ波形をくり返し,このAA聞に軸は37回転し,速い振勣は17回,おそい

振勣は3回振勣していることがわかる｡　さらにz,y両方向の波形の位相の比較から,速い方は前

向き,おそい方は後向き歳差運勣であることが判別される｡したがって,ω:ω2:ω3=37:17:

(-3)となり,2×17-(-3)=37より2ω2-ω3=ωの関係が成立している｡

　図2.　5　のω224付近では,〔2ち一芦4〕様式の和差調波振勁が,ω÷4500~4830rpm以上の

範囲で発生している｡図2.8にその振勣該ω2,ω4の実副結果を示す｡　これらは原点を通る直線上

にほぼのっている.図2.9に振勣波形を示す｡　同じ波形となるAA間で,ω:ω2:ω4=16:5:

(-6),したがって2×5-(-6)=16すなわち2ω2-ω4=ωが成立している｡

　以上は図2.3の方向性のない対称非線形ばね特性の場合に発生した非線形強制振勣の実験結果で

あるが･図2.　4　の方向性のある対称非線形ばね特性の場合は,上記の(2札一戸3〕,〔2ち一八)

様式の和差調波振動の仙に,新たにω=3札が成立する軸回転数付近の1/3次分数調波振勣,

〔杓-2ハj,〔ら-2　/･4　j〕様式の和差調波振勣,3っの振勤が同時に生ずる〔た一ち一ハ〕

様式の和差調波振勁が発生する｡　これらの振勣の実験結果を図2.10に示す｡いずれも漸硬ばね形

の共振曲線になっている｡

　ω゜朽-2戸3･ω゜札-2戸4となる柏回転速度ω233　1　ω244付近で,〔ち-2札〕,〔ち-2八〕〕
　　　　　●

様式の和差調波振勣が発生しているが,前者はω÷1860~1　940rpm,後者はω44=　4750~

4930rpmと比較的それらの発生範囲は狭い｡図2.1　1　,　2.12にそれぞれ〔ノy-2j3つ,(鳥一回八〕
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様式の振勣の振勣敷を示す.いずれも原点を通る直線上にのっている.図2,　1　3　,　2.　1　4　に〔朽一

2ハJ〕,〔札-2芦4j〕様式の振勣の振拗波形を示す｡AA聞の回転数と振動数から,肖2.13で

はω:ω2:ω3°40:26:(-7)であり･26-2×(-7)゜40すなわちω2-2ω3°ωが成立し,

図2,　1　4　ではω:ω2:ω4=54:16:(-19)であり,16-2×(-19)=54すなわちω2-2叫=

ωが成立していることがわかる｡

　図2.　1　0中の〔札―札一札J〕様式の和差調波振勣は,ω=鳥一札-ちとなる輔回転致ω234付近

で･振勣数J2(今戸2)･%(4リ3)･叫(令札)の39の振勣が同時に発生するもので･(“゜3265

~3320rpmと比較的狭い範囲内で発生していろ｡図2,15にその振勣数を,図2.16に振勣波形

を示す｡　この和差調波振勣の諸性質は,文献(31).の往復振動系の場合とよく似ている｡図2.16

のAA聞でタ　ゆっくりした大きな波形がω3で‾7回･大きく現われている振勣波形がω2で43回振

拗しタ　またω2の波形の唸りからω4の振勣数の振勣も発生していることがわかり,それが-50回で

ある.この聞の柏回転数は1　0　0であるから･43-(-7)-(-50)゜100すなわちω2一ω3-ω4

=ωが成立している｡

　囚2.5･2･10より･方向性のある対称非線形特性に起因する〔札-2札〕･〔朽-2札つ･〔ち

‾焉‾戸4〕様式の振勣の発生範囲は･方向佳のない対称非線形特性のときにも発生する〔2札‾烏ム〕

〔2札―札)様式の振動の発生範囲より,かなり狭いことがわかる｡

　ω゜3札となる軸回転速度ω1付近で発生する前向き歳差運動様式の1/3次分数調波振勣は,
　　　　　　　　　　　　　　　T

図2.10に示すように,往復振勣系の場合と同様,典型的な漸硬ばね形共振曲線になる｡　その発生

範囲はωぞ4120~4500rPm以上とかなり広い｡　その振勣波形を図2.17に示す｡図中の細かい

波形はωの調和振勣成分である｡

　方向性のない対称非線形ばね特性のとき生じた防2.　5　の〔2応―鳥孔(2応一八〕〕様式の和差調

波振動は,方向性のある対称非線形ばね特性の場合にも発生し,それらの振勣の諸性質は図2､5に

示すものとほぼ同じであった｡

　軸の回転速度ωの広荷囲にわたりくり返し振勣の有嫉を調べたが,対称非線形特性に起因する非

線形強制振勣は,上記(Ⅱ一b)で述べたもの以外は発生しなかった｡

　前節の(2.9),(2パ10)に示した,対称非線形ばね特性に起因する発生可能な諸振勣に関す

る発生状況を表2.1に示す｡これに関する詳しい考察は次章で行う｡

㈲　非対称非線形特性の影響をうける強制Aれ回り振勣

　(Ⅲ一a)　発生の有無に影響をうける振勣

　この種の強制振勣の諸性質は,図2.3,2.4のばね待性を通じほぼ同じであった｡すなわち対称
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非線形特性の方向性の有無は影響しない｡

　図2‘　1　8　に〔2札]様式の1/2次分娠調波振勣'〔芦2‾へ]'〔朽‾札つ様式の和差識波振動

の共振曲線の実験結果を示す｡対称非線形特性が強いため,1/2次分数調波振動の漸硬ばね形共

振曲線もかなりなびいており･゜J今2480~2900rpmと広範囲にわたり存在している｡〔鳥―戸ト〕,

〔札-4〕様式の振動も,漸硬ばね形であり,それぞれω4=1500~1650rpm,ω÷2950~

3290rpmと発生轍囲は広い｡　　　　　　　　　　　‥

　文献(12),(23),(24)の実験装着は図1.10の装盈とほぼ向じである｡したがって,それ

らの報告とh　2.　18との実験結果の比較により,非対称非線形特性と対称非線形特性の強弱の相異

が,非対称非線形ばね特性に起因する各種の強制振動におよぽす影響を知り得る｡

　前節の式(2.11),(2.12)で発生可能とした諸振勣の実験における発生状況を表2.2に示す｡

これから次のことを知ることができる｡

　文献中の実験で強力に大振幅で発生した振勣は本実験でも発生し,比較的小振幅で発生した振勣

は,非対称非線形特性が減少したため,本実験では発生していない｡また,発生している振勣は,

本実験の方が対称非線形特性が大きいため,共振曲線が右へ著しくなびき,その発生範囲も広くな

っている｡

2.4　結　　　　論

(1)単列深みぞ形玉軸受で回転軸を支えた場合,軸中心線の平衡位置が玉軸受の“角度のがた･の

　中央からはずれる程度により,軸のばね特性中に非対称非線形特性が強く現われたり,対称非線

　形特性が強く現われたりする｡

(2)方向性のない対称非線形ばね特性をもつ回転軸系では,対称非線形特性に起因する振動として,

　〔2ち-ちj〕,〔2札一らJ〕様式の和差調波振動が発生した｡

(3)方向性のある対称非線形ばね特性をもつ回転軸系では,対称非線形特性に起因する振動として,

　上記(2)の振動の他に･〔3札〕〕様式の1/3次分数調波振勣･〔ち-2焉で〕･(ち-2ち〕･〔j2-

　芦3-石〕様式の和差調波振勣が新たに発生した｡

(4)〔-3芦3ム〕･〔-3か)様式の-1/3次分数調波振勣･〔-2札一戸4〕･〔一戸3-2へj〕様式の和

　差調波振勣は,本実験では発生しなかった､

(5)主危険速度付近と,後向き同期歳差運勣様式の危険速度付近の共振曲線に関しては,上記(2),

　(3)を通じ,対称非線形特性の影響のため,眺躍現象と履歴現象をともなった非線形特有の共振曲

　線となった｡
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(6)本実験においては,非対称非線形特性に起因する諸振勣のうち,〔2ハ〕〕様式の1/2次分数

　調波振動,〔札-j31,(札一石)様式の和差訓波振勣が発生した｡これらの共振曲線は,強

　い対称非線形特性の存在のため,著しく高速側へなびいている｡

-25-



日
a
Q
'
ぱ
.

J

800

700

塵
《
四
･
`
(
　
　
聶

5000

4000

暴　3000

嘩

倅2000

囮

1000

0

-1000

-2000

-3000

xヽ､```````‾-`-一一-ゴi!吐一一.一一/
```ヽ､p‘　-ゴざ包-----‾‾∠ョ‾‾'‘

　フク☆T-.　　ゝゝ　　　　IR-p,1　　‾`IT--一一一一一一一一-,

尚言⑤几二万''
ブ≠lこ22言ムニj

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ps
　　　　　　Da　FI

　　　BI

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　゛`ヽな)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D　　　　　　　　　　　F'

　　　　　　　　　　　　B,　　　j　　　p､　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4ノヽ

　　　　　　　　　　　　　　　　%　　　　　　　　　``う)

　　　　　　　　　　　　　　　　　y

0 1000 2000 　3000

軸回転遠度

図2･l　p-ω線図

　L1000

ω　Γp●

5000

･　　●　　･　　●　　.

L_　　-　　　　=__

I)｡
､　七　　　　j

賛
W　　　　　　　　‾‾¬

1　　●　　a　　●

　　　　　　　　RI
　　畠　　●　　&　　畠

　　　　W

　　&　　　　　●　　a

90° 1800

図2.2　ω=Oにおける固有振勧数

-26-

2700

e

3600



`
f
【
恒
袴
㈲
俣

3600

3150

2700

2250

1800

1350

　900

　450

　　00

S
【
t
袴
卿
晨

3600

3150

2700

2250

1800

135°

　900

　450

　　00

OO

傾き角

図2.3　ぱね特性(工)

0.20 0.40 　　　0.60

傾き角

図2.4　ばね特性(1:工)

27-

ム
八
x
,
|
申

日
Q
･
切
v
【
〔
)
〔
)
,
[-

|

ふ
八
､
ヘ
ー
ー

E
Q
･
切
v
【

〔
)
0
,
[



-
Q
∞
j

日1°0

日

　
　
　
　
　
　
　
　
r
む

　
　
　
　
　
　
　
　
0

蓼
　
　
S

0

4z(

,ω]

方向

ぢ向

:゜ニフ;or'゛
　-y方向| [+ω]

　　/4
/

ノ
/1

/よ｡
゛(r‘○゛

　　　.y゛

ざO

がS瀕 匹○'`･″
-

玖
¥･O 咄:l=こな9●･･･●-

`t)'○--

一
心
方
方
一
　
　
　
　
　
　
　
一
　
　
g
　
　
　
　
一
〇

　
●
一
@
　
　
　
　
　
　
　
　
6

ω゜-p3)

1000 11　0　0 1200 　　　　1300

ωc((A)゜pZ)

･●一和差周波振動[2p

●　-x方向

●　-y方向

2　-p3　]

.4'

/j

[2pl-p3]

TごニT
''‘●べr‘●

/乙
●･‘●゛‘●''‘●,●

.μ･

_Jf･‡

づ4=グ=1
ぺ:｡,.'

rlerele 4･高･s･saQ･.s･=.l･=･.=4･s
-

---ヽ･-ヽ･-･
-----ヽ･-

2700 2800 　　　2900

ωa3(゛゜2p息-pl)

3000 3100

1400

●●-[-ωJ

゜　-x方向
●　-y方向

[-ω]

1800

41(ω゜-p4)

E･白露波?勤[2pi　-p･　]

〃

=

a

f･=1･1“

　[2pa-p奉]

･･･SJ゛
jレー.●゛

9.;●:;'

　1

--

之　　九
･　　　-.

-　　　　- W

4500

図2.5　方向性のない対称非線形ぱね特性のとき発生する振動

4600 4700･ 4800

““今(ω゜2pa　'p4　)

　　　　　軸回転数ω　Γp鴫



S
(
}
'
M
4
3

日
(
一
一
f
`
`
3

1500

1400

1300

1200

110　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　パ

　　　pl　　　o

　　　●　　　　　●　　　　●　　　　　畠　　　　●　　　　　●

2500

-100

-200

-300

-400

2700 2900

　　　ω　Γpm

3100

　　　　　　　○

　　　　　　　　　○(Q)

　　　　p3　　　　　　　　　　　　　ωl゛ηJω゛司jぞi5;ω

図2.6[2P2-P3]様式の和差調波振動

　　　　の振勧数

"　　　　　　　　'　?'　一争　〃　　　　-　で-き'-　　　゛-　ミー-　-　--　　　　　､.　9

゛`゛　'`゛t　FIF　I;　;t‘s゛　1;゛　i　i'l　゛　1'応向i
き-/　u/¶､F　tWI　-2'･4　･　'　｢　゛･　f'‘　　　　　`〃　　　　･･　四な　　　　　,､､　“'.　　　　　　　　　　d

A A
X方向

-　･H　　　　-　1-〃　･-←　･ミ=　　　　　　1→　`〃　F-“　6←　　　　　　6-　~J　-一心　〃　　　　J　lw←--J　:

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　|　　　　　　　　　-　　　　　　　ト　　　　♂　|　｢

☆レ十---ご∧--一一---~二肩紅☆二二ノニー
てこ之こニこlじ_こ_メゴl.J:づ.,;.､‘　　　　　　　　　　　　i_二ぶ¨t゛しEI　･J､ハ　…l.:‥‥‥‥､

････････････････●●･･`4

-Mo.1sec　k

●●●●●･････●･･････●･･●●●･●●●･●●●･･●●●･●●●●･●●●●●●●●●●

←t

図2.ア利差調波複勧[2p2-p3]の波形

-29~



日
(
一
【
'
M
`
3

日
9
M
4
3

1500

1400

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　　φ　　　　　　　ヽ

　　　　　　　　　　　　　　　　りnsφcでJ?づiこ
　　　　　　　　　　　　　　　　φS

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p2
　　　0

　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　●

4500　　　　　　　4600　　　　　　　　4700　　　　　　　　480p

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω　Γpm

-1700

-1800
岑.

図2･8　[2p2-刈様式四〇差調う灰振勧
　　　　の振動数

　　　･　　　　　　　　　　-　　　　　　　　　n　　　　　　　　　　j1　　　にjd｣･皿

.こ二¶二∠-1y止止17レ△上ム1∠JIr
.ごlt犬　'＼ヨモ　､べ.'-R三三,ツ　.''.:‥‥‥　':　　‘'に;べこぐ:ミn　二.ドy几-.

△⊇∠尚ダJ………1白Jダ…………言)＼………万‘j``〕〕‘レ上∠△y/上〉
よ≒犬づ,几言土犬ゾ言長よュゴ　T

ズち向

一　-　ふ　ふ　I‾'‾　~　-　-　‾　‾　‾　‾‘`“　"‾-‾゛プ‘　ぷ　‾‾　ニノて　`'

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　♂　　=　　=･｡-e‥.≒　　EEHi､､.士ら士.匹=升←→→7升　.f..._Ξ._F=士士Ξ_.呂4べ`.E.'lΞ士_士ミ÷士壬士シ

回上玉三よご　L.上匹三よ4圭且呂上言言上ざ〕し.ミょさ止白ミ_1,.こ__匹回匹匹回匹y-1

･●●illΦ　●　●●　　I●　　　　　奏･　　●

jワ.1sμ゛k　　　　　　　　　←　1

図2.9和差調波振動[2p2-p4]の波形

-30-



1
Q
}
-

-
~

-

-

!
･
S

-
0

0.5

0

18 00 　　　1900

ω233((Jp亀‘2p3)

¬o●一鋼和禄前

●●一和差調波振動[pr2巧]

o･-X方向 [p2,p,-p､]

鴫'

″1岬

-ヽ一一

9;-ニ1=.z

¬　　　　　　l　　　　　　　　　l　　　　　　　　　　l

●一和差興波振動[prpr一゜゜一分数詞波振動[3p2
　-x方向　　　　　　　　　●　-x方向

　-y方向　1　　　　　　　　●　-y方向

]

　　[3pz]

/
●･~'

-'''

4
ぐ

---㎜--心　　八

べご
｡一●-'一'●''

　　　-

'i;''''‾'

　　　･　之

m--　-

り　　　　　ミ∽゜xj･゛ W' ミ'S.Z°=ミ=マミW'

　　　　　　3300　　　4100

ωj,キ(ω゜pz-pl'p､)

4200 　　　　哺00

り(゛3pa)

4500L13　0　0

図2.10　方向性のある対称非線形ぱね特性のとき新たに発生する振勧

e･一和差一波振動[p2-2p4]

　-x方向

　-y方向

[p2-2pJ

　　｡､-e'j'
.@.‘e'I

　J

/
叫づ'″

6---め----

'`″4

=∽.fWd゛ゝ』
W

-

4800 11900

゜st(゛゜,pz'24)

　　　軸回転数ω　Γpl



E
(
`
'
一
″
N
3

E
(
`
'
M
す
3

日
《
`
'
‥
【1

S
(
`
'
`
`
3

1300

1200

1800

-300

,400

1500

1450

11秦00

-1650

-1700

-1750

1900

ω　Γpm

2000

図2.目[P2-2P3]様式四口差調波振勧
　　　　の振動数

4800 　　　　4900

ωΓpm

べ.

図2.12[P2-2p4〕様式の和差調波振勧
　　　　の振勧数

-32-



-
Q
Q
-

A

S匁向

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　_　｡　　　　　　,-　　　　　　　　　`に　　　　　　　　　↓

◇☆☆∧<＼○〕〕/☆十☆十十≫
jl

X力向 汽

-　･心　　　　　　←一　･→一　　　　Iい　匹-→　=4一　　　　--=　･-d　　　　　　r“kJ　　　　　　--〃Sμ←　　　　-j　=-←　-申¬　　　　~　→　　　　　　1

レ仁言二∧呂｡二.→〕土上ニニ→ニニ→仁土よ-∧ニ上ニ_二∧上レU二〇-|E回呂≒j回回⊆スTT〕しご乙し士づ_士し△.､七ゴj÷し∧∠｡几し止しづ./　j,___ゴ1_..,j゛.._jl7_上ハ｡二　じノ　上Uレド　ブTプ‾‾‾ドノニレス上し几こニ　トブ　"

哨ド.!s9c　k

図2.13和差調波振勧[p2-2p3]の波形

lj応向

X烏向

詞0.1seck-　　←t

A

図2.14和差祠波禄動[p2-2p4]゛)波形

←



日
a

μ

り

3

日
(
r
M
`
3

日
F
`
才
3

14L↓0

1400

3250

-220

　-250

-1620

-1650

3300

ω　Γpm

図2･15[P2-p3-p4]様式の和差調波根動

　　　　　のニ振勧数

-34-

3350



-
ω
㎝
-

畠　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･　　　　　　　　　　　･　　　　　　　　　　　　･　　　　　　　　　　　轟

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a　　　A　　　　1

　　　　　　　　　　　　幽　　　　　　　　　　　　&　　　　　●　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A

　　　　　･　　　　　　　'　　　･“--　　　　　‘　'‘i　　　　　==　　　　=‾--　　　　　　　　　　　　=.　　　　　　　　　　　　　　　.　　　　　　._

洲0.1secト瞎- ←t

図2.16和差調波振動[p2-p3-p4]の波形

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lj力向　　　　　　　　　　i　=

i　▲　▲▲▲A▲▲▲▲▲▲▲▲4AA,UhA▲▲jis｡.ミ｡=　　z｡.　--7-iF¥゛-ss==-､｡･｡｡,7,r､｡,｡,-,''零男iりき--?--ぃ-r'學騨辱1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　戈力向

　　　　●`　　　あ`　&　　　&　　　●.&　●.　　&　●､　　●.血.幽.　　轟.●｡　　&.

　　　　　　　　　Fi　　　　　　　　　　　　　　　　　繊磁
　　　　　　　　　Sr　'Z=　　　　　　　　　　　　　　　　_･●●●邑邑§･邑●f　き9盤墜Sr?5=“'‘`゛t9讐慧r゛　　　｡__　｡._-　.｡　　　　　　.　-..鰐闘_‥｡.　..､._｡　　　　　　　捧-　　　　　｡-...･.a-゛="-9〃〃-　　　　　--鞠一峰------　　--加゛S　‘　　　　　¨4

●●●●●●●●･●●●●゜●●･●･●●`1●●●●●●`●●●●`●●●`●●●゛I●●●●●●●●●●･●･●･･●●･●●･･,,,●･･･････●･････1･･･●････●･･

詞0.1sec　1峰- ←t

図2.17分数調波扱動[3p2]の波形



-
Q
Q
I

日

鑓

蓼
噂

1.0

0.5

0

o●‐調和禄前　　|
ll一和差調波振動[pz　-p3　]

ol-X方向

方ル

1500 　　　　　1600

ω23(ω゜pz　゛p3　)

ロ●一分軟調波振動£2ps

　ーx方向

　-y方向

] sl一和差調波振動[p2　-l;

　-X方向

　-y方向

4]

_..Jず1

　　[2p2]

Tごで:
ベゴ
.-○.‘

1

｡-｡9S･9.Sj

　[pl　-p.]゛

づ ヅ

ぷ,･6･1ど
rg;;gLr?○'‘r}D'`

四
一一一一 メ

な9　s゛9ssずa'
S

i,M'`″'g

.｡.w･s--rs･-一合

- 〃 - WW　W

2500 2600 2700

“)金((゛2p2)

2800 2900

図2.18　非対称非線形ぱね特性に起因する振動

3000 3100 3200

“j2●(“ドp2　'p4　)

　　　　　軸回転数6J　rpl

3300



表2.1　対称非線形ぱね特性に起因する各種の強制振勧の発生状況

燃
凶次分数

波振動

和　　　差　　　調　　　ダ　　　禄　　　lつ

二　　つ　　の　　　振　　釘 三つの振動

3P2 -3p3 '3p4 2p2-p3 2p2-p4 p2-2P3 p2-2p4 -2P3-p4 -P3-2p4 p2-p3-p4

b　一　工 × × × ○ ○ × × × × X

B一　工工 ○ × X ○ ○ ○ ○ × × ○

B一工

B一工工

慟
嚇
　
●
一

0...発生

方向性のない対称非線形ぼね特性

方向性のある対称非線形ぼね特性

　　　　×･･･発生せず

(図

(図

2

2

3)

4)

表2.2　非対称非線形ぱね特性に起因する各種の強制振動の発生状況

-　　　-
　　　　振動の種類

ね特性

1/2　次　分　数　調　波　禄　勧 和　差　調　波　振　動

2　pz -2　p3 -2p4 prp3 prp4 -prp､

A

発生の有無 ○ △ △ ○ ○ △

発生回転数福

　(rpm)

　25,　40,

50

20､30 75 100
　50,　100,

00
50,　100

振幅の大小 大 小 小 大 大 小

B一工

一工工

発生の有無 ○ × × ○ ○ ×

発生回転数福
　1､rpmJ

420 150,200 340

　A°'゜非対称非線形特性が強い文献(12),(23),(24)の場合,　　B-エ･･･対弥非線形特性が強い

図2.　3　の場合(方向性なし),　B-II･･･対称非線形特性が強い22.4の場合(方向咤あり),

0･･･発生,　×･･･発生せず,　△･･･系の組立状態により発生したりしなかったりしたもの.

-37-



第3章　非線形ばね特性をもつ回転

　　　　軸の振勣の解析的考察(36)

3.1　　ま　え　が　き

　ジャイロモーメントが作用する一般の回転軸系の紬の横振勤は,柱復振勣ではなくふれ回り運勣

でありり乱　回転体中心は,その平衡位澱を通り軸受中心線に重直なzy平面内で平面運動を行う｡

しかるに回転妬の弾性復元力に非線形特性がある禍合,直交座標z,yによりこれを表示するのが

通例であった｡

　本章では,平面運勣を行ういまの場合,zy平面内にいわば平面的に分布している軸の非線形特

性仏　従来とは異なる力学的解釈により表示するのが妥当であることを指摘し,非線舒ばね特畦の

新だな表示方法を提案している｡そしてこれにより,各種の非線形強制振動の諸特性,振勣発生の

難易,発生の予測などに,より明延な為察と展望が可能となることを示した｡　さらに対称非線形ば

ね特性(座標の奇数束項で表示される)に起因ずる回転軸系の各種の非線形強制振勣㈲に貼すろ理

論的解析を行い,また比較的簡単な,座椋の偶数乗項で表示される非対称非線形ばね特性の場合の

文献(26)の解析結果をより一般的な揚合に拡げ,これに上記のばね特性に関する新表示方法を

適用し,解析結果解釈の明確化を計った｡さらに山本によりすでに報告されている実験結果(1廓徘4)

と前章の実験結果糾)が,本章の解析結果により合理的に説明されうることを示した｡

　座標の四乗以上の高次項に起因する非線形強制振勣の発生はまれであるので,本章では非対称,

対称非線形特性は,それぞれ座標の二,三乗項で表示されるものに限定した｡

3.2　ばね特性と運動方程式

　ふれ回り運勣をする最も簡単な場合は,回転体が両軸受の中央にあり,回転体のたわみ振勧と傾

き振勣とが連成しない系の傾き振勣である｡この場合系は回転体の傾きθのz,y方向の成分∂z,

叫の2つの座椋をもつ2白由度系である｡　まずこの場合について,ポテンシャルエネルギVと非

線形ばね特性に関する考察を行う｡三乗までの非線形項を考えると,ボテンシャルエネルギVは

　　　F=1/2　.　δ(吋十吋)十(らo岬十ε21硯ら十ε12仇男十Eo3岬)

　　　　+(偏∂1+ふθ:ら+ふ∂湾+μ汎印+βo沸)　････････････････････9･･･4･････････････････　(31)

となる.ここにδはばね定数,らパ)十冷=3),β｡,()十β=4)はそれぞれ非対称,対称非線形

項の係数で小さい量である｡また,　仇･らに関するばねカは

ち'゜-∂郷功.ご‾訓トわパ仇･ら)‾卿x(仇･ら)

ちr°‾∂り嶮ら゜‾卵ド少仰(仇･ら)‾9卵(仇･ら)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-38-
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となり,ここに

　　　申肘゜討3o借十2s訪j,十ら叫

　　　少吋゜討o3岬十2ε12仇叫十ε2･仇

　　　y肘゛4β･o印十3β3冲jら+2β22仇卵十βロ卵

　　　?砂=4βo4卵十3β13仇卵十2β22好ら十β31仰

ベ
ー
‘
i
ー
ー
'
ー
‐
ー
x
､
'
f
1
1
-
.
,
y

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
a

であり,少釦･少仰と9財･9向はそれぞれ非対称と対称非線形項である.式(3･1)のFに

　　　　び2万㈲os　9･　　叫゜θsin　7

を代入し･極座標(∂,9)で表わすと

となる

F=1/2･卯2十(吋)co四十ヤsin　9十内)cos坪十押sin坤)θ3

　　+(がo)+βツ尚2牡診)心坤+詐‰,祥+冰)心坪)θ4

｡　ここで係数は式(3.1)と同数あり,

汗)゜(3ε3o十s12)/4　,

爪し(s3o-≒)/4　･

β(o心(リ4o十占2十3尚4)/8,

βジ)ニ=(μ4,一βo4)/2　,

βツー(β4o一β22H-βo4)/8,

い
∫

　
ε し

-

　
=幻

∫
ズ
c

　
=ー
/o
ぶ

　
n
戸

り
J

ぐ
β

-

-

の係数聞の関係がある｡式(3.5)はさらに

　　　F=1/2　.　卸2十(力)cos((ノフーら)十ε(3)co8　3　(9-い)}θ3

　　　　　十(戸)十β(2)･･バ(y一y2)十β(4)c･ぺ((/つ-74)}θ4
'
ぐ
イ
F
　
　
β

)ノ万フ不
W

2)-ルり)2+βヴ,

9　°　tan9　(ε(ゾ心));

?ド1/2‘t�9(β9レβツ))･

j3し{摩フ尺y,

β(叱席ヅ+詐)2,
9ド1/3‘t゛‾1(ε(ツ押),

ら=1/4　･　t-六沈レ汐))

(3.3)

(34)

(3.5)

………………(3刃)

　
s
『
―
'
―
-
1
-
ー
ー
き
i
l

ヽ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
|
ー
ー
ー
l
j

(3.5a)

…………(a7)

の形になる｡係歎中β(o)のみが正負両方になり,他はすべて正である｡式(3.5),　(詣a)で,方向

角9に無関係な,方向性をもたぬ非線形項は,対称非線形項の一つであるβ(c)∂4のみであり,他は

すべて方向性をもつ非線形項である｡

　図3.1のようにボテンシャルエネルギFを図示すると,線形のときのポテンシャルエネルギFo=

線のようにドo面から各方向に不規則にすれた形になり,式(3哨)の尚),β9)などの成分に分け万

考えれば,凶3.2,3.3に示すような規則性のある方向性をもったものの和になる｡図3.2,3.3に
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それぞれj'),ε(3)とβ(o),β(2),β(4)の係数の非線形項のみをもつ場合の,　仇ら平面に平行な平面で

のF曲面の断面を示す｡図からわかるように,　ぺ),β(j),ε(″)タβ呻などは方同角9が2π変化する

聞に〕回増敵する方向性のある非線形成分の係斂である｡図3.3の(i)のみが方向性をもたぬ場

合である｡

　式(3.1)のFにさらに高次の項を含ひとき,すなわち2　7z十1,2g(g,タzは正整致)乗項まで

の,非対称,対称非線形項を含ひ一般の場合は,前者の係致はjl)~j″　“'`1),後者の係数はβ(゜)~

β(?゛)までを合む表示になる｡

　以後,方向角が2π変わる聞にタz回岫誠する非線形或分を,　ぺりの記号で表わす゜

　回転体め極慣性モ‾メントを仙y　回転体中心を通る直径に関する慣性モ‾メントを7'ばね定数

をδ,減衰係数をら　勣不つりあいをr,回転細の角速度をω,時聞をzとし

Z戸 =仙 /7,

y°　r/ゾぷ丁,

　　-　　-

バ=ら/jフTン,　　ご=ωゾフ/∂

εし=EJ/∂, βjふニβα&/δ

I
J

の無次元量を用い,肩のダツシュを省略すると,次の無次元量表示の運動方程式を得る

●●　　　　　　●　　　　　●

馬十らJら十dん十仇十少∂x十y財゜(り-1)Γω2cosω´

叫‾りdな十゛ら十ら十φ卵十9砂゜(り-1)7ω2sinωz

へ
､
,
ー
ー
s
,
ー
I
J

(3.8)

(3.9)

○

こo系に発生する振勣‘ょAれ回り連勣7あり今=(らωハ/万⊇万)/2(>､p)と八=(らω-

ヘ/汀石フ竿て)/2(<O)の前向きと後向き歳.差運勣.の2-個の固有振動数をもつ,振兪数今(芹今)と

叫(今八)の2個の強制振動が同時に発生すろときの解の形は,文献(26)で述べられている摂

動法により,小さい量を無視すれば次式となる｡

仇゜勺cos(吠汗十∂/)十焉cos()八十心)十ちcosaμ

ら゜刄戸血(゛戸十δ/)十刄り沁(゛戸十心)十Fo　sil1　J゛

ち゜(り‾1)7�/{1十(リ‾1)�}¨‘

1
-
S
ー
ー
･
ノ

(3.10)

………(3.11)

　次に1祠の回転体が弾性回転軸で支えられ,たわみrの振勣･と傾き∂の振勣が連成する一般の4

自由度系の場合を取り扱う｡　この系の運励方程式と基準座標表示については既に報告(叫されている

ので･ここでは議論に必要な最小限の記述にとどめる.質量゛･慣性モ‾メント仙･7の回転体の

たわみと傾きを゛･yと応,∂,‥　軸のばね定数をα,r,δ･回転体の鮑心をら　動不つりあい

をr,fとての間の角度をβ,減衰係致をど･αjとすると無次元量

χ/

ぐ

゜゛/ゾフフ司　　　　　μ゜y/吟フW几　　　　　/=f/√フフこニ,
=ぐ 11/いE芦‾,　　　　ら1°ぐl°ら2/いEiア=ら1/φEFTF　,

ら
　
二.
/
Hr

ベ
ー
ー
ー
イ

2/(7　V/ぷフw゛)･�=ω/V/石フ⊇,　　　バ=り/iフ･‾,
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をうる｡

　　　K

　　　--

バニγ/(αV7/゛)･　　　ボ゜(と汚/(α7), り゜与/

●●●●●

により表わされる逓勁方程式は,上式中の肩のダッシュを省略すろと

　　　y十ど`11　i十ら2仇十゛十γ仇十`り十9z°　゛ω2　cos　ωz
●●　　　　　●　　　　　　●

y十白ly十ど:'2ら十y十γら十申,十9,゜　゛ω2　sinωz

7

ノ

り汁り゜Jら十り1十ら2仇十ぴ十∂仇十少仰十9餌゜(り-1)r“J2　co8　(゜μ十β)

り,-‘戸J&十〇j十ら2ら十戸十δら十巾仰十9吋゜(り-1)で�sin(J十β)

●●●●

(3.12)

‥(3j3)

となる.ここにφz･`%yなどは非対称非線形項タ　?zly)卵などは対称非線形項である.振勣数

方程式は,固有振励数を戸とすると

勺戸(1‾戸)(δ十り゜Jj‾戸)‾戸゛0

であり,4個の応有振勣致芦1,2,3,4の間には

　　　戸1>かo>1>列>O>ハ>-1>戸4>一戸lo

　　　　　　　　　加>りω

の関係がある｡上式においてかoは

　　　　べげ{(1十∂)十

である｡変換

χ-

4

Σxj
∫二1

y=-

o十δ)2-4(a―戸)}/2

Σ
Jこ

(3.14)

……………(3.15)

(3.16)

ー
ー
y
l
J

k,xj･ら゜一圭(ら叉ノハ)…………(3'17)Σ(礼/札),仇ニ
j二1

により式(&13)は基準座標Xいこ移され,運勣方程式

　　　又丿十ω2X｡=(ω1-鳥2)xi十'り〔{r11(-1十ちy)/lら

+ご

+{

,2(-1十/'汀一良/Kj十八ら/町)十ら2(‾良十八ら)}

一(申,十(ら)/ら一(少∂z十7∂z)十焉(申y十φに)/l(i十焉(中仰十φ卵)}

十J(ω十馬){″/Kパco8ωz十(り-1)てcos(心+β)D

　(J=1,2,3,4)

ここに

斤(対-1)/γ･≒つツj/{(尚一た)(ち一勺)(焉一ら)}

(j≒､j`尺プ≒､ち　i,yけ,1=1,2.3.4) (3.19)

であり･4j,･φp貼p(ら,はそれぞれ申,･?,･少肘･9吋の時間゛に関する不定積分である.

　本草において三乗項までの非線形項を考えれば,発生する非線形強制振勣,すなわち分数調波振
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勣あるいは和差調波振勣の円振勣敢ω以外の成分振勣は殼大限3個である｡　この場合式(3.18)の

解は

　　　　xj=7≒cos(ωパ+δj)+焉cosωz+召jsinωz

の形になり,小さい量を無視すれば,

χ

y

仇

ら

-
-

-

-

　　　　　(　ら　ノ゛,差=1,2.3.4

の形の哨を袖る｡(面》ここに,

ちコ(ω･い司)宋勺コ(ω戸宋らくド馬ぶ(ωパ未心)

　l｣　sm　　+　cos

K芦･7に(ω八十心)十町巧U72(J戸十〇)十恥馬ぺ記(゜Jμ十ら)

+ぐごy仙二心

ixノ'へ4)

鳥゜�〔{δ十(り‾1)�卜‾γ(ら‾1)7co行ハ/七)

鳥゜‾γ(り-1)7ω2　sin　β//(ω)

鳥゜�{‾リ十(I‾J2)(ら‾1)7　cos　β}//(φ)

　　　F4　°(1-ω2)(り-1)Γω2　sinβ/プk伺

であり'/ふ)は式(3‘1　4)で戸゜Jとしたものである.
　この場合のポテンシャルエネルギFは

(3.20)

………(321)

(3.22)

‾tズし言゛4yツ尚卵十｡jしェo沈゛パ与゛吋摩　………………………………(323)
(゜叫`四゜3)　　　　　(ぶ4昌ニ4)

となる.上式中の第2･3項は･それぞれ゛･h　応･叫に関する三乗項と四乗項である.各座標

に関するばね力はそれぞれ

　　　鳥=一∂り々沁ニーx-r仇一火一ら

　　　ら゜一∂F/み゜-y-γら‾申y‾ら

　　　らf-∂F/∂仇=一戸-δ応一ち･一?吋

　　　ち戸JF/∂ら゜一μ-δら―申肘―卿y

となる｡上式において

X

少z°3ε3ooo゛2+2e21oo゛y+s12　oo　μ+2ε2olo　゛仇+2ε2ool　゛ら

　　　+ε11･o　y∂z+らlol　yら十slo2o　6リ+εl　o　1　1　仇ら+ε□o2印
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(峠≒峠J=4)

7卵 呈　ば占々yり句jヴ‾1
α,&,ご゜0
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十[[(々J　co8　ら十ぺ1λsin刄)り十{ぺ11レos%十ぺ1,)J　sin%
十ぷリc･パ2ら-‰)十右)画1(2刄-%)}･2∂+{心･･岬｡十爪)リi叫ら･

十心レ･パ2兜―戴)十べ(;いiパ2%-ら)}り2+(乱レ-%十ぺ宍ふ%)∂3]

+[(/叱･･･3刄十心リill≒｡)･3+{ぶし｡パ2ら十%)十ぷ‰i｡(2ら十%)}パ∂

+{畠い･べ29+ら)+聡,ぬ(2%+ら巾∂2+(心パ･d吻+jリil1390θ3]|

であり･少,,少吋などは非対称非線形項を,9.,?∂,などは対称非線形項を表わしている｡式(a

23)に

ち

-

-

-
-

礼

礼

　3　　　　2

　Σ　Σ
　α゜1　へらj=o
(4+何吋jz3)

αSaぬ7yχ “ブノ好)ご

　竺　ゴ　政六八ツ`切ぴグ
ふzl　α､£7μzo

(ふμ呼叫どz3)

2
Σ

3
.
y
`

　
　
=

/吋-1ヴ
ごS4&rjχα

ど゜1α,カμ゜0

(4十ふ+ご十yz3)

Σ 希ノら沁yり勺いッブ‾1
　ど゜1　α,らご゜0

(哨-&}61-yz3)

-

-

9≒゜4β･Gooが十3β31oげり十2烏2c(げy2十β13ooμ十3β3o,げ2応

　十3β3ooげ2ら十2尚loり'仇十2β21oドリら十μ2'oμ仇十β1　2　oけ2ら

　十2烏o2げ吸十2β2oo2　zθj十2八〇ロ列右ら十β1,2oμと十β1　1o2　d;

　十μ11け仇ら十βlo3o吋十μo21吠ら十βlo'2仇叫十β'oo3∂;

=1　1　“β4心y“1/∂ン戸
　__,Å｡.z_n　　　　　　　　　　　　　　　　;/
　αこ1ららざ゛0
()十&呼り,yz4)

-

- 　左1摩しJy九じぐ
&゛1α,ござ゜0

(峠糾6ば=4)

4

礼ご占~'り句ド1ぐ

ら

9財゜Σ
r°1α9らj°0

(≒何心=4)

4

Σ
E

‥‥‥‥(3.25)



+ [収2ル4+{冶昌･･(ら-‰)+庶≒ill(ら-%)卜りッ+{βお)+冶レ｡d(ら-%)

+池い゛(ら―知)卜2∂2川冶レ･べ‰一嗚士哨(かill(yドら)}り3づ砂司

+[(冶レ･･2ら+冶いidら)･4+{涼レ･･(ら+%)+ぷいll(ら+%)

+仰‰･(3ら一妁)+亦いi･(批-%)}d∂+{冶‰Jら+冶昌i心ら

+β指-紬+β犯ふ紬}･ゆ+{刈‰,叫+ら)+が(‰i｡(妁申G)

+β拉･･べ柄―刄)+β俎心い9-yj}り'+(ヅム･,紬+冶‰心妁)則

+[(冶‰ヽ縦+池仙dら)･‘+{ぷ‰･,(砂け陥)+涼‰11(糾+吻)}りθ

+{,ズ‰･d(戴+%ドβけh2叫+ら)汐恥+{冶‰べ柚+ら)+

　ズ‰il1(栖+W)}り3+(池‰4吻屈か1ぃ陥)汐]]……………………(327)

となる･叫‾らの値は‾定であり'たとえば上式でら‾ら'2ら‾ら'3ら‾物'吋r十

ら･3ら十らを含む項は･それぞれy(o)･y(1)･y(2)･yv(3)'yv(4)の非線形成分で

ある｡上式と式(3.23)の係数は同数あり,それらの聞には次の関係がある｡

ぺ9r　°　(ぐ3ε3ooo十-ε,2oo)/4･,

ぶ)ご゜(ε2o･o十Eo21o)/2　,

　
1
1
イ
ぶ
/
･

　
　
ε J°(ε2olo十ε11ol一so21o)/4,

　
=o
心

r
G
,

､
目
八

メ
り

ぬ

-

-

(εlo2o十εloo2)/2　,

(EM2o+ら目1-eHo2)/4,

=(3　soo3o+Eoo12)/4　,
　
=ヽ

り
w

j
9

　
　
=

'
ー
ノ
ご

　
a
a
ー

ズ
り

ヽ
沁

j
{
,

壮

(s3ooo-ε12oo)/4　,

(e2olo-ε11ol‾Eo21o)/4,

=(sl　o2　o‾ら1目‾εloo2)/4,

-

-

し
･池

池)

よ

贈｡

聡

､
り
w

,
,
汰

即

-
一

-
-

(‰3o-Em2)/4　,

13(β,ooo十以4oo)十ふoo}/8,

(β2o2o十ぺ2o2十烏oo2十μo22o)/4!

七)｡=(3Eo3oo十e2　1　o　o　)/4　,

仏
ぐ
貼
言
光
浪
削
仁
心
ズ

-

-

-

-

--･

-

-

-

-

-

-

-

-

一

-

一

-

一一

-

一一

(So2ol十S2oGI)/2　,

(%2ol+ε口lo‘ε2ool)/4　タ

(Eolo2+Eo12o)/2　,

(Eo･o2十εloローEo12o)/4　,

(3Eooo3十Eoo2,)/4　,

(-Eo3oo十ε2,0o)/4　,

(‾so2ol+sロlo+s2ool)/4　:

(‾solo2+slo口+so1　2　o　)/4　゛

(

{

゛‾e0003 十soo21)/4　,

3(βoo4o十鼠oo4)十八〇22レ8

{3(β3oto十瑞311)十(烏回[十尽2･o)レ8,β?1)ご{-3(β3ool-βo31o)十(烏1　1　o　-μ2ol)}/8,

゜(ふ2o十βo2o2づツ2oorβ)22o十尚1)/8･　μ爪=(八2　1　1　十山2oづ2c11‾尚o2)/8　,

゜{3(μo3o十ふo3)十(価2

°(β4ooo一βo4oo)/2　,

={3(β3olrμ3ol)-(尚ol-β21o)}/8,

j
/
r

心
n
　
β

=(バ3oloづ4)3ol十μlolづj1　2　1　o　)/8,

1十μo12)}/8,μ(2レ{3(μoo3-尚3o)十(βl　o21　-ふ,2)}/8,

ぷレ(μ31oo十β13oo)/4,

房jレ{3(β3oo汗βo31o)十(尚lo十μ2ol)}/8,

戻八二(づ3ool一詠31o十ふlo十β,2ol)/8,
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ぼ

肩j

-

-

-

-

(β2o2匹八2o2十烏oo2づち22o)/4,

(烏o2oづo2o2づちoo2十八22o)/4,

池レい(叫3『加o3)-(尚21づo12)レ8･

=(βlo3『尚o3+μ)12Γβ,o12)/8,

池レ

ぬ

洲

言

郎

り
ぃμ

(βoo4o一βooo4)/2　,

=(μ4ooo十βo4ooー烏2oo)/8,

=(が3o,o十μo3o,　―尚l　o,　-μ2　1　o　)/8,

゜(仙o2o十冶2o2-β2oo2づ0220づふ11)/8,

=(がo3o十βol　o3　-μ,21-μo　12　)/8,

゜(μoo4o十μoo4-μoo22)/8　,

冶レ(価2,十尚,2)/4　,

出(J仁(尚‥+μ2　1　1　)/4,

示レ{3(尚3o十μoo3)十(価21十沁1川/8,

湖

'
ー
ノ
ぶ諏

ヽ
幻
G

ゴ
汐

め

言

卸
り
い

J
汚

レ(づo13『バloo3十βo21十声12)/8,

=(バoo3汗βoo,3)/4　,

ニ(β31oo一β13oo)/8,

二(β3ool　-βo31o十μHo一β2ol)/8,

゜(決ol･十声2o一β田2-βo211)/8,

゛=(μo13o-がoo3十β,o21-βo112)/8,

゜(バoo31-βoo13)/8　,

●●●S●
●参●●●●●●●●●●●●●●● (328)

上式の肩のOの中の数宇は,万向角が2π変わる面のばね特性の増誠の回数でありy㈲のタフを示し

ている｡

3.3　発生可能な各種井線形強制振動の分類

　非対称非線形項に起因する和差詞波振勣は,振勤数の絶対値に関する和形の振動のみが発生可能

であることはすでに山本により証明されている(匈｡対称非線形項に起因する振勣も後述するように

和形のみが発生可能であることを,文献(26)とほほ同じ方法で証明しうる｡このことと,固有振

勣披戸い　為は正で前向き歳差運勣を･戸3･八は負で後向き歳差運勣を表わしていることから,発

生可能な非線形強制振勤は表3･　1　のように分類される.表中で(りく1)などの表示は･仙/7°

り<1の場合にのみ発生可能であることを息味する.この制限のない振拗は･回転紬･回転体の寸

法いかんにかかわらず常に発生の可能性がある｡また,必要な非線形或分の硝に関しては後に説明

ずる｡表3.1には,2自由度系の場合も示してある｡

3.4　非線形ばね特性により発生する各種の非線形強制振動

　式(3.18)の右辺に式(3.25)を代入したものに式(3.20),(3.21)を代人し,振励数ω,の

項をまとめると

　　　(ら一ぐ)cos(ωμ十心)十(仇-ベ)sin(ω八十心)

の形になり,振勣数叫の項の係数を岑とすることにより次式
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ここで

C=C7　　　S
　∫　　　∫　　タ　　　　∫ ゜Sj

(j=ら　ハ　札　　fxメヲ札　　ら　ハ　ぇ=1,2,3,4)

X
ー
‐
l
l
'
'
､
J
r
ー
ー
ー
一
y

(329)

が得られる｡上式から共振曲線,背骨油線,振勣致,位相角に関する式が導びかれる｡式(3.29)

中のら･矢は前節で分如した振勤の種類に関係なく,すなわち表3.1中の関係式の成立に無関係に･

常に派生する妨の項の係数の合計で,非対称非線形項の係数は含まれない｡ら中の係数はβα&心

よりなるが,これらはすべて式(3.28)申の方向性のない非線形特性yv(O)の係数のみで整理される｡

すなわち若干の計算から次式を得る｡

ら=((ペー巧)-≒D(池)可+尚)勺+ぬ)勺)マツ司+(β(o)f2),})
Sj°2z≒'どjωノ八

(j=らノ,差,　jべy舛ら　　らハ冷=1,2,3,4)

池)=214ぬ)+2(x,+吼)池y

ヽ
､
,
―
-
‐
別
‐
-
-
s
,
,
J

　
　
沢

=214ぬ)+2(x,+吼)池レ(+()2洸)+4リc訣け　　　　　`)

十2gj(パら十恥)μ(tけ十4K　Gμ(内/4　　　　　　　　　1)″2レ=4(糾ご‰け2冲レ叫婉))(勺+ク)+8(肺L/ら+池)
+縦計+叫㈹)(石ち+仙)+4(池)/ら+2旅t+4ら池))(べ+べ)|

+8司レl,,づ池レらめい(尽入ぺち)　　　　　　]
rj=ど711　/　ごy+2ど`12+KJら2

……(3.30)

‥(3.31)

式(3.30),(3.31)中の(β(o)芦)バまMO)の非線形項の係数をもつ調和振動の振幅石,ち,石,

八の二乗項よりなる式を意昧する表示である｡

　上記のように,ら中に方向性をもたぬ非線形成分yv(O)の係数のみを含ひことが,すべての非線

形強制振動の共振曲線,背骨曲線の漸硬ばね形,漸軟ばね形の決定が,方向性のない対称非線形項

のみに支配される理由である｡

　式(3.29)中の心,ダは,表趾中の関係式の成立によりはじめて派生する振勣致咄の項の係

数の合計であり,振勣の種類によりその内容は異なる｡c仁　ダ中の係散は≒むど,β必�であるが

後述するようにこれらは整理されて黄o),yv(1),yv(2),yv(3),y(4)の非線形成分中の一種鎖の係数の

みで表示されることは注目すべきである｡

　同時に発生する円振勣数ω以外の成分振勣が3個なら式0.30)をそのまま,2個なら巧ニ0

とおき,1個のときは巧=巧=oとおけば,それぞれの場合のらが得られる｡G,何も若千の

計算により求まり,以下に各種の振勣における式(3.29)の具体的内容,共振曲線,背骨曲線の式

を示す｡
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(I)対称非線形ばね特性に起囚すS強制j､れ回り振勤

A　I/3次分数調波振勣

　(a)ω=3叫今3ハ()=1,2)の振勣

　　　(1/9･ω2-可)/y-{岬加丿十(β(o)p)j

　　　　　　　　°尽{(β(2)杓,･cos　3孔十(β(2)f)7,　sin　3心}/ら

　　　2/3　･らω=ぺ{(β(2)り,･sil13心-(β(2)f)j,二3∂り/k,

共振曲線,背骨曲線はそれぞれ次式となる｡

〔(1/9　･　ω2-が)/勺一(池)司十(β(o)ね)j)2十4/9･吋�

汽
,
,
!
ー
ー
.
ー
j
r
ー
ー
ー
ー
　
　
ノ

●●

(3.32)

こ可{(β(2)F仏十(β(2)f鳶レ肩　　…………………………………･‥‥‥‥‥(333)

(1/9●ω2-が)ク･一欧)司=o　●●●●●●●●●●参●●●●●●参●●●●●

式(3.9)の2自由度系では次式になる(“J°　3　゛/　ぞ3今の場合).

(2-3り)(1/9･ω2-ゲ)→μo)(勺十2尽)
　　　　　゜砥今(詐≒･i3町づ回心3弔)

2/3･らニ=びo今(砂)8in　3今-β?)co8　3今)

`
､
i
ー
ー
.
,
|
.
.
､
j
゛
ー
ー
l
y

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
一
　
　
　
.

･･･…………(3.34)

………………………………………(3.32a)

{(2-3り)(l/9°　oJ2-ゲ)-8β(o)(ぢ十2パ)}2十ぴ9.jω2=36β(2)宍勺‥･･(3.331)

(2‾3り)(1/9‘�‾ゲ)-8β(o)夕゜0　……`……………………………………………(334a)

　(b)ω゜-3ω4今-3ち　()=3,　4　)の振動

　　　(y9･ω2-々)/勺-(冶)悍+(β(o)″2)4}

　　　　　　　　　=巧{(戸)F)4　cos　3心十(β(4)F);4　8in　3心レ4

　　　2/3･りω゜ち{-(β(4)F)4,sin　3心十(β(4)F)‰cos3ら}/回

共振曲線,背骨闘線はそれぞれ次式となる｡

C(1/9･ω2一万)/り-(心)･司十(β(o)F2)肩ム〕2十4/9　･　4ω2

　　　　=鳥{(β(4)f)沁+(β(4)f)7d/昌

(1/9･ω2一万)/り一戻;)糾,=o

式(3.9)の2自由度系では次式になる(ω=-3ω,ぞ一

(2十3り)(1/9'ω2-心2)-8β(o)(別十2司)

　　　　　=24ハ凡(β9)cos　3あ-βt4)sin　3ゐ)

2/3･9ニ24八凡(汐)sin　3　4　十汐‰s34)

`
･
,
1
,
,
―
,
'
,
,
|
,
,
ー
!
″

1
-
,
?
-
,
‘

……………………(3.35)

…………………,･･(3.36)

3ちの場合)｡

　
ー
‐
ー
ー
ー
‐
'
ン
ー

`
　
　
　
　
　
　
J

…………(3.37)

……………(3.35a)

{(2十3り)(1/9'ω2-原)-8が(o)(塙十2月)}2十ぴ9.d�=576y)2月焉2
(2十3り)O/9●ω2一万)-8β(o)可=o　●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
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‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥　(3.39a)

B　和差調波振勣(2個の振勣の秘合)

　(c)ω=2む万十ωy÷2札十尚(らブ=1,2　,　jへ､y)の振勣

(d)

〔{ωトが)/≒-(池)司+2尚)司+(β(oヅ)jべ

　　　　=2凡巧{(β(2)F)りJ･パ組十吊)十(が(2)7);レ心(政十ら･)レIくj

2いJ爪心凡巧{(戸)f)リin(2吠十ら･)-(β(2)fかcos(2∂･十ら)レl(･

c(叫-づ)/勺-{岬巧+2涼)巧+(β(勺リj嶋
　　　　゜司{(β(2)nり･　cos(2心十()十(バ(2)f鳥心(2戻十尚)レ町

2り叫勺゜岬{(β(2)杓りsin(2尚十叫)-(戸)月い)･s(2吊十今)}/り

ω

〔

-

-

(

2ωi‾ω々÷2鳥‾ち()゜1,2　:　差=3,4)の振勣

ωトリ)/心-(尚)句+2心)幻+(･β(oい)りっ凡
゜2凡馬{(β(o)杓･4coり(2∂,-ら)-(β(o)Fy‰sin(2尚―心)}/l(

2ら心巧=2尽鳥{(汗)杓J　sin(2仇一心)十(β(o与)汀6　cos(2吊一心)レh

〔(心-々)/‰-(冶)仙回よ司+(/o)ぃ)j〕凡

　　　　　=司{(β(o)F)J　cos(2吊一心)-(戸与)シいin(2仇一ゐ)レり

2り叫ち=司{-(β(o)F)･･48沁(2仇一心)-(β(o)F)しcos(2尚一心)レlり

　　　　　　　　　　　　　　　　　　……………………(339)

式(3･9)の2自由度系では次式になろ(ωへ2ω/一心÷2々-ちの場合)

　　　　　=16β(o)八今尽cos(2今一心)

2ご今巧=-16β(o)八今尽sin(2今-ゐ)

{(2~ヅ)/(1-2り)･(好一刀)-8β(o)(司+2リ+2f

　　　　　=8β(o凪ヤ･･以2今-ゐ)

2m尚=8β(o)ハダsin(2今-ゐ)

=ωj‾2ω,6÷鳥-2石(j°1,2

{(2-い/(1+り)･(ヅーづ)-8β(o)(巧+2ぢ+2尺)}今

差=3,4)の振勣

D汚

-
ノ

(e加

一
1

〔(岬一刀)/心-(池)岬申2yかD-(β(o)お)j〕巧

　　　　=勺{(β(2)幻4バ･s((-2心)-(β(2)Fか4　si以∂j-2ら)レlくj

2ら叫刄ごぢ{(μ(2)F)心sin(戻-2心)十(β(2)fかバos僕-2∂6)い(･j

((収一万)/り刊泌)可+2池)片バ戸)お)肩)揚

　　　　゜2尽馬{(β(2)F)M4　cos(汰-2心)-(β(2)nj4　sin(仇-2ら)レり
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2りω差巧=2凡巧ト(μ(2)F)‰心(尚-2心)-(β(2)fかバos(尚-2ら)レりJ
　　　　　　　　　　　　　　　　……………………(340)

式(3.9)の2自由度系では次式になる(ω=叫-2鴫÷今-2ちの場合)｡

　　{(2+り)/(1+2り)･(峠-づ)-8μ(o)(ヤ+2司+2鳥)}巧

　　　　　　　=6F,埓(砂)･･べ今-2弟)十汁)七(叫-2ゐ)}

　　2ご卯今=6八可ト汐し(今一眺)+汁)尚(今-2尚)}

　　{(2+り)/(1-り)･(心一万)-･リ(o)(司十2ヤリリ回尽

　　　　　　　ニ1馳今巧{砂‰,(牡一組り+βP)心(今-2ゐ)}

　　シ4巧=12八今尽(砂)心(今一鵬)一評)｡(弔-2ゐ)}

け)ω=-2ω4-叫≒-2ちー巧(ちz=3,4,　L戸)の振勣

　　((叫-々)/勺-(冶)可+2ぷ叫+(β(叫勺j)馬

　　　　　=2馬巧{(β(4)り4匹･･(2心十必)十(β(4)F)7z　sin(2ゐ十∂/)レり

2り四馬べ鳥鳥{(β(4)F),z　sin(2ら十吊)-(β(4)f);,cos(2心十∂/)}/り

〔叫卜々)/り-(欧)ヤ+印抄司+(β(o)p)汀〕尽

　　　　　=可{(芦)f),H･べ2心十吊)十(β(4)f);口hl(2心+必)}/幻

2勺叫巧=ぢ{(β(4)f)4/　8il1(2心十4)-(β(4)F);バos(2心十∂z月μ7

C　和差調波振勣(3個の振勣の場合)

　(g)ω゜哨　十ω2-ω4÷戸1十鳥一ら()=3,4)の振動

･(3.40a)

〔(ωトペ)/勺刊洲)司+2邱伺+印,(;)可+(β(o)p)1}佩

　　　　　゜2凡巧{(β(o)F)1　24co　s　休十心-4)-(β(o)づ12Hin(∂汗δ2-心)μi

恥ω1私心馬鳥{(β(叫)･μsin(∂･十δ2-心)十(β(o)f)12バos(al十尽一心)レl(1

〔(伺づi)/勺ぺ池)月宋印2い)川宋2肩o)句宋(/)″2)j〕馬
　　　　　゜2凡馬{(バ(o)句124　cos(試十ら一∂々)一(β(o)f){4　sin(ふ十尽一尚)レ1(2

訂2ω2凡勺州1拘{(β(o)F)124　8in(δ1十δ2-沿)十(β(o)杓124　cos(δ1十a2-心)レI(2

〔(弓一刀)/勺-(泌)可+2長o)司+2肪用+(β(o)お)J]ち
　　　　　゜2仙凡{(β(o)f),24　cos(δ･十∂2-ゐ)-(β(o)F)724　sjn(ふ十δ2-心)レ回

2り心馬゜2尽馬{-(μ(o)F)1　2　4　sin　(∂1十∂2-心)一(μ(o)F)14　cos(δ1十恥‾&)}/l(゛

(h)ω=回一ω3-ω4≒ハーち一ハい=1,2)の振勁
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〔(ω卜が)/心-(/)析+2心)ぺ+2ぐ)ぺ+(μ(o)戸)j〕ハ

　　　　　゜2凡角{(β(2)f)i34　cos(∂‘‾∂3‾δ4)‾(β(2)F)134　sin(必一δ3-仇)}/K･

2G叫尽゜2凡ぺ{(β(2)杓･34　sin(弟一a3-ふ)十(βOF)134　cos(ベーδ3‾べ)レ恥

〔(硝一ペ)/心一(心)現+印j)可+即ご)列+(β(分2)汗〕凡
　　　　　二託が4{(β(2)ハ34　cos(戻-∂3-ベ)-(β(2与)‰sin(次→3べ)}/x3

訂ω3馬心尽凡ト(β(2)n･34　sin　(∂･-δ3づ4)-(β(2)f)‰cos(尚→3-ベ)レ1(3

〔(ωトベ)/ら-{らツ邱+岫ツ汁2ぐべ申ヅo)へ}〕馬
　　　　　=2巧角{(β(2)f),34　cos(心-δ3-ベ)-(β(2)F)134　sin(∂,一∂3-&)}/K4

シ4ω4凡=2凡凡{-(β(2)杓,34　sin(次一a3-ベ)一(β(2)f)‰cos(次-∂3-&)}/“4

(3.43)

式(3.32)~(3.43)中の左辺の係数勺,　尚),(バ(o)芦),など･ょ,それぞれ式け19),
(3.31)で与えられており,また右辺中の諸係数は次のようである｡

リ(2)仙バ辻)゛汁尚)鳥十辻)ら-μツ八

(β(2)ベパ尚)乃+辻)石+尚)ハ+ぐ)ハ

辻)=213沈レ(2･(,+り)β(だ+吼(り+2り)冲1+3岬り刈い

尚)o{3池レ(゛汁り)β沁+g巾(汗2り)β

弟

岫

(β(4)F戻

(β(4)f)ん

椙+3匹聡}

)=叶3β作+(2凡+kヅ)池レリ(,(町+2朽)βポ

)=2{浙け+(2g,+り)ぷ

(らノ‘=1,2)

レx,(l(汁2町)μ俳

=社)乃+卵)鳥+仙凪+池凪

=よ)心諮)八十諸)ちべ分)八

+3りヅ内

+3訂り漂}

………………(344)

心)=2112β(吋+3(2x･,+心)β汐+2ら(ら申2馴汰仁3吟x試川

卵)=2112凶レ3(2心+Q)冲ト24(4申2､)池レ3心叫漓嘔}

沈)=213池レ2(24+心)池レ34(ら+2りμ(ぴ+lsj4β肘}

池)=2{縦1)+2(匹+g,)池レ34(4+べ)池レ12肩叫岨}

(

　　　　　　(4,z=3,4)

戸)几ダ汗紅+仏ハ+辻記一岫沁

(戸ペプ･ニ暗払一貼批一岫レ回辻記

ぐレ214函)+(g汗り+g4)卵レ恥((+り)βけリ(ろβ

雨レ2{(･,+り･-4)峠レ24邨(い-4吟卵凪}
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曽

…………(3.45)

リヤ詞白 ―
―



冷

22{油ト(いち゛)池)来匹池ト(らj叶リいりり)砧}+4りり叫貳)}

=2{ズレ2叫ボレ(x,り-り･4-恥り)β,(白

(仏y=1,2:差=3,4)
　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

‥‥‥　　　‥‥‥　　　　　　3.46)

(β(ら)田=謳仙+心汰+dか,+池沁

(ノバご=示糾ゴa泣+岫池-ぬ出

指ト213沁?+(り+x/)諏!+3x吊犯+x,(りダい池レ41(z池レリり,町㈹}

仙

腿

凶

=213μれ+(x計x/)冲レ3x証氾+ら(り+g,)池レgル刈レり浅β凪}
-

-

-

-

2{冲j+叫紹+(ら+り)斑j?+り(恥+xz)めト3¥ヅハレ31(占町荊}

2{池!4雁Jレ(り+叫)斑Sレ凡(ら+り)β(1レ31い証爪+坏リリ凪

()゜1,2　:　差,z=3,4)

}

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　………………･……(3.47)

式(3.32)~(3.47)で,　(戸)杓りなどの表示は,y(りの井線形成分を係数とする調和振動の振

幅石,鳥,巧,八の一次項よりなる式を意昧する｡式(訓4)は式(3.32),(3.33),(3.38)

に,式(3.45)は式(3.35),(3.36),(3.41)に,式(3.46)は式(3.39),(3.42)に,

式(3.47)は式(3.40),(3.43)に適用される｡

　和差調波振動の振幅.振動数,位相角を式(3.38)~(3.43)から導くことは,文献(25),

(29),(30),(31)で述べられている方法で行なえろので省略する｡式(3.32)~(3.43)は

これらの文献中の式と同じ形であり,その共振曲線の形も文献(30),(31)に示されているもの

と同じである｡

　式(3.39),(3.42)の振動はyv(o)が,式(3.32),(3.33),(3.38),(3.40),(343)

の振勣はyv(O)とyv(2)の両者が,式(a35),(3.36),(3.41)の振動はyv(O)とyv(4)の両者が存在

しないと発生し得ぬことも容易に証明できる｡

　ここで対称非線形項に起因するふれ回り運勣様式の和差調波振勣では,振勣数の絶対値の和形の

振勣のみが発生可能であることを証明する｡基準座標xjで表示された散逸関数

刀 -

一

1
-

2
豆ら｡刄兄

r.5こ1

はxjに関する正の二次形式であるから

らj>0 (j=1,2,3,4)　………………………

…………………(3.48)

……………(349)

となる｡変換式(3.17)を基準座揃で表わされた運勣万程式(3.18)の右辺中の減衰項に代人し,
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　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　●

xjこ関する項を取り出Tと-2yらxjとなる.一方,-∂乃/∂xjのxjに関する項は一らjxfである

から,両者を等しくおくと次式が辰立する､

rリ=　2z≒r∫ (3.50)

たとえばω÷2鳥十勺の形の振勣の場合･式(3.3　8　)の第2･4式および式(3･5　0　)を用いて次

式が辰り立つ｡

2ご　　Kドfωi
　　=--

司　　町り弓 ≒)
ωZ`

-

ωゾ

●●●●e●●●●●●

÷2為-ぬの形の振勁の場合は,式(3.39)と式(3.50)から次式が成立する.｡

購ノドシこ ……………………………………………………………………(3.52)

ω

式(3.51)は和形,式(3.52)は差形の場合である｡一仏　式(3.38),(3.39)の関係は叫,

叫,叫の正負にかかわらず成立する.式(3.15),(3.19)の関係より,KI/勺は常に負で

あり,また式(3パ,9)が或立するから,式(3.51),(3.52)の括弧の中は常に正である｡　した

がって振幅凡･巧･鳥が実数であるためには,和形の式(3.5　1　)では匹とωyが同符号･差形

の式(3.5　2　)では心と妁'が異符号でなくてはならない｡同様のことが式(3.40),(3.41),

(3.42),(3.43)に関しても成立する｡したがって,ふれ回り運勣様式の対称非線形ばね特性に

起因するω字12A士巧|,ω==川右士ろ土烏|形の机差調波振動記おいても,振勣数の絶対値

に関する和形のみが発生可能であることを結諭しうる｡

ぐ皿)非対称非線形ばね特性に超因する強制ふれ回り振勣

A　1/2次分致調波振勣

　(a)ω=2匹≒2ハO=1,2)の振勁

(1/4･�-ペ)/心-(冶)析+(が(o)p)j

　　　　勺ω゜{(J)f),,sin　2弟-0(1)f)で,cos2吊}/K,

共振曲線,背骨曲線は次式で与えられる｡

よ ……･-･･(3.53)

〔(1/4･ω2一万)/朽-{欧火+(β(o)p)dヤ+ぐω2={(ε(OF)7汗(j叫ズ月/l(7

(1/4･�-μ)/勺一池伺=o

式(3.9)の2自由度系では次式になる(J°2今≒2かの場合).

　　(1-り)(1/4･ω2-づ)-4β(o)(サHリ)
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………(3.54)

……………(3.55)

ヘ
ー
.
‐
｡
i
,
｡
ー
'



=2ハ(み)cos2δ,十力‰in　2　仇)

ごaJ=びo(ぺ1)sin　2仇一ペOcos　2δ,)

ー
‐
･
芦
ー
ー
ー
ー
'
'
'
'
″

●●●●●●●●●●●● 奉●●●●●●●●●●●●●●●参●●●●●●●●●●●●●● (3.53a)

4{(1-り)(1/4･ω2-づ)-4β(o)(ぢ十2巧)}2十･‰2=16汐)2拶　………………(3.54a)

　　　(1-り)(1/4･�-づ)-4β(o)ぢ=0

(b)ω=-2ら今-2ら　　い=3,4)の振勣

(1/4･ω2-可)/り-(冶)可+(β(o)お)肩

　　　　゜{(戸)F)4　cos　2ら十(戸)j‘'なsin　2ゐレ町

りω={-(j3)f)ねsin　2ら十(戸y')j　cos　2らレ町

共振曲線,背骨曲線は次式で与えられる｡

………………(3.55a)

(3.5　6　)
へ
･
･
ー
‐
ー
‐
ー
､
/
'
ー
ー
‐
･
/

〔(1/4･ω2-刀)/り-(心)司+(､β(゜)゛2)4D2+リ�刊(戸)月ム十(ε(呼y句/x/　(3.57)

(1/4･ω2-刃)/勺-ぷ)糾=o

式(3･9)の2自由度系では次式になる(ω゜-2ω,÷-2ちの場合)｡

(1十り)(1/4･ω2-刀)一邨(o)(可十2々)

　　　　　=6鳥(d3‰s2必+汐以2尚)

Γω=12八(一d3)8in　2ゐ十々)cos　2ゐ)

j
l
‐
ー
ー
ン
ー
･
ー
ノ

(3.58)

……………(3.56a)

4{(1十り)(1/4°�一刀)‾4β(o)(可十2尺)}2十゛2ω2=144s(3)仔o2　……･･……(3.57a)

　　　(1十り)(1/4●ω2-が)-4β(o)玲=o　　●●●●●●●●●●●●●●●●奉●●●●●●●●●●

B　和差調波振勣

　(c)ω゜ω1十ω2≒角十為の振勣　‘.

〔(回づい/･1-{yい司+2冰)刑+(y)p)1}リ1

　　　　=凡{(s(りF),2　cos(δ･十δ2)十(ε(')f)いsin(δ1十δ2)レgl

2らω,尽゜凡{(ε(')F),2　sin(δ1十δ2)-(ε(1)F)72　cos(δ1十∂2)}/gl

〔(ωト刈)/勺-(冶)司+2ポ)司+(β(o)p)j]凡

　　　　=鳥{(ε(OF)21　cos(δ1十δ2)十(/)j');l　sin(∂,十δ2)}/x2

　　　2r2ω2.R2=柘{(j)F)218in(δ1十δ2)一(ε(OF　yl　co8　(函十δ2)}/x2

(d)ω=ωi-ω4≒九一ち(‘=1,2　:　4ニ3,4)の振動

(3.58a)

………(3.59)

((岬-が)/心-(冶)巧+2心)句+(β(o)p),D凡　　　　　　`

　　　　=凡{(汐)り2い･s(∂,-ら)一(ε(叫石sil1(∂,-ら)}/g,

2ら叫凡=鳥{(ε(1)F)Z,sin(ゐ一心)十(ε(1)Fβco8(次-ゐ)}/x,
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…………(3.60)

〔(jr可)/″4-(冶)″糾2岫)析+印(o)p)肩〕ら
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　　　　　　　ニ尽{(冲)f)7□os(心一心)一(冲)杓詣sin(仇―心)レり

　　2りω4馬=刈一(冲)f応心(弟一心)-(ε(叫でいoべ戻一心)}/ら

式(3.9)の2自由度系では次式になる(ω=今一叫≒今-ちの汲合)｡

{2(呼-づ)/(1いハー8β(o)(勺+2今E堺)}今

　　　　　゜玖尽(汗)回(今一尚)一汗)心(今一吊)}

叙吋町゜嶋巧{j犬“(今-ゐ)十ぺ1)c･8(弔-ゐ)}
{2(ωト万)/(1-り)-8β(o)(万十2ぢ+2巧)}凡

　　　　　゜びo今{汁‰べ今-ゐ)一汗)心(今-4)}

　　肘妨巧゜びo町{一汗)sin(今一ゐ)-ペ1)cos(今ー尚)}

(e)ω゜‾ω3‾ω4≒一ち‾ぺ　の振勣

　●

./゛l

……………………(3.60a)

〔(弓一列)/h-(ぐ)司+2比)尽+(が(尚勺よ〕凡　　　　　　`
　　　　　゜几{(s(3)f)34　cos(a3十δ4)十(EO)f);4　s1“(a3十a4)}/I(3

2らω3凡゜凡{(s(3)j')34　sin(∂3十∂4)一(ε(3)f)14　cos　(∂3十∂4)}/l(3
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　……‥･･(361)

〔(刈-ベ)/ら-(心)川+2池)勺+(β(分2)月〕札

　　　　　゜別{(冲)f)43　co8　(δ3十∂4)十(ε(3)fかs沁(∂3十δ4)}/g4

訂4叫凡゜札{(j3)f)43　sin(心十∂4)一(s(3)f);3　co8　(∂3十δ4)}/K4
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

式(3.53)~(3.61)の右辺中の諸係数は次のようである｡

(s(OF)リ =λ壮ト尚)鳥+{戸rぐハ

(ε(1)F鳥･=jy)乃十λじ)ち十j1)ち十rル凪

λリ)=肩け申2(x,+り)d□申拝ろど示
尚)=4ε以十2(ら十り)s批十4町町べい

ぐ)=4dけ十2(I(･十り)jj十4･吼りs泣

-

- 4づ1?+2(り十り)jけ+41り(戸趾

　　(らy=1,2)

(ε(1)f応=バ1紅+辻玩+辻紅汁辻記

(冲)打ぶ=沼)乃一心)鳥+岫1)八一心)八

λÅ1)=4肩け十邨:/址十2らε示十2x,町冶y

心)=y沿+外づ,ス+2x言{+2XAs爪

心)=辿けナ2乃岫!+4k池ゾ+4x為心

ベツ)=2よ?+2x川λ+4り貼レ4りいo(j

　　　　　　(ト=1,2　:　差=3,4)
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･(3.62)

………………………(3.63)



と

(s(3)j')む

(ε(3)F

=λが)石十ペク)鳥十づ;)ち十づク)尽

扁=心)″I-λ抄じゎ嶮)ち一七)八

七し413冶!+(4+り)づけ+リい櫓

4 7)=4{

　
{
4
り
/
¥

.
づ

　
4
j
/
加j

)=4

)=4

{

{

3心レ(x汁吟)巾レ恥沁心!

づけ十(心十gz)ら(??十3均咬づリ

汐レ(り半町)出レ匹吟ぺと

　(札z=3,4)

●●●

………………(3.64)

式(3.62)は式(3.53),(a54),(3.59)に,式(3.63)は式(3.60)に,式(3.64)は

式(3.56),(3.57),(3.61)に適用される｡式(3.5　3　),(3.54),(3.59),(3.60)

の振勣はy(O)と黄1)が,式(3.56),(3.57),(3.61)の振勤はX(O)とjV(3)がないと発生し得な

い｡

　式(3.53)~(3.61)は文献(26),(30),(37)中の式と同形であり,共振曲線の形も文献

(30)と同形になる｡

　振励の発生に必要な非線形成分を表3.1にまとめて示してある｡この表から,すべての振勣に方

向性のないy(O)成分が必要であることがわかる｡

3.5　主危険速度における強制振動と後向き同期歳差運動様式の強制振動

　回転体の不つりあいら　rにより,ω=鳥()=1,2)となる主危険速度ω｡付近で発生する振

動数ωの強制振動の共振曲線は

{
(�一芦
一

,2)

-
-

尽一比)y}2+べω2可

4ω4{
ご

吋
7T(り-1)r･osβ十(り-1)2　r2　}　………………‥(3,6　5　)+2

なり,上式はy(O)成分のみを合ひ｡

式(3.9)の2自由度系では次式になる｡

　　　{(2‾り)(�‾ゲ)ル‾8β(o)夕}2十が‰2巧゜4(り-1)27‰4　………………(a65a)

　z,F方向のばね定致(式(3.13)を参照)がそれぞれ1十∠X,　γ十△γ･δ十△δと'1‾△･

γ一△γ,δ一∠1∂で表わされ,軸剛性の方向差2∠ム･2ムγ,2ム∂がある場合は,ω゜-ち(4=

3,　4)となる軸回転速度ω付近において,振動数-ωの後向き同期歳差運勣の強制振勣が発生す
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る㈱｡この場合の共振曲線の式はy(O),　y(2),y(4)成分を含ひ複雑な式になるが,背骨曲線はy(O)

のみを含み,共振曲線の漸硬ばね形,漸軟ばね形の区別は方向性のない非線形特性により支配さ

れる｡もしばね特性がy(O)成分のみを含ひ場合な,らば,共振曲線は次式になる｡

⊇ブか心一砧)句-(μ(叫勺A}2+い所司

-

- 4{(

十2(

△
--

K差 +ムr)2げ2+リ)+ペサ+ム∂)2(リ+ぺ2)

△
一

K差 宋ム白(首宋ムδ)げ1ち+几八)}…………･…………(366)
式(3.9)の2自由度系では,x,y方向のばね定数を1十△,1-ムとすると次式になる｡

{ケュル亙)(ω2二万)凡-リ(o)(可+2リ)尽}2+jω2可=∠yリ　…………(3.3　6b　)
式(3.65) (3.66)の共振曲線の形は,Duffingの式の詞和振動解のそれと同じである｡

3.6　実験結果との比較

　前章と文献(12)･(23)･(24)の実験装叙ではiバ゜勺/7≒2であり･式(3･　1　5　)の戸1>

り冲≒2°から･表3.1中のぺを含ひ関係は或立せず･したがって戸1が関与する非線形強制振勣

は発生しないから,前章と文献(12),(23),(24)の装萱で発生が期待されるのは表3.2のも

のに限られる｡

　実験では,単列深みぞ形玉軸受の角度のがたが非線形ばね特性の原因であり,文献(12),(23)

(24)では非対称非線形特性の方が,前章では対称非線形特性の方が大きく現われている｡　これは

前者では平衡状態で回転軸中心線が角度のがたの中央から多少はずれているが,後者ではこのはず

れが小さいためである｡また前章では,方向性のある対称非線形成分がほとんどないIの場合と,

これがある皿の場合とについて実験を行っている｡いずれの場合も,非線形特性の原因から自明で

あるが,大きなyV(3),jv(4)成分の存在は期待できない｡

　前章と文献(12),(23),(24)の実験結果は,本章で得られた解析結果により次のように説

明される(表3.2参照)

し|)文献(12),(23),(24)では,Λ/(o)が小さいので,主危険速度と後向き同期歳差運勣の共

　振曲線は線形系のそれらとほぼ同じ形になり,また対称非線形特性に起因する非線形強制振勣は

　発生しない｡
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即　文献(12),(23),(24)では,非対称非線舒成分のうち大きいと予想されるy(1)を必要と

　する振勣は常に大振幅で発生するが,/V(3)を必要とする振勣は発生しないか,また発生してもそ

　の振幅は小さい｡

哨)前草では非対称非線形特性が小さいため,y3)を必要とする振勣は発生していない｡

りV)前章のIでは,対称非線形成分のうち方向性のない/v(O)を必要とする2八―為,2八一八の振勣

　は発生するが,万向性をもつy(2)を必要とする振拗は発生していない｡

(V)前草の韮では,yv(o)のみを必要とずる振勣と,y(o)とy(2)の両者を必要とする振拗が発生して

　いる｡

(vi)小さいと予也される対称非線形成分y㈲が必要な振勣は,I,jlを通し発生していない｡

(viD　前章と文献(12)･(23)･(24)o実験から得られた共振曲線の形は･式(3･3　2　)~(3,4　3　)･

　式(3.53)~(3.61)からわかるように,文献(30)に示すものと圓じ形である√

りiia　主危険速肢と後向き同期歳差運勣様式の危険速度の共振曲線に関しては,実験結果と式(3.65),

　(3.66)とは同じ形である｡

(1×)y(O)が大きく,したがって係致池)が大きい前章のすべての共振曲線は,なびき方が著るしく,

　そのため発生範囲も比較的広い｡

3.7　　結　　　　　　　論

　　本論文で得られた結果を以下に示す｡

　(1)ふれ回り運動様式の振勣系では,非線形ばね特性の極座標表示が,各種非線形強制振動の諸性

　　質の解明に有用である｡

　(2)この表示法により,非線形ばね特性は平衡位置を一周する聞に変化しない成分y(O)と,1,2

　　3,4････‥回大きさが周期的に変化する成分y(1),A(2),Ⅳ(3),yy(4)……lこ分類される｡

　(3)対称非線形特性はyv(〇),yv(2),y(4),……yv(2万),……():正整数)の,非対称非線形特

　　性はyv(1),yv(3),……y(お十1),……の瓶分に分けられる｡

　(4)すべての非線形強制振勣の発生には,方向性のない対称非線形成分黄O)が必要である｡

　(5)主危険速度付近の振動と後向き同期歳差運勣様式の振動も含めて,すべての強制振勣におい

　　て,共振曲線が漸硬ばね形あるいは漸軟ばね形のどちらになるかはⅣ(O)の係数の符号に依存し,

　　そのなびき方もこの係数の絶対値の大小に依存する｡

　(6)すべての非線形強制振勤の発生にはy(o)のみを,あるいはMO)とyv(1)~y㈲のうち一つの成分

　　のみを必要とする｡
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(7)強制振動の種類により,どの非線形成分が発生に必要であるかが明らかになった｡

(8)非線形強制振勣の共振曲線の形は,文献(30),(31)に示されている往復振動系のものと同

　形である｡

(9)対称非線形特性のある炭合の調和振動と後向き同期歳差運動様式の強制振動の共振曲線は,

　Duffingの式の調和振勣解のそれと同じ形である｡

帥　本章の非線形ばね特性の表示法により,前章と文献(12),(23),(24)の実験結果がよく

　説明される｡　　　　　　　　　　　　　　　　　　.

仰　この表示法による解析結果により,各種非線形強制振勣の発生の難易の判定,発生の予測を

　行うことができ,また振勣の勣力学的諸特性をより明確に把握できる｡
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表3,1　各種非線形強制振動の分類と,その発生に必要な非線形成分

(1)4自由度系

歳　差　運　舶 振　　勲　　の　　チき　　ぐ 必7な非線形成分

対

性

す

JI調
次波

複

数動

前　向　き μ3pl(i｡く1/3のとき発生)
3p2

N(O),N(2)

後　向　き
ω≒-3p3

≒-3p4
N(O),N(4)

和

2
前向き十前向き

ω≒2p1+p2(i,<1/2)

≒pl+2p2(iP(1) N(O),N(2)

　前向き十後向き

前向きの振動数2倍)
ω≒2pl-p3(i,く1/2),　ω≒2p2-p3兪

ω≒2pl-p4(1r(1/2),　ω≒2p2-p4 N(O)

　前向き十後向き

後向きの振動数2倍)
ω≒pl-2p3(i｡く1),　　　ω≒p2-2p3

弓pl-2p4(iP<1),　　　ω≒p2-2p4
N(O),N(2)

後向き十後向き ω≒-2p3-p4

ω≒-p3-2p4
N(O),N(4)

3
前向き十前向き十後向き

ω≒pl+p2-p3(i,く1)

“)≒pl+p2-p4(irく1) N(O)

前向き十後向き十後向き
ω≒p1-p3-p4(iPく1)

M)2-p3“p4
N(O),N(2)

非起

因
称す

非る
強

制

掻

動

%順

゛皮

複

数動

前　向　き ω≒2pl(iPく1/2)

ω!i2p2
N(O),N(1)

後　向　き ω≒-2p3
ω≒-2p4

N(O),N(3)

和波

振

動

前向き十前向き ωtpl十p2(i｡く1) N(O),N(1)

前向き十後向き
ω≒pl-p3(ir(1),　　ωtp2-p3

≒pl一p4(iP(1),　　ω≒p2-p4 N(O),N(1)

後向き十後向き
ω゜;一p3-p4 N(O),N(3)

兪この式の意味は･ω≒2p2-p3が成立する回転数付近て;ω=2ω2-ω3,ω2≒p2,ω3≒p3の関係を

　満たす振動数ω2とω3の2つの振動が同時に発生するということである｡　他も同嗜.

(11)2自由度系

対形

特
性

1･1調
波
複

勒

前　向　き ω字3pf(i,<1/3) N(O),N(2)

後　向　き ω与-3pb N(O)､N(4)

和波

振

祠む

　蔚句き十後向き
前向きの振動数?イ良l ω≒2pターp,,(i｡<1/2) N(O)

　前向き十後向き
後向きのtシ≒･バリ･川 “j≒pf　-2pb　(ir(1) N(O),N(2)

非線

形

特
性

yx瓦九
次波

振

勧

前　向　き “)t2pt(iP(1/2) N(O),N(1)

後　苅　き ω≒-2pl, N(0)､N(3)

キロ祠
波 西向き十後向き ω吋)t　-pb　(i｡<1) N(O)､N(1)
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表3.2　実験における非線形強制振動の発生状況

振　動　　の

　　類

対称非線形特性に起因する強帛|顛動
非対句非線形特性

因する強制振1力

%次分数

波振動

和　差　調　波　振　動
%次分数

波振動

和差額波振動

3p2
-3p3

'3p≒

2p2-p3

2p2°p4

p2-2p3

2-2p4

-2p3-p4

'p3'2p≒
p2‘p3-p4 2p2

‘?p3

2p4

p2-p3

2-p4
-p3-p≒

発生に必要な

線形成分

N(O)

N(2)

N(O)

(4)

N(O)

み

N(O)

N(2)

N(O)

N(4)

N(O)

(2)

N(O)

(1)

‘N(O)

N(3)

N(O)

(1)

N(O)

N(3)

文弑(12),(23).(24) × × × × × × ○ △ ○ △

又献(34)

系2徊

工 × × ○ × × × ○ × ○ ×

工工 ○ X ○ ○ × ○ ○ × ○ ×

○･･･声に見生,　×･･･発生せず,

り,また発生しても小振幅の扱動,　文献

文献(34)･･･対称非線形特性が大きい,

対称非吟形特性に方向づあり.

△･･･系の組立状態により発生したり,しなかった

(12),(23),(24)･･･非対称非線形特性が大きい,

　エ･･･対称非線形特性に方向性なし,　H･･･
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