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QUALITATIVE　THEORY　OF　CODIMENSION-ONE　FOLIATIONS

Kazuo　YAMATO

　　　lntroduction　.　　The　obj　ect　of　the　Present　PaPer　is　to　give　a　method　of

studying　t､he　toPologica1　ProPerties　of　integral　manifolds　defined　by　a

comPletely　integrable　one-foTm.

　　　0ur　method　is　differentia1-toPologica1.　　Through　the　"critica1　Points"

of　the　variation　equation　of　the　given　one-form,we　investigate　thc

qualitative　ProPcrties　of　the　integral　manifolds.

　　　The　Plan　of　this　PaPer　is　as　fo110ws　.　ln　§1,we　state　our　main

theorems,which　assert　that　under　certain　conditions　,　foliated　stTuctures

are　classified　into　three　grouPs,"bundlc　foliations","Reeb　foliations",

"hyPerbolic　foliations".　　ln　§2,which　is　one　of　themost　imPortant　Parts

　l

in　our　theory,we　introduce　the　concePt　of　a　vein.　　A　vein　is　a　leaf　of　E

certain　codimention-two　foliation　associated　with　the　given　foliation.

ProPosition　2.2.1　is　concerned　with　the　existence　of　comPact　veins.　　ln

§3,we　study　precisely　the　distance　between　two　leaves　along　a　curve

contained　in　one　of　them.　　"Admissible　tangential　curves"and　their　"1ifts"

are　the　fundJlental　tool　s　in　the　Proofs　of　the　main　theorems　.　ln　§4,we

intToduce　a　sPccia1　Riemannian　structure　convenient　for　the　Proof　of

ProPosition　4　.2　.　1　from　which　wc　Prove　three　fundamental　lemmas　4　.1.2-4,1.4.

Using　these　lemmas　,　we　Prove　our　theorems　l　,　II,IH,in　§§5,6,7,

resPectively.　　§8　i.s　devoted　to　the　Proofs　of　ProPositions　4.1.1　and　4.2.1.

1n　the　aPPen'dix,we　Prove　that　our　condition　(T〕　in　"generic".

●｢



The　main　rcsults　of　this　PaPer　have　bcen　announced　in[81　･

Notation.IR　denotes　the　field　of　real　numbers　,　and　♂denotes　the

real　m-sPace,regarded　as　a　real　vector　sPace　or　as　a　smooth　manifold　･

Sm
denotes　an　ordinary　m-dimensional　sPhere.　　Byan　m-manifold,we　mean

an　m-dimcnsional　manifold　with　or　without　boundary,of　class　C3
By　a

closed　m-manifold　,　we　mean　a　compact　m-manifold　without　bounbary.　　A11

functions,maPs,curves,and　vector　fields　are　assumed　to　be　of　class　C1

unless　otherwise　stated.　A11　Riemannian　structures　are　assumed　to　be　of

class　　C≒　　We　d,enote　by　　£x　　the　Lie　derivative　with　resPect　to　a　vector

field　　x.　　A　one-form　(x　on　a　manifold　M　　is　to　be　understood　a　maP　of

the　tangcnt　bundle　T(M)into　lR,which　induces,at　each　Point　　x,　a

linear　maP　(U　of　the　tangent　sPace　T-.(M)　at　x　into　lR.　　For　two

subsets　　A,B　of　a　Riemannian　manifold,we　shall　write　　dis(A,B)　for

the　distance　A　and　B,and　diam(A)　for　the　diameter　of　A.　For　a　maP

f　of　a　manifold　　M　into　anothermanifold　　M‰　we　write　　f｡　　for　the

bundle　map　of　T(M)　1nto　T(M')　induced　by`f.　For　a　curve　c　on　a

manifold,we　denote　by　a(t)　the　tangent　vector　at　a　point　c(t).　lf　a

curve　　c　is　defined　on　an　interva1　[a,b],we　wlヽite

integral　of　　a　　over　[a,u]c[aj　bL　i.e･j

r
l
ー
ー
ー
‥
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U

　(x(a(t))dt.
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1

a
　
a
　
　
E

for　the･

For　a　Piecewise　　C゛`　curve,the　same　integral　as　above　canbe　defined
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We　writc　(M,a)　for　a　manifold　M　with　R　sPecified　one-form　a,　and

(M,a,⑩　for　　(M,a)with　a　specified　Ricmannian　structure　⑥●　We　　　7

shall　say　that　(M,(x)　is　a　foliated　manifold　if　a　is　comPletely

integrable　,　i.e･,a∧da　°O.　lf　(x　is　nonsigular　,　a　maximal　connected

integral　manifold　of　a　fol　iatcd　manifold　(M,a)　will　be　called　a　leaf

(of(M,a)or　of　M).　Given　a　foliated　mainfold　(M,a),by　"almost　every

1eaf",we　mean　except　for　leaves　whose　union　has　measure　zero　in　M.　　lt

is　clear　that　for　a　finite　set　　A　　in　a　foliated　mainfold,almost　every

leaf　does　not　intersect　　A.

k
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is　equal　to　λ.　　We　say　that　P　is　of　!n!　(゛)if

f(x)

The　Point　P　is　said　to　be　of　!ype(λ)if　the

is　nonsingular　and　if　the　number　of　negative　eigenvalues

be　the　set　of　Points　of　tyPe　(t).Then　we　haveOr　　i‘j　let　　Σt

well　defined　indePendently　of　the　choice　of　y-charts.　　For　t　°　0,　1,‥゜,n

ー
ー
―
ー
ー
ー
ー
1
1
j

is　singular.　　lt　is　obvious　that　the　tyPe　of　a　Point　of　Σ　is

§1.　　Statemcnt　of　thc　main　theorems

SuPPosc　that　we　are　given　a　connected,　closed(n+1)-manifoldvn+1,

n　≧　1,　0f　class　　C
r+1

with　a　nonsingular,　comPletely　integrable　one-form

ω　　of　class　　C≒　　　Throughout　this　PaPer,　we　denote　by　(V,ω)　　this

foliated　manifold　and　assume,　for　simPlicity,　that　　r　　is　sufficiently

large,e･g･,　r　≧　21.　　　(From　the　Proofs,　one　will　see　that　our　main

theorems　hold　if　r　≧4.)

1.1 The　critical　cycle　　Σ Since　　ω　　is　nonsingular　and　comPletely

integrablc,　it　is　well　known　that　for　each　Point　　P　　of　v　　there　is　a

local　coordinatesystem　(x1,‥゛,xn゛1)　of　class　　Cr　　in　a　neighborhood　　U

of　　P　　such　that　　ωIU　°　fdxn+1　　for　some　Positive-valued　　CT‾1　　function　　f

defined　on　U.　　Then　the　set　(U,f　;　x≒‥゛,x
゛1)

is　called　an　y-μ9n.

(μ　　P).　　　Now,　let　　Σ　　be　the　set　of　zeros　of　the　exterior　derivative　of

ω,i.e･,

Σ={P　cvl(dωh=O}

For　a　Point　　P　　of　　Σ,　we　define　the　tyPe　of　P　　as　follows.　　　Let

(Uj　f　;　x‘,゜゜゛j

D2f(x)
∂3f

where　　fij(

Let　λ　゛0,
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　　　　　　　Σ　゛　Σ゛　U　ΣO　U　Σ1　U　･゜゛　UΣn(disj　oillt　"11ioll)'

We　shall　assumc　that　　ω　　satisfics　the　following　condition　:

(T)

For　any　Point　P　of‥　Σtj　there　is　an　y-9hart.(U,f　;　x1,‥‘,xn4‘1)

9Jt.P　such　that　D3f(P)U　.≒.n9n5ingμar.

One　sees　thcn　that　the　sanle　condition　holds　for　any　Ξ-chart　at　P　(EΣ｡･

One　sees　also　that　Condition　(T)　　imPlies　that　　Σ　　is　a　closed　one-manifold.

Hence　ifωsatisfies(T),then　Σwill　be　called　the£dU91.9yc_L9
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-‐--―----~-　　-

(of(V,ω)).ln　the　apPendix,it　will　be　Proved　that　Condition　(T)is

generic.

　　　　　1.2.　　The　main　theorems.　　Assume　that　　ω　　satisfies　Condition　(T).

Then　we　have　the　following　three　theorems.

Theorem　l

bundμ.　B

tbat

n+1

1£　Σ

.ovQ17..　S^　_and__.a_｡C

OZφ　£゜dー　Σ1°φ'　then_thete._£xists_L.Cr　.fij.rQ

r　　diffeomorPhisnL　h　:　Bn゛1　-〉･vn゛1　　such
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-〃-9~♂-･9-

(i)　.tllQ｡fibre...Q{　Bn+1　　is--a-£onnected,λ1mFly-q(3n£qEqd,£1QsmL

n-manifold　of　class　　Cr

a　　Cr
---

(ii)for　each　fibre　Mn　　of　　Bn゛1　　　the　diffeomorPhism　h　　induces
　　-‥　‥　　　,-　.､,,-　　　　　　｡　　　　j　--………-　………--　　　………-　　　　‥‥　　･-

diffeomorPhism　of　　Mn
〃W〃¬=●〃-w･　･　〃゛〃゛　=　=　`==“'~　==4

Theorem　H.　　｡.1£　Σ　　Z
　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

P　　p{-　Σn'

_oJlt.Q__a_.1ea£_､.o£　V

Σn-1
-

- φ'JI≠　ΣO°φ'thm1JQUjmy∠PQjJt･

fibre　bundle　　Rn+1
WW〃〃〃~　　j.●=-W~　=｢~=--=〃〃=〃

φ,

th6re　exists　a　　C
〃　　　･　W.　j　　･W〃･ゝ●S〃〃

｢

1Jubedding　h　:　Rn゛1　9･　vn゛1　such　that
　　　　　　~　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㎜4“S｢4〃ri｣r-W〃　--w¶〃rW4

(i)　the{ibreof　R

｡Qvet　S1,　　and--λ.C｢

n4‘1　　.1s…a,cQnnected,　　,simPly-connecteμ,　-nonc.omP｡aqt

FmnUFQldJjth.QuubQundary.

　　　(ii)for　each　fibre　Nn　　of　Rn゛1　　　the　imbedding　h　　induces　a　Cr
　　　　　　,-‥--･-　‥ヽ--･-　--‥　　　　　--,‥-,　　　　j　　-,,-,‥-,　‥　　　　　　　-　　　　　　--

diffeomorPhism　of　Nn　　onto　a　leaf　of　v.
W--9w=4ゝS~r9+-･-〃a〃s6.⇔.､.φ､.･'‘''･‾~゛'‾''゛'=゛゛●　　　　y゛●--〃〃`f･w-〃w-F“〃---=ヾ=4qw　ssfj･f･･=4f-4φ--≒F--

Σ

∩　Σ　　　c,o,1ncides.　wit11　､the　-　connected-　comPonent-,--of
　　　n

⊇



VO

(i゛)Å£C1(Σ1 nh(?゛1 ))⊂h(R
n+1

),.tb9Jμ7F9μ4J_finit9.1Tlu㈹e11

pf‘　-(;ompact‥1eavQs　　K1'゜‘'j　Km　　5μdl　.J1}aE.

　　　　K1U゛

a£JnLμy4F

･･　UK
　　　　　　　　m

L　　in　　h
　　〃W〃〃4-〃=〃〃~

Theorem　IH

-

- Clh(R

(RII゛　1

゛1)
‐ h(R

m'1)
C1L　-　L

)

-

-

lf　Σn°φ'--then-there-exi　sts-J1LJP£n' dense　subset
-4　　　--w?』ゝ-〃〃φ--w〒-'〃w-n-4←〃-〃4

o£　V　-'suchthatfor　anyー　P　C　VO゛'･he｣゛eaf-through　P　JyJ(xaUy-jQlsQー

4n.4he　sensEOLRed　‰2Jj)

〃ヽ
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2.The　veined　structure

2.1.The　veincd　structure.　Let　x　be　a　vector　field　on　v　such

that　?(X)゜1゛and　Put　ω'゜{xω゜

Lemma　2　.　1.1

ω'lU=Σ

　　　　　Proof

formulas　:

n

i=1

E9EJn　y-gbwt　(U,f　;　x1,‥･,x゛゛1),　MJ}nv£

01og　f　/　∂x1)dx1+(-X(f)+alog　f　/　∂x
n+1 )dxn+1.

This　is　an　easy　consequence　of　the　following　elementary

‰ω)(Y)=x(ω(Y))-ω([x,Y]),

[gY,hZ]=gh[Y,Z]+g(Yh)Z-h(Zg)Y

for　vector　fields　　Y,Z　　and　functions　　g,h　　on　　v,　where　　[　,]

denotes　the　bracket　.

By　this　lemma,　we　know　that　the　maP　ω'|ω‾1(O)ー
ー

defined　indePendently　of　the　choice　of　　x,　where　　ω'1

ω‾(O)-)-R　is

(O)denotes　the

subbundl　c　of　T　(V)　defined　by　　ω　゜O　.　　　Furthermore　,　we　see　that　the

one-form　　ylL　　on　each　leaf　　L　　is　closed.　　　Hence,　the　following

definition　makes　sense.

　　　Definition　2　.　1　.1　.　　The　yμμe4μJu.Gμ£9.0f　the　foliated　manifold

(V,ω)　　is　the　　"codimension-two"　　foliation　on　　v　　defined　by

ω　=　ω'=　0.　　The　leaves　of　this　　''codimension-two"　foliation　will　be

called　the　y££Mof(V,ω).

　　　More　Precisely,　a　vein　of　(V,ω)　is　a　nonemPty　subset　J　in　v

having　the　following　ProPerties　:

/
~



(i)　　any　two　Points　　xjy　£　J　can　be　joined　by　a　Piecewise　　c‾　curve

c:[0,T]→v　such　that　ω(c(t))

which　　c　　is　differentiable　;

-

- ω'(J(t))=O　£or　all　t　c[O･T]　at

(ii)　　any　Point　x　6　v　which　can　be　joined　to　a　Point　c　J　by　a

　.　　.　　　1
Plecewlse　　C

to　　J.

curve　　c　　satisfying　the　same　condition　as　in　(i),　belongs

A　vein　J　will　be　said　to　be　JQnμngular　if　J　does　not　contain　any

singular　Point　of　♂lj1(O),　i.e･,any　Point　　x　c　v　　such　that　ω;　=　O　　on

ω‘(O).　　　Clearly,　a　nonsingular　vein　is　a　connected　　(n　-　1)-submanifold-
　X

without-boundary　(not　necessarily　closed)　in　　v,　of　class　　Cr.

2.2.　　Closed　one-forms　and　Morse　theory.　　　Let　　Mn　be　a　connected　,

comPlete　Riemannian　n-manifold　of　class　　C≒　　without　boundary.　Let　(x

be　a　closed　one-form　of　class　C2.　　　Denote　by　(?　　the　dual　vector　field

of　a　　and　denotc　by　　ll　　U　the　norm　of　tangent　vectors　or　cotangent

vectors　of　　M For　a　singul　ar　Point　　P　　of　(x,　the　index　of　P　　is

defined　to　be　the　number　of　negative　eigenvalues　of　the　Jacobian　matrix

of　　ct　　at　　P　.　　　The　one-form　　a　is　said　to　be　prRper　if　every　singular
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　---　---

Point　is　nondegenerate　and　the　vector　field　(?　　is　complete,　and　if

there　exist　two　families{E.}.,
　　　　　　　　　　　　　　　11d

the　following　conditions　:

(i)E..l.
　　　1　　　　1

　S

{Ei}id　of　oPell　sets　of　　M　satisfying

for　each　i(　I,　and　l 　
　
　
.
J

I
‐
‘

　
　
n

　
　
　
･
―

φ　　for　every
-

-

i,j,iZj　;

　　　(ii)for　each　singular　Point　P　of　aj　　there　is　　i(Ξ　l　　such　that

　　　　%,

PC　E.(EE.　;
　　　1　　　　1

♂

X
V



　　　(iii)there　exist　three　Positive　constants　　a

(3)hxD%for　　all　　x6M‾　j　Ei'　(b)dis(
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1{I

icl,　and　(c)　diam(iy

･
―

)(co for　all　　i　c　l.

0
゛bO゛

Q
E

　
M

　
{
h

1

cQ

1

such　that

)>b for　a11
0

　　　ProPosition　2.2.1.　jMpjn9g∠th　at　a　jtjPrQPeT_a�Ja1JTCμ?a5LQnjh

singularyPoint　of　index　0.　1£a　ba£.J1Q_s_1nplar_pQint_o£_index　1,

then..the　fo　ll　owing-　hold　:

(i)Jb9r｡9eμsμJ_C3　junct_i　on.　f　:　M　4　R　-which-isー,ProPel:,　i　.e･　･

every　inverse　ima=ge　of　comPact
〃←j●〃jW･〃W●　〃¬W-WW　●~●W=〃-ヾ=ゝW==W=--~=W〃=〃=¬〃-``=･=　‾〃〃〃=Φ･㎜‾〃'=〃W〃〃φ←⇔　~〃〃“-｢〃←=

sets　is　comPact,　-such-thaTt(x　=　df
=.----=←n9z･　J4y゛-　“゛　“`W--㎞　'　　ゝ〃s'&'

(ii)M゛　.jjUμmPW-{onnected.

(iii)Jf　a　hasJp.､singular｡-Point｡-p{--.index--　n,　theL　M11　js-

JQnqQmPμG.･

　　　(iv‘)ntμumWL.pf∠Cha_51Jlgular　Po.intsJf　index｡0,Js｡equal　toone.

　　　(v)　IQUjmy｡_y　c　M,　thQre､exists.｡J.liecewist　C‾　curv£

⑥:[0,T]→31　Suqh　tb4⑩(I)=y　Jmd④(O)_1Ethe-singularPoint　of.

1ndex.0,　μnd　such.that､foE.any　x=@(t)　aLwhich.-the.--vector-field.

(Zλ does　not　vanish,　the　tangent　vector　μt)　coincides　with　y　/　Djl･4　　　　'‾‘‾‾'‾‾‾‾‾‘‾`‾……　^`'……‾7　°″‾　‾“‾‾‾‘‾‘………‾`　X　X

　　　　This　will　be　Proved　in　2.3.　　　The　following　ProPosition　can　be　proved

similarly(cf.[9D.

ProPosition　2.2.2･　　-Suppose,-thaL　a　is--Prope£･　　-SuPPo､se-{hat

there.exis.ts､､､aJj.osed.(n-1)-JRnifolt.J
n-1

and｡_an…1mmer51pm　i　:　J　9･M

5uqh　that　-for　any　x　6　J,　-the,,subsPace　　ijTX(J))‾of　Ti(x)(M)'does

JQtJQDtain.‥th.e_vecto.r.　　({(x)'
[i≒EH1

.ant5uch_､.lhat∠the､_cohomQ1Qgy_q1.as5.

(J　;jR)-1,E,trivia1　,　Mlere-　U　,　i゛　are-　the-induc-ed]aps

JL£.(x　has｡uQ-singu!aE-､Point　.of--in(IQX-　1　jmd.-､.nQ-､.singu1RL

Z



,,jp91ut_o{_._.indQX.n-1,tb9R.(x　js　Jati_onal,i.e.,Jor_._any_xcM,jJmrQ

gaU£-o-QPQw-sub5Qt　u　p{M　⊆Qutμn4&x　andLJJunct1Qn､f:U4R

｡o£Jlass.　C3　　5uclLthat(x=df　on　u　and　each　levelJnanifol(Lr1(h),

hclmf,jt..qomPa-ct.

Remark　2.2.1 lf　　v　　is　Riemannian　and　if　　ω　　satisfies　Condition

(T),then　for　any　leaf　　L　　of　(vj　ω)　which　does　not　contain　any　Point

of　　Σ｡j　　hence　for　almost　every　leaf　　L,　the　closedone-forms　±　♂IL

on　the　manifold　　L　　with　the　induced　Riemannian　structure,　are　ProPer　in

our　SenSe. This　may　be　seen　as　follows.　Condition　(T)imPlies　that

the　critical　cycle　　Σ　　is　a　closed　one-manifold　　S‘　U　･　･　･　U　S‘1　　and　is

tangent　to　the　leavesj　　at　the　finite　set　　Σ｡.　　　For　each　　P　6　Σ｡,　choose

any‾dlart(Ujf;x]≒･゛゜j　xn゛1)at　P　such　that　xl(P)゜‥`゛xn+1(p)

゛O　and　Put

U(P)={q　yUI　lx1(q)|<e/2,　i=1,‥･,n+1},

　　　　　a(P)={q(E　UI　lxi(q)|<Å,　i=1,‥･,n　;　lx゛1(q)|(e/2},

where　　e　　isa　sma11　Positive　number　such　that　U(P),㈲P)　are

homeomorPhic　to　the　oPen　sets

{x　cfR
n+1

|　lx･'|〈　e/2,　i　°1j°‥,n+1},

{i(:RII゛11　1xil<e,　i=1,‥･,n　;　lxll゛11

n+1

<e/2},

),　resPectively.　　　Let　　T,l　　be　two　sufficientlyby　　9°(x≒‥゜,x

smal　l　tubular　neighborhoods　of　　Σ　　in　v　　such　that‘　C1T　c　l,　and

Put

　　　　　E°U(PI)o‘'゛tJ　U(Ps)1JT'　l゛a(P1)‘J　'゜゛゜a(Ps)‘J‰

where　　{PP¨'j　Ps}゛　Σ゛‘‘　　　Thenj　　for　a　leaf　　L　which　does　not　contain

any　Point　at　　Σ｡j

　7
/

〃

it　is　easily　verified　that･　the　forms　　±ω'IL　　on　　L　　have　only

rヽ､

Uy



lht､.intβ.graLo£　　a　μn　4he　curvQ　φt

Proof.　Let{E.
　　　　　　　　　　1 }･{≒

"ProPer"゛　　Put　　d1　°max(b

h　ao'

nondegenerate　singular　Points　(by　Lemma　2.1.1.)　and　are　ProPerj　　with　the

families{E.
　　　　　　　1

}id゛ {≒}id　of　oPell　sets　Ei　'　≒∧defined　by　the　follo゛illg

collditiolls　:　.≒Ei°LOE'　yji°L°iy(disj　oillt　°liolls)'　゛d'Ei'　≒
　　　　　　　　　　　　　1cl　　　　　　　　　　　　　1(ΞI

are　connected　comPonents　of　L　nE,　Ln　iy} resPectively･

2.3.　　　Proof　of　ProPosition　2.2.1.　　　We　begin　with　some　definitions.

For　a　　C‾　　curve　　c

　
　
C

　
　
　
a

b
　
　
　
　
a

　
A

　
　
　
e

　
　
b

of (

:[al　b]゛M,　the　integral　of　a　　on　　c　　is　defined　to

6(t))dt　and　wi　l　l　be　denoted　by y A　comPact　leaf　　　　　(m

c(t〕,a≦tsb

M,a)is　defined　to　be　a　nonempty,　　arcwiseconnected,　comPact　subset

J　　in　　M　　satisfying　the　following　condition　:　　for　each　　x　6　J,　there

exists　a　neighborhood　　u　　of　x　　in　M　and　a　function　　f　:　U　゛　R　　such

that　j=　df　on　u　and　J　n　U　=　f゛1(f(x)).　A　compact　leaf　J　is　said

to　bc£y%J｡4E　if　J　contains　any　singular　Points　of　a.　　　clearly,a

nonsingular,　compact　leaf　is　a　connected,closed(n-1)-submanifold　in　　M

Let{φt} be　the　one-Parameter　grouP　of　transformations　generated　by　(?.

The　Proof　of　ProPosition　2.2.1　　will　be　Preceded　by　six　lemmas　,　2.3.1-2.3.6

2゛3'1°　　There'‾exis't's‾Positive　constalTlt‘s≒　dlj h1 ｡saU5fμng-tht

foUQdng.JQndμ1on　:　JQ£　xcM.an{　7>0,if/dis(x,φ(x))>d
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T 1j

(x),0≦t≦T,j£4neater._than.h

b
Oj CO

)'h1=　a

be　as　in　the　definition　of

ObOj

then.

1

(x),
Oj

CO and　l　et　the　curve　　φt

O　s　t　s　b　s3tisfy　dis()('　々)()))d1°　Fil`st　'　　collsidel゛　the　case　where

the　curve　　φt(x)j　　O　≦　t　≦　T,　does　not　intersect　Ei　for　any　i　c　l

゛ell'h≒(`)IDH(Nt()()||>ao゛ hence　we　have

7
jy



-

t
2

　
　
　
　
　
　
　
t

　
　
　
　
　
φ
･

y (x)7　osts√y}(({t()())dl　°　{h≒(JI‰

)8oxy{t(y)F゛3μis()('≒()()))‰(IP　h1
Next,　in　the　case　where　the　curve　φt (x),　0　≦　t　≦　T,　intersects　some　E.,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

sillce　dis()('φF)))d1'　dis(Ei'M(i)

that　there　exist　real　numbers　　t

φt

of　φt

()()'t1<　t〈　t

(゛)'t1

t6[t1゛

Hence,　we　obtain

1j
t

>bOj

O≦t

is　contained　in　　?f

1

and　diam(iy.)<c
1

we　See
O゛

≦　T,　such　that　the　curve
2j

2゛

≦t≦t2゛

1

<　t2

E･　j　　and　such　that　the　length
　1

is　greater　than　bo゛　since　　≒
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

],　similarly　to　the　Preceding　case

y
φ
t
(x)

(X

} t

　　　　　　　a

ψt()()'O≦t≦l

1≦t≦t2

　
　
　
　
　
φ

y
we　have

(x)I030

y

j

>　aObO　°　h1　゛

　　　　　　　a

t()()'t 1≦t≦t
2

)hlj

for

　which　Proves　2.3.1.

　　　　　　2.3.2.　　　SuPPose　that　there　exists　a　connected,　comPact　n-submanifo1(t　　　　　　　　　　　　　　　　-'f●g･　･-･-･〃s･r･･･r.-●｢9s--`　‾`　`｢“φ'"-`¥゛゛゛`｢･゛==s“゛m“"　　　　　　　　　　　　1`゛　　　　　=゜=　j“'　　　　　　　　■■y

　Wn　jn,Mn　...su£h‥.that_.th.e､､.boundary　∂W　.is∠thQ._fin£te_union_Q{.non5ingu　LaJヽ,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　c.pmPaqt　leaves　‘of　(M,a),　and　such　that　for　any　'x　c　aW　　thevector　　cj;~4　　　　･　　.,　　　　　　　　,,､,-　　　　　　　　　　　w.........‐　..--｡､-　､　　--　　,-　　,--　　　　　　　　}　----‥---,,･---,,‥･,-　　　X

　μdirected　toward　the　outside　of　W.　SuPPose　further　that　there　exists･　･　-1　　　　　　　　=7　　-　　　`r¬=j6　u--､｡a　　7　ヾ--　　6　s●　--4　W-･“--●　y　a~=4←y9fSsゝ〃-=s-　---〃r-〃-｢w-〃=R9｢wy〃〃=9-4≒f　-●=aヾ-=S--｢r¥　=ψ゛゛゛゛〃←-`　‾　'~'-="9-

　a　function　f　:　W　9-　R　such　that　(x　=df　on　　W.　　Let　　J　　be　a　connected
　fゝ`---　-　j　″･`'゛'==゛　-7゛〃w,,4‥-,t9-･･--w　　　　　　　　　　-‥,-,--　　　　　　　--‥''‘-4●　　　　-p'　49-4~'''''¨''¨"`¨←''゛゛‘'¨‥`″-

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　`　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　comPonent　of　∂W　and　let　6　be　a　positive　constant　satis£ying　the6,,.,,,-　　　　　　--･→･　　　　j　　-~tc'-'゛゛″“　゛‘~``　　　　　-=~--y9"　--゛~74　●　----'“'-‘-^'゛⌒¨‾∽`μ`‘'゛'''~'‾　'~~゛'‘¨　゜'''゛'`''･"‾`'''゛'~゛

j£QUQwkE∽n･UJm　:　fQr-Jadk　x　6　J,　lhe.r£‐is-.｡a―､pQsi.tivQ-numbW　I･(x)

Slch　that　the　integra　l　of　cx　　on　the　curve　φ
　゛゛¨　o　y‾　………‾‾‾　　¨‾゛‾‾゛‾　‾‘　t

(x),0≦tsl(`)･U

JQ.6.　n£R,_thQ_Jet､k⊇W　tJ{φt()()|　)((rJ'O≦tsT(x)}jtλ

eqyla1
=~~-　~`-~-~`゛~●･



<　●●●

(P)exists　in　M.　lt　is　easy　to　verify　that　the　limit　Point

connected　　　comPact　　n-submanifold　in　　M　　such　that　the　boundary　　al　　is　the

.£1nμ9..uITliQn.QfT‥nonsingUlar,{omPaqt∠1QavQs__p{(M,a),jmLJucbjthufQll

any　　x　c　∂l,`the　vector　(j　　is
･-･-‐‘'-4　　　　　　　　　　--'“`゛'''φ“〃-“"｢s　°-`=゜･~“---｢s=w　　　x　'‾

directed　toward　the　outside　of　　l.
n､=-==..u=.･←s9･z-r-〃rs　゛　=4゛&゛7゛゛゛`-゛“-`9~-ゝφ'･〃--=･=゛`″“p“`~゛‾¥y---　･--･7･･--7　-　-

EurthermorQ　　there　exists　a　function　iy　:　9　4　R　suQh　that　f　=iy　pn　W

an4　a=diy　on　　l.
　W　･　　　　　　　　W°‾｢=`｣W=W

　　　　This　is　easil　　verified.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　゜　　　　　　　　　　　　　　　y

　　　　2.3.3.　　19k　p　.ttF.a｡._nQn.sin_gu_1a〕y.F)iMyQ{　a.　.Suppose-__thaLthere.4s､｡a

positive　number　6　　having　the　following　ProPerties　:
〃●-〃rs〃㎜･〃wL¶r㎜〃･〃〃¬j〃W〃〃d〃←rw-･　　m〃ゝ〃‘　　O‘-〃･〃Wr　　♂㎜ゝ.･〃〃』〃〃-〃w〃j㎝r㎜6w〃㎜ww〃-　　-　.〃〃〃-〃　〃〃--←-』〃a-←-‘--〃

　　　　(i)　for..Jny　6　c　(O'　60)'thel`Q{s'J--Po‥sitiva-n゛W£.l(6)゛s゛lch'

that　the　integral　of　　a　on　the　curve　　φ(P)　　O<t<7(6)　　is　equal　to　6　･
--.…….,‥.‥　　　　｡.､　　｡､_..､_.｡_-‥...__.._.｡　t　　,　　-　-　　,__.､､._.　._..____｡._｡　　,

　　　　(ii)folyany　T>0,1beUnteμa1J){(x_9m･M_Jμ･V£　φt(P)'

O　≦t　≦　T,　is　smaller　than　　6　.
　　　　　　　--------'`-……`ー　　　`　　0

Then　limψ(P)exists　and　is　a　singular　point　of　(x･
-_………_｡　　　　t　　　‥._..___‥__-6-〃〃w〃a　w〃-rr〃･〃･･　nlj7㎝　♂･･w　〃〃〃4→〃7　www〃〃w　lwj㎜〃a』㎜･〃

　　　　t9･〈x)

　　　Proof　.　　Using　2　.　3　.　1　j　we　kllow　that　the　subset　　U　φ(P)　is　bounded
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t≧O　t

in　M.　ln　fact　,　this　set　is　contained　in　the　comPact　set

where　　d h1

D(　6　Ml　dis(P')()≦d1(60h71+1)},

are　the　sanle　constants　as　in　2.3.1.'　゛Therefore,　since　　M

is　comPlete,　there　is　an　infinite　sequence　t1　<　t2

that　limψ
　　　i-ya)ti

t.4a),　such
　1

P

is　a　singular　Point　of　(x.　　　Since　every　singular　point　of　(x　　is

nondegenerate　,　the　limit　Point　is　uniquely　determined.　This　Proves　2.3.3

　　　2.3.4･　　-S11PPose　that　-there　is‥a　nonsingular,compact　leaf　J　,oE

(M'(E)゜゛Let゛(so jb_Q__a_Posltivenunlbersatisfying_the_folloxdng_condition､:

j

/､5



60'　　15-¨

t

　　　2.3.6.　　　Let-a　singular,　comPact,,1eaf　J　-o£　(M,a)　.which　contains.

no-singular-　Point　of　index　1　,　be　given.　　Jhe‰---thert-ex　is　t,s---　a　--connected,

99Pact.nTsubmanifold｡Wn　in　MIl　cpμa4hg　JJJT}4-t�era_eyhnEJ‥

function　f:W-y　R　5atisfying　a　=df　(m.　W,　sjuch-that,-the--boundary

aW　jsJhe.finiteunion_p£nQnμngwμΓ,JpmpaGU_Qavβs_p£(M,(E),-m(1

su£Lthat　the　subset.3　W　Q{.3W　consisting　o£those.Points　　x　at_μhich､

Jomlny-66(O'　60)anOanyL　X(E　J,　t.he-r-Q,--exi.s.t.s-a-｡PQJtWtJlumμqR

T(x,6)　　such　that　the　integral　of　(z　　on　φ(x),　0≦t≦T(x　6)　　is
　　　　‾‾4‾‾‾^‾゛゛‾‘“゛‾‾………‾‾　`‾‾‘　t　　　　　　゛'`-‾

99μJt　6.　L9tsk∠φ9JOwUQf-J　gmUμ1%μyaQ5£_Ppint£x

5μ.(i.､t≒t)For　any　l　>0,　.t≒.j.μ9graL､9f　a　gTI　φt()()'O≦t≦b　j!

jmaJ1Q7.Jhaa.　60‘

　set,　whose
〃~゛='●-~~･　　　〃､･---･

-I£　SZφ'　t‘hQa　SO　°{1　il11　φt

　　　　　　　　　　　　t4cx)

elements　are　singular　Points　of　cx　･
　4φ`　r゛““゛``“-s゛`･“　j`-s　“･　“゛=゛″“　　'`゛゛･｢゛｢"'--9w　-･､a･..-.-4〃¥―-a--=〃4Φ-←a4

(P)I　PCS}　iL_aJin1μ_

　　PI`oof゛　By　2°3'3'　fol゛e3ch　p　c　S'　the　lhit　Poillt　of　φt(p)(t゛○

exists　and　is　a　singular　Point.　　　Similarly　to　the　Proof　of　2.3.3,　using

2.3.1　,　we　see　that　the　set　SO is　bounded　in　　M.　　　Since　　M　　is　comPlete　､

and　every　singular　Point　of　　　a　　is　nondegenerate,　we　can　conclude　that

SO is　finite.

2.3.5.　JJn(temlhjU5mt.hyPotheses_.and_‥notations_asJJ1.2.3.4,i£

SZφ　λn4-jf　SO　‘C.(㈲JjJy-nq5illg゛hr-pp'iμ-Qf--1�ex　1　'　then-Jhe'　seTL

Q,

J°SOU {{(x)()()|　)(6J　‾S}'

Whel7Q.　7()(),£s-a｣)ositive　Jlumbely　saty15fyin&

a　singular,　comPact　leaf　of　　(M　　a).---･--ー,,-‥,,……　　　--･･‥　-･----　　j

　　This　is　Proved　in　　[9].

S
φ

　　a

(x) ,0S　tS　T　(x)

j
T

1
1
{

-

-



lheJ.ector.(?　isdirec7tedtoward_tht　insjdCpt　W,js._qoμR9μ9{
　　　　　　　　X

(4Q7ヽe､forl　a　w　μJUnpnsinguμn｡ー､(;omPaqE-.1QgA£EW/(

This　is　also　Proved　in　[9].

　　　　Proof　of　ProPosition　2.2.1.　　　Fix　a　singular　Point　P　　of　index　　O.

By　Morse゛s　lemma,　there　eixsts　an　imbedded　n-disk　　Dn　　in　Mn　　containing

P　　such　that　the　boundary　is　a　leaf　of　(M,a)j　　and　there　exists　a

function　　f　:　Dn4-　JR　such　that　a　=　df　on　D.　Using　this　fact　and

2.3.1,　and　aPplying　2　.3　.　2　,　2.3.5,　and　2.3.6.　we　can　easily　construct

a　function　f　:　Mn-･･R　of　class　C3　which　is　ProPer　and　satisfies　a　°df.

APPlying　Morse　theory　to　the　ProPer　function　f　:　M　゛　R,　we　see　that　M

is　simPly　connected　and　thenumber　of　the　singular　points　of　index　　O　　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∽

equal　to　one.　Part　(iii)is　obvious　.　ln　order　to　Prove　(V),it

suffices　to　verify　the　following･

　　　　2.3.7.　　　Let　,,　-U---be　an　open　set　in　　Rn　with　a　Riemannian-　structure

j≒QE.μa5s､C1,､and-1etf　:U9･R　｡bFa.funcUon　o{9μ51　C2　witb_a
N_.y'

nondegenerate　critica1　Point.P.　　nenote_by　grad　f　Jhe.-gradienTLo£　f

with,jre5Pect.tQ④.　SMPn(g£⊥th4_th9rQJjLmj∠nt9£T1L_guy.9

c:[0,()→U　.o£grad　f　.suc.EthM　c(t)4-　P　_ai　t　-y　(x).　　Thμl,tbeEQ｡
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

exists　a　Cl　curv｡(t　d　:[0,T]→･U　jwLU!｡a　d(O)=c(O),　dG)=P,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

and_fQE{y､ery.t6[0,T),the‥tangent‥vector　d(t)-coinddes-with

grad　f　/　H　grad　f　ll　Jt　d(t).

　　　This　lemma　is　a　consequence　of　[1,Th.6.1(P.242),Cor.16.4(P.314)].

This　comPletes　the　Proof　of　ProPosition　2.2.1.

/y



§3.　　Tangential　curves　and　their　lifts

　　　Fix　a　Riemannian　structure　⑧　on　　v　　and　a　vect£)r　field　　x　　of　class

C3　on　　v　　such　that　cj(X)　=　1.　　Let　　ω･　=　{?'and{S}the　one‾　　　＼/

Parameter　grouP　of　transformations　generated　by　　x.

　　　3　.　1　.　　　Tangential　curves　and　their　lifts　･

　　　Definition　3.1.1.　　A　continuous　curve　○　in　　v　　is　called　lan£Qnti£L

if　the　image　of　④　is　contained　in　a　leaf.　　　For　a　tangential　curve

④:[0,T]')'v　and　ncR,suPPose　that　there　is　a　continuous　function

(y:[0,T]-y　!R　such　that　n　°　(J(O)and　such　that　the　curve　④:[0,T]゛V

defil‘1ed　by　④:tDt(t)@(t)),is　tangentia1　.　Then④is　called　the

n-Uflof④,and　o　is　called　the　.height4)aramete£of　the　n-1ift　of　④.

　　　Let　　K　　be　a　Positive　number　such　that　the　inequal　ity

holds　for　all　　v(E　T1

K　>

C
%

1
-

2 | μyj゛))|

♂)du<

u]

1
(V)

1mN

φ|

/
O/

32

-

3S2

(V)　and　all　s　satisfying　lsl　s　1　,　where　T

denotes　the　tangent　sPhere　bundle　of　　v.　　　This　　･(　　has　the　following

ProPerty･

　　　Lemma　3.1.1.　1et　④:[0,T]9･v　bt.4_tangent.ial　,　P1QQew1£Q　C1

curve_sucylhM.|lj(t)|‰1,ω'⑩t))yO　foLeyery_tc[0,T]at-whick

@｡1s｡｡-diffe.renU.ab1.e..Let_rmbe…ayreaLnumbe.r_sucEtht　O　g　㈲g　1.

JLt4JRquμμ£

　
　
　
D

　
　
　
C

y
　
o



'
'
~
K
　
'

where
W

h14sー!hm④hg･Jhg　n-1jμ,whg. Mj.μUPaJヽ4mGQ1(y　lUμ{k1

j(t)<(J(t)<(j(t)　fQr.{U_.tc(0,T],

j(t)=(n　exP　y
　　　　　⑩

ω')/(1T･〈n

0,t]

This　lemma　will　be　proved　in　3.2.

t
　
　
　
Λ

　
y

(exP　y　ω'
　　⑤[o,u

　)du).

]

Corollary　3.1.2.　J{,〈　hQ｡Jy_ahyq　.　L4④:[0,T]4V　ULλ

t.angeITlti.a1,　Piecewise　　Cl　curve　such　that　ll£(t)D1,
　　　　　　　　　　　　　　　　1｢　　　　　1φψ　　　　　wf¥･〃･･M〃wy→--〃㎜f¶rJj〃-〃sr¶㎝-w÷y･　-wr6　■--■　y ω'㈲:t))=o£p､r

｡evHy..t　,E　[0,T]at-μbiqh⑥μJμfQrQnti4Jβ.JLa_rea1_Jlumbe£　n

MU5μ9

　　　　　　　　　　　　㈲<1/(G+1),

then④haEtyhQ　n-!jμ.

Proof. Since　every　tangential　curve　always　has　the　　O-1ift,　we　may

assume　　n　Z　O.　　Thc　inequality　lnl　<1/(G+1)　imPlies　that　lnl　<1

and　　l<(1-　lnl)/(,(lnl).　Therefore,　since

@　satisfies　the　assumPtion　of　Lemma　3.1.1.　　　Hence

゜　0,　the　curve

　　the　n-1ift.

　　　　3.2.　　　Proof　of　Lemma　3.1.1.　　　The　Proof　will　be　preceded　by　four

lemmas　,　3.2.1-3.2.4.

Lemma　3.2.1.　　LQt　n　6　R SμPP£)se-.that　,a,■angential　j　C‾　£urvt,　1)

h･{≒nlnft.　RR｡｡mEOj,g≒JFgmμ_ms=(J(t)_9tμ£Wytbq

μffermth1　QquμμJ!

　　　　　　　　　m〉゛(‰j(1)))
wity‥1nijtia.Uq･n.di､t.1Qm　s(O)=n.

　y////

/
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Proof.　For　the　cl4rve　④:[0,T]゛V,consider　the　maP　F　:　[0,T]`

R　9･　v　defined　by　F(t,s)=ψ@(t)),tc[0,T],s(R.　Let　Y　be　the
　　　　　　　　　　.　　　　　　　　S

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

vector　field　on　[0,T]　yR　defined　by　Y(t'　s)゜∂/3t‾゛(≒,y(t))∂/3s

where　(t,s)　is　the　canonical　coordinates　on[0,T])(　R.　　　lt　can　be

checked　directly　that　(F‰)Y=O.　Let(J　:､[0,719　R　be　the　height

parameter　of　the　n-1ift　of　@.　Let　d　:　[OjT]゛[OjT])(R　be　the　curve

(of　class　C1)　defined　by　d(t)=(t,(J(t)).　Since,　by　definition,　the　set

F･d([0,TD　is　contained　in　some　l　eaf　,　we　see　that　(F≒)a(t)=O　for　a11

　　t　c[0,T].　　　Hence,　　we　see　that　for　each　　t　,　the　two　vectors　Yd(t)'

,　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

　　d(t)are　linearly　dePendent　,　because　the　one-form　　F　ω　　is　nonsingular.

　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　Using　the　identity　d(t)=a/∂t+(dcr/dt)∂/as,　we　conclude　that　Yd(t)　and

　　●

　　d(t)　coincidc,　and　therefore　the　function　(J　　satisfies　the　differentia1

1　equation　d｡/dt=-ω(y)Z(t))with　initial　condition(J(O)=n･　　　　　　　　　　　　　　　　　　(J,

　　　　　　Lemma　3　.2　.2　.　　　Let　　K　　be　the　same　Positive　number　as　in　3　.　1　.　　　Then　　　　　　　　　　　　　　　　　7`‘゛'`゛~　　　　　･,-･･~〃~~~--←-､.~~､~,｡.､,,,,.,k-｡---　--.~→.,---.--､,,,●､=　~-,･･,､､-　w--~-~-　=-←､-〃‘　　　　　　　　=｡=､〃〃-㎜w〃〃〃

　　the　following　ine　ualities　hold　:　　-------ー　-‥q　｡､-ー‥--……‐

　　　　　　　　　　　　　　　ω'(V)S　-　KS2<　-ω(9　V)<　ω゛(V)S　+　KS2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S7*

I　JQE'゛ny゛　゛o゛　el`o　s-μμk　lsl　s1　'a�･-9y-　゛(2　T1(V)゜j1(O)'i°e''

　　.9yJIUt-.tangent--V,ector　v　s-uch-that,,　ω(V)゜O.

　　Ploof'　Reg゛dillg　゛(S､j)　as　a　function　of　　s　,　by　Taylor's

formula,　we　have

-ω(ψ　V)
　　Sj* ゜‾“j(゛)‾((Ds

where　　ξ　c[0,s].　　　Sincel

=♂(97s/))s‾}((h)j

by　definitionj

=cω(≒,*V))s≒

(}J)s=Oμy7)゜(jμ)(゛)゛‾♂(゛)'

/J



,T],(y(t)〈(J(t)<(･(t)fQ£_μ1　t6(0

(n　exPV

μ
y
,

)du<

]

E1{
4㈲

1ift
,__...._　} Wh9jEhUgM∠pgxSUjx(J=(y(t)

　
Q
Dc
≒

　
○

in　the　caseFor　simPlicitywe　assume　　n　)Oj the　Proof

E(t) ω'　)/(1　7　n

0,t]

･)duD

,u]

we　have

for　v　6　ω
-1

゛(S,J)゜゛゛(゛)s‾}((D
2　ω(ψ　V))s2

s゛C　　　s7i･

(O).　Hence　we　obtain　the　desired　inequalities　.

　　　　The　following　is　a　direct　consequence　of　a　classica1　result,　due　to

Ricatti,　on　ordinary　differential　equations.

　　　Lemma　3.2.3･　_LM1　K,n　6R.｡Let　④:[0,T]-yv}eJL　C‘_curvQ.

q9sider‥the‥differentia1　.　equaμonl

　　　　　　　　　　　　　ds
　　　　　　　　　　　　　-

　　　　　　　　　　　　　dt

Then　the　solutions　　s　=　(J±
~J●x､♪｡､･=_〃=〃w.w､〃....･㎝_=〃=､

=ω゛&(t))s±･cs2.

(t)　yμ.b　(y‾(o)=nELμy£njm

　(J±(t)゜(n　exP　y　ω゛)/(1i･(nxl(exp　y　ω゛)du).
　　　　　　　　　@[0,t]　　　　　　O　　　@[0,u]

Lemma　3　.　2.4.　LQt　Kk.j;h£JamQ_pQ5μ1yj_._mMyLM∠hJyL.μE

nk_lk_y94Jm々gJJEO〈㈲〈1.L4④:[0,1]→v　hE･

taJlgentla1,C1　9um(y5uch　that-　||&(t)H=1,ω'&(t))sO　for-ev〕Qry.

t　c[Oj　T]j　　and　such　that　the　inequality
　　　　　　　　　　　-〃W｢゛●-♂z¶･　rf4FM-w-〃-¥¶y-φ--･¶a-〃-･･φ㎜r　jJF　･･■s4a　J-

T
　
　
　
O

　
y

　
゛
J
'

　
｡
DL
｡

　
○

ts-μUsfied.　nen.○jlM

μUJjg∠Oy{!9Ψ11UU9t

where
--‐--ー

the
Jfw　　･JW

q
l
‐
/
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n　<　O　being　similar.　　　By　Lemma　3.2.3,　the　solutions　of　the　differentia1

equations　ds/dt=ω゛(@(t))s　±,(s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　+

are　given　by　　s　°(J‾

2

with　initial　condition　s(O)=n,

(t).　　lt　is　clear　that　O<(J(t)　for　t　c[0,T]

Since,　by　assumPtion,

f
y
｡

(exp

]

)du〈(1-n)/(i《n)　for

t{E[0,T],　we､see　that　j(t)〈exP　V　ω'　for　　t　c　[0,T],　and　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4

　　　　　　　　　.　　　　　　　　　　　　　　@[O･t]

therefore(J(t)〈1　for　t6[0,T].　Note　the　by　Lemma　3.2.2,the

following　inequalities　hold　:

ω1 @(t))s-･(s‘〈-ω(

fOr　s　c(0,1]　and　t　c[0,T]

　　　　　･　　　　　　　　　　　･　　　　　　　　　　2

S,F(t))(ω'@(t))s+1(s

●

Using　these　inequalities　and　Lemma　3.2　.　1　,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　+

and　comParing　the　functions　(J‾(t)　and　the　solution　　s　゛(y(t)　of　the

differential　equation　ds/dt=-ω(S/)(t))with　initial　condition
s(O)゜n,　we　can　conclude　that　the　curve　§　has　the　n-1ift　,　whose

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-　　　　　　　　　　　　　　　+

height　Parameter　(･　satisfies　the　inequalities　(y(t)<(y(t)〈(y(t)　for

t　6　(0,T],　as　desired.

　　　　　　Proof　of　Lemma　3.1.1.　　　Using　Lemma　3.2.4,　we　can　easily　Prove　our

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

lemma.

　　　　　　3.3.　　　Admissible　tangential　curves.　　　For　the　Riemannian,　foliated

manifold(V,ω,②),it　is　clear　that　there　is　a　vector　field　Y(of

class　C2)　on　　v　　satisfying　the　following　conditions　:

(i)　　ω(Y)=O　　(i.e､　ω
　　　　　　　　　　　　　X

(YX )=O　for　all　x　cv);

(ii)ω'(V)=J(Y,V)for　all　v　c　ω
-1

(o)'i'e'{(゛)゜j(YX'　゛)

for　every　x　j　v　and　every　tangent　vector　　v　　at　　x　sllch　th8t　゛x(゛)゜O'

We　observe　that　for　each　leaf　　L　　of　　(V,ω),　the　vector　field　　Y　　induces

yo



a　vector　field　　YIL　on　　L,　which　is　the　dual　vector　field　of　　ω゛　with

resPect　to　the　Riemannian　structure　⑥L,and　hence　that,　by　Lemma

2.1.1,　the　vector　field　　Y　　is　determined　indePendently　of　the　choice　of

x.

　　Definition　3.3.1.　This　vector　field　Y　is　called　the　EaEμ7adimt

£ku　of(V,ω,⑩,

　　By　Lemma　2.1.1,we　note　that　the　set　of　singular　Points　of　Y

coincides　with　the　critical　cycle　Σof(V,ω).

　　Definition　3.3.2.　Let　Y　be　as　above.　A　tangential　curve　③

will　be　called　an　JhUIJ}k､tangential　curve　of　(V,ω,⑩　　if　⑨　is

Piecewise　　C1

and　ifl　　for　any　x　°@(t)　at　which　Y　does　not　vanish,

the　tangent　vector　⑤(t)(existsand)coincides　with　4x/μj･

　　　ProPosition　3.3.1.　Jet　Y　-bQ∠the-kaEgra(nentJie1LQ£(V,ω,⑩･

Jet　z　J)(Lthe∠vectorJ`id(Lon　v-Σ　μfined_､by_

z　=‐Y　/　HY　I12
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X　　　　X.　　　X　　　　　　　　φ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　`

.for.　x　cv-　Σ.　　L9t--　W　-be--an　oPerL3ubs-et-in-　V　-such--t-bat　CmnΣyφ･

　Then　for　any　Positive　number　　e.　there　exists　a　Positive　numbeE　h　　having
　〃-､-.､.､..､.｡6　_　　　　　　･　　　　　　　=_　　9-　　　　　･``゜“`''"4'　゛　`　j`　　゛y〃●　　　　¶¶　ゝ-　　ゝaF㎡　　　　　　　　　　〃

　.U!qJ!119μpgFQPQμy　:　jQnJU　n　6　(-h,h)-ant4ny_jJT4μGJgm9

z　:[O　T]-yw　of　z`　there　is　the　n-1ift　of　z　　whose　hei　ht　arameter　　　,　　_､_　,__‥-_｡__‥　_-……__　,-…………g_P　‥‥.

(･j4μf1.es_

　　　　　㈲e‾(1゛e)≒μ(t)ls㈲e‾(1‾e)tJ(mJn　tc[0,1].

Proof.　　　Let　　E　>　　O　.　　　APPlying　the　mean　value　theorem　to　the

λy



function

S　H‾‾゛‾ω(9S,*ZX)　゛　ω゛(ZX)S゛

where　x　c　C1W,　and　using　the　identity

(≧)Oμ1,*zx)゜゛J(zx)

and　the　comPactness　of　　C1W,　we　can　find　a　Positive　number　h　　such　that

|‾“)(%..zx)s‾‘゛゛゛(zx)|(e

for　any　　x　6　CIW　and　any　nonzero　　s(E　(-h,h).　　　Hence,　for　this

number　　h,　we　have

-ε-1<-ω(S 　Z)s゛〈ε-1
､t　x

for　x　c　C1W　　and　nonzero　　s　6(-h,h),　because　　ω1(Z　)　=　-1.　　Let
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x

z　:[0,T]-y　W　be　an　integral　curve　of　　Z.　　　lt　is　clear　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･　　　　　-1

　　　　　　　　　　　　　　-e-1〈-ω(?　z(t))s　　<ε-1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S4

for　nonzero　　s　6　(-h,h),　and　therefore

　　　　　　　　'(1゛e)s(゛“)(S/(t))(‾(1‾F)s　fol゛　s　c(O'h)'

　　　　　　　　-(1.+Os>‐ω(y　z(t))>-(1-e)s　for　s　6(-h,0).
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S,4

Let　n　£(-h,h).　　Similarly　to　the　proof　of　Lemma　3.2.4,　using　Lemma

3.2.1　and　comParing　the　functions　ne'(1±e)tand　the　solution　of　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　､　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

differential　equation　ds/dt　°~(9≒?(t))　with　initial　condition

s(O)゜n,　we　can　conclude　that　the　curve　　z　has　the　n-1ift,　whose　height

Parameter　(J　.satisfies　　lnle‾(1゛Ot　s　l(y(t)l　s　lnle‾(1‾e)t　for

t　c[0,T],　as　desired.

　『
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　　4.1.　ω-Preferred　Riemannian　structures.　　we　shall　say　that　(U,f　;

x≒‥･,Xll'　1)is　an　y-dart　Cat　p).QfμasS.Cs(1≦s≦r+1)if

(X‾}゜゜゛j　x
11゛1) is　a　local　coordinate　system　of　class　　Cs　　in　a　neighborhood

U　　of　　P　C　V,　and　if　the　identity　ωIU　=　fdxn゛1　　holds　for　some　Positive‘

valued　　Cs‾1　　function　　f　　on　　U.

Definition　4.1.1.　　　Let　　λ　　be　an　integer　on　the　range　　0,1,･‥,n.

An　y-chart　　(U,f　;　x‘,･‥,x
11゛　1)of　class　　C4

is　said　to　be　ofμμ(λ)

if　u　　is　maPPed　onto　a　neighborhood　of　the　origin　in　lRn+1,　by　(x1,¨',

　n+1

x　) and　if　the　identity

　log　f=g(Xll゛　1)-(x1)2
-

●●●=
(xλ)2 +(xλ゛1)2 +　･･･+　(xy)2

holds　throughout　　U,　where　　g　　issome　suitable　function　defin�on　anoPen

set　in　　R.

　　　　　Let　μ　be　an　integer　on　the　range　0　,　1,‥‘,n-1.　　An　y-chart　(U,f;

　1
X　}゜゛゛}X

11゛1)
of　class　C'is　said　to　be　of　lμe-(*,μ)if　u　is　maPPed

n+1
onto　a　neighborhood　of　the　origin　in　R¨'≒.by　(x≒‥･,x

identity

1og　f゛g(x''　,　x
n+1 )　-　(x1)2

●●●=

3

ll゛　1)
and　if　the

(XF)2+(XP1)2+‥･+(XII‾1)2

function　which　is　defined　on

‐

holds　throughout　　U,　where　　g　　is　some　　C

is　R2
and　satisfies　the　following　conditions　:

(i)the　set　Σ(g)defined　by

Σ(g)={(x'',x
n+1

coincides　with　either　the　set

3g(xn,xn+1

/j

=O},



or　the　set

(ii)　∂‾g(x
n

　j

(()(≒)(゛1)c　UOI

　　　n　　　n+1

{(x,x

　n+1
X

(Xll)
2

-

|(xy)2+)c　UO

)/(∂x11)2
-

‐ 0

jμx≒x゛1)/Dxn)3/0

yn゛1

9

　n+1
X

　n+1
X

　n+1
X

=O}

=O}　;

at　　(xn,xn+1
)=(0,0

at　(xn,　xTI゛D　゛(0,

),

O),

j)/∂x≒x゛1≠0　μ.(F､yldj)

)/(∂XI1)
2

Z　O　at　any　(x゛≒
　n+1
X

jg(y
　2

ag (x'',

Definition　4　.　1.2

-　(0,0≒

)cΣ(g)-{(0 ,0)}.

A　Riemannian　structure　②　of　class　　C‾　on　　v

will　be　called　an　　ωjEmjy!Ξ£4,Riemannian　structure　if　for　any　p(E　Σ,

there　exists　any-chart-at-P(U,f　;　xl,･‥,XII゛　1)of　class　C4　satisfying

one　of　the　fol　lowing　condit　ions　:

(i)

satisfies

(U,f
●

j

　1
X　}゜゛゛j　x

゛1)

@(Λ,TTy)

(ii)　(U,f　;　x≒‥･,x

satisfies

　
　
.
J

　
　
･
―

6
0C

゛1)

is　of　tyPe　(λ),for　some　λand

6

.
J

･
―

for　1　≦　i, .
J ≦n　;

is　of　tyPe　(*,μ),for　some　μ　and

‐

-

(μA'A)゜6ij　fo゛　1si'　j!゛゛1'

⑧(≒･{
ax

is　the　Kronecker　delta.)

=O　for　1≦　i≦n-1.

　　　ProPosition　4　.1　.1　･　,lf　ω　satisfies-£ond£t-ion,(T),th_eR　V　-admits.

,an.ω-Pr£aErQd_Rimannian_stnlcture..

　　　We　sha11　Prove　this　ProPosition　in§8.

　｢　1

≒



　　　　The　following　three　lemmas　are　imPortant　for　the　Proofs　of　the　main

theorems.　　　Let　　x,　ω゛　be　as　in　§3.

　　　Lemma　4　.1　.2　･　‥SuPposethatan　ω-preferred-Riemannian　,structure-　Ci)i!1

4iven　on　v.　Then-{here‥existytwo-Positive--constants-‰j　l‘｡sMqh-■hat

for-anyadmissible_tangentiaLcurve~③:[0,T]々vp£(V,ω,⑩,μ9

　followi!TI£　inequality　fo
･‥･“`=･　k゛`-`“w4w-sf-･r=7　s-　･r-ar　　4φ“-゛･　=““w==　j゛=--〃f-〃-w

5

⑨[o,t]

1ds　:
---

<　-(X ｡t　-fQ7-any-t　mtjs}14-14≦t≦1“　゜

This　lemma　will　be　Proved　in　4　.3　.　　　The　fol　lowing　lemma　concen11:μthe
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6

1ifts　of　admissible　tangential　curves　is　fundamenta1.

Lema　4.1.3.　juPPot9_tμt､anωTPμμUMJμmGmmJtmGμΓt⑥k_

given　on　　v.　　　Then　there　exist　two　constants　n　,　　6　　such　that　O　<　n　〈　1
----………--　　　　　　　　--------~---‐--------------ー-　　t　　　　t　　---------　　　　　　　･　　　　　}

O〈6　〈1/n　　and　such　that　,　if
　　i　　　　　　　･　　●,●､‐-~-----=--‐----ヽ-‘-‘=-~'-----'-　　~‾‾゛‾‾`‾‘

n　｡;UJJy9tJwtgJμλfjj

O(㈲(‰,nen　any　admissible‥tang9ntiaugWVL(1⑨:[0,(l-yv　g_

(V,ω,㈲　hs_tb(y　n{1.μ,JhQsQjleigh}Frametel　cy　jati5fkt49

&U々w1%μn9q91μμ5.:

Cy ;(t)<(y(t)〈({(t)fpJ　aU　tA[0,1･],

where　j(i)are　defined　by
ki■.･　　〃t　　　･　　　4w･♂¶s-〒a●.●4　afr　a㎞a〃φ　s¬･9㎞aayw

(yi(t)=(n　exP )/(1in4).

　　　　　Proof.　　　Let　　(x｡j　　T｡　be　the　same　constants　as　Lemma　4.1.2j　　and　let

K　be　the　same　Positive　number　as　in　3.1.　Put

a　゛　Tt　+　a ｡≒　　6.゛Kaj　n｡゜　1　/　(1　゛Ka)

　｡r?

z-ヽ/

&'´



Now,　　1et　　n　be　a　real　number　　satisfying　　O(　hl　(　n｡j　　and　let

⑥:[0,T]゛v　be　an　admissible　tangential　curve.　　lt　is　clear　that

a<･(1　-　lnl)/(dnr),　and　that

{(exP 5

@[0,u

First,　we　sha11　Prove　that

j

t

　(exP
O

ln　the　case　　T　!　Tij

ω゛)du　≦t,　　because

]

X@[o,u7

{,,{o

')du〈a　　for　all　　t　c　[O･1゛].

clearly　this　inequality　holdsj　　because　　T｡(　a

Therefore　we　assume　　T　≧　T1　.　　　From　Lemma　4　.　1　.2　we　know　that

exp

Hence,　for　　t　c　[0

≒‰(　exP(‾oc｡t)　　for　　　t　≧　14･

,T]　we　have

t

　(exP
O

5

<　T　　+
　　　･

ω

@[0,

1

U

)du=

]

T
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r
~
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･
W

T･

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-

　(exP(‾c4u))du　°T｡゛a｡
0

r
S
.
`

r
A
J

=　a,　as　desired.

Hence,　from　Lemma　3.1.1　we　see　that　the　curve　③　has　the　n-1ift,　whose

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-　　　　　　　　　　　　　　　　+

height　parameter　(J　satisfies　the　inequalities　(J(t)〈　(y(t)<(y(t)

for　　t　c(0,T],　where　(y‾　　are　the　same　functions　as　in　Lemma　3.1.1.

1t　is　easy　to　verify　that

because

(y;(t)〈E(t),　j(t)<({(t)　for　all　t　6[0,T],

y
//
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t

　(exp

o

)dll(4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-　　　　　　　　　　　　　　　+

Hence　we　conclude　that　(y｡(t)((y(t〕((J｡

1emma　is　Proved

(t)　for　all　t　c[0,T].　　0ur

Remark　4.1.1.　　1n　Lemma　4.1.3,note　that　for　fixed　n,　　the　functions

(7;(t)dePend　only　on　the　integral　of　the　one-form　ω　゛on　the　curve　④|[0,t].

　　　　The　next　lemma　gives　us　the　existence　of　the　maximal　admissible

tangential　curves　･

Lemma　4.1.4.　　　SuPPose　that　an　ω-Preferred　Riemannian　structure　jTl　is　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4　　　　　　　･　　　　　　.,.,.｡.､s･,　--4k〃㎜〃w〃=〃⇒〃〃〃ww〃→〃===〃〃〃〃〃-･t-･~w

Jiv9μ.々n｡_　V.　TJTX,9R{QU_any{)ojμ　P､of　v,thQ11.Q_existE　au__a(Jmis5､ibJt

tangential　curve　9　which　Passes　through　p　　and　satisfies　one　of　the

.≒11owing.:

　　　(i)§is　defined　on(-,0･　　　　　5m__‥__｡‥_._._.､___-‥-.｡　　　　　j

　　　(ii)⑥-μ--d9μF4--9R-(‾c°'　O]''3lyld@(O)6ΣO;

　　　(iiiD♀　is　defined　on　[0,(),　and　9(o)cΣ　;
　　　　　､｡y､---…………--　　　　---‥-c　　n

(iv)(♀is　defined　on　a　finite　interva1[o　･r]and@ヽ(o)cΣ　　k.,　　･-　¬--　･---------…-ヽ---･-………----……-w　4･4'd←Faw〃　　　j　　　j　　｡-｡‥｡　　　　　　　　nj

⑥(I)cΣ0

This　will　be　Proved　in　4.3

　　　　4.2.　　Y-Preferred　neighborhoods　of　　Σ.　　　Let　⑥　be　a　Riemannian

structure　on　v,and　let　Y　be　the　leaf-gradient　field　of　(V,ω,⑩(3.3).

　　Definition　4.2.1.　An　oPen　set　?　in　v　will　be　called　a　Y-μefQrr4

JUghb9yb9j.of　the　critical　cycle　Σ　if　the　following　llhe　conditions　are

satisfied　:

~/



　　(i)　　　Σ⊂T゛.

　　(ii)There　exists　Positive　constants　ai,a;　such　that　,　if　an

admissible　tangential　curve　③:[0,T]-y　v　satisfies　lm④⊂T゛,them

l:<ai,and　such　that　,　if　an　admissible　tangential　curve　④:[-T,T]4V

satisfies　the　following　conditions　:

　　　　　　　⑨(O)6C1T゛n(V-T゛);1-〈　a;,

then

　　　　　　　　　either③([-T,0])n　T゛　=φor　9([0,T])n　T'=φ.

　　　(iii)　　For　any　　x　£　T゛,　there　exists　an　admissible　tangential　curve

⑧:[0,T]-f　v　such　that　x　c　lm③ヽ⊂C1　T゛,and　such　that　one　of　the

following　is　satisfied　:

@(O)Z　T゛　3lld　jG)Z　T‘゛　;

⑨(o)6Σn　゛d　μG)/T゛゛;

@(O)/T゛311d　§G)6ΣO;

⑨(O)6Σn　3lld　⑨G)6ΣO゛

　　　(iv)　　There　exists　a　Positive　constant　a;　such　that　for　any

　　　　　　　　　　　　　　　　　x　c　C1　T゛　∩　(V　-　T゛),

there　is　an　admissible　tangential　curve　③:[o,i]-･.v　satisfying　the

following　conditions　:

1->a;　;　lm③n　T゛=φ;　and　either　@(O)゜x　or　@(T)゜x.

　　　Here　in　order　to　describe(V)-(viii),　we　introduce　the　following

word　:　A　nonemPty　subset　J゛　of　v　will　be　called　a　T゛-vein　if　there　is

a　vein　　J　such　that　　J゛″coincides　with　some　connected　comPonent　of　the

subset　　Tt　n　J　　in　J For　a　T'　-vein　J≒we　dcnote　W　diajJJy)the

　〃●

.y

9
y
J



suFemllo{t‰distmces�J゛　bet゛eell　any　Pairs　of　Points　of　J゛　･

　　　(V)There　exist　three　positive　constants　b:　,　b;　,　bZ　such　that

diamJ゛ (J゛)<bi,

for　any　　T゛‘　-vein　　J゛　,　and　such　that

meS

n-1 (J゛‘)>b;

mes
n-1

for　any　noncomPact　　T`゛‾vein　　J゛j　　where　　mesn-1

(J゛)<b;

(J゛)　is　the　total　measure

of　the　(n-1)-manifold　J゛-(J゛　n　Σ)with　the　Riemannian　structure　induced

by⑩

　　(vi)　　　lf　a　　T゛゛-vein　　J゛　　is　comPact　,　then　there　exists　an　imbedding

i　:　D'゛4　L　of　a　closed　unit　n-disk　to　a　leaf　such　that　for　each　c-sPhere

｡J /

SII゛　1　(ε),　0≦　E　≦　1,　the　image　i(SI1“　1　(ε))　is　a　vein　and　i(S゛1�))=J゛£orSomeΞ

　　(vii)(1oca1　Y-invariance)Let@:[0,1']4　v　be　an　admissible

tangential　curve　such　that　lm③⊂T゛,and　let　⑨':[0,T゛]゛v　be　another

admissible　tangential　curve　such　that

either　⑨'(O)6　J'(j(O))　Or　⑨'(P)c　J゛(§(T)),

where　J゛§(O)),J゛(E(T))are　the　T゛-veins　containing　@(O),⑤(T),

resPectively.　　　lf

`@'[0,P]　　　　　　　@[0,T]

then　lm@'c　T゛‘.

　　　(viii)　　There　exists　a　Positive　constant　　di,　and　for　each　x　6　T゛　,

there　exists　゛an　imbedded　c‰dn-disk　q　in　the　leaf　L(x)through　x,

such　that　　q　　contains　the　connected　comPonent　of　　T゛　n　L(x)　containing　　x　,



and　such　that　for　a　function　h　:　Q　゛　R　satisfying

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω゛lq=dh,

the　fol　lowing　inequal　ity　holds　:

dl°(hoh)　T

1nf　　mes

td0,T]

n,1(rh‾1(ht)゜T゛))s　゛esjh゛1([hl 'ho])゜Tn

for　any　admissible　tangential　curve　⑨:[0,TI　゛　v　such　that　lm④c　T゛.

where　　ht°h(j)(1))'　3lld　C　I)　&note　the　comiected　comPoneTrts　of　the　seU

JJ

m　the　μΓen{eses　,　(⊃ontminμh9oht⑤㈹dnd　where　the　right　5ide　o£

the　he?jity　de�:es　thy　to{j　2elsJe　o{　t‰}゛mHo1J((E1Q≒AOTDTN

with　the　Riemannian　structure　induced　by　⑥.

　　　(ix)　　For　any　vein　J,　the　subset.J-(JnT゛)　is　an(n-1)-submanifold

with　or　without　boundary,　of　J　-(Jn　Σ).

　　ProPosition　4.2.1.　Suppose　that　anω-prefe71!QtRμmnμmμΓuctμΓ9.

1　is　given　on　v.　Let　Y　be　the　leaf-gradient　Held　of(V,ω,⑩.E--　　　　　　-　,･･,-,,-･､.-｡.,..､､----,,,......-　　-､-..､.--.--､-,,.---4,-｡,-.-,.----~4-,｡---･

μen　foy.　any　neighborboO　W　9f　Σ,

T゛Qf　Σ　.£1a_{Kat　T゛　⊂w.

here　exists　a　Y-Preferred　neighborhood
〃-w〃w･r5r〃㎝¥4-〃4~〃=｢4--==〃=4〃=〃〃　　･　=w-w〃-¥･-〃=゛〃φs°=〃〃=←〃-----　-,---→---------t-----

we　shall　prove　this　ProPosition　in　§8

　　　　4.3.　　Proofs　of　Lemmas　4.1.2　and　4.1.4.　　　For　theω-preferred

Riemannian　structure　②　and　the　leaf-gradient　field　　Y　　of　(V,ω,{jF),

1et　　T゛　be　a　Y-preferred　neighborhood　of　Σ.

Proof　of　Lemma　4　.　1.2.　　Put

　　　n゛x7{?TJIYXII　゛　a　°　ai　+al゛T゛゛2a゛　a゛　゜　WI{j

where　　ai,a;　are　the　same　constants　as　in　(ii)of　Definition　4.2.1



Now　let　@:[0,T]゛v　bean　admissible　tangential　curve.　　　Let　　T｡≦　t　≦

゛r. Choosing　an　integer　k　so　that　O　≦　t　-　ka(　a,　we　have

5
　
　
･
･

≒゛(⑤(u)〕du=58
0　　　　　　　　　　　0

5
　
　
+

2a

a

+　●●●+
　
　
　
　
　
　
a

t
　
　
　
k

　
5

For　u(E[0,T]such　that　@(u)(EV　-　T゛,we　observe　that

゛'@㈲)゜゛'(‾4(u)

sJW(u)||
we　also　see　that　ω1(⑤(u)

t

　
　
　
　
　
a

　
　
　
　
k

5

/|≒(u)
≦　-n.

||)゜⑩n4/㈹‰(u)

)≦O　for　all　u　e[0,T].　　Hence

ω゛@(u))du　s　O.

By(ii)of　Definition　4.

Since　k>(t

j
a)

2.1,　we　have　for　each　　i 1j●●●j　kj
-

-

(i+1)a

　　　　ω゛G)(u))du≦-na゛.
ia　　　　　　　　　　　　　　　2

/a,　using　the　fact　that　(t-a)/t≧1/2,　we　have

≦　-kna t<j　F　a-　･natt　≦-

/

-

ω1

,t]

which　Proves　our　lemma.

't　°　‾(xttj

~
y
L　
j

M
-

2a

　　　　Proof　of　Lemma　4　.　1　.4　.　　　Since　every　admissible　tangential　curve　in

v　-　T゛　　is　an　integral　curve　of　thevector　fi　eld　-Y/　|I　Y　Il　defined　on　v　-　T゛　,

the　lemma　is　a　direct　consequence　of　the　conditions　(iii)and(iv)in

Definition　4　.2.1.



§5.　Proof　of　Theorem　l

　　　　Throughout　　§5,,　§6,　and　　§7,　we　assume　that　Condition　(T)　is

satisfied.　　Let(E　be　an　ω'Preferred　Riemannian　structure.(such　a

Riemannian　structure　exists　　by　ProPosition　4.1.1.)　　Let　　x　be　a

vector　field　of　class　Cr　on　　v　　such　that　　ω(X)゜　1,　and　　?s}the

one'parameter　grouP　of　transfomations　generated　by　　x.　　　Let　　Y　　be　the

le3f゛gl`3diellt　field　of　(V'　゛･£)(see　3`3)3lld　Pllt　♂゜'jx“j　゛

　　　　5.1.　　　Proof　of　Theorem　l.　　　Let　　n｡j　6.　be　the　same　constants　as

in　Lemma　4.1.3.　　We　begin　with　a　lemma.

　　　　.　　　Lemma　5　.　1.1.　　　1wrQ-βxist5』-PQj1UvgJpn9Q=nt　C｡1!avjJ!g-thQ---,

J9UgjJ£､Jr91)gty　:　fmLauy_　x,y6v　j£U££yjJ!&　dis(x,y)<4,

there　is　a　real　number　n　with　lnl　<η　　such　that　thupoint　97(x)　is°･･f--･r゛sy'^゛゛゛゛･-‘゛'`'‥-･　･･-　･　　　-4　　　　　----ー---.､-.　　　　　　　　t　----------　----　n　　‾

contained　in
･4-･s-､●〃ゝ●･･ww〃〃ww〃〃〃･㎜mw㎜㎜-〃〃 mUWgJlgjggL　y･

　　　　This　is　an　easy　consequence　of　local　triviality　of　the　foliated

structure.

　　　　Proof　of　Theorem　l　.　　Note　that　ΣO　is　a　one-manifold　and　is

transversal　to　leaves　.　　From　Remark　2　.　2.1　we　know　that　there　exists　a

1eaf　　L　containing　a　Point　P(E　Σ O゛　suchthat　the　closed　one-form　JIL

on　　L　is　ProPer.　　　For　i　°O､1,¨゜,n,　and　q　c　Lj　　note　that　q

belongs　to　Σi if　and　only　if　q　　is　a　nondegenerate　singular　point　of

ω'IL,　with　index　　i　,　because　for　an　y-chart　〔U,f　;　x1,‥･,xn゛　1　)

and　q(Ξ　Un　Σ',　the　following　identities　hold　:

(1og　f
　●　　　●

∂x13XJ
(q)

-

-

1
-

f

∂‾f

3X

(q)　　for　　i　,　j　=　1,‥･,n.

　n

j)
9
2--



Hence　we　can　aPPly　ProPosition　2　.　2　･　1　to　(Lj　ω゛IL)

We　sha11　Prove　　L　　is　comPact゛　　Since　　Σ0 is　transversal　to　leaves　,

there　is　a　Positive　number　　6　　such　that　for　any　nonzero　　s　　with　　l　s　l　(　6.

the　leaf　through　the　Point　　9s (P)　illtel゛s　ects　ΣO‾{P}゜　S゛pPose　th3`t　L

were　not　comPact　.　　　Then　there　would　exist　　x　£　L　and　　n(ΞIR　･having　the

following　ProPerties　:

　　　　　　　　　　　　　O<n(n｡,n/(1　゛　na｡)(6,S(x)(L.

By(V)of　Proposition　2.2.1,　there　would　exist　an　admissible　tangentia1

curve⑨:[0,1･]4　v　such　that　x　=③(O),p=⑩G).　By　Lema　4.1.3,

there　would　exist　the　n-　1ift　of　⑥,with　the　height　Parameter　cy　satisfying

　　　　　　　　　　　　　o<(y(1)<n/(1　-na｡).

Since　the　l　eaf　through　%(0(P)　would　be　nothing　other　than　　L,　the　leaf
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f

L　would　intersect　ΣO'{p}'　which　contradicts　(iv)ofProPosition　2　.2　.　1　･

Thus　L　is　comPact　.　　Since　,　by(ii)of　ProPosition　2　.2　.　1　,　L　is　simply

connected,　our　theorem　follows　from　the　Reeb　global　stability　theorem

[1,(B,IH,11〕].

5　.2　.　　　The　orientation　of　　Σ.　　　We　orient　　Σ　　as　fol　lows　.　　　Let　　p　£　Σ,

a,nd　l　et　(U,f;x≒‥･,x
゛1)

be　an　y-cha‘rt　at　p.　　Denote　by　O　the

origin　of　g.　Consider　the　maP　3f　:　U　゛　Rn

af(x)

Note　that　u　n　Σ=(∂f)

(af)

-

- (

‾1(

ー
ー

3f
(X)j`゜゛j j　3

　
C

g

TO

defined　by

(RI1) are　the　tangent　sPaces

n
l
yj

3×1

0),　Let

T(U)々T
゛'p　'　‾P

be　the　maP　induced　by　　∂f,　where　　Tp

L
∂･xn

o�〕

(U)

-

-

j



of　　U,R″'　at　　P,0.　resPectively.　　　lt　follows　from　Condition　(T)　that

the　sP　(af)゛pis　onto.　　Since　the　kernel　of　(3f)

the　tangent　sPace　Tp

゛p
coincides　with

(Σ)　of　　Σ　at　P.　we　have　a　direct　sum

TP(U) =T(Σ)‾e
　p

and　we　see　that　the　restriction

(af)
゛p

μ`P(Σ)‘　:　Tp

TP(Σ)'

(Σ〕19･£

is　an　isomorPhisi.　　　This　isomorPhism　and　the　standard　　orientation　of

Rn　　define　an　orientation　C1(p〕of　TP(Σ)1゛　Let　ξ(P)　be　an　orientation

of　TP(U)detemined　by　the　base

　　　　　　　　　L-　‥.　∂

　　　　　　　　(　　1゛　　j　　n+1)　　　　　　　　　3X　　　　∂X
P

ξ2(P)of　TP(Σ)so　th3tThen　we　define　the　orientation

　　　　　　　　　　ξ(P)゜ξ1(P)゜.ξ2(p)'

i.e･,　so　that　the　orientation　　C(P)　agrees　with　the　orientation　determined

by　a　base　(Vlj　‘゜　‘゛vn゛vn゛1)　of　TP(U)j　　where　(V1゛‘¨゛vn)　is　a

rePresentative　of　　ξ1 (P)and　v
n+1

is　3　1゛eFesellt3ti゛e　of　C2(P)‘

(Orientation　is　to　be　understood　as　an　equivalence　class　of　basis.)　lt

can　be　checked　directly　that　the　orientation　C2(p〕of　Tp(Σ)is　defi゛ed

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J

indePendently　of　the　choice　of　y-charts　and　varies　continuously　with

P(Σ Hence　　ξ2 defines　an　orientation　of　　Σ.　　　ln　5.3,　we　sha11

suPpose　that　　Σ　is　oriented　by　this　　C2'

S.3.　Corollaries　.　Let　S1
be　an　oriented　,　one゛dimensional　sPhere

of　class　CT,　　and　let　　e　be　a　nonsingular　one-form　of　class　Cr`1　　on

S1 such　that,　the　integral　of　　e　on　S1
is　equal　to　　1　･

As　another　version　of　Theorem　l,　we　have　:

≒



holds　throu

Cr‾1　　0n　v.
　　　　　--

Theorem　l'.　　Let　the

a　　Cr　　submersion

such　that　the　identit

7T
●

●

theses　be　as　in　Theorem　l

V　4･　S1

ω=　f7T゛　e

hs£V,ykrLf s　SOme

→

Then　there　exists

sitive-valued　functi f

P‘roof.　　0bvious.

The　following　assertion　is　an　immediate　consequence　of　Theorem　l'.

　　　Corollary　5　.3.　1　.　　Mn4gLth£_5_m々Pm､giw.a.tjnJhQQ£QR　I,jJTxt

one-form　ω　can　be　written　in　the　form

wher

←,~.~-･,⌒● ---

e　f　is　a
〃~⇔･●~〃w●f〃〃-=→

ω゛fa,

submersion　　7T　:　V　4　S1
-----------･‐･------

J5

ositive-valued　function　of　class　Cr'1,　and　　cz　　is　a
--‐-　　　　　-------―　　---　---

nonsingularj　　closed　one-form　of　class　Cr'1.
S4･-``4-〃･--_..-　　=､--.---　s4=a〃=.W.--J.J.←4..-.-==_.=a__--___--.-_　　　　　　　　　　　　-/

　　　　Next,　we　consider　the　relation　of　the　homology　class　of　　Σ　　and

the　Euler　characteristics　of　leaves.

ProPosition　5.3.2.　JλLS‾,eJ£Jt&QR･　｡juPPostjthaTtU(V,ω)

has　the　follow
←W→~‘~=-,J~`゛･-`〃〃●-〃･-=..=.←〃㎜〃〃〃

Juch　that　the
　●~4w〃●‾"=-〃〃W〃〃→｢〃=7¥¥=q--w･w〃-&aw-9w〃〃

ing　l)roPerty　:　there　exists　a　C1
←=･~~　-~　●.,,~,,--4･--　4-･~　　　　〃=-〃-･=･､~●F●　●〃〃==-=-“〃7ws=〃==←=4=w㎝w-w

14mUtyω=f7T゛e　jWLφLtMJ4hst　v,whg£fJEA

R4μ,y9Tya≒Oj7≒9μ9n.　TOLf9E　b　6　S≒　49_hλg_4gjμμjitk

Of　the　closed　n-manifold　7T`1
㎝ww♂z〃ゝ･〃alw-〃〃¶〃･-〃a〃w〃■■w』?¶〃〃Ψf-¶w4〒---〃〃''･'　7　〒　s- (b)._is_9uaUμ)_t.bt1MQgra_UJf　7TtO　_on.

meJμ1μ!U9yG£Σ(GjU､MJU9t4μR g≒mJ1　5　.　2).



that　the　Euler　characteristic　of　　7T

Proof°　　Denote　by　　7T1

We　may　assume　that　the　maP　　7T

the　restriction　of　　7T　to　　Σ.　　　Let　　b　cS‾.

1　゛

the　set　Of　regular　values　of　　7T

the　two　manifolds　.'1 (b),7T‾1

1

Σ9･　SI
is　transversal　to　　b　.　　　Because　,

is　dense　in　　S‾,　and　for　any　b　゛　6　S‾,

(b゛)are　diffeomorPhic　and　hence　their

Euler　characteristics　are　equa1　.　　　Note　that　7T'　1
(b)nΣ｡゜φ.　We　dellote

by　deg　711　　the　degree　of　the　maPping　　TTl　　between　the　oriented　manifolds

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

Σ,S1.　　　1t　is　easy　to　verify　that　the　integral　of　　7T゛　e　on　Σ　　is　equal　to

deg　7T1‘

i･‥i1

where　　7T

　　On　the　other　hand,　1et　m　(or　m　)　be　the　number　of　Points　p

(b)such　that

　　eb　01μ2

(Σ)゛T‘b(s1

(p)))O　　(ol`　eb(･1μ2(P))(O)'

) is　the　induced　maP　゛　and　　ξ2 (P)is　to　be
　　　　　●　¶■

1゛　`　1p

understood　as　a　nonzero　vector　in　TP(Σ)　　which　defines　the　orientation

of　　Σ　　at　　P.　　　ltis　we11　-known　that　deg　7T1　゛m

-1

+

‐ m　.　　　We　sha11　Prove
　‐

(b)　is　equal　to　m　　-　m　.　　　The
　　　　　　　　　　　　　　　+　　　-

following　fact　is　essentia1　:　if　a　Point　p　(1
　　　　　●

for　some　　i　゛　0　,　'‥,n,　then

(‾1)‾eb(11J2(P)))O'

(b)is　of　tyPe　(i),

This　fact　can　be　checked　directly.　　　For　　i　°0,゛‥,n,　we　denote　by　c

the　number　of　elements　in　the　finite　set　　7T
-1

-1

(b)nΣ.･
　　　1

(b)゜Σi'

　　FTom　the　fact

the　index　of　the

1

closed　one-form　　ω'|√‘(b)　at　the　singular　point　p　　is　equal　to　　i　,　we

know　that　the　Euler　characteristic　of　7T'1

From　the　relation

m　　=

　+
　　Σ

i:even

C･}　　m

　1　　　　　-

(b)is　eq1131　to　Σ7=O(‾1)1ci

　Σ

i:odd

ci゛
-

-

y



49fj.㎎1ily　5.2),in､_H1

jM£m4JFy£J£｡〕.

φ

we　conclude　that　the　Euler　characteristic　of　7T゛1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

Thls　Proves　our　ProPosltlon.

(b)　is　equal　to　m　　-　m　･

　　　　The　next　9orollary　is　an　immediate　consequence　of　Theorem　l,　Theorem

l゛and　ProPosition　5.3.2.

Corollary　5.3.3.　1ejt_theJyPQtbe5e5_bt-a5_jn_J199yeRI.　Ut　x･h£

UMtJStgJu_c≒ot　vJt㈲_ω(j
　　　　　　　　　　　　　　　x

J9ptEW.｣1Σ]lkJtgr{JmU9 class　of　　Σ

x)ZOjlQ£J-U.　)(c　v'

W1 h　the　orientation

(V;z).　　UL[Σ]/0,　then　there　exists　a　closed



Lemma　6.1.1

§6.　　Proof　of　Theorem　H　.

　　　　Let　q5　X'　{%}'Y'♂　be　3s　ill　§5°

　　　　6　.　1　.　　　Notations　and　a　lemma.　　　For　a　connected,　comPact　(n-1)-

manifold　　G　　of　v,　with　or　without　boundary,　which　has　a　Riemannian

structure　111dllced　by　⑩　゛'e　delote　by　di°G(G)　the　diameter　of　the

Riemannian　manifold　　G,　i.e･,　the　maximum　distance　in　　G　　between　any

Pairs　of　Points　of　G,　and　we　denote　by　mes
n-1

(G)the　total　measure　of

G　with　resPect　to　the　Riemannian　measure　on　　G.　　　Similarly,　for　an

oPen　subset　　G　　of　a　compact　(n-1)'submanifold　of　v　　or　for　an　oPen

subset　　H　　of　a　comPact　n-submanifold　of　v,　we　candefine　　mesn-　1 (G)　O｢

･esn(H)'　3lldwe　can　also　define　di゛G(G)　if　　G　　is　connected.　　For

an　oPen　or　closed　subset　C　　of　v,　1et　　mes
n+1

(C)　denote　the　measure　of

C　with　resPect　to　the　Riemannian　measure　on　v.

　　　For　a　subset　G　of　a　vein　of　(V,ω)　and　a　number　u　≧　0,　　we

denote　by　　G[u]　the　subset　of　　v　　consisting　of　those　Points　　x　　such

that　there　exists　an　admissible　tangential　curve　④:[0,T]゛v　satisfying

the　following　conditions　:

⑩O)cG;④(T)=x; 5

@[0,1･]

゜　-U.

For　a　vein　J･and　Positive　numbers　　(J.μ,　we　define

　　　　　　　　　　　(y

cub(J,(J,p)=　　U?

　μ

(uJ[u])
　　　　S=O`゛U=0

a　Σ,､゜φ,_･mL　Σ｡､､=φ,　amJhQjr£_£XUt∠Uuヽee.

4λQ51tjJe-£onltants.　c｡,d,　e　jiu£hJ;hajtLUKLingμality.

　　　　　　　　c゛‘(J゛μ‘diamJ(J)≦　mesn+1(cub(Jj(y゛p))

h91dtfQlyany_numbjQs.(y,μ　9t15fμ､n&　O<(y≦1,0<μ≦e,amL&£

　apy　nonsingular　comPact　vein　　J　　satisfying　the　fol　lowin4●,●.･●　　-　　　･r　　　“　-　･-･　　　　rajψ･-S=9i..---.』､.､WisJ』-W　　　k㎝-　h=｢~｢｢--4W4~a〃a--φg~¥4-W--､.〃〃.､〃〃=-･〃m〃〃W〃W〃〃

diam(J)>d;
　　J

JnJ[u]=φ　jQ!O<usp;

conditions　:

●●

jy



real　numbe

　such
ヽ―--‐･-

　μ　　　　　　p

(uJ[u])n　･p　(uJ[u])=φ　fQLO<s　s　cJ.
U=O　　　　　　SU=0

This　lema　will　be　Proved　in　6.4.

　　　　6.2.　　Proof　of　Theorem　II.　　　The　Proof　will　be　preceded　by　five

lemmas,　6.2.1-6.2.5.

Lemma　6.2.1･　　-.SuPP.Qs｡Q_t_bat　Σ

J4-tl)oμt--jyΣn'

P.　JM

and_　SI

n
Zφ'Σn-1　°φ'ΣO°φ゛J゛et　P

(P)the-connected　comPonenLOE　ΣJpnjtμnjJI£

R=　　U

　　q(sl(P)
L(q),

--whem.L(q)iya､μ4f4by9qhJ4)oint_｡q.　ThQR　:

　　　(i)Every　Point　in　SI(P)is　of　tyPe　(n).
　　　　　　　rwgaW-¶-　RM　.Ⅶw　j　l　s　M･r-r¬a.　a㎝　　　　　　　　-sla･　･　←〃W　-W→⇒-=--..･j　　●〃W

　　　(ii)R　is　a　conngt0,_n9.q9mP､4μ:,9PgL5!JbgLjJL　V.

!μ;rther,thera‥ex1μ1_ECr‾1

μÅ㈲�yPmU.:

submersion　　7T　　of　　R　　onto　SI(P)　having
　--wJ　〃¥ゝ-M-〃←ww¶〃¶･〃≒　　　　〃-〃slr-Φφ-　　　　=〃=ヾ≒.4.〃φSk〃W　　　　　　　　　㎜〃=≒W.-~-→----　-

(iii)The　restriction　7TIS1(P)is　the　iden
　　W〃〃~9･w-=w〃w~〃=m●=〃W〃〃〃〃W←〃==〃〃=〃~〃　　　　　　　　　　　W〃ww㎝〃←→㎝〃〃=〃〃==~●=←●〃

(iv)　For　each　q　c　SI
　　　●U~,..､-.｡---=~､､,･･9　-4

tUX･

(p),agJEm,5.0mmμG£7T
-1

(
‥
7
y

3

(q)1jLEnQnqQmμct,

JimμyJ:;Qnnectd∠LeμfJjy(V,ω).

　　　(V)　　For　each　q　c　S1(P)　　there　exists　an　oPen　set　　l　　in　S1
　　　　　　---------,,,---　　　　　　　　　　j　　､､.-､.｡._-.__._　､.｡_---､ヽ,-‥,~,,←,-､,--,,-.-,--=　　　　--,←t-

containing　　q　　and　a　　Cr'　1
〃〃W⇔~r〃-W〃.=〃W〃〃〃　〃〃W

Φ　:　I　X　I“1

tht_T　7T(Φ(y,x))=y　f9y

that　for　eacLI)oint　　x　　6　7T‾1
--------------　　-‥-----　　0

e　:　19･IR　.5atisfylμg｡.

　　　　Φ(y,x

.lμythermore,

satisfyi%W÷←〃〃㎜㎜〃w〃〃-　-7-　-〃ゝ〃　､〃

O)゜%(y)

diffeomo hism

(q)々F1

(P)

xeπ‘(q),J{Jμ⊆h

(I)

all　y　6　l　and　a11
--　　　　-ーー--

(q)there　exists　a　cl゛‾lj{JdA
　}　｡_.________､_____..　　　　　　　---.----}

0(O)

for　any　Point　　x　　of　R　　and　an
--Sφ-〃=JJ----7⌒　　sf-･･　--　･7`-4---W　　　　44-=㎜&･　　　W〃-〃W---〃=〃〃←〃

(x)c　R　　-fQLalλ　sc[0,11,

　for　all　y　c　l.
←--~-~¬--~=･

9sn

there　exists　'a　　Cr　　diffeomorPhism
----‐---　---------

n



fo　l　l　ows　from　(ii),(iii)and(iv)of　ProPosition　2.2.1.

　　　　　Assertion　2.

-PyoPertie5.:

on　　L　　is　Proper.　　　For　　i　°　Oj　l,‥1,n　　and　a　Point　　x　of　L,　note

the　fol　lowing　fact　:　x　belongs　to　　Σi　　if　and　only　if　x　　is　a　nondegenerate

singular　Point　of　-ω゛IL,with　index　(n-i).　Hence,by　the　assumPtion

Σn-1　゛φ'　゛e　c31‘1　3PPly　P17oPositiol1　2　'　2　'　1　to　(L'‾♂IL)゜　　Assertion　1

ere　exists　aj?ositive　number　p
　4a　4-a-●･6･w-¶.〃φ-s　iw㎜r〃wgw･　w-'㎜〃--¶〃　･j　r㎜=S〃=4〃〃〃〃π4-rw='==∽-4･〃=s¶-rs≠s¶-a〃

q(E　S1
(ii)μU9¥h

Th
lnJa■･｢

(i)　lpr〈n｡,｡whgy9

　　Proof.　Part(i)follows　from　the　assumPtion　Σn･1　°φ　and　the　fact

that　Σ　is　covered　by　y-charts　of　"tyPe(λ)"or　oP゛tyPe　(i,μ)"(see

4.1).　Note　that　(i)imPlies　that　theone-dimensional　sPhere　S1　(p)of

class　　Cr'1

λ(y)(y)　JIL4L　ycL(゛)゜
x,n

is　transversal　to　leaves.

Proof. From　Remark　2.2.1　　we　know　that　the　closed　one-form　　-ω゛IL

　　　　Assertion　1.　SuPpose　that　a　leafthrough　a　point　q　of　S1(P)
　　　　　　　　　　　　　　--‐-‐----‐‐-ー------‐---------ー　　--

j9gE19tjμ9r59G　　Σ｡.　　Tb9L　L　j.£_mμyJ;om?_mmPm,

and　satisfies　L　n　Σ　=　q･
r≒･f-4.1.4..･-d､-､-,~~.,,-s　---9g-　~'-'“-　　　n

of　class　　Cr゛　1　　such　that　for　any
･-------　　　　　ー----------- sc(-p,p),μtka{lhm!&

S1

(P),lhgLgjμj　anjφ044W £:(-p,p)4･

Proof.　　　Since　　S

and　is　transversal　to　leaves,　using　thc　facts　that　for　a　Point　　q　　of

% asses　throu 　£(s).

1(P)　is　a　one-dimensional　sphereof　class　Cr‾1,

(-p,p)_jnto　　v,　　is　one-to-one　;　　　　　　　　　　　　W.　　　　　〃.-〃〃-.〃.--〃--　...〃.

1
(iii)jpLJg9,L.qcS

ykm-L()()'L(%

A
　X,n

ー
ー L(x)9･　L(ψ

　　　　　　n
(x)),

(x))arQ.J9ayQ5_JJlrQugk　x,4(x),£QijpJQ£tiy£μ,

JμCh-that-the{ollowingーcondition　js　satisfied.､:there　exisU.J｡CI゛

,fμncUon,　λ　:　L(x)4　IR　5atisfying

λ(x)=n,　A (y)=97

O

(p)

(q)

av1 the　followin&
----------

‰.　15∠atJjwtJm5μmjLa£jJmanna.4.1.3;

(P),jLR 1n defined !s"4(q)J£



which　contradicts　Assertion　1　.　　Hence

V,there　exists　an　y-chart　at　q　of　class　cr,　and　the　curve　%

(s6R)　is　of　class　CI`

verifies　Assertion　2.

　　　Assertion　3.　JeE　p　..k__｡as.｣.nJkssertion　2.　Let｡qcS

t!4ng9U4U;Umt④:[0,T]→･V　5atisμ9£

Js!(Mo〕

Proof.

(q)

(x　is　assumed　to　be　of　class　Cr),　one　easi ly

1(P).　｣£

　@(O)゛%(q)･a7)゜%･(q)｡-fQr.-5pmQ､s,s゛(　(-pyp〕,

゜(E?(T),　s　゛　sl.

SupPose　that　@(O)ZC(1).Recail　that　for　almost　every

n　(　('pj　p)j　　the　leaf　through　%(q)　does　not　intersect　Σ★.　　　Then,

considering　a　suitable　lift　of　@,we　should　find　a　leaf　which　does　not

intersect　　Σ゛　　and　Passes　through　two　distinct　Points　　?n (q)'‰'(q)'

6(-p,p).　　By(iii)of　Assertion　2,　such　a　leaf　would　intersect

at　least　two　Points　of　　Σn゛

n,n･

○(O)=al).　Part(ii)of　Assertion　2　imPlies　s　=s'.

　　Assertion　4.　5uPpQse∠that-a｣,ea£L　thiQuμL-a-PoiJltL　q　p£　S
1

(P)

does　not　intersect　Σ　.　　Let　p　,　£　be　as　in　Assertion　2.　　Then　there
-―---.-.-.----------ー----,--‐　　･i　　　　---‐-　ww〃〃〃~

exists　a　　Cr

such　that　for

jJJM41L

　　　　　Ψ:(-p,p)XL4R

e kLs6(‐p,p),JtjJMg(LΨ(sxL)JJJLka£thouμ｡

t(s).

　　　　Proof.　　　As　in　the　Proof　of　Assertion　lj　　we　can　aPply　ProPosition　,

2.2.1　to　(L,-ω゛IL).　For(n,x)(=(-p,p)XL,let　④:[0,T]-yv

be　an　admissible　tangential　curve　such　that　@(O)=q,E(T)=x.　From
　　　　　　S

Lemma　4.1.3　we　know　that　⑨　has　the　n-lift　with　height　Parameter　(y.　　Then

define

Ψ(n'')()゜S(1)(x).

From　Assertion　3　we　observe　that　Ψ(n,x)　is　defined　indePendently　of

the　choice　of　admissible　tangential　curves　③,and　that　Ψ　is　one-to“

One. Hence,　it　is　obvious　that　　Ψ　　is　an　imbedding.　　　Using　the　fact



that　the　height　Parameters　(y　of　the　n-1ifts　(lnl〈p)of　admissible

tangential　curves　③:[0,T]゛v　are　bounded,　indeed,we　have,by

Lemma　4.1.3,

　　　　　　　　　　　　　　　1(y(t)|<p/(1　-　p6.),

where　　6.　is　as　in　Lemma　4.1.3j　　we　know　that　for　each　　n　{　(-p,p),

the　image　･Ψ(nxL)　coincides　with　a　leaf,　which　Passes　through　£(n).

That　　Ψ　　is　of　class　Cr　follows　from　the　facts　that　for　every　Point　　x

of　v,there　exists　an　y-chart　at　　x　　of　class　cr,　and　the　curve

%(x)(s　6R)　is　of　class　Cr.　　　Thus　　Ψ　　satisfies　ourrequirements　･

　　　We　can　now　Prove(ii)-(V)of　our　lemma.　　　First,　for　x　6　R,　we

define　　7T(x)　to　be　a　Point　where　the　leaf　through　　x　　intersects　S1(P).

The　similar　argument　to　the　Proof　of　Assertion　3　shows　that　the　maP

π　:R4S1(P)　is　we11-defined.　　　By　definition,　each　inverse　image

Tr'1(q),　qcSI(P),　is　a　leaf.　　　That　the　maP　Tr　　is　of　class　Cr‾1

follows　from　the　fact　that　the　one-sPhere　S1(P)is　of　class　CI゛‾1.　1t

iS　obvious　that　the　restriction　　7TIS
1(P)　is　the　identity,　and　therefore

that　　π　　is　a　submersion.　　　Now,　1et　　p　　be　as　in　Assertion　2,　and　let

q゛　be　a　point　of　S1(P).　　Then　we　can　find　　L,q,£,Ψ　　as　in　Assertion

4j　　such　that　　q゛(E　lmΨ,　because　for　almost　every　q　c　S1(P),the　leaf

through　　q　　does　not　intersect　　Σ｡.　　　Hence　　FI(q゛)　is　diffeomorPhic　to

L,　and　thus　7T'　1　(q')　is　noncomPact　and　simPly　connected.　　　Furthermore,

Putting　　l　゛　lm　£,　and　using　the　maPs　　Ψ,£,　one　obtain　the　required

diffeonlorPhism　Q　:　I　XF1(q゛)9･π'1(I)　to　Prove　(V).　　　0ur　last

assertion　is　an　immediate　consequence　of(V).　This　comPletes　the　Proof

of　Lemma　6.2.1.

　　　　Remark　6.2.1

6.2.1.　　Let　　S1

.　　Let　the　hyPotheses　and　the　notation　be　as　in　Lemma

　be　the　ordinary　one-dimensional　sPhere.　　　Then　there

exists　a　Cr　submersion　　Wof　　R　　onto　Sl　　having　the　similar

ProPerties　to　　･.　　　More　Precisely,　W　　satisfies　the　following　conditions　:



(i) The　restriction　WISI(P) e
●

s1(p)4　SI
is　a　diffeomorPhism.

　　　(ii)Each　inverse　4mage　yl(q)　is　a　noncomPact　,　simPly　connected

leaf.

　　　(iii)For　each　q　6　SI,　　there　exists　an　oPen　set　　l　　in　SI

containing　　q　　and　a　　Cr　　diffeomorPhism

　　　　　　　　　　　　　　　　Φ:　IXrl(q)9･　W(I)

such　that　WO(y,x))゜y　for　all　y　E　l　and　all　x　c　?1(q).

　　　This　factmay　be　seen　as　fol　lows　.　　Since　　S1(P)　is　a　one-dimensiona1

sPhere　of　class　Cr`1　which　is　transversal　to　leaves,　smoothing　this

imbedded　one-sPhere,　we　have　a　Cr゛l　　imbedding

　　　　　　　　　　　　　　　　.　　　1　　　　n+1
　　　　　　　　　　　　　　　　1:S　4V

such　that　the　comPosition　7T°i　:　SJ'゛　S 1(P)is　a　diffeomorPhism.　　lt

is　easy　to　verify　that　a　maP　W　defined　by

　　　　　　　W(x)=(Tr･i)゛IO(x)),　x6R,

gives　us　the　required　submersion.

Lemma　6.2.2･　j£LμMUmλ9tEgg.JO_U!9JMMjkn

6.2.1.　　Let　　L　be　a　leaf
　　　　　　　f　　　　　　　　　　　4`'`　'M¥㎜y“=･●a¥φ4S㎜㎜㎜』 which　is　contained　in　　R

〃〃wJu〃-=-･-f　y-r゛←--~s-″`-rj&〃㎜r〃--9-w9-=a=WJma〃〃〃φsf`--w4ww←--●

be　as　in　Lemma
W〃〃〃~〃→

d　does　not　i

Σ｡.　J9t.f　:　L9･R　N_｡E£μμyj.μjgmD£ω･IL,i.e｡,mU5_t.

　　　　　　　　　　　df=ω11L.

(5gvj､

tersec

DnG19R_dQ9E_9×1j!∠by､(i)_Qf｣?japQUt1(m　2.2.1.)_Let　v_bQ_k

-y9μJyφ9y°μW=REJ4-rl((‾5j)‘1Σ1°φ.　5upPQjjLthM-　rl(y)

●

1 a finite　union　ofnonsingular　　　comPact　veins　　J?‾1　　　i　°　1　°゜゜j　m
-__..｡_.-.‐-___､､-._､-__｡___.-.___､__､_.､､.._､_-__-.-　､----.}　〃~~-~-~-⌒←~~=--→　1　　j　　　　　　　　j　　　　　　　j

and　has
---

←¶

　a　"nice"　fence　in　the　followilT1£　sense　:　There　exists　an　immersion
7W〃-･･〃〃W〃---　　　a4y　rf-　　¶S&j　　　♂　　■　s　Jg　　　♂〃♂〃　''5　〃''　　'　〃4

F　:　f'1
(V)×[0,e]-yv

O

such　that

F

F

(Ji

lJi

(i)　Jbe._.restrict_iQn　-　Flf‾1(V)×0　.is∠theUdaUty.;

(ii)fpJLe.acL.sc[0,e]-anteλdL　j　=1,‥･,m,j;h.aJmgQ_

xs)js..containedinJ_kμ,_anlj£　sZe,JMJI£ar1μ;μJTI..

x　s　　15､JJLjMf4djJ4;



S2j°゛゛jSi
lating　Point　in　[0,0,there　exists　an　infinite　sequence　　s

゛c　j　　such　that　　c1　(s1)j　　c1(s

F,　　it　follows　that　F(J1`si

P

(q)　does　not　have　the　accumu-

1

s)

(s)

By　assumPtion,　a　curve

is　transversal　to　leaves.

the　comPosition

),゛‥　{　L.　　　From　the　condition　(ii)of

TO　Prove　this,　fix　a　Point　　x　of　Jj　,

　　　　　　　　　　　　　　F(xx[0,0)nL

F(Jj`s)c　rl((J)'Q)゛

and　consider　the　subset

6((o･　e)s£UJmLj£F(Ji)(s)cLj≒-JFE　s　6　(6･　e)･M9n

j'

)⊂L　for　all　i.

2

Assertion　2.　　£o£Jm　　w　Jn£Jny　J
lh2Qr£_£45.UL.

ー
ー　

ー
C

　(iii)!kJEW　F(rl(V)･[o,e))jL9MJJO∠kR;

　lmW!a')　

　(V)　£yLea,qk　x　c　f'1(V),　.tht､qury£-c　:[0,e]4v　jμ1mt_hx､

c(s)=F(x,s)gan)Q_9XPyrQgQd_1n々4JQm_

　　　　c(s)゛%(s)()()'　　sc[o's]'

fkJJJ､10kAO9dμJm　p:[o,ε]-(R5μ1sfying_

　　　　p(O)=0,　　1p(e)|〈r4,

where　　n　　　is　the　same　constant　as　in　LelTRa　4.1.3.
●i.z----　　　t　　　　,--,-,--w-~-=~-←〃~⌒~~--~~=~~~=‾~〃=　‘‾

　　　　　　JlenJyQ{Ja£k　Jj'　tht_1aafJIQnU.bjJ!g.F(Jj　゛e)　jJ`Jg9jKt

　　　　　Proof.　　　We　sha11　Prove　that　the　leafcollt3illi㎎　F(JI

comPact.

XO　is

　　　Assertion　1°　lh£rcLex15t5-jln-infinitesequence　sP　s2j゛'゜p£

』9j』!£jJn-[O'　e)jnqhJJmL-!i“l　si　°　e　'　jlnd｣:QrJlacb　si　'　the-set-
　　　　　　　　　　　　　　　　　1-･1'(x)

F(J1)(si)

TO　Prove　thisj　　fix　a　Point　　x

[O゛ε]゛v　defined　by　c1

Hence,　for　7T　:　R9･　SI

S　CO

●　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　●

1s　a　subnlerslon.　　Slnce　　c1

tained　in　　L.
---‥

of　　JI

(s)=F(x
P

(P)as　in　Lemma　6.2.

Tr°CI　:[Oj　()‾゛SI
(P)

j

1,

(e)Z　R,　we　observe　that　　lim　πoc

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s4e-0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-　‐　-

does　not　exist,　and　hence　that　for　a　Point　　q　°　7T(L),　the　set

0°c1)
-1

(q)isinfinite.　　Since　　(･゜cl)
-1

1



of　L.　　　lt　is　clear　that　any　sequence　of　Points　in　this　set　does　not

converge　in　L.　Since　f([w-1,y))is　comPact　(by(i)a!ld(V)of

ProPosition　2.　2　.　1),　the　subset　of　F(xx[0,0)n　L　consisting　of

those　Points　y　such　that　f(y)≧w-1,　is　finite.　　Hence　there　exists

6x(　(O゛O　　such　that゛　if　F(xj　s)6　L　　for　some　　s(　(6xj　E)j　　then

　　　　　　　　　　　　f(F(x,s))〈w-1.

Using　the　fact　that　there　exists　an　y-chart　whose　coordinate　neighborhood

contains　the　set　F(x　x[0,ED,　we　see　that　for　sufficiently　sma11

neighborhood　　ux　of　　x　　in　Jj　'‘　the　illeq゛1ity

　　　　　　　　　　　　　　　　lf(F(y,s))-f(F(x,s))|〈1

holds　fol`311y　y　6　UX　811d　311y　s　c[O'e)　s8'tisfyillg　F(゛'s)6　L‘

Consequent　ly　j　　the　number　　6x　　has　the　fol　lowing　ProPerty φ
ー if　F(x,s)

c　L　fol`so°e　s　c(6x'e)'　thell　f(F(y's))(`゛　fol`311　y　6　UX'　that

is,

　　　　　　　　　　　　　　F(UX)(s)c　r1((‾5゛))‘

Since　　Jj　　is　comPactj,　we　can　find　　6(E　(0,e)with　the　desired　ProPerty

　　　　Now,　for　each　　j　°　1,‥゜,m,　fix　a　Point　　x

be　as　in(V)of　Lemma　6.2.2,　i.e.,

F()(j' s)=　c (s)゜S j(s)()(j)'

(0　>0.

　●

J
£　Jj,　and　let　　cj,p

　S　6　[0,E:].

We　may　assume　that　for　some

.
J

.
J

SuPPose　for　definiteness　that　p1

integer　　£　≧　1,

pi(0　)O　　fol`　1≦i≦£･

pi(e)(O　　fol`　μ1‘≦i≦III　゛

The　following　is　essential　to　our　argument.

Assertion　3.　　There　exists　a　com act　n-submanifold　　W　　in　　L　　havin&､
　　　　　　㎜㎜㎜㎜〃-〃-〃〃〃〃㎜w←〃〃〃〃Wiw〃w〃■　　　　　〃W←･　　　　←==r〃=〃=F=“=

the　following　ProPerties　:
･-9---------●-←---←〃･wf-74s　　`｢``'　　　　゛　　゛?

　　　　(i)tO㈲､m)w』≒1≒JU{UhU£

　　　　　　　　Jij¨'゛J£j　Jnφ　F(J1　)(　r1)j‘'゛゛F(J£　)(　r£)j

where　　r　,･‥,r　　　are　suitable　numbers　in　　(O　　e)　･゛‥‥-‥　1　　　　£　-―--------------------ヽ　　j　　　　　}

　　　　(ii)　for　any　Point　　y　　of　W,　there　exists　an　admissible tangentia1
J?〃=㎝･J　-J　　=　　-a-



(゛j)

●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　£

μlat-μj1μiJ!gJt-JpmtJoint-Q£　yJ　Ji'　-RUJLlh9JJnUmd-Jant　y　;
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1=1

　　　(iii)_fQ£∠tJ;Ladmis.sibk∠tangentiaL‾curv(1s�:[O゛　･i]゛vj　i゛1゛

2,wtth　≒(11)゛%G2)cw'　μ≒(o)c　Jil　Jnd≒%(O)6　Ji2'　Jy9n'
1.=　1.､　:

　　　(iv)　for　any　Point　x　of　J･l　　j　°　lj‥゜1　£l　　there　exists　a
　　　　　　4‘　゜　‾`゛‾‥‥‥‥‥‾　〕　　　　　　‾‾‾‾‾‾‾'‾'‾'‾‾‾

MkOgrhgLJ7_k　F()('1゛j)jl1

L　such　that　the　maD

　　　　　　　　　　　　A)('p()(j):L゛L

gJLOm96.2.1,kOg5JJU7k9qyPμm_9jfF　U_QJT!tQU',μtmpt

UnW　onto.U゛　-　(U゛　nW),where　p　2sJs--･n-(V)QULem16.2.2.

　　　Proof.　　For　the　fixed　Point　xl　c　Jl　　and　a　number　s　([Oj　e)j

let

A)(1'p1(s):L゛L(F()(1's))

be　3s　ilyLe=3　6‘2°1'　lf　F(≒'s)6　L,　we　denote　this　maP　by　　A≒

for　simPlicity　of　notation.　　　By　Assertion　1,　there　is　an　infinite

sequence　sP　s2゛゛゜゜゛･si　゛　e'Oj　　such　that　F(JI　゛si)c　L°　　lt　is　clear

that　for　the　base　points　　x

　　　　　　　　　S.

points　　A　1

suitable　　r‥
　　　　　　　　　　　J1

j'
j　°　1,゜゛゜,m,　and　any　　i　°　1,2,'゜'｡　the

are　contained　in　　L,　and　that　if　　1　≦　j　≦　£,　there　are

c(0,e)　satisfying

　　　　　　　　　S.

　　　　　　　　A1(゛j)゛S)j(I`ji)()(j

Note　that　for　ehch　1　≦j　≦£,　｢

)゜F(yj'tji)゛

　●●

J1
4e-O　as　　i　4ω.　　From　Assertion　2,

it　follows　that　for　any　real　number　w,　there　is　an　integer　　i　　such

that

f(y)<w　　fol゛311　y　6　F(Jj ゛rji)゛　j　°　1゛''゛゛£'

Hencej　taking　sufficiently　large　ij　and　Putting　?　゛　sP　we　observe

th3t　F(≒'?)c　L'　311d　fol゛　311y　Poillt　y　of　A
Q,

s(Jj),　j　°1,゛゜゜,£,

there　exists　an　admissible　tangential　curve　starting　at　some　Point　of

　£

.U　JP

1=1

with　the　termina1　Point　　y.　　　TO　Prove　this,　suPPose　that　there

were　any　admissible　tangential　curve　⑥:[0,T]゛v　such　that

　/″

£y､ 4



@(T)6A

Q
S

(Jj〕(j゛1,゛゛‘,£〕,

　　　　　　　m

Then　the　curve　@　would　intersect 　u　J..

i=£+1　1

and　lm④n

●

　£

　U　J.　=φ
.　　1
1=1

We　゛ight　3ss°e　③(O)6　Jk

(k　s£゛lj゛'゜゛m)゜　　Since　pk(0　(　O'　by(V)of　Lemma　6゛2゛2゛　there　would

exist　a　real　number　　n　　such　that

'n゛<　n　<　O゛　and　?n @(O))Z　R.

Considering　the　n-　1ift　of　③,　and　applying　Lemma　4.1.3j　one　would

conclude　that　for　the　Point　⑨(T)6A

Q
S

(Jj

s゛lfficielltly　close　to　O'　%@(I))Z　R‘

) 　and　some　negative　number(y

This　contradicts　the　fact　that

there　exists　a　cuTve　c　:　E0,　0　゛　v　which　Passes　thTough③〔T)l　near

the　Point　　c(0.　and　which　is　written　in　the　form

where　x　£J.
　　　　　　　　　y

　　　c(s)゜1)(s)()()'　s6[O'e]'.

and　p　is　as　in　(V)of　Lema　6.2.2,and　p(e)>0

(since　　l　≦　j　≦　£).　　　Now　,　in　order　to　Prove　As5ertion　3.　consider

the　decomPosition

L=r1
([V,0)uL

L.
　1

1

nL.=
　　J

U　¨'U　L£　U　L£+1

φ if　iZj,

U　･･･　UL,
　　　　　　　　　m

where　each　　Li　　is　a　connected゛　noncompactn-submanifold　in　L,　with

boundary　　∂Li　°JP　such　that

f'1
(μ'゛DnLi　°3Li'

y
y

/
'
‘
≒
ー

and　such　that　for　any　y(E　LP　there　is　an　admissible　tangential　curve,

　　　　　　　　　　　　　　　　　1

starting　at　some　Pointo£JP　　wyth　the　termina1　Point　y°(Such　a　decomPosition

exists,　5ince　　L　　is　simPly　connected.)　　We　Put

W゛(L1 U　･‥　U　Lλ)n　A

Q
S

(f‾1
([V゛゛))U　L£+1　U　゛゜'U　Lm)゛

where　l　is　the　number　mentioned　above.　　From　the　ProPerty　of　l,　we

know　that　for　each　　i　°　1　,　‥゜,£,　the　manifold　A

t
S

(Ji) is　contained　in

(Ji)

　
j

　
　
･
1

　
　
L

　
　
C

'
{
y
S

　
　
A

were　not　contained　in　　L.　　then　there　would　exist　a　closed　curve　in
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J゛

L.
　J



(Ji

whose　suitable　lift　in　　R　was　not　closed　(fol`　l　°si　゛゛ith　1゛ge　i)'

which　contradicts　(vi)of　Lemma　6.2.1.)　From　the　assumption　that

fl((゛゜)'j)r`1Σ1゛φ'　it　follows　that　for　any　w　≦.v　　and　each　LP

the　set　Li　°r1(゛)　is　connected.　　　Using　these　facts,　we　conclude

that　　W　　is　a　comPact　n-submanifold,　with　boundary

aw　°JI U　･･･　UJ

lt　is　clear　that　each　　A

t
}
'
S

£
UA

Q
S

(J1)U　●･･　U　A

Q
S

(J£)゛

)j　　i　°1j゛゛'j　£,　can　be　exPressed　in　the

fol`111　F(Ji　)(1゛i)　fol`sollle　l`i　6　(0,c).　　　Furthermore,one　verifies　that

W　satisfies　the　desired　ProPerties　(ii),(iii),(iv).　This　comPletes

the　Proof　of　Assertion　3.

　　　Nowj　　in　order　to　Prove　Lemma　6.2.2,　for　the　manifold　　W　　in

Assertion　3,　we　define　a　maP　A　:　W　゛　v　as　follows.　　For　a　Point　y

of　w,1et③:[0,T]゛v　be　an　admissible　tangential　curve　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　£

③(O)6　u　J･,
　　　　i=1　1

⑨(T)゜y･

By(iii),(V)of　Lemma　6.2.1,　there　exists　a　real　number　　η　　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O<n<r4j

F((1(O)'e)゜% CI(O)),

　　　　　　　　　　　%n(⑤(O))(E　R　for　O　≦　s　〈　1.

Let⑤:[0,T]→･v　be　the　n-1ift　of　@　Then　we　define　A(y)=1(T).

Using(iii)of　Assertion　3　and　the　fact　that　9very　leaf　in　R　is　simPly

connected, one　easi　ly　verifies　that　the　point　A　(y)is　determined

indePendently　of　the　choice　of　admissible　curves　④(cf.　the　Proof　of

Lema　6.2.3),and　that　this　maP　A　is　exPressed　locally　in　the　following

form　:　for　each　　y　6　W,

　　　　　　　　　　　　　　A(2)゜97λ(z)(2)　　fol゛　2　6　U'

where　　u　　is　a　suitable　neighborhood　of　y　　in　　L,　and　　λ　　is　a　suitable

positive-valued　function　defined　on　U.　Furthermore,by(iii),(iv)of

Le=3　6°2'2'fol`e3ch　F(Ji　゛　l゛i)ill(i)of　Assel`tioll　3'the　i°3ge

7
μ
J

μ
z



is　a　submersion　of　W.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　J

W.

　J

●

A(F(Ji)(I`i))　coincides　with　F(Ji)(e)‘　　Hence　we　see　that　　A　is　a

submersion　of　W　　into　the　leaves　KP‘'゛j　Kk(1　≦　k　≦　£)‘containing

the　sets　　F(JI　)(　0,゜‥,F(J｡)(　e).　　　From　this　and (iv)of　Assertion　3,

it　follows　that　　A　maPs　　W　　onto　KP　'　‘　゛　゛　Kk゛　and　hence　that　　KP　°　'　'　゛　Kk

are　comPactj　　as　desired.　　　Similarly,　it　is　Proved　that　the　leaves

containing　　F(Ji　`　E)゛　i　゛　£+1゛゛゜゜゛　mj　　arecomPact,　　This　comPletes

the　Proof　of　Lemma　6.2.2.

Remark　6.2.2.　　　With　the　hyPotheses　and　notation　of　the　preceding

1emma,　　for　each　　J j,　there　exists　a　connected,　comPact　n-submanifold

in　　L　　having　the　following　ProPerties　:

　　　(i)　the　boundary　∂Wj　consists　of　Jj　　811d　F(Jj　)(1)'　゛hel`e

rj　　is　a　suitable　number　in　(0,E〕;

　　　(ii)　there　exists　a　function　λ　:　Wj　4　1R　such　that　lλ(2)|(‰

for　all　　z(　Jj,　and　such　that　the　maP　A @
●

　
.
J

W.　゛　v　defined　by
　J

Aj(2〕゜97λ(z)(2)　　fol`　2　c　Wj'

　onto　the　comPact　leaf　containing　F(Jj

TO　Prove　this　,　recal　l　the　Proof　of　Assertion　3

considering　a　suitable　iteration　　(A

　
　
J

　
　
C

　
･
1
　
　
j

{
w
S

　
　
A

　
　
C

　●

J
)⊂L

4,

s)

j'

1j　　wehave

　　j　z　lj●●●j　£゛

Then　we　define　　W.　　to　be　the　manifold　bounded　by　J
　　　　　　　　　　　　　　J

　●

J

×ε)

For　the　maP　　A≒

and(A

　
　
J

　
　
C

　
･
1
　
j

Q
S

J
).

lt　is　essentially　Proved　above　that　　Wj　　satisfies　the　required　ProPerties.

Similarly,　for　　j　°　£+1,‥･,m,　we　find

assertion　is　Proved.

Lemma　6.2.3･　SREE　4tLRn4n

JRbj!1　)(0

W.　as　above.　　Thus　our
　J

1ar
　　　　　　　　　n-1
q99gjLypln　J　,J

Q£J,JnLtJ9jLlw4QT　n　st4fyJ;MLf9Uqwbg_99ndμi9n:

aLgny　x　c

satisfies
4~S･444-S4~4●4　,,●,-,-.-

J　　　there　exists　a　tangential　curve　O:[0,1]→-v　which　j　　-a　44　4,,,｡-~､..｡●-⌒,----,･-･→4---･-9-¬----･-`　　･゛'‘4゛`'''`'``‘-‘‘'‘'‥･　s'``~　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　゜~゛`゛゛`･'~'゛“4･

@(O)゛゛(O･&(I)
-

- X} lm£cJ

Q
'
~y



9£μgJh?　n-Un.　J£h!:Jny　s(E[0,1),m(19af　thr

is　simPly　connected,　then　J　　with　the　base
---r4-㎝4..4q゛〃WakMj　4-　･〃　S.S.〃¥･w㎡s49W--　n-¥･6〃〃Sr¥〃　　　φ-4¥S〃W--4--F　　　　=〃=㎜======-　----====----=-===〃==

int　　x

i.e･,　there　exists　a　function　　λ　:　J　4　R　with　　λ(x
　　　　　　WW=〃〃⇒〃jW~J･==S●==W〃~WW°W〃=←==〃j←-･W=〃=W〃〃ゝ〃¶〃-〃〃-〃¶㎜　　　　　　　　　　　　　　　-〃〃=〃==〃

JMJnymJJt_JOJJμ､

%(゛O)‘

9λ

y　97
sn

(x〕

has　the　n-1ift,
--

=　n,　such　that
　--------ー-‐

the　leaf　throggh------------　-

(x)

0

O)

(x)is　contained　in

j≒

　　Proof°　Let　x　6　J″and　let　‰:[OjTi]゛V゛i　°　1j　2'be　two　tlnFT1‾

ti£L　car7e　s3tisfyillg　)(o゛@1(o){92(o)･)(゛≒(11)(R2(72)･゛d

having　the　n‾1ifts　with　height　Parameters　(Ji　'　　We　shal　1　Prove　that

(y1 (11)゛(J2 G2)゛　Then,　defining　　λ　　by　λ()()゜(J1

obtain　the　required　function　　λ.　　　Now.　to　Prove　(J

G1 ),　one　wi11

G1)゜(J2 (T2)'゛e
1

consider　a　curve　‰2:[ojT1゛T2]゛v　defined　by

　　　　　%2(t)(≒(t)fol`　t6[O'≒]'

　　　　　@12(t)09G1　゛　72　'　t)fol゛t　c　[11'　1'1　゛　i2]゜

lt　is　cle31`th3t　)(O°@12(O)y≒2(M　゛　1'2)'811d　th3t　%2　is　t8llgellti31
and　has　the　n-　1ift　.　　　For　definiteness　,　we　assume　　n　>0.　　For　each

h(E　[O゛n]j　　let　(Jh　:　[O゛T

h-1ift　of　　c

1

Now,　say　(J

+　T

2

(11

]゛R　be　the　height　Parameter　of　the

) were　smaller　than　　cy 2(j2)゛　Then12゛ 1

for　the　maP　H　:　[0,n]゛[0,n]　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　H(h)゜(Jh(11　゛12)'

the　Point　H(n)would　be　smal　ler　than　n,　　and　furthermore　for　any
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

integer　i≧1,　H1(n)　would　be　smaller　than　H1'1(n).　Hence　for　the

1imit　Point　　nn　°　1im　H

14α)

●

1(n)'the　no‾1ift　of　%2would　be　closed　and

have　a　non-trivial　holonomy,　which　contradicts　the　assumPtion　that　the

leaf　through　‰O00)　is　simPly　connected　.　　　This　Proves　　Lemma　6　.　2　.　3　･

Lemma6.2.4.　mthmmO_mmm≒as{hWm£_

6.2.1.　Jβt　n｡he_asJn｡Lemma　4.1.3._atjUPQ1Jt　z　p£V　J9J.

JJ:eaJ-nu°ber　n　lave-lh　e　-fQ　Upwj.JTlg_PTpPQμj{s:

　　　(i)　　lnl〈n｡;



‐

-

(゛t

(li)　2　1f　R'　4n(2)6　R　j7Q£　O(ss1　;

(iii)thQ｣£,a£-.L　Uu!9g¥　S(z)　(!Q£5JyLinal5.QU.　Σ.　;

　　　(iv)th(L5　Qt...f'1((-,V])joes_..not4ntersect　Σ

゛fR　is　2　£il`s-t　iJlteg゛1　-d　゛゛　IL'　and'　゛　゜　f(%(2))゛

Then　the　leaf　L(z)through　z　is　compact　･

P
wh､alt.f　:　L

　　　　　Proof.　　　Let　　n｡,6.　be　the　same　constants　as　in　Lemma　4.1.3.　　　For

simPlicity,　we　assume　　n　<　O.　　The　Proof　in　the　case　n　>　O　is

similar. Now, by　Lemma　4.1.4　we　have　an　admissible　tangential　curve

④:[O'　゜))゛V　゛ith@(O)゜%(2)'　Put　　6　゛　-n,　for　simplicity　of

notation Clearly　　z　゛96

the　6-1ift　of　③.　Let　J
t

@(O)).　Let(y　be　the　height　Parameter　of

　be　the　vein　through　the　Point　@(t).　　For

any　　t{　[0,゜),　by　definition,　we　know　that　　J

comPonent　of　　f‾1
(4h　゛hel`e

vt°V+
　　:　　ω･

[0,t]

From(i)of　ProPosition　2.2.1,we　see　that　J

almost　every　　t　c　[Oj　゛)j　　the　vein　　Jt

is　imPortant.

is　a　connected
t

is　comPact,　and　for
t

is　nonsingular.　　　The　following

Assertion　1.　　There　exists　aPositive　number　'　W　　such　that　for　　　　　　　　　　　　　　　t●　j　　“　″‘　　　'゛‘-　¬-　　〃'r■　　¬-　　4s･㎞　　　　　　w　　　　〃〃g¥&･･〃●〃4≒4〃m¥〃¥J-　gw4〃Wiw-　7　㎝-

almost　every　　O　c　[W　　()　　the　vein　　J　　　is　nonsinSular　and　satisfies
.･･¥~r〃~--←w､w-〃〃=〃←-~ww〃-〃==　=｢　　　　　　　　｣　　　　}　　-‐-ー--.---｡-.-　　　e　---------　-----------------‾‾'

　　　　　　　　　　　　　(゛(e)(1/(disJe(Je)゛n;1)j

4my£kmqnhJkaUUmUW312

　　　Proof.　Put　q=πCF(O)),and　let　l,Φ　be　as　in　(V)of　Lemma

6

b

∩

　-

f

.2.1.　　　For　the　vein　Jt and　a　nonnegative　number　u,　the　set　　J

y　definition　(6.1),　is　contained　in　f

Σ1

1

φ,　it　follows　that　　Jt

-1 (yt‾()‘　Sillce　rl

t[11]･

((-,u])

[u]　coincides　with　a　connected　comPonent　of

u).　　　Now,　1et　　e　be　the　same　constant　as　in　Lemma　6.1.1.
　　　　　　e

O[u]　is　comPactj　　we　can　find　a　Positive　number　　poSince　the　set゛　　U　J

　　　　　　　　　　　　　U=0

such　that　the　set

7
j々
)



.　　　　　　　.　　　　.　　　　-1
1S　contalned　ln　　7T

　　　　　　　　　pO　　e

c゛b(Jo'po'e)゜sMo‘ps(u?oJo[j)

(I)゛lt　is　cle゛　th3t　po

t　(　[0,c･),　consider　the　set

　　　　　　　　　　　cllb(Jt'　p(t)･e)゛

where

p(t)゛(pO　e)(P

<　6　.゜　'n　<`n｡.　　　FOr

p(t)　　e
　u　97(uJ
s=O　　su=Ot

♂)/(1　゛　p04)゜

[uD,

Then,　we　contend　that

　　　　　　　　c1Jb(Jt'p(t)'e)c　F1(I)　　for　all　t([0,y).

This　is　Proved　as　follows.　　　By(V)of　ProPosition　2.2.1,　any　Point　of

the　set　on　the　left　can　be　written　as

X°9S @゛(t゛)),

where　O≦s≦p(t),and　where　@゛:[O,　t゛]　｡v　is　an　admissible

tangential　curve　such　that

③゛(O)cJ[u]　　for　some　u　6[0,e],　and Å

@゛[0,t']

ω･　=

By　Lemma　4'　1　°　3゛　there　exists　the　　pO‾1ift　of　③≒　　whose　height　Parameter

(y･ satisfies

　　　　　　　　　　　　　　　O(p(t゛)((y'(t゛).

From　this,　we　conclude　that　the　Point　　x　　is　contained　in　a　leaf

through　some　%9゛(O))　with　　s(E　[Oj　pO]j　　and　hence　that　)(6√1(I{

as　desired.

follows　that

From　the　relation　Proved　above　and(V)of　Lemma　6.2.1,　it

　　　　　　cllb(Jt'p(t)'e)‘l　cllb(Jt･'p(t')'e)゜φ

for　　t,t゛c･[0,y)　such　that

t　<　t゛,　and 5

⑩t,t']
Thusj　since　　v　　is　comPact,　we　have

meS
　　　n+1

<　-e

(cub(Jtj　p(t)゛e))゛O　　as゛("゛

because,by　Lemma　4.1.2,　we　have

,t]

･



where　　c｡

　e

(uJ
u=Ot

[0,t]ω1→-(x'　as　t　4'a).

On　the　other　hand,　for　any　t([Oj　()　1t　is　cleai゛that

　　　　　　O(p(t)(1　(sillce　O(pO(nt(1)'　'

and　that

Jt

[j)nS

nJt [u]=φ　　if　u>O,

　e

(uJ
u=Ot

For　simPlicity,　we　assume　that

diam
　　　　Jt

where　d　　is　the　same　constant　as　in　Lemma　6.1.1

using　the　fact　that　by　Lemmas　4.1.2　　and　4.1.3,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(y(t)40　　as　　t　9･α),

[uD=φ　　if　o<s≦p(t).

(Jt))d　　fol゛311y　t　sllfficielltly　1゛ge'

ln　the　general　casej

one　wi11　Prove　Assertion　l　similarly.　　　Thus　we　may　aPply　Lemma　6.1.1

to　obtain

c゛‘p(t)゛e°disJt(Jt)≦゜e%゛1(cllb(Jt'p(t)'e))'

is　as　in　Lemma　6.1.1.　　　Consequently,　we　have

　c゛゜p(t)‘e°diamJt(Jt)゛O　　as　t　4cx).

Recall　that　the　height　Parameter　　cy　　of　the　6-1ift　of　○　satisfies

　　　　　　　　　　　O〈cy(t)〈(J:(t)　　for　all　t　c[0,･={),

where

Note　that

+
　
･
w

　
{
)

(t)
-

- (6exP Å 　　　　ω゛)/(1　-　66.).
@[0,t]

　　　　　　　p(t)/(4(t)･　゜po(1‾64)/6(1゛゛p04)'

which　is　constant.　　Hence　we　have

　　　　　　　°:(t)゜disJt(Jt)゛O　　as　t　4･　cx),

and　thus

　　　　　　　(y(t).diam(J　　　　　　　　　　　　Jt

using　the　fact　(y(t)9･0

t)

(t

4･O　as　t｡c｡.

4‘　()　again,　we　obtain



(y(t)(･(diam
　　　　　Jt (Jt)゛‰ )40　　as　　t゛゜),

which　in　Particular　Proves　Assertion　1.

　　　　Assertion　2.Jgl　e　j£Jtin_λ5j£μ｡1pm1.

jp4gjJIL

　　　　　　　　　　　　　　　　F　:Je)([O゛e]゛V

Then　there　exists　an
---‐-

MMJLSUjf£a5JhtJmQ_Q)�1tipn5(i)-(V)JtjJLLeJm16.2.2,JMqJT1Jhat

£tJm4Q　F(Je)(e)j-s-._qQntained_1n∠the_1eaf　L(z)-through.z.

　　　Proof.　lt　is　clear　that　the　Point　@(e)and　the　number(J(e)bave

the　following　ProPerties　:

　)

y

　　　　　　%c7(e)(⑥(o))6R　　for　Oss<1;

　　　　　　‰e)(@(e))oj(2)゛
For　any　x　c　Je　j　by　definition　there　exists　a　Cl　curve　○:[0,T]゛V

such　that

　　　　　　@(o)=&(o);　x=@(y);　lm④cJe;μ(1)I0　1　fol`　1(o･　1]･

and　such　that　the　length　of　§,which　is　equal　to　T,is　smaller　than

ol`　eq1131　to　di3%e(JO)'　　　Then,　by　Corollary　3.1.2　the　tangential　curve

@　has　the　(J(e)-1ift.　　　Furthermore,　from　Lemma　3　.　1　.　1　(and　the　Proof　of

Corollary　3.　1　.　2)　we　know　that　its　height　Parameter　is　smaller　than　or

equal　to　　cJ(e)/(1　-　K'(y(e)'T)j　　which　is　smaller　than　　n｡j　　because　our

assumPtion　concerning　　o　　imPlies

　　　　　　　　　　　　　　　nj(((y(o))‘-7･

No゛･no　this　act･3PPlyillg　Le=3　6‘2.3　to　Je･⑥(e)　and　each

number　in　[0,(J(e)],　one　can　easily　construct　an　immersion　　F　:　Je　)(　[Oj　e]

゛v　with　the　required　ProPerties.

　　　To　aPPly　Lemma　6.2.2,　moreover,　we　need　:

　　Assertion　3.　Jj£JnEyQnR(XUt-cQmpne､nt　WI　Jf　f'1((-,V]),

there　exists　a　point　　z゛　of　v　and　a　real　number　　n゛　such　that
〃㎜-〃-Ms4㎜〃aWSOr-ヾ-wr　y4&〃¥~5　--f4.･|･･-&J5-.=-.､M⇔　　　　　　〃　　　　　φ=W9“4-&-4W4u~←-〃97---=･→-~g〃⇒---　--W=4〃9　=-4〃　　　　　4〃4゛j　-　W4d〃WIW〃.~.=J≒.jnfW6-

　　　　　　lh゛　!　(‰'　2゛Z　R'　%n'(2')　6R　_fqr　o<s≦1,　9t

　　　　　　　　　　?n゛(z゛)c　w''　　　　　　　　　　　　　＼

y
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Proof. Since　ΣO°φ゛　for　such　a　set　　W゛　there　exists　an

admissible　tangential　curve　⑨:[0,0　9･　v　with　the　image　contained

in　W゛.　Then　since　v　is　comPact,there　is　a　limit　Point　of　⑤j　i.e･j

n

a　Point　　y　　of　　v　　such　that　any　neighborhood　of　　y　　in　　v　　intersects

the　curve　@.　Using(V)of　Lemma　6.2　.　1　and　the　fact　that　f　@(t))4-

(t　゛゛)j　　we　see　that　y　Z　R.　　Thereforej　　since　R　is　oPen,　taking

t　　sufficiently　large,　we　have　aPoint　⑩(t)such　that　the　oPen　ba11

around(B(t)with　radius　c｡,where　c｡is　as　in　Lemma　5.1.1,　intersects

v　-　R.　　Then,　we　can　find　a　Point　　z゛　of　v　-　R　and　a　real　number

n゛　with　the　required　ProPerties.

　　　　We　are　now　ready　to　Prove　our　lemma.　　　Consider　the　disjoint　union

　　　　　　　　　f°1((“(゛)゛V])゜wuwl　U　゛¨　U　wm゛

where　each　　W.　　is　a　connected　comPonent　of　f
　　　　　　　　　　　　1

the　connected　comPonent　of　f
-1

-1
((-,V]),and　W　is

((-･=･,V])　containing　the　image　of　@.

APPlying　Assertion　3　to　each　WP　　we　find　a　Point　　zi　of　v　and　a

real　number　　ni　　having　the　same　ProPerties　as　the　given　　z　　and　n.　　　Let

㈲.:
　1 [0,cx･)9･　v　be　an　admissible　tangential　curve　starting　at　　z1,　and

1et　J(bi(t))be　the　゛ehl　thl`ollgh≒(t).　　　The　aTguments　in　the　Proofs

of　Assertions　l　and　2　show　that　for　each　　i,　there　exists　a　Positive

11°bel`‘Wi　s3tisfyillg　the　follo゛illg　co゛ditioll　:　for　almost　every　　e　　in

[Wij　y)√　there　exists　an　immersion

　　　　　　　　　　　　Fi　:J(bi(o)))([O's]゛V

with　the　same　ProPerties　(i)-(V)as　in　Lemma　6.2.2

Taking　a　real　number　w　　so　that

゛`'(゛iMf(@(W))･f1%(≒))･‥'･fm%(‰)))･
and　so‘that　　w　　is　aregular　value　of　　f(in　other　words　f‾1(w)is　a

　●

union　of　nonsingular　veins),and　aPPlying　Lemma　6.2.2　to　rl(w)/which

has　a　"nice　fehce",　we　conclude　that　the　leaf　　L(z)　is　comPact,　which

Proves　Lemma　6.2.4.



Remark　6.2.3.　　　With　the　same　hyPotheses　and　notation　of　Lemma

6゛2‘1'if　C1(Σ1 n　R)⊂R,　and　if　a　point　　z　　of　v　and　a　real　number

n　satisfy　the　conditions(i),(ii)of　Lemma　6.2.4,then　the　leaf　L(z)

through　　z　　is　comPact.

　　,　This　may　be　seen　as　fol　lows　.　　　From　Remark　6　.　2　.　1　,　we　see　that　the

one-form　　ωIR　　on　　R　　can　be　written　as

ωIR　°　Pa,
●

where　　P　　is　a　Positive-valued　function　on　　Rj　　and　(x　　is　a　nonsingularj

closed　one-form　on　　R.　　　By　Lemma　2.2.1,　for　each　leaf　N　　in　　R,　we

have

　　　　　　　　　　　　ω゛IN=d(1og　PIN).

Usillg　this　3｢ld　the　co゛P3ctlless　of　C1({1　nR)'　゛'e　find　a　real　number　△

such　that　for　any　leaf　N　　in　R　　and　a　first　integral　　g　:　N　9･　R　of

ω゛IN　with　g　O(N))=0,　where　7T　:　R　4･　S

we　have

1(P)isasin　Lemma　6.2.1,

g‘((‾゛･△D　rl　Σ1°φ゛

Using　this　fact　,　we　can　find　a‘　Point　　l　and　a　number　i　　satisfying　a11

the　conditions　(i)-(iv)of　Lemma　6.2.4,and　such　that

Consequent　ly　,　our　assertion　follows　from　Lemma　6.2.4.

l≒L(z).

　　　　　　Lel°a　612°5'　SuPpQse'゛ΣO゛φ'　　Jf_jjTle£e_exis{_twQ_distinct
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j

゛£Qmpaqt｣£aveE　KP　K2j　lhJaTLa.eJngamle｣λQtwQen　K1　-Jnd　K2-UJTlpt

1ess　than　　C　　　　where　　C　　　i
ー--------ー-ー　μ　　‥‘--9　　&　-

th Same　C nstant　as　in　Lemma　5　.　1.1.　　1n
W←〃〃W〃〃〃W〃=¶-〃-･〃　　　　　　　　　←W

.pa£UJuμΓ,thtJum&LJΣc.QμPjKtJgwQ£Å£JjJ1£tf.

Proof lf　there　were　two　Points　　xj　y　such　that　　x　c　KP　　y{　K2j

dis(x･y)(　C｡.　then　by　Lemma　5.1.1　there　would　exist　a　real　number　　n

such　that　lnl()4･1()()6　K2‘　OIl　the　othel゛　h311d･　by　Le=3　4゛1‘4'

there　exists　an　admissible　tangential　curve(§i):[0,0　゛　v　with　the

initia1　Point　x.　　By　Lemmas　4.1.2　and　4.1.3,　the　n-1ift　of(j),which

μ



is　contained　incomPact　　K2j　　would　aPProach　comPact　　K1゛　This

contradiction　Proves　our　lemma.

Proof　of.Theorem　l　L　　　Let　P　c　Σn゛

6.2.1,　we　know　that　　R　　is　a　Cr

7
z
/

{
Q

and　let　R　be　as　in　Lemma　G.2↓U&mJk

fibre　bundle　over　　S≒　　whose　fibres

are　noncomPact,　simPly　connected　leaves.　　　Hencej　　the　required　imbedding

is　given　by　the　inclusion　maP　R　C　V.　　This　Proves　(i)-(iii)of　our

theorem. Let　　z　be　a　Point　of　C1R　-　R.　　　ln　order　to　Prove　that　the

1eaf　through　　z　　is　compact,　we　consider　the　subset　　Q　of　['TI｡j　n｡]

consisting　of　those　Points　　s　　such　th?t　?s(z){　R゛　where　r4　　is　as　in

Lemma　4.1.3.　1t　is　clear　that　Q　is　oPen　in[-n｡,n｡],and　E　c　clQ　-　q.

Hence　there　is　an　infinite　sequence　qP　q2　゛　゜　゛　'　j　qi　゛　Oj　　of　Points　in　q°

Taking　a　subsequence　if　necessary゛　we　may　assume　that　every　qi　　has　the

same　signj　　say　every　　qi　　is　Positive°　　We　sha11　Prove　that　there　exists

qi　such　that　(O'qi)c　q゛　Thell'　Pllttillg　n　°　qi　'　8'11d　3PPlyillg　Remark

6.2.3,　0ne　wi　l　l　prove　that　the　leaf　through　　z　　is　comPact　.　　　Now,　suPPose

that　for　any　　qP　the　interva1　(O'　qi)　were　not　contained　in　q.　　Then

for　each　　qP　there　would　exist　ri　such　that

　　　　　　　　　　O(I゛i(qi'　(1゛i'qi)c　Q'　　I゛i　/　Q°

By　Remark　6.2.3,　the　leaf　through　　9　(z)　would　be　comPact.　　　Hence　we
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

should　have　an　infinite　number　of　comPact　leaves,　which　contradicts

Lemma　6.2.5.　　　Finally,　for　any　leaf　　L　　in　R,　we　sha11　Prove　　C1L　-　L

°　C1R　-　R.　　　Let　　z　c　C1L　-　L.　　From(V)　of　Lemma　6.2.1,　we　see　that

z　Z　R.　　　Hence　　z　G　C1R　-　R.　　Conversely,　1et　　z　E　C1R　-　R.　､The　same

argument　as　in　the　Proof　of　Assertion　1,　Lemma　6.2.2,　shows　that　　z　e　C1L.

Hence　　z　c　C1L　-　L.　　　This　comPletes　the　Proof　of　Theorem　II.

6　3゛　　The　rationality　of　ω1　1　Ki　゛　　We　sha1　1　Prove　:

ProPosition　6.3.1.　XUhjJT19JyPothQ5Qs‥jlndJTIμat_1Qy.Qf.-JhewQmII,



for　the　"1imit"　comPact　leaves　　K･　,　i　°　1　･･･　　m　　theone-forms　　ω゛IK.‾‾‾‾‾‾‾‾}　　　}　　j　｡.-----‐-------,----,･,----　　　　　　1

Jrt-£at£on3J'i゛e゛'£m-`anyJoint　2　Qj£Ki∠there-exists-an-oPeILset

S　jJ!　Ki　£､QnJta£nin£　　z,　.anjd_a__funcjtion　P　:　S｡R　Ju.ch｣:haJt1　ω゛IS　°dP,
JgLJygryJnvQlse_1mage　P'1(V),　V　6R,　i£JomPact､･

　　　　Proof°　　For　simPlicity　of　notationj　　put　　K　°　Ki°　　ln　order　to　make

the　method　clear,　we　shall　first　go　through　the　Proof　for　the　case　when

ω゛IK　is　nonsingular,　in　other　words　　K　n　Σ　=　φ.　'　ln　that　case,　we

have　at　once　:

　　Assertion　1.　Jhl(L£xiiUJUt;μhu!a7Lneighborhood_　T　Q£　K　Jnta.

prpjjgU9　x　:　T　9･　K　jjUhJJIJt　T　n　Σ=φ,jmtJλdLUIM_

　　　　(i)　x　is　--cmμtible　゛ith　x'　i　゛　e'　'　JgJJm　)(6　T'　xjxx)゜O'

where　x　:　T(V)9･T　　(K)　is　the　induced　maP　･
‾‾‾　゛　X　　　X(x)　'‾‾‘‾　‾“‾‾　゛

　　　　(ii)‘foE-･any　)(6　T'∠tht･･t311gellt-sllbsPace‥o£　TX(V)　dgμnO･J£

ωx　°　ω;　゜　Oj　AsJlaPPed-by　xi　jbtp--&-subsPace-o£　TX(x)££aqienUy-

close　to　the　subsPace　defined　by　ω　　　　゜ω゛　　゜O.
------^-ー‐----‥---゛‘‥-“-----　　　^゛　X(x)　　X(x)

　　　　On　the　other　hand,　the　Proof　of　Theorem　H　shows　that　for　the　K,　T

above,　there　exists　a　nonsingular,　comPact　vein　　J　　contained　in　　T　　and

an　immersion　F　:　J　X[0,e]4　v　such　that

　　　　(i)　　the　restriction　FIJ　XO　is　the　identity　;

　　　　(ii)　for　each　s　6[0,e],　the　image　F(Jxs)　is　contained　in　a

leaf,　and　F(J　X　E:)⊂　K　;

　　　　(iii)F　　is　"tangent"to　　x,　more　precisely,　for　each　　x　6　J,

there　exists　an　imbedding　　p　:　[Oj　s]゛R　　satisfying

　　　　　　　　p(O)=0,　F(x,s)=1)(s)(y)　for　all　s　･Ξ[0,ε].
Since　　x　is　a　Proj　ection　comPatible　with　　xj　　the　restriction　　xlJ　:　J

゛K　is　an　innersion.　　Furthermore,　from(ii)of　Assertion　l　it　follows

that　forany　　x　6　J,　the　subsPace　xμTX(J))of　TX(x)

to　the　vector　　Y
X(x)'

i.e･,　does　not　contain　YX(x)

(K)　　is　transversa1

　Using　the　immersion

μ



F, we　see　that　the　cohomology　class　[(XIJ)゛ω゛]c　HI(J　;IR)　is

trivia1. Consequently,　our　assertion　follows　from　ProPosition　2.2.2

For　the　Proof　in　the　case　where　　ω゛IK　has　singular　points　,　we

introduce　the　following　word　:　A　tubular　neighborhood　T　of　the　comPact

leaf　Kj　　with　a　Projection　x　:　T　゛　Kj　　will　be　said　to　be　"nice"if

　　　(i)　x　iscomPatible　with　　x　;

　　　(ii)　fol`311y　)((T‘(T°Σ)'　the　slJbsP3ce　of　TX(V)　defined

by　ωx　°ω;　゜　Oj　　is　maPPed　by　　x｡　into　a　subsPace　of　TX(x)(K)゛hich

is　transversal　to　the　vector　YX(x)゜

lt　is　obvious　that　if　such　T,x　　exist,　our　ProPosition　follows　from

ProPosition　2‘2'2　againj　　because　　K　n　Σ1　°　φ゛　　ln　the　general　case゛

we　use　the　following　technique.　　　First.　take　a　　C
r+1

Positive-valued

function　h　sufficiently　close　to　the　constant　function　m　so　that　the

critical　cycle　　l　　for　the　comPletely　integrable　one-form　l　°hωj　　is

transversal　to　　K.　　　Using　the　fact　that　every　Point　of　'Σ　has　an

7‘chart　of　"tyPe　(λ)"or　of　"tyPe　(i,μ)"(see　ProPosition　4.1.1),

one　has　such　a　"deformation"of　ω.　　　lt　should　be　also　noted　that　l

defines　the　same　leaves　as　　ω,i.　e･,　any　leaf　of　(V,l)　is　a　leaf　of

(V,ω),　∂-nd　vice　versa..　　Next　,　change　the　vector　field　　x　　to　a　Cr

vector　field　　l　with

suitable　neighborhood

ω(X)=1　sothatforany　p6Knl　anda

U　　of

=a(x)(∂/∂x

P　　in　　vj　　5?　　is　exPressed　on　　u　as

n+1
),

where　　a(x)　is　a　function　on　U,.　and　　(U,f　;　x1,‥･,xn+1)　　is　an

7　-chart　of　tyPe　(λ)(λ=0,1,‥･,n),for(V,l).　Noting　that

since　　l　is　transversal　to　　Kj　　ahy　Point　　p　　of　　K　n　l　is　not　of

tyPe　(λ)j　　and　using　again　the　fact　that　for　λ=　0,･‥,n,　every　Point

of　type　(λ)has　an　7-chart　of　tyPe　(λ)for(V,l),one　obtain

such　a　vector　field　l.　　　Now,　from　the　ProPerties　of　l,　it　follows

that　　K　has　a　"nice"tubular　neighborhood　with　resPect　to
Q.,　a,

ω,X,　and

9
/
/y



=φ{k-tkux4UMtPmt≒

hence　that　　(l)゛IK　　is　rationa1　,　where
l'　゜　'jj'Using　the　relation

　　　　　　　　　　　'(l゛-ω゛)K=d(1og　hlK),

we　conclude　that　　ω゛IK　is　also　rationa1　.　　　This　comPletes　the　Proof

of　ProPosition　6.3.1.

6.4. Proof　of　Lemma　6.1.1. With　the　notation　in　6.1,　we　have

the　following　lemma,　which　imPlies　Lemma　6.1.1.

Lemma　6.4.1.

(i)　Ther9___945t　tw9

1nequality
-`“‘''r`'゛　　-゛‘　'`-ヽ●

holds　for　an

ositive　constants　　c
---------------------

cl‘diamJ

1ar　　　comPact-,,ー､-j　-―､｡----.ー､.｡--

diamJ

(J)≦mes
n-1

(J)

d1
P

such　that　the
･s`-Jm~ゝ〃-〃μW〃〃=･ar　㎜a●゛゛`゛'≒-

yUR　J　SUMyjb&.

(J))d1°

(ii)‘LfT'ΣO゛φ'-3n4　Σn-1

ants dP

nOnSln

　MU3!

c2'μ゜IIles゛1(J)s　°e%(oJ4J[j)

const C2゛

holds　for　O〈μ≦e　and　for　anynonsingular　　　comPact　vein　　J　　satisfyin°7'″　f　‘`~φ゛゛゛゛‘〃-=　　　　　　　　　　　　　?'‾゛‾゛‾'゛'`゛`‘゛←~･=s“　-゛~'-･`'“''-“゛“---'-'''`'　'-“゛-`''j　-‐-､　､‥　､----‐.----　　　-------､--a

the　fol　lowing　conditions
----゛゛`゛~“''`゛=“7"　･‘‘~`“←‾･rW　･　FW-4a　-¥9j-･　--･-srf㎜〃〃¬49W〃a､4Jja4W=㎎●

ー
ー

diamJ (J))d1

JnJ[u]=φ for　O<u≦μ.

(iii)There　exists　a　positive　constant　　c　　　such　that　the　inequality
　　-‘ヽ------ー-'----･--'----`-`--'-'-----―-　3--…-ー`--‘ー---ー'---･　''-‥`'-'''‘''゛

c｡゜(y‘mes_(H)≦　mes

holds　for　O〈(J　≦　1　and　for　an
¶-'S　‥　-･･w゛　　　　　　　　　　　　　　　㎝s-〃㎝〃〃〃y〃~==w~〃〃-゛``←〃㎜〃゛fw`~=〃←=

with
--

without

1n

C

11゛　1　(OJ≦js(H〕〕

･act　n-submanifold　　H　　of　　v,J〃㎜z･=〃W〃｢W･⇒･W゛WS⌒=9=`　゛=`=‾W〃　■%%〃4　15==〃　　　　〃==･W,

boundgy,.｡_ji4tiitjtJh･_9U9jjn£_£9μ1UQn5:　H　i5

1e
〃J←-〃¶

af
〃〃〃〃〃

　･　and
､J-｡‥.--｡

Hn%(H) φ for　O<　s　≦(J.

O｢

contained a

-

-

j/
Q

We　shal　l　first　prove　the　part　(iii〕.



　　　　Proof　of(iii).　　lt　is　obvious　that　there　is　a　Positive　constant　!

such　that

a゛mesn〔D)　≦　mesn(4(D))

for　O　≦　s　≦　1　and　any　imbedded　closed　n-disk　D　in　v.　　Thenj　　Put

b　゛　゛ildx%(x〕゙()(s(x)|(゛s)j)J

the　minimum　being　taken　over　all　　x　in　v　　and　all　　s　　in　[O｡11,

where　　Px　　is　the　subsPace　　ωx (O)of　TX(V)'311d　xψ
　　　　　　　　　　　　　S

is　the　orthogonal　comPonent　of　the　vector　　x
(x)

(x)|(S)j)x

to　the　subsPace

%
)゛PX°　　Then　it　is　easily　verified　that　　c3　°　ab　　is　the　required

The　part　(iii)is　proved

(S

constant.

　　Proof　of　(i).　Let　T゛,F　be　two　Y-Preferred　neighborhoods　of　Σ

such　that　Clh　⊂T゛(see　4.2　for　the　definition　and　the　existence〕.

Let　bi,≒,≒be　the　same　constants　as　in　(V)of　Defynition　4.2.1,
i.e･,　satisfy　the　following　conditions　:

(1)

(2)

(3)

diamJ゛ (J゛)〈bl　　for　any　T`゛―vein　J゛　;

di3ly(})(≒

mes
　　　n-1

Let　WP°゜゛j　Wm

(2μ))≒

for　any　l`゛-vein　:y゛　;

for　any　noncomPact　l゛-vein　j゛'.

be　oPen　sets　of　v　such　that

　　　　　Q｡,

V=T゛U　　U　W

1≦i≦m
P

Σn　C1(　u　w.
　　　　1≦i≦m　J

)=φ｡

be　a　Lebesgue　number　of　the　oPen　covering　`{l゛゛　W1゛¨'゛Wm}'

　　　　　　6　°゜ill(61'62/2)'

is　the　distance　between　the　sets　l゛　and　v-T゛‘.　　Then,　since

)=φ,　there　is　a　Positive　constant　△　such　that

meS
　　　n-1

(BJ()('6)))△

Let　　61

Put

where　(S2

Σn　CI(　u　W.
　　　　1≦i≦m　J

for　any　　x　6　　　U　　W'　satisfying　　BJ(xj　6)　c　　　U　　W°　゛　where　　BJ　(x゛6)
　　　　　　　　　　　　.｡･｡1　　　　　　　　　　　　､.,._1

1≦i≦m 1≦i≦m

7
/
'
`

/
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(J))d1

denotes　an　oPen　ball　in　a　vein　　J　　through　　x,　with　center　　x　　and　radius

6.

have　the　required　ProPerties.

　　　　Nowj　　let　a　nonsingularj　　comPact　vein　J　　with　　diamJ

given゛　　Put　　λ　゛diamJ

we　sha11　Prove　that　the　cost゛ts　ddined　by

　　　　　　　　　　　c1　'lli11(△/26'　≒/bl)'　　dl　°≒'

be

(J).　　　Since　　J　　is　a　closed　manifold,　there　is

a　curve　Y　:[0,λ]゛J　which　is　a　geodesic　in　J　and　is　parametrized

by　arc'　1ength,　and　is　minimal　in　the　following　sense ●

●

(Y(t),Y(t゛))=　lt　-　t゛l　　for　any　t,t゛6[0,λ].disJ

Let　　s　　be　an　integer　satisfying

　　　　　　　　　　　　　　　λ/26≦s〈(λ/26)+1,

and　Put　tO　°　O゛　t1　°　26j゛‘゜j　t5-1　°　2(s‾1)6　°　　Denote　by　E　the　set

of　all　elements　　i　6　10j°゜゜゛s‾1}'such　that　　BJ (Y(ti ),6)ny≠φ,

゛hel`e　BJ(Y(ti)'6)is　the　oPell　b311　ill　J'゛'ith　celltel`T(ti)3lld

radius　　6　.　　　Put　　Ec　°　{0,‥゜,s-1}-　E,　and　denote　by　#E,#Ec　　the

numbers　of　the　elem9nts　of　the　sets　　Ej　Ec.　resPectively.　　　Then

　　　Assertion　1.　(a)　∠UL.i6E,!MIRJ(hy!

　　　　　　　BJ(Y(ti)'6)゜J‘l　y　Z　φ'　　BJ(Y(ti)'6)cJ°T゛゜

(b)J{　i6E≒　th9μJ9.Myt

BJ (Y(t i)'6)‘IJOF°φ'　゛esn-1(BJ(Y(ti)'6))√△゜

Proof　of　(a).　　　The　former　Part　is　obvious　.　　　The　latter　Part

follows　from　the　facts　that　disv (F'V`T゛)≧26'　disJ()('y)≧disvO(･y)

for　x,y(J.　　Proof　of(b).　　The　former　Part　is　obvious.　　　Since　　6

is　a　Lebesgue　number　of　the　oPen　covering{l゛j　WP゛゜゜゛　Wmh　we　have

BJ (Y(ti)'6)cJ .
J

for　　i　6　E`.　　　Hence　the　latter　Part　follows　from

the　definition　of　　△.

　　　　0n　the　other　hand,

　　　　Assertion　2･　-WEμnyJLμjjpinLwEi9Tk

Jnl゛゜j'i　U　°‥　U　2rl　,

£
Z
6



where　each　}?　　is　a　noncompact-　t゛-vein-w£th　mes
'`''‾‾''･'‾゛'‾‘‾‾“　J　`'`‾‾‾'‾`‾‾'“‾‾‾'゛'゛‾'`‘゛゛ ｡-1(々)d5

We　sha11　Prove　that　a　connected　comPonent　　l゛　of　J　n　t゛,Proof.

which　is　by　definition　a　l゛-vein,　is　noncomPact.　　　Then(3)above　wi11

imPly　　mesn-1
　Q,　　　　Q,　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Qj

(J゛)>b5.　Now,suPPose　that　J゛　were　comPact.　　　Then

3'･　would　coincide　with　　J.　　Since　　diamw(})(≒　by(2)'　゛e　sho゛ld
have　　diamJ

Proved.

(J)(≒゛d1'　゛hich　is　3　coj゛dictio`Assertion　2　is

Now,　for　each　:y;　,　j　°1,‥゜,k,　since　l゛⊂　T゛,　there　is　a　T゛-vein

J;　　such　that　　:y;　c　J;　.　　　Thenj　　for　each　J;　j　　since　Y　　is　minima1　･

and　　diamJ゛

　　　　　　　　　　J
(JP(

satisfying　　BJ

P
we　observe　that　the　number　of　the　elements　　i　6　E

),6)⊂JJ,　is　bounded　by　bi/2(s.　From　Assertion　1　(a),(Y(ti

we　know　that　if　i　c　E,　then　B

J(Y(ti)'6)iscontained　in　some　J}
j　°　1μ‥,k.　　　Consequently,　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　#E　≦　kbi/26.

Since　　J　　contains　a　disj　oint　union

.U　c　l5J

1{E

(Y(ti)'6)1J

by　Assertions　1　(b)and　2,　we　have

Since#E･26/bi≦

　　　　mesn-1

Since　s　=　#(E　U　Ec

meS
n-1

meS
　　　n-1

(J)>(#E

k,　it　follows　that

(J)>(#Ec

　
･
w
･
J

j

and　hence

　　U

1≦j≦k

c)△+k≒.

)△+･･E･(26/bt)E

　)(#Ec　+　#E)･min(△,(26/bi)≒).

),　and　s≧λ/26,　we　obtain　finally

(J)>λ･min(△/26,≒/bi)゛c1゛disJ(J)･

which　Proves　the　Part　(i)of　Lemma　6.　4　.　1

Proof　of(ii).　　Let　T゛　be　a　Y-Preferred　neighborhood　of　Σ,　as

before. Let　　S　be　an　oPen　set　of　v　　such　that

　　　　　　　　　　　Σ⊂S⊂C1S　C　T゛

2
､
J

/
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Put

●

6　°disv (s,V-T゛),　!=　min　HY　H,　e=a6.
　　　　　　　　X(V-S　X

lt　is　easily　verified　that　there　is　a　Positive　cons£ant　c1

the　inequality

　　　　　　　　　　cl°μ゜゜e%'1(G)(“le%(osLpG[j)

such　that

holds　for　O(　μ　≦　e　and　any　comPact　or　bounded　oPen(n'1)'manifold

G　　which　is　contained　in　a　vein　and　satisfies　the　conditions

　　　　　　　　Sn　　U　G[u]=φ,　GnG[u]=φ　　for　O<u≦u｡
　　　　　　　　　　　O≦U≦μ

N9w,　for　this　constant　　c;　　and　the　same　constants　　bF　bF　bF　di

as　in　(V)j (゛iii)of　Definition　4.2.1,Put

　　　　c2　°　111ill(c1'dib5/b;)'　d1　°bF

We　sha11　Prove　that　these　　c2゛dP　and　　e　　above　have　the　desired
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

proPerties.

　　　　Assertion　1.　　JjΣλT･　-yQin　J･l　s｡atisfies-

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Sn　　u　J゛[u]Zφ,
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0≦u≦e

a9Th

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　U　J゛[u]c　T゛.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0≦u≦e

　　　　TO　Prove　this,for　an　admissible　tangehtial　curve　⑨:[0,T]゛Vj
　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･

note　that　if　lm③nSZφ,and　lm③n(V-T゛)Zφ,then　T≧6,

and　that　if　lm④nS=φ,then

5

@{0,T]

Z　=

T
　
　
　
O

C
ー
j %(t)|l　dt　≦　'aT　.

Then　we　observe　that　if　⑨;[0,T]9･　v　is　an　admissible　tangential

curve　such　that

lm@nSZφ, C
4
)

then　lm⑨c　T゛.　This　Proves　Assertion

,[0,T]

1.

≧　-a6
‐

- -ej

y
/
{
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W

tb9R.

Assertion　2.　　1f　a　nonc act　T゛-vein　J゛

　　U　J゛[u]⊂T゛,
0≦u≦e

U　J゛[u])>　c､゜μ゛mes
O≦U≦μ

●

satisfies
F←･W゛W　〃　j〃〃　~'WW㎝

(J゛)　J!Qt　O<1』≦e.

Proof.

11esn(
n-1

Let　　L　be　the　leaf　containing　the　set　　　　U　Jt[u],　and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O≦u≦e

let　　L゛　be　the　connected　comPonent　of　the　subset　L　n　T゛　of　L,

contalnlng 　u　J゛[u].　Let　Q　be　an　imbedded　closed　n-disk　in　L
O≦u≦e

containing　L゛　,　and　let　h　:　Q　4　R　be　a　function　satisfying　ω゛IQ=dh.

For　O(μ≦e,let@:[0,T]゛v　be　an　admissible　tangential　curve

such　that　@(O)c　J゛,③(T)6　J゛[u].　Then　it　is　clear　that　lm④⊂T゛.

Put　　ht゛h(§(1)).　　lt　is　clear　that　l°③c　h'1([hT'　hO])'311d

U　゛　hO　'　hT　'　We　dellote　by　((h

of　the　subset　　h‾1
([hP　ho

'1[hP　hO]‘I　T゛))　the　connected　comPonent

D　nT゛of　Q,containing　lm③.　　Using　the

assumPtion　'Σ11-　1　°　φ　　and　the　ProPerty(vii)of　T≒　　one　can　Prove

　u　J゛[u]=((h`1

0≦u≦p

([hT' hoD‘I　T゛)).

Thell･by　the　ProPerty　(viii)of　T゛,we　obtain

-1

mes｡､(　u　J゛[u]〕≧dt･u･　infmes
O≦U≦μ

　　　　----4-　　･-●VV

t6[0,7]　n-1
((hsl(ht)゜T゛))･

)n　T゛))　denotes　the　connected　comPonent　of　the　subsethere((h

h‾1

(ht

(ht)o　T゛　of　Q'　collt3ihillg　the　Poillt　@(t)‘　　lt　is　clear　that
　　　　　〃

((h‘1(h
t)゜T゛))　is　3　T゛゛eill゛　　F゛゛thel`Irlol`e'　11sillg　the　PI゛oPeny(゛i)

of　T゛‘　　and　the　assumPtions　that　　ΣO　s　φ゛　and　　J゛　　is　noncomPact゛　we

know　that　this　T゛-vein　is　also　noncomPact.　　　Hence　by　the　ProPerty(V)of

T゛,　we　have

　　inf　　mes
tc[0,1]　n-1

((h'1
(ht)゜T゛))≧b5)(b5/b;)‘゛esn-1(J゛)

From　this　and　the　inequality　above,　we　obtain　the　required　inequality

Assertion　2　is　Proved.

　　　　　Now,　1et　　p　　be　a　Positive　number　≦　e.　　　Let　a　nonsingular,

F
/
6



comPact　vein　　J　　such　that

diamJ (J)>bi,　JnJ[u]=φ　　for　　O<u≦Rj

be　gi゛ell.　　Thel1　11sillg　Assertion　2　in　the　Proof　of　lEhe　Part　(i)and　the

proPerty(ix)of　T゛,　we　have　a　disjoint　union

　　　　　　　　　　　　　　　J゛GUJtU‘‥　U　J;t　,

where　G　　is　a　comPact(n-1)-submanifold　of　J　　such　that　G　n　T゛=　φ,

and　each　Jt　　is　a　noncomPact　T゛‘vein.　　　lt　is　clear　that
　　　　　　　　　J

　　　　　　　　　　GnG[u]=φ,　JInJt[u]=φ　　for　O〈u≦p,j　=　1,‥･,k.

Furthermore,　by　Assertion　1,　we　kno`゛that　S　n　　U　G[u]゜φj　　and　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O≦U≦μ

　　　　　　　　o≦u≦μ　J

Hence　we　have

mesJ　u　J
O≦u≦p

O≦U≦μ

mesn(.､U　　G[u])>　c2゛p　'mesn-1　(G)゛
‘
　
･
w
･
J

　　“　O≦U≦μ

[u])>　c2'μ'mesn-1 (JP　　for　j=1,‥･,k.

Using　the　assumPtion　Σn-1　°φ　and　the　ProPerty(vii)of　T≒　one　can

prove　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　uJ[u]=　uG[u]u　u　　uJi[u]
O≦u≦p O≦u≦p 1≦j≦k　Osu4

is　a　disj　oint　union　.　　Consequently,　we　obtain

　　　　　　　゛sn(　'J　J[j)゛c2'F(゜esn-1(G)ヽ゛　　F　゛esn-1(JP)
　　　　　　　　　　　O≦u≦μ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1≦J≦k

-

- c2'μ'mesn-1 (J).

This　Proves　the　Part　(ii)and　comPletes　the　Proof　of　Lemma　6.4.1

7
'
{
Q
'
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{%

§7.　　Proof　of　Theorem　I　I　I

●

　　We　fix　an　ω‘Preferred　Riemannian　structure　and`use　the　notations

},ω゛　as　in　§5.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･

　　　7.1.　　　Proof　of　Theorem　III.　　　We　begin　by　recalling　a　definition

and　a　lemma　by　Reeb.　　A　leaf　L　is　said　to　be　1Q£aHy‐dQnit　if　for

some　Point　　x　of　　L,　the　closure　of　the　intersection　of　the　set

{ψs()())ls]≦1　and　　L　　contains　a　neighborhood　of　　x　　in　{%(`)}lsl≦1'

lt　is　clear　that　if　a　leaf　L　is　locally　dense,　then　for　any　Point　of

Lj　　the　same　ProPerty　as　above　is　satisfied.

　　　Lemma　7.1.1.1£Jht｡GQμJLJUt{eaf､M　Qjntains　a　19g(Uy

dense　leaf,.then.MjjlselfμJ9caUy　densQ

　　　This　is　Proved　in[6,p.108,(A,II,10)].　　　　　　　　　　　　　　`

　　　For　the　Proof　of　our　theorem,we　need　two　lemas.

　　　　Lelma　7.1.2.　　　SuPPose　that　　Σ　゛　φ.　　　Then　for　anynonemPty　oPen
　　　　　　　　　　　　　　'-‘-‥----ー-----ー-'　　n　　　　　　‾`‾'ー-‾`‘-‾‾‾‾‾゛''‾'‾゛''‾`‾'‾　゛`　　‾‾''

5ubsQt､U　Qf　v,--there-Jxist5-a　-point　x　--o£U　-such∠that-the〈L(1a£

-through　x　-　is-1ocally-dense,･

Proof. SuPPose　that　this　were　not　the　case,　and　let　　u　be　a

nonemPty　oPen　subset　of　v　　such　that　for　any､Point　　x　　of　　uj　　the　leaf
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

through　　x　　is'not　locally　dense゛　　Fix　a　Point　　xO　　of　uj　　and　let､h

be　a　positive　number　such　that　the　set　{%(`O)}lsl≦h　is　i゛bedded　ill　U

For　simPlicity　of　notationj　　we　identify　the　interval　['hj　h]　with　the

transversal　segment　　{9s ()(O)}ls　l　sh゛　We41so　dellote　by　L　(y)　3　1e3f

through　a　Point　　y　　of　v.

the　closed　subset

　　　　　　　　　　　　　　　　C1(L(x
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

Now,　by　assumption,　for　the　leaf　　L(x

)n[-h,h])⊂[-h,h]

does　not　contain　any　neighborhood　of　x
0

in　[-h,h].　　　Hence　there

O)'

y
'

/



e)(ists　311oPell　illtel`゛31　(31'b1)≠　φ　sllch　th3t

●

(3P　b1)c[‾h'h]'　(31'b1)『'C1(L(xO)o[jh'h])゜φ'

By　our　assumPtion　againj　　for　a　Point　　x1

the　closed　subset

CI(LO(1

of　(31'b1)　311d　3　1e3f　L()(1)'

)n[-h,h])⊂[-h,h]

does　not　contain　any　neighborhood　of　　x1 in[a P　b1 ],　and　hence　there

e)dsts　゛　oPell　illtel`゛1　(32'b2)Zφ　sllch　th3t

　　　　　　　　(32'b2)c‘[3P　bl]'　(32'b2)゜C1(L()(1)゜['h･h])゜φ.

RePeating　this　process,　we　obtain　an　infinite　sequence　of　Points　　xOj　xP

X2j゛゜゛　　in　[-h,h]　such　that　if　i　〈j,　then

X｡

　J
Z　C1(L(゛i)゜['h･h])゛

For　these　Points　　xP　　we　define　l?oints　　x7　of　v　　as　fol　lows　.　　Since
Σn°φj　by　Lemma　4°1°4j　theTe　existsj　for　each　xP an　admissible

t゛gellt131　clll゛゛e　%:(‾゜)'O]゛V　゛'1th　x(O)゜)(i°　since　　v　　is

coIIIP3ct　･　311　i�illiteseqllellce≒(O)･X(-1)･%(“2)･‥゜of　Poillts　of
v　has　a　convergent　subsequencej　　whose　limit　Point　we　denote　by　xi°

Thus　j　　we　have　an　infinite　sequence　　xJj　x7,　x;,゛'゜　in　v.　　　Let　　c｡　be
the　same　constant　as　in　Lemma　5.1.1.　　　Then　there　exist　two　Positive　integers

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αm)

i,j　with　i<j　such　that　the　distance　between　)(i　311d　)(j　issmalleT
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

than　‰/3.　For　these　i,　j　,　there　exists　a　Positive　number　　6　　such
　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　'

that

　U　9

lsl≦6s
0(j)゜C1(L(≒)゜['h'h])

-

- φ.

For　this　　6　　and　the　same　constants　　o,｡,T｡,r4,13.　as　in　Lemmas　4.1.2

and　4.1.3,　take　a　real　number　　T　　so　that

　　　　　　　　　　　l'｡≦T,　‰exP(-(4T)/(1　-　‰6.)〈　6.

that

T　<mj dis%(-m),x7)<Q/3.

jy



Hence　we　have

Let　k　be　a　Positive　integer　such　that

　　　　　　　　　　　　dis㈲('k),{)<ζ｡/3.

Put　　y=%(-k),z=9(-m).　Then　we　observe　that　.

　　　　　　　dis(y･2)s　dis(y･　{)゛dis({･　{)゛dis(x7,z)〈c｡･

Hence　by　Lemma　5　.　1　.　1　,　there　is　a　real　number　Tl　with　　hl　(　n｡　such　that

S(z)cL(y).Let⑤:[0,m]4　v　be　an　admissible　tangential　curve

defined　by

　　　　　　　　⑤(t)=9j(t-m)

Then　⑩(O)゜2'§(11)゜)(j'　ByLemma　4.1.3,　there　exists　the　n-1ift　④

of⑩with　heig　ht　Parameter　cy　satisfying

|(y(t){(㈲exP
o,t]

From　this　inequality　and　Lemma　4.1.2j

ω゛)/(1-　㈲6.),　t6[o,m].

it follows　that

|(゛(")|≦lnle)(P(゛(xβ)/(1-　lnl4).

　　　　　　|(J(m)|〈･‰exP(‐(4m)/(1-n｡6.)〈6.

0n　the　other　hand,　since　the　curve　④is　contained　in　L(y),and　L(y)

is　nothing　other　than　L()(i)'　we　conclude　that　@(m)=‘%(m)()(j)6L(≒)‘

This　and　the　inequality　obtained　above　contradict　the　choice　of　　6.　　　This

Proves　Lemma　7.1.2.

　　　　　Lema　7.1.3.　S9Pose　that　Σ　=φ.　Let　L　be　a　locally　dense　lea£
　　　　　　　　　　　　　　　　〃s4⌒→--→･　　〃=●〃〃〃=1w=~w=〃〃･-←¬=　　　n　　　　　　　　w●j　..㎜　　　　〃9ゝ1←j4　w===〃w〃●=〃.･=･“-“〃`~=　=j-々r“-　~｢~~wr〃　　』¶¶

,Jh｡en-theμy､exists-an-ol)en-subset-W　Qf　v　QQntaining　L　5μdLthμ｡.fQL_any

　J91My_9f　W,t&_μmwQ　QfJ　kg　thjr9JjL　y　Qtjlins　L.

　　Proof.　Fix　a　Point　x　of　L.　Let　④:(-,014　v　be　an　admissible

tangential　curve　with　③(O)゜xj　and　consider　a　Point　x゛　as　before,　i.e･,

define　　x to　be　a　Point　of　v　　such　that　any　neighborhood　of　x　　contains

infinitely　many　Points　of　the　set　⑩(‾i)}i°0,1,‥゛゛　Let　‰　be　as　in　Lemma

9
/
/
'
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5.1.1.　　　Then　there　exists　a　Positive　integer　　i　　such　that

　　　　　　　　　　　　　　dis(@(-i),x)〈ζ｡/3.

We　sha11　Prove　that　for　an　oPen　ba11　B　around　the　Point　④(-i)with
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

radius　　ζ｡/3j　　the　closure　of　any　leaf　through　Points　of　B　　contains　the

Point　　x.　　　Then　one　will　see　that　the　oPen　set　　W　consisting　of　those

leaves　which　intersect　　B,　has　the　desired　ProPerty(cf.　[6,P.106,

(A,11,4),(A,II,6)D.　　Now,　1et　yl　be　a　point　of　B,　and　let　E

be　a　Positive　number.　　　Then,　first,　we　take　a　real　number　　T　　so　that

　　　　　　　　　　　T｡　≦　T,　n｡exP(-(4T)/(1　'　n｡6.)(　ej

where　(4j　T｡,n｡j　6.　be　as　in　Lemmas　4.1.2　　and　4.1.3.　　Next,　　we

take　an　integer　m　　so　that

　　　　　　　　　　　T　<m}　　dis(@(-m),x゛)<　ζ｡/3.

Put　z =@(-m).　　Then　we　observe　that

　　　　　　　dis(y,z)≦dis(y,③(-i))+dis(@(-i),xn)+dis(x≒③(-m))〈Q･

As　in　the　Proof　of　Lema　7.1.2,considering　an　admissible　tangential　curve

⑤:[o,m]→･v　defined　by

　　　　　　　　　　⑩(t)=③(t-m),

we　concludc　that　the　leaf　M　　through　the　Point　　y　　intersects　the

transversal　segment　　{9 s(゛)}lsl≦E`　　　This　PI`o゛es　that　the　closure　of　M

contains　　x,　and　proves　Lemma　7.1.3

Proof　of　Theorem　III By　Lemma　7'1゛2j　　the　set　vo consisting　of

locally　dense　leaves　is　a　dense　subset　of　v,　which　is　oPen　by　Lemmas

7.1.1　　and　　7.1.3 This　proves　゛our　theorem.

---



§8.　　　Proofs　of　ProPositions　4.1.1　and　4.2.1

●

　　　　ProPositions　4.1.1　and　4.2.1　will　be　Proved　in　8.2　and　8.3

resPectively･

　　　　　　8.1.

.゛j　notation.

Preliminary　lemmas.　　　Here,　we　shall　use　the　following

Let　　On'1,　0n　　and　　On+l　　denote　the　origins　of　Rn'1,　Rn

‘G　and　{Rn+1j　　resPectively.　　　The　sets

●

On゛1 ×IR∠,　0nxR　are　to　be

understood　as　the　subsets　of　lRn+1.　　　Let　(x1,‥゛,xn+1)　be　the　standard

coordinate　system　of　RTI+1.　　　Denote　by　　x　　the　point　with　coordinate

(X‘1°゜゜j　x

On+1.

n+1 ).　　　Let　　u　be　a　bounded,　oPen　subset　of　IRn+1
contalnlng

Let　　f　be　a　Positive-valued　function　defined　on　uj　　and　Put

F　°　1og　f.　　For　a　C3 function　　g　defined　on　a　subset　of　Rn+1,　we

introduce　the　fol　lowing　notations　:

aig　°∂g/∂x≒　　i　°1゛゜゛゜j　n+1j

lOg()()H　°(aig　;　i　゛　1･'゜゜･○(n-tuPle),

I02g()()｣|　゜(gij()();i'j　°　1'゛‘゜'11)　(11)(11‾゜3tl゛i)()･

D3g((O(gijo()'j(le032g(J{1　1:::::　y1)
where　　g‥　゛　a2

　　　　　　　　1J

g/∂xlaxJ.

(n+1xn+1-matrix),

The　index　of　a　real　symmetric　matrix　is　defined　to　be　the　number　of

negative　eigenvalues. For　numbers　　aP　°゜　゜　j　am゛　we　denote　by

diag[aP°‘゜j　am]　an　m゛m‾diagonal　matrix　with　the　diagonal　elements

a､.゜゜゜
P　　　゛゛m°

Let　λj　μ　be　integers　such　that　O　≦　λ　≦n,　0　≦p　≦n-1

For　a　Positive　integer　　s　　and　an　oPen　subset　or,　more　generally,　an

(n+1)-iubmanifold　W　ofRn+1,　we　denote　by　rs(W)　the　set　of　a11　Cs

diffeomorPhisms　　Φ　:　W゛Φ(W)c　u　which　are　written　in　the　form

Φ(X‘j°゜゜j　x
n+1 )=(Φ1

(x),'‥,　Φ11(X),X
n+1

),　x£W,



with　suitable　rea1-valued　functions　　Φ

For　a　subset　S　of　R

denote　by　　Sb

　　　　　　　　　　　　a

4

the　set

　1

n

z　{(X‘`1゛゜゛j　x

●

1

defined　on　　W.

and　two　real　numbers　　a,b　with　･a　<b,　　we

n+1 )£IRn+11(x1.゛‘゛,xn){S,　a　≦xn+1　≦b}.

　　　　We　sha11　Prove　the　following　four　lemmas,　from　which　ProPosition

4.1.1　will　follow.

　　　　Lemma　8.1.1.　　　aL4)pose_that　f　isJ)f_£1as£..Cs,　s　≧6,　jm£

.sati　sfie5　t.he　£:)11owLing.cmlditi　ons　:

　　　　(i)　　IDf(O"1)H　=011　;

　　　　Gi)h2f(o゛1)H　isJu)nsingular-　and..._hasundex_　λ.

Tb､QILthQrw〃Uts_a_JdghborhQ･tw　ML　O

Φ{『
S-5

(w)jdtk　Φ(0

.£5､J?spr9j5μLa5.

　　　　　　　　(F･Φ)(x)=g(x

n+1

n+1

)=0
n+1

)-(x1)

n+1
andJLdjfaomo41hism

jMd-thatlthe-Junction-　F　°Φ=1og　foΦ

-‥･-　(xλ)2
+●●

　n
x

●+

+1

(XII)
2
　j

X　£W,
2

wLitL,a･-suitable-,function　g　-d.ePending　only　,,on,,,

　　　　　Lemma　8.1.2.　　　Suppose--that　　f　　is._o£class-C≒　　s　≧　11,　and　has･

JhtJo11Qwing-ProPβΓtie.s..:

　　　　　(i)　　H　af(O゛1)H　=OII　;
　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　(ii)D2f(o゛1)H　i£Jingu!.ajL-andJu5∠in!J.QX､μ　;
　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　.

　　　　　(iii)H∂3f(O゛1)1l　fs-Jonsingula£.

lhen,　there　,exists　a,　neighborho,o,(L　W　J,f　o

Φ　6　rS'8 (w).with-Φ(O"1 )=　OT1+1

n+1
an(La-d££feom(}-rPhisR

such∠th4t　th,e-function　F°Φ゜1og　f°Φ

_is_.-expressed_as_

　　　　　　(F･Φ)(x)=g(x≒?゛1)-(xl)2　-･‥-(xμ)2+･･･+　(xn‾1)2,　x　6w,

Wh,ere　　g　　is　a　Cs'8
fμn£Ugl_jφiμ(4ePQn45_pnly_Qm.x‘‘,x

is--tlsimLLart　to　functions(x
n

n+1
and

--

)3/3　±　xn゛1xn,i.e･,　　5atisfie.s_thQ

s-amt£o.nditions.(i),(ii)as-1n｣).efinition..4.1.1.

jy



{(x),‥･,♂{(x),?゛1),　x(Φ(Bj),

±1,　JMLsdLthat

andJL

(Ui)'x{Ψi

+‥･+　(xn)2,　x　6　B2,
2 -‥･-　(xλ)2n+1 )-(x1)

　　　Lema　8.1.3.　jupl)Q5£∠t{h£　f　jjLΩf-class　C≒　s≧5,and-

F　°　log　f　is-expressed-a3-

F(x)=g(x
n+1 )-(x1) 2　-‥･‐(Xλ)2　+･･･+　(XII)'2,　X　6U,

witL､a_suitable_funct1､Qn_　g　　dep,ending-only｣)IL　xn゛1.　Let　A　be_an.

j)Pen-subset　of　Rn containin&　Onj　and`Jet　UP　U2　tt-QP£ILsubset£゛^‘of

U.　　SuPpo-mthLther£｣1r£　£our　jreaJ　n11�ler5.　aj　bj　cj　d　satisfyin&

a<b<c<d,5uj7Lthat

m.

Ad

　a

S
ー

　
S

Ψ
･ 1

⊂U,　Ab

　　　　　a

U.
　1

゛Ψi

Jt-two_､diffeomorphisms__.of_clas£c

　　　　1　　　　　　　n+1
Ψi(x　,･‥,x )=(Ψ

⊂UP
Ad

　C
c　U2°

(Ui)c　RII゛　1　'　i=1,2,

s　　whUihJulQJ12(pjl;!15.se4JnJJML-£gm£

l(゛)'゜¨'　{6()'　{゛1()(゛1))･　)(e　ui･

whlyt　{　mJ:QJ2y4}uQ(Lμu£μo･-pR-　Ui'　Jnd-lh-Q--&nμiQ11s-{゛1
&μn4--Q111y‥oy　?゛1°　'S゛pPose　th3t　Ψi(Ui　‘1　(OII　゛　IR))゜Ψi(Ui)o(011)(R),

i=1,2　.　　SpRMLjRLt㎏_funqμpn1Fo(Ψi)‾≒　i°1j　2j　jUI£'

jlxPressed　as.

F°(Ψi)
-1 (`)゛gi(?゛1 )　-　(x1)2

=●●●=
(Xλ)2+･･･+　(XII)2,

with　suitable　functions　g.　0pentnLgJL9R　XII゛1.
〃〃〃ww=ww〃〃〃〃〃〃〃〃=㎝〃〃←　1　　‾　　　　　　･

　　　ThaLa£rtex£stsJuLQpen_subs£t　B　Jf　A　containing_0

dif£eomo£phism.Φ£『
S-4 d

　
a

　
B

　
C ) 5judTLthat

Φ(BI)c　U1'　Φ(B2)c　U2

Φ71
(X‘j゛゜゜}X

Φ'1(x1,‥･,

for　suitable.e
φ4-･･9~●4-〃φ4φ-F｡､､w　　　゛゛･

J　_
　　-

(F･Φ)(x)=h(x

n+1

`n+1
X

)=(yi

)=(e1

and｡

/y

j

n

(x),¨゜,4()(),?゛1),)(6Φ(BI),



£μUL5.4taM.Q∠Qaqt､bt　h　　dQpeJ14jJ71&_Qn£LQR　　xn+1.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　S

　　　　　　Lemma　8.1.4.　　Supp←ose-that･　f　£sL｣}£-cjLas-s-　Csj　　s　≧31　゛ld

F'=1og　f　jJ｡a;p££s｡s.e4J!L

F(x)=g(x^‘,x
n+1 )　-　(x1)2 -‥.-　(xμ)2　+･･･+　(xn'1)2,　x(Uj

xh££e･　g　is｣･,-suitable-function-,-which･-depends-only‐on　　xn　,　xn゛　1　　and-jji｡

11　'゜　　"　　n　fl】nrtiQrls　　(xn)3/3　t　xn゛1xn,　i.e･,　satisfies　-the　same-

£QndU1Qns(i),(ii)gJJJefin£{Qn　4.1.1.UxenJ㎏Lany-_point_

Pc{x6Un(O゛‘1×IR2

nμjjQn　4.1.1.　TherLfQtJn

)IDF(x)H　=OII}‐{011゛　1　},

,the£e,JXists-､aR-QPen､-set　W　Q£　U　　CQntainin&　P　　amlJLd£a7kQmQJ`PhisL

Φ　(　rS'2
(w)acLtbat-､

(i)　　　Φ(x≒¨‘,x
n+1 n-1

)　゜　(x‘,¨゜,　x“　‘,　Φ

fQzJ!._suitable｡Jullction_　Φ

(xn,xn+1),xn+1),　x　(　w,n

n　　　　　　　　.　　　　　　　　　　　　n　　n+1
　　　dep-endulg-onlyLQn→　x　,x　　　　;

(ii)｡th£jnkt£QJt　F･Φb_exp£as_s_d_as_

(F･Φ)(x)=h(x゛゛1)-(x1) 2 )2 +･･･+　(xn)∠,　x　£　W,

where　h　is,-a-suitabla-function-,depending-only-on-.　xn゛　1　,　Jn4

Jyr　μ+1.

Qj　　.

μ　U→

　　　　TO　Prove　these　lemmas,　we　need　twelve　lemmas　,　8.1.5-8.1.16.

The　following　two　lemmas　are　easily　verified　:

y

Lemma　8.1.5.　　1et　　W　　be_｡an_open-subset-o£.Rn゛1,an(Llet-　P　-be-a,

pQintーp{　W.　　｡.Let..Φ　{　Γ2
(W)･alld-4)゛lt　q　°　Φ(P).SIPpa1QJht　f　k

of　class　C‘‘　and　has　the　followin&ProPerties　:
4.-4-ヽ､4-｡4----.-.-..-｡-　　　　　　-~-4-9-49¥･=-,-4-,-∽s=f-9=----‘~÷=φ゛φ"〃'∽゛∽″゛`-‘‘‘″"゛　`　'`“゛‘‘''`゛''⇔4`″"ψ`'“'~="

Jhen

(i)

(ii)

Hf((㈲　=o≒

h2f(q)HJ_』(mUpgulaxJμ_h4sUndex_λ.

F　.an(L-　p　=　foΦ　.hayt_the.__same4)roperties　aE　f,i.e.,

(i)

(ii)

ly((㈲=Dp(P)IOo≒

02゛(q)IDPy(P)H　JIQJpnsjJlpLaUJnd｡-hayeJJTμQX　λ

W



Jhen｡

Lemma　8.1.6.　J£L　W　,te-anoPen-subset,o£R
n+1 J;Qntainj｡J1&　On゛1.

｡Let　Φj)e_an_｡element_.n£_r3(W)-satis£yilTI&Φ(On゛1)　=　On+1.　　　SupPQ2-

that　f　Js_oLclass_　c3
an4Ja5Jj!Q　followin　mμtk£:

(i)　　H　af(O゛1)||　=OII　;

(ii)　ID

(iii)　D

2f(O゛1

3f(OII゛　1

)H　AL5tp1EJdJuLjma→;

)H　is　nonsinplar.　　-..~-･p=･---,h-4,4ゝ-･,.≒｡-　　--,.4.~--〃

　F,and-.　f゛=　foΦ　hay£4he-Jame-pLroperties-4£,　f,i.e･,

(i)　　|laF(O゛1)H　=　hp(O゛1)H　=OII　;

(ii)

(iii)Ha

D2E(o゛1)H　,　D2f゛(o゛1)||　』2Jj4WULadJJLjJ4x　u;

3F(O゛゛1 )H　･　D3f゛(o゛1)jj　gLnnu｡mx.

Lemma　8･.　1　.　7　.　3uPpose　-that　f　jiatisfies-the-fQnQwillg_qQn41Umji:

(i)　　f　i£J7∠qLa15.cs,　s≧2;

(ii)　jDf(O゛1)H　=011　;

(iii)H2f(o゛1)H　isnonsin£μ1ar　and　has　index　　λ.
　　　　　　　　4-W---W---･`'==゛5==〃fS“゛゛~W=　'-r←〃=FW=--WW4141r･9〃〃〃〃W-W･+W-㎜S-XFr〃a-=--㎝-4≒--4--

ThgLth£z7Q--exist£-an-ーQpen--subset.W　Q£Uj;ontainin&　0
n+1

and　a
〃』rr　--←w〃㎜㎝　W

gfk9gPh1S!　Φc　rs‾1(W)Juqb_tb.at　Φ(OII゛　1　)=OII゛　1　,　_and､Juch　.thatー

aeJyKU_9n　p=f･Φ　aUJj9LI､bQ∠f9 .lgJ;Qnditiont:

　　　(i)　{x(wHOp(x)H　=011}=wn(ollxR);

　　　(ii)　fQU.any　x　6W　n(OllxR),H∂2p(x)H　　itJQJTI･1Jlgu　l　ar　Jn(U

j45､jndeU.λ.

Proof.　　Let　Ψ　:　U4R
n+1

be　a　C
S-1

　　n+1
Ψ(x)゜(alf(x)゛‘¨゛anf(x)j　x

for　　x　°　(x‘j゛゜゜}x
n+1

maP　defined　by

)

)c　U.　　Since　Ψ(011゛　1)=OII゛　1　,　andthe　Jacobian

of　　Ψ　　at　　On゛1　　is　nonzero,　by　the　inverse　function　theorem　there

exists　an　oPen　subset　　W　　of　　u　　containing　　o
n+1

and　a　diffeomorPhism

(W)　such　that　Φ(O゛1)=O゛1,　and　　Ψ゜Φ　　is　the　identity　maP

SinCe　(∂jf)(Φ(X))=XJ,　We　See　.that　p=f･Φ　SatiSfieS　the

Φ{　rS‾1

on　　W.

{
Jy
/



desired　condition　(i).　　　Furthermore,　by　Lemma　8.1.5　we　see　that

ID2p(x)|l　is　nonsingular　for　any　x　cw　n(onxR),　and　that

D2p(o゛1)H　has　index　　λ.　　Hence　we　conclude　that　h2p(x)H　has

index　λ　　for　any　x　6　W　n(On XR).　Lemma　8.1.7　is　Proved.

Lema　8　.　1　.　8　.　JuPpQse-that　f　-satisfies　the　followin&-cpnditions-　:

(i)　　f　i　s　of　class　Cs,　s≧5;

(ii)　Df(O゛1)||　=Oll　;　　　　　　　　　　　　　゛

(iii)　p2f(OII゛　1
)11　-jJ_sjJgulalLa�Ja.sJJldtLμ;

h3f(o゛1)jl　.hJ･UnuUr.(iv)

lhea-there,-exists-an,open3ubset.､..W　　Q£　U　_c.ontajJ11nL　On゛1　_andJL

£ffeaaμin.Φ6　rs`4(W)　5Mqh_that_　Φ(O゛1)=Oll゛　1　,　aJ14_w.4_.tMt

the　function　　f`1　=　foΦ
----

sfies　the　followin C dit On

ー
ー

　　　(i)　{)(6　wDip(○゛O･　i゛1･'¨･゛1}゜w°(OII'　1　)(R2);

　　　(ii)j;he-s-6ー{x　6　wHDp(x)||　=O゛}QQinddes｡_with-.

mk!

　　　　　　　　{(0,‥･,0,xn,XII゛　1　)6　WI(x11)2　-　xn゛1　=O}

O｢
●s･sa　aW〃

{(O,‥゜,0,x≒　xn゛1)6　WI(XI1)2　+　XII゛　1　=　O};

(iii)for　any.x6Wn　(011‾1

((a2p/axi ax〕

XR2

)(x);　i,j

j5､nQnsingularand-haEindex_　μ.

(iv)(∂2f゛/(axy)2

),　tJTIQ-､matrix　　　　　　　　　　　　　〃¶ww¶』¶ゝ〃r.7゛`｢a〃W

　°　1}゜゛゛｣　n-1)

)(x)≠O_｡..foE.x(=　{)(6　wHDp(x)H　=f}-{O゛1}.

　　Proof.　From　the　ProPerties　(iii),(iv)of　f,we　see　that　the

rank　of　lD2f(o゛1)|l　isn-1.　　Hence　there　is　Φ゛j　r°)(w゛),　where

W゛　is　some　oPen　set　of　R

On+1,
and　the　matrix　((3

n+1

2f･Φ゛/axi

containing　　On+1,　such　that　　Φ'(0

axJ)(0
n+1

n+1
)=

);　i,j　=　1,‥･,n-1)　is

nonsingular　.　　　Therefore　by　Lemma　8　.　1　.　6　,　from　the　first　we　may　assume

that

/
'
?

9
y
y



(V)　　　((a2f/∂x1 axJ)

Now,　let　　Ψ　　be　a　　Cs‘1

Ψ(x)=(∂

　　　n+1
for　　x　°　(x‘j°゜゛j　x

(O"゛1
); ij　jj　°　1j゛゛゛j　n'1)　　is　nonsingular.

maP　defined　by

f(x)j゛゜゛j　∂n-1f(x)゛x≒　x
n+1

1
)

){U.　　From(V)above　and　the　inverse　function

theorem　it　follows　that　　Ψ　has　the　inverse　function　9　　defined　in　a

neighborhood　W゛　of　OII゛l　　in　R11゛1.　　　Th6n　　g'(Oll゛　1　)=　O゛゛1　　and

?6　rs'1(W゛).　　Furthermore,　?　　is　written　in　the.form

9(x)゛(91(x)μ‥j♂'1(x)j　xn,　xn+1),x　6　w゛,

with　suitable　functions　j.Put

h　°f°9?'hij　°　a2h/3)(i∂)(j　'　hnnn　°　a3h/(∂?)3゛

Then　we　have　:

　　　　　Assel゛tiol1　1　゛　hnn(0
n+1

)゜O'　hnn+1(0
n+1

)Z　0,　h

　　　　　　　　Proof.　　lf　　1　≦i　≦n-1,　then　　(aif)(ψ()())゜)(1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f

From　this　it　follows　that　if　1　≦i　≦n-1,

　
.
J

　
･
1

h (x)

Hence　we　see　that　if

h‥
　1J

(x)

(x)
-

-

∂

1　≦i,j　≦n-1,

k=1

　k
x　●

∂X1 ∂XJ

+

n-1

'Σ

k=1

kμ
　゜¬

　ax'

nnn

(O゛゛1
)Z　0.

for　　x　c　W゛.

(　Σ　xl`.ΣRE)　on　　W≒

∂X1

on　　W゛,

―

-

-

-

and　that　if　1　≦i　≦n-1,

　　　　　　　　　　　　　　　　n-1　　　　　2　k

　　　　　　　　　hij)()゛kjl)(k°j4{y　　on　　w゛.
Thus　we　have

det

hni

μij(O゛1); i,j　°1,‥･,n-1H　?1　0,

since　det　h2h(O゛1)H

h(OII゛　1
　nn

゜O　by　Lemma　8.1.5,　we　have

)=　0,　and　hence



we　see　that

such　that　　t2

(}),
det

since　det　D3h(

hnn+1

d(z
-

dt

for　　x　°　(x4j゛゜゜j　x

On+1　　1n　　W゛.

Ha2h()()H　°det(hij(0

lj≠

(OII゛　1
)Z　0,　(

(O)=0,

゛1)

a
)

n+1

),
(O゛1

);
i　11,‥･,n

j　41,‥゛,n-1
).

r
L
､
/
○

y
y

ahin

　∂xn

O　by　Lemma　8.1.5,　we　conclude　that

o　det　D2h(゜()H　zo･　and　hence

hnnn(O)

K⊇FPo.

axn

hnnn(O゛゛1)≠O.

Assertion　l　is　Proved.

Now,　since　the　.function　　(∂nh)(O゛¨‘゛O゛xn゛xn+1)　　of　xn,xn゛l　　is

of　class　　Cs゛2　and　satisfies　anh(Orl゛1)゜O'　hnn+1(OII゛　1　)≠O'　by　the

imPlicit　function　theorem,　there　exists　uniquely　a　Cs'2　　function

a　:(-ε゛,ε゛)4　jR　with　sma1　1　　ε゛>0,　such　that　a(O)=　O　and

(anh)(Oμ‘'j　Oj　tj　a(t))゛O　for　t　c('ε≒ε゛).　　From　Assertion　1

and　the　formula

h_､(Oj°゜'Oj　t.cz(t))
Qcx　　　　　　　　　nn`/　　　　　/　‾z　　　･4‾//

E'(t)゜'hnn+1(O'7°゜O't･(゛(t))'

(O)z　=
d‘(x

dt2

APPlying　Morse゛s　lemma　to　the　function　(x,　and　taking　　E　>O　　sufficiently

sma11,　we　obtain　a　Cs゛4　　diffeomorPhism

　　　　　　　　　　　e:(-ε,ε)4e(-ε,ε)⊂(-ε゛,ε゛)

=|･(0(t))|　on　　(-ε,c).　Now　we　d6fine　Φby

Φ(x)゜　9(x≒‥゜,xn'1,　e(xn),xn+1)

in　a　sufficiently　small　neighborhood　　W　　of

Then　it　is　checked　directly　that　Φ:W4Φ(W)　is　the

re(luired　diffeomorPhism.　　　Lemma　8.1.8　is　Proved

Lema　8.1.9.　＼SuPPose　th4　F　jMjμtQ5_tbeyFQUpwinLqQndit1Qns.:

(i)　　F≒i､s-_Qf.-class.Cs,　s≧4;



　　　(ii)　{x　6UHDF(x)H=O゛}=Un(oirxIR);

　　　(iii)f9£JywL　x　cu　n(O゛XR),　the　matri£　h2F(x)H　　k

J1Qiiin£ulaL£uLb£jJ1(k£λ;

　　　(iv)M1QzLare』;wEreaLnumba£b,c　wi　t1L　b　〈c　such｣:haL

jar　x　6　(xur)

/

　h2F(x)H　=diag[-2,‥･,-2,2,‥･,2]

n(O゛　X　R),　4m.

‰s{0(1,‥･,?゛1)6　U　lxll゛　1　.　≦b},

rs{(x1,‥゜,xn+1){U　lxn+1≧c}.

!hQnJhere2ex£st5_an--QP.en-sμh5μ1　W　pf　u　gmtμ.R£nlLUn(OIIXIR)

.aJld　-a-diffeomorphism　Φ6　rs'2(W)such　that

　　　(i)　　Φ(x)=x　for　xcWn(OIIXR);

(ii)Φ(x)=　x
　　　　　　　　　　　-

for　x　(W　nub　;

(iii)　Φ(x≒‥',x‘
　　　　　　　　　　　　　　　●

_wherQ.　e1

n+1 11゛1)
)　s　(e‘x‘j　°　゜　゜j　e“x‘≒　xfor　x　6w　ny,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

a£e_s､ujyt_abjLehul9rs　J5atisfμng-　l　e　1　1　=1;

(iv)　tb£Jnn£Uon_　Ft=F･Φ　s£igie£

H2F゛(x)H　=diag[-2,‥･,-2,2,‥･,2]　fQ£｡x6wn(OIIXR).

　　　　Proof.　　since　for　each　　x　cU　r√(011XR),　the　nxn-matrix

D2E(x)|l　issymmetric　゛and　nonsingular,　one　obtain　easily　a　cs'2

maP

such　that

YI :Un(O“XR)9･
Rn

(i)Y1()()゜〔1,　0,‥･,　0)　　for　　x　(Ub　n　(OIIXR),

(ii)

　n

　Σ(a
i,j=1

　　　　　　　　　●　　　●　　　　　　●　　　　　●

2F/　3×1　axJ　)(x){(x){(x)=t　2　　for　x　6Un(OII　XR〕,

where　　Y10()゜(YI()()･'¨･{0())･

　　　　　(iii)Y1()()゜(±1･　O･゜゜'･　O)fol`　)(cro(OII)(R).

Next,　considering　for　each　　x　c　U　n(0 ll)(R)　the　"orthogona1¨　subspace　toYjx)



one　obtain　a　Cs‘2

such　that

　　　　　(i)　Y2

maP

Y2　sU　°(OII)(R)゛R11

(x)=(0,1,0･･･O)for　x　cub　n　(011×IR),

　　n

　　Σ
●　　●

1,Jsl

　　n

　　Σ
●　　●

1,J゛1

(∂2F/∂xi

(a2F/　axi

axJ)(x)Y

axJ)(x)Y

1(x){(x)=0,

;(x){(x)=+2-

(ii)

for　x　6U　n(O¨XR),

゛hel`e　Y20()゜(YI(゛)･‥‘･　(()())･
　　(iii)Y20()゜(O･　!1･　O゛‥O)fol゛)(yijc　n　(011)(R).

RePeating　the　Process　　n　　times,　we　obtain　the　　n　　"vector　fields"

Ylj●●●}

k

Yn

z　lj●●●

(i)

`゛hel`e　　YkO()゜(Yil

of　class　　Cs'2

}nj

defined　on　.U　n(OII　XR)　　such　that　for　each

　n　　　　　　　　　･　　･　　　　　･

　Σ(a2F/∂x1∂XJ)(x){
1,J°1

2F/a1∂)(J)()()Y;μ)(()()゜!　26km　oll　u　o(OII)(R)'

(x),‥゛,YK(x))j　　and　　6　　is　the　Kronecker　deltaj

(ii)　Yk(x)゛(O゛゛‘'Oj　lj　O°゜゜O)　(1　is　the　k‾th　comPonent)

for　x　6　‰n(OIIXR),

　　　　　(iii)Yk(x)゜(Oj°¨Oj　ilj　O¨'O)　(!1　　is　the　k‾th　comPonent)

for　x　6irn(OIIXR).

Now　we　define　Φ　:　U　4･Rn+1

n+1

by

)゜(xl　Y1　(Onj　xn+1)゛‘¨+xnTn(Onj　xn+1)゛xn+1)j
Φ(X‘j°゜゜}X

and　Put　W　°　Φ゛1
(U).　Then　it　is　easily　verified　that　the　diffeomorPhism

Φ:W-1･Φ(W)　has　the　required　ProPerties.

　　The　following　two　lemmas　areProved　similaTly･

Lemma　8.1.10･　　-Suppose_4hat-　F　　satisfies,--the--following､c-onditions-　:

(i)　F　｡is__oL､class-.Cs,　s　≧4　;

E



●

(ii)　{)((U　DiF　O()゛o'i　°1･゜゜゜･゛11μU　rl(o11'　1　)(R2);

(iii)&£Jlyezy　x　6　U　n　{O゛‾1XR2),　UltJ44x..

((a2F/∂x1 ∂XJ
)(x);　ij　j　゛1μ‥j　n“1)　.

-is_nonsingular_､.an(L､｡hasUndex､u.

　TheR-there　-exists--an--opeIL.subset-　W　-o£　U　£ontaining-　On゛l　　and.､a

JiffeomorPhism　Φ6　rss2(w)5uch　that　､

　　　　　(i)　　Φ(x)=X　JQjx1.x6Wn(O゛‾1　XR2)

(ii)　Φ(x)=(Φ1

yh£re_.Φ1

(x),‥゜,Φn'1 (x)･xn･)(n゛1)　fQll　x　6　W,

J£tJIJ｡UU.eJr　

(iii)th･Jun£t1.Qn_F･Φ　snh£Las_

((a2F･Φ/axi

-£Q£x6Wn(O゛1

∂XJ
)(x)　;　ij　j　°　1.‥',n-1)゜diag[-2,‥゜,-2,2,¨゛2]

)(R2).

　　Lemma　8.1.11.　j5μpjPosejthat,　F　satLs£LesJlhlLsame-fond£tions(i),

(ii),(iii)as.jJI-Lemma　8　.　1.9.and_

　　(V)　　thwtJrt｡UgLμ4Lmmkm　b　,　c　wjjth　b　<　c　£dLtbl

D2F()()H　°　di3g[-2･゜゜'゛2･　2･¨゜2,(゛(x)]fQ£x6xn(OIIXR),

D2FO()H　°　di3g[-2･゜‘゜-2･　2･‥',2]for　x　6≠n(OIIXR),
　　　　　-

‘3&ert゛'　Ub゛ y　_denote.｡the-｡.same､..set-as‐in-Lβmma　8.1.9,　an4　a　jj｡£

5Uitable.real　-valued　functiol1.

Then‥there　exists　anopen　set　W　of.U　-containin&　U　n(011XR)　gTμJ､

,diffeomorPhism　Φc　rs‾2(W)　such‥that;.

4 (i)　　Φ(x)=x　j9r　x6Wn(OIIXR),

(ii)Φ(xl.‥゜,xn+1)゜(xl,‥･,xnL1,Φn(xn,xn+1〕,xn+1)jQx　x　cR),

wh£rtΦn.hJLsu1UU　U､QILQ£xn,?゛1,

　　(iii)Φ(x)=x　jor　xcy　nw,

　　(iv)4heJjnctiQn_　F゛=F･Φ　｡iat15fjJ£

>

々e

H2F゛(゛)H　°di3g[-2･　゛''･　'2,　2,　¨゜,2]　fQ£.xcwn(OIIXR)

fol　lowing　two　lemmas　are　wel　l　known　([5,P.14,Lemma　2.3D.

μ
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　　　　　　　●　　●

(x〕xlxJ

U　jJt!mMyl

)(0,･‥,0,xn+1

-2
　.｡(m

　Σ　a

,j=1

n

　　　(i゛)(3ij

μu�n{

Lemma　8.1.12.　　　SλppQMLth､ajt.　F　　Uj;15£Uls｣;h､e｣:o11Qwin&JX)nditions..

』£Ui£JQnMaJJL　f゛1,　J!gL

F(x‘`}゜゜゜s　x

(i)　FJUgJjU

(ii〕　{x　6UlhF(x〕H　=O%=U　n(OIl　x　R).

n+1 )　-　F(0,‥･,0,xn+1〕゜

jlhija‘　3ij　g3LSjlable　functions　ofclass.C

aij　゛　ajP　　2aij(Oj¨゜j　Oj　x
n+1

)=(a

S C≒　s　≧2　;

●

1

S

.
J

ヽ
―

} x　eU,

●

●

).

Lemma　8.1.13.　SUsMUt!t　F　JtU　.nLgmJjj.9ns､:

(i)F　js--oLdas£Cs,s≧2;

(ii)　{)((U　DiF()()゛O･i　°1･‘¨･ll‾1}゛U°(O゛1)(R2).

｣£U　js_JQnyexU!L　Rn゛1,£kL

F(X‘}゜゜゜j　x
n+1

)-　F(0,‥･0,x“,x
n+1

　　　n-1

)=　　Σ　a.｡
　　　･　.　　1J
　　　1,J゛1

(x)xlxJ　,　x　cU,

where　　3ij　&Γβ゛J.uitμU£Junqt1.0R5_Q£jUI£Cs‾2£n｡U　Jn4_5μ£Jy

　　　　　　　　aij　゛　aj　P　　2aij　(Oj¨‘゛O)xn゛xn+1〕゜　(32F/3xi3xj〕(O゛゛¨o゛xn゛xn+1)゛

　　　The　following　two　lemmas　are　Proved　by　the　same　methods　as　in　the

Proof(iii)of　Theorem　4　.　1　of　Morse　and　Cairns　[5,P.25].

　　Lemma　8　.　1　.　14　.　　　SuPPose　that　there　exist　rea1-valued　functions　　a‥
　　　　　　　　　‾'　‾゛'‾……゛‾‾'‾'‾‾'‾‾‾‾‾‾‘‾'‾″‾゛‾‾‾'‾'‾‾‾‾‾'1y

i,j　=1,‥･,n,yhkhJu!eJJ･£iJleLQt　u　amLsatigyJhtj:QLLQw.1ng__

go4itions､:

　　(1)　3ij_a_re_Q£Jla5£_Cs,　s　≧1　･;

　　(ii)　aij　°ajP　i゛j　°1μ゜゛゛n　;

(iii)　F(x≒¨゛,x
n+1

〕-　F(0,‥･,0,x
n+1

〕=

　　n

　　Σ　a
●　　●

1,J°1

　　　　　　　　　　●　●

ijOφ(1゛(J'　x　6U;

(x)　;　i,j　゛　1,‥‘,n)　゜diag[-1,¨'-1,1,¨゜1]

　"-1¨　h　λ)　aL　X　6U　n(OllxR);

S



(v)there｡are_two_reaLμumbers｡b,c　yith_b〈c　Jzh｣;hat

(aij(x);ij　j　°　1j°゛゛　″　n)゜diag[‾1゛゜''　j　'ij　l゛゛゛‘1]for　x{ijbUUlc　j

whertjj‘b　,　r　..a£e∠t.htJets_defined∠Ln_Lemma｡8.1.9.

Th.ea　there､exists_anopen-sub　s　et-　W　--J£　U　cataininE　U　n　(011¥R)and

£JUla}mQn?his�.Φ∈rs(w)　slch∠t,hat｡

　　　　(i)　　Φ(x)=x　fQ£　x(Wn(011XR),

(ii)Φ(x)=x　fQJl　x6Wn(iy　ur),
　　　　　　　　　　　　　　　　　b　　　　　　　.

(iii)F°Φ(x〕　-　F°Φ(0,･‥,0,　?゛1)=･(xl)2　-･‥―(xλ)2+･･･+　(?)2

∠fQ11.xcW.

Lemma　8.1.15.

(iii)F〔x‘,‥゛,

JMre_.Φ1

fQL　X( W.

s.　8'ij　'

} X6U;

゛1)2

);

i,j　°1,‘‥,n-1,　which　are　defined　on　u　and　satis　　　　　　　　　　〃〃W〃〃〃←〃~W〃〃→〃〃W〃〃〃〃〃WW〃WW　　　　〃〃W=WW=〃j㎜〃=〃

£Qnditi.on£　:

　　　(i)3ij　JnL(jUJa£L　Cs'　s≧1;

　　　(ii)　aij　°　ajP　　i゛j　°　lj¨'j　n'1　;

the　followi

xn+1)-F〔0,‥･0,xn,xn+l)゜　n;1　a
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i,j=1

●●

1J
(x)x‘x

.
J

　　　(iv)　(aij(x);　i゛　j　°　1゛゜゜゜　j　n‾1)゜diag[゛lj¨゛‾1゛1゛'゜'1]

(t〕he』lwTlb　er_Q£."-1"　j£　μ)　for　x6Un(OII゛l　x　R2).

Thμ14he17e_extstsJuTLJμILs&Rt　W　p£　U　£QMj.1njJt｡Un(011`1XR2)

and-a,.､diffeomQrphism　Φ6　rs

(i)　Φ(x)゜x　for･.　)(6Wo(OII'　1

(ii)　Φ(x)=(Φ1 n-1

(W)5uchJhat

XR2

(x),xn,xn゛1〕　fQl　x{　W,
(x),･‥,Φ

JJe　suitable　rea1-valued　functions　･　　/y　-｢r==¬､ヾ-y~〃-WヾS｢｡W〃.S-〃〃〃~-　-〃〃.-f=J･･.~､j.¬._4　Sf　　_6aW..､､･　4-･j

(iii)F･Φ(x)-F･Φ(0,‥･0,　xn,xn+1 )　=　‐(xl)2‐｡.｡-　(xμ)2 +･･･+　(x

Lemma　8.1.16.　　Let　　A　be　anoPen　subset　of　Rn　containing　　Onj
　　　　　　　　　　　　　　-'-4--~㎝　　　　S¥･●--M`≒㎜4=F~-~-4--　-･'4　〃　r-~-9===-S　SaゝW〃rr〃Q･SWW〃&』7a〃-㎝-

JMJ9L　a,　b,c,dJMLf9gJy9μ_M�?9g_JμDfyμg.a<b<c〈d.



1

MRg∠!hLA

Ab

　a

S

d

a

cUP　AJ　cU2゛

⊂U.　　'Let゛UP U2 jMLtML9　sudLthat　.

-Let--　t゛'o　dj£apmQjq!hjJm-　Φi　(rs(Ui)'　i゛1'2'

≧2,_k44QJLants,aμj.fy

Φi(x)=X　JQL､x　6U i　°(OII)(R)゛

Tbm£mxim_』ILopetjijuhset　B　_Q£　A　.containing-　On　andJL,

J£amQrpllism-Φ6　rs(B2)jMqh∠that
(i)　　Φ(x)=x　.fQll.x　cB

(ii)　Φ(x)=Φ

(iii)Φ(x)=(

d

a

(x〕　fQ11　×　6B;,

n(OII

e1Φ1(x),‥･,ell{(x),

!!h£a･Φ2()()゜(Φ5()()

JMigβJlg..le11　°　1.

XR),

　n+1
X )　jQL　X　6　B2,

　　　Proof.　　　Using　the　uniqueness　theorem　of　tubular　neighborhood

(Lang[2,P.77D,　we　find　easily　an　oPen　set　B゛　of　A　and　a

diffeomorPhism　Φ゛6　rs'1((B゛)2)　satisfying　the　conditi(:)ns(i)-(iii)
above.　　　Smoothing　this　　Φ゛,　we　obtain　the　desired　diffeomorPhism

Φ(rs(B2)　with　an　oPen　subset　B　of　A　containing　011.　Lemma　8.1.16
is　proved.

　　　Proof　of　Lemma　8.1.1.　　For　theProof,　　we　denote　by　rs゛(W',U'),

where　　s゛　is　aPositive　integer,　and　　W゛,Ul　　are　subsets　of　Rn+1,

the　set　of　a11　Cs゛

written　in　the　form

Φ(X‘j°゛゛j　x

diffeomorPhisms　　Φ　:　W゛9･Φ(W゛)⊂U゛　which　are

n+1 )=(Φ1 (x),¨゜,Φn(x),xn+1)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

with　suitable　rea1-valued　functions　Φ1
defined　on　　W'　.

Now,　for　the　function　f　:　U　-y　R,　by　Lenlma　8.1.7,　there　exists

an　oPen　subset　　Wl　of　　u　　containing　On+1
and　a　diffeomorPhism

Φ1(rs‾1(Wli　U)　with　　Φ1(OII゛　1)゜O゛1'　such　that　the　function　f1　°

fo Φl satisfies

J/



(it　being　understood　that　the

a　diffeomorPhism　　Φ2

(i)　　{)(　6　w11

(ii)　for　any　x　c　w

hf1()()H　°oll}゛wl　°(011)(R);

1　°(OII)(R)･　the°･tl゛iy　D2fi(゛)H　　is

nonsingular,　with　index　λ.　　　　　　　　･　　　　　　　　　　　　　　　●

By　Lemma　8.1.5,　we　see　that　the　function　F1　°　1og　fl　　satisfies　the

same　conditions　(i),(ii)as　f1'　　ApPlying　Lemma　8　.　1　.　9　to　the　Cs゛1

function　　F1　:　W1
　　　　　　　　　-

(R(it　being　understood　that　the　sets　(W1)b'

are　emPty)゛　we　obtain　an　oPen　subset　　W2　　of　Wl　　containing　　o
n+1

and

6　rss3(W2'W1)　such　that　Φ20()゛゜(　for　　x　'ΞW2

n(OIIXR),　and　such　that　the　function　F2　°F1°Φ

h2E

satisfies
2

2(x)H　°diag[‾2j‘゜゜j　‾2j　2゛゛゜゜j　2]　for　x　6　w2　∩(on　゛R)゜

Using　Lemma　8.　1　.　5　again.　and　aPPlying　Lemma　8.1.12　to　the　Cs -3

F2　:　W2　゛　Rj　　we　see　that　for　a　suitable　open　subset　W3　of　W2

containing　　On+≒　　the　function　　F2

F2(X)　'F2(Oj¨゜O゛X
n+1

is　written　as

n　　　　　　　　　●　　●

)=　　Σ　a..
　　　･　.　　1J　　　1,J°1

where　　a‥　　are　suitable　functions　of　class
　　　　　　　1J

　　　　　3ij

for　x£W3

(3ij

(x)x‘x‰　　x　£W3゛

CS'5
satisfying

function

(x);　i,j　°1,‥･,n)゜diag[-1,‥･,-1,1,‥゛1]

l
e　

?
･

W34･　R　satisfies　the　assumPtion　of　Lemma

8.1.14,　with　the　　Cs'5　　functions　　a

sets

W3
n+1

)=OII゛1　;

z　a‥
　　Jlj

n(O‘‘×IR).

Hence,　the　function　　F

●●

1J

are　emPty).　‘Thus　there　exist5　an　open　set　　W4　　of

and　a　diffeomorPhism　　Φ4　゛Ξ　Γ

n(O“XR);

(0,‥‘,0,xnf1

S-5

)=-(x1)2

(W4'　W3) such　that

(xλ)2+･･･+　(x11)2

n+1

=●●●=

(W3)b'

containing　　o

(i)　　Φ4()()゜)(　fol`　)(6　W4

(ii)F2°Φ4()()‾i2°Φ4

for　x　,ΞW　.
　　　　　　　4

Consequently　we　observe　thay　the　diffeomorphism　Φ゜Φ1°Φ2°Φ4(Γs‾5(w4'U)

satisfies　the　following　ProPerties　:

(i)　Φ(0



b
a-ε}

　　　(ii)　log　f°Φ()()゜F2°Φ4(O'¨''O'?゛1)'(j)

This　Proves　Lemma　8.1.1.

2　“゜¨+　(xn)2　　for　x　6　W4゛

　　　　Proof　of.　Lemma　8.　1.2.　　　Similarly　to　the　Proof　of　Lemma　8.　1.　1,　using

Lemmas　8.1.6j　8j　10,13　and　15,　0ne　Proves　Lemma　8.1.2.

Proof　of　Lemma　8.1.3.　　We　use　the　same　notation　rs゛

the　Proof　of　Lemma　8.1.1.

consider　diffeomorPhisms

(W゛,U゛〕　as　in

　Fo17　the　diffeo°orphis?s　Ψi'　i°1'2'　`゛e

Φ,defined　by
1

Φi()(1'¨゜'?゛1)゜({(○'¨゜'.Ψ7()(〕'?゛1)'　)((Ui°
Let　　tJ1･　i　°　1,2,　be　open　subsets　of　ui　collt3illillg　ui　°(OII)(IR)

s゛ch　th3't　'Φi(UI)c　U゛　　The11　Φi　6Γs(UI'U)‘　Let　　E　be　a　sufficiently

sma11　Positive　number,　and　let　　A'　be　an　oPen　subset　of　　A　　containing

ol　sllch　th3t　(A゛)yEc　UI'　(A゛)j゛e　c　U1゛　ApPlying　Lemma　8.1.16　to
ΦP we　obtain　an　oPen　subset　　C　　of　A゛　containing　　O“　　and　a　diffeomorPhism

Θ　6　rS

(c2!:)

(i)　　Θ(x)=x　for　x　c　C2!:　r`'(OII)(R)･

　　　　　(ii)　Θ(x)=({
　　　　　(iii)o(x)=(e1

Using　the　relations

such　that

{(x),‥･,ell{(x),x゛1)　for　x　6　Cj゛≒

(Ψ1　°o'　1)()()゜(゛1'゛¨'?'Ψ71

(Ψ2°Θ‾1

(x゛1

)(x)　゜　(elx1,‥゜,enxn,Ψg

we　observe　that　for　　x　E　O(C

FoΘ'1
0()゜(F°(Ψ1)

-

- (F°(Ψ1)

-1

-1

‰),
゜Ψ1°Θ‾1

〕(X‘j°゜

゜11(?゛1)゛(j)2

)),x6Θ(C

(x11゛　1

{,

　1

e　　=

)),　x6Θ(cj゛e),
+1

)(x)　　　　　､

･,x≒Ψ71(x゛1〕)
-¨゜+　(xn)2,

+1.
-

is　a　suitable　function　dePending　only　on　　xn゛1,　and　that　for
where

　
　
　
―

Q
g

　7/

y



j　°　1゛¨゜j　n)゜diag['1j¨'-1j　lj¨゛1]　;
n+1

-

‐

n)　゛　diag[-1,‥･-1,1,･･･1]　for　x　c　D;

　
e
1j(0

and　have　the　following

-

-

3ij()(〕)(1?'　)(6c}

a‥　`
　J1　゛

j°゜゛jOjx

(i)　　　3ij

(ii)　　(3ij

(iii)　(3ij

where　　a‥　　are　suitable　functions　of　class　　C
　　　　　　　1J

ProPerties　:

u　oJ･
By　Lemma　8.1･14,　we　find　an　oPen　subset　　B　　of　D　　containing　　o

a　diffeomorPhism　　Ξ　6　rs‾4

n

(B2,DD　such　that

and

-

-.
J

s
j3XC 1,

x6Θ(cj゛e),
Foo

1
()(〕゛(F°(Ψ2)‘゜Ψ2°Θ

'(F°(Ψ2)
-1

‘1)(x)

)(elx1,‥‘,enxn,Ψ1;+1

゜12(?゛1)'()(1)2‘'¨゛(?)2'

(XII゛　1
))

where　　a'2　　is　a　suitable　function　dePending　only　on　xn゛1　‘

APplying　Lemma　8.1.9　to　the　Cs

obtain　a　convex,　oPen　subset　　D　　of　　C　　containing　　o

A(　rS'2

{o(c2!:

function　F･0'1　:　Φ(lntC2!:)yR,
n

we

and　a　diffeomorPhism

)),　where　　o,,　6　　are　suitable　numbers　satisfying

a-ε　<(x<a,　d<　6〈d+e,　such　that

　　　(i)　　A(x)=x　for　x　6Dln(OIIXR),

　　　(ii)　Λ(x)=x　for　x　6　DI:,
(i

(i

･11
ii)　A(x)　=　(e‘x≒‥･,e‘`x'',x

●1
e

)

for　x　(DJ,

are　suitable　integers　satisfying　l6｣゛|=1,

the　function　　F゛=　FoΘ‘oA　satisfies

H29(x)H〒　diag[-2,‥'-2,2,‥･　2]　for　　x6　D2　∩(OII
From　Lemma　8.1.12,　it　follows　that　the　C

written　as

S-2
function　　F`゛

F゛(xl,‥゛,xn+1〕　-　F゛(0,‥゛,0,xn+1)゜　　7
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i,j=1

S-4

FO

where

XR).

0‘1
oΛ　　is

7
'
7

(
‥
X
･
μ
)

1}

1j

●●●
j



(i)　　Ξ(xy=x　for　x(B2

(ii.)　Ξ(x)=x　for　x(BI

∩ (O“)(R),

U　B`‘
　　Cj

(iii)F゛･Ξ(x)‘　F゛゜Ξ(0,‥゜,0,　?゛1)-

‐

for　x　6　B;.
Now,　we　Put　　Φ゜Θ゜1°A°Ξ.　　Then　　Φ　6　rs‘4

Φ(BI)⊂cl⊂U,({)c　C゛　⊂U
　　　C 2j

-(xl)2 -w･-　(xλ) 2　+‥･+　(xn)2

(B2,U).　lt　is　obvious　that
and　that

n+1 )　-　(x1)2 2

1j

F°Φ(x)　=　F゛oΞ(x)　=　F゛oΞ(0,‥･0,x

for　x　£　B゛.
　　　　　　　a

From　the　relations

　　　　　A･Ξ(x)=x　on　Bb
　　　　　　　　　　　　　　a

and　the　ProPerties

Θ(x)=(Ψ1(

j

-･･･+　(xn)

Λ゜Ξ(x)　゜(tx1,¨゛,1xn,xn+1)　　on　　Bj,

x),‥･,Ψ7(x),x゛1)　for　x　6Φ(BI),

　　　　e(x)=(!Ψ;(x),‥･,!

of　Θ,　we　know　that

Φ'1 (x1,¨゜,xn+1

1(x1,‥゜,xn+1

)=({

{(x),?゛1)　for　x　6　Φ(B2),

(x),‥･,4(x),x11†1),　x6Φ({),

)=(t{(x),‥゜,､!Ψg(x),XII゛　1　),　x6Φ(Bj).
　･

Φ

Consequently)　the　diffeomorphism　　Φ　　satisfies　the　required　proPerties.

Lemma　8.1.3　is　pToved.

Proof　of　Lemma　8.1.4.　　　1t　is　easily　verified.

　　　　8.2.　　　Proof　of　ProPosition　4.1.1.　　　The　Proof　will　be　Pr9ceded　by

some　definitions　and　three　lemmas.　　we　shall　say　that　an　y-chart

(U,f　;　x1,‥゛,xn゛1)　of　tyPe　(λ),λ　=　0,‥゜,n,　isJzgujL.a£.if　there　is

an　y-chart　(a,l,11,‥･,?゛1)of　tyPe　(λ)such　that　clU　⊂a,and

xl　°11,¨゜,xn+1　゛ln+1　　on　　U,　and　stlch　that　u　　is　maPPed　by　9)゜

゛x.･n+1
(x‘j゛゜゛j　i

E　onto　an　oPen　set　of　the　form　　B　)(　(a,b),　of　lRn+1,

where　　B　　is　an　oPen　subset　of　R“,　and　　a,b　　are　real　numbers.　　　We

shall　say　that　an　y-chart　(U,f;x1,‥゛,xn+1)
of　tyPe　(゛,μ)j

/7
y



x゛゛1)

1Js　oj･･･}　n-1,　is　zglu,Uul　if　there　is　an　y-chart({y,?'';1'1　,　‥･,?゛1)

of　tyPe　(tj　μ)　which　has　the　same　ProPefrties　as　above　and　in　addition,

satisfies　the　following　condition　'　:　U　　is　maPPed　by　9　　onto　an　oPen　set

of　the　form　C　X(-2c,2c)×(-c2,c2 ),　of　Rn゛1,　where　　C　　is　an　oPen

subset　of　Rn“1,　and　　c　　is　a　Positive　real　number.　　　Recall　that　an‘

ychart　　(U,f　;　x1,‥゛,xn゛1)　　is　said　to　be　of　class　cs(1　≦s　≦r+1)

if　(xl,‥゜,xn゛1)　is　of　class　　Cs　(and　f　is　of　class　Cs'1),and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

recall　that　　ω　is　assumed　to　be　of　class　Cr,　r　≧21.

Lemma　8.2.1.　As｡sume｣;btω　sAUsn£1_£QndjJt.jj)n_(T).　!hjln_:

(i)　Fol`JnyJ9μTtPJ{-Σλ'O≦λ≦11'jtJ!1r£JX£sjt15　-an　y゛£hart-

jl　p　　of　class　C
　　　　j　　-___､__.｡_｡___.___｡_

r-6
jO_J≒tyP9..(λ)and　with　re 1arit ●

(i1)Jw_JnLPQ1ML　P　.Q£Σ｡,tkrLe4sts_Jn　y　-chanJt　P,　--o£

　class　　C
---

r-9
§1JTjJ!£.typ_t0,μ)fg1J9mtμ=0,1,‥･,n-1.

Proof.　　　(i)'　For　P　6Σλ゛there　is　an　y'chart　(Ujf;x≒¨

1

●

　　j

(P)゜　゜¨　゜xn+1(P)゜O.　　Letat　　pj　　of　class　　C‘　　such　that　　x

ψ:U　9･　97(U)⊂R゛1　be　a　Cr　diffeomorPhism　defined　by　the　loca1

coordinate　system　　(x1,゜‥,xn+1).　　　APPlying　Lemma　8.1.1　to　a　function

fo9 defined　on　97(U),we　obtain　an　oPen　subset　W　of･μ(U)containing

the　otigin　　o

such　that　Φ(0

n+1

n+1

1og　f･9)‘･Φ(x)9=g(x

of　Rn+1 and　a　Cr゛6
diffeomorPhism　Φ:W　4･　Φ(W)⊂･?(U)

)=　On゛1,　Φ゛(dxn゛1)=　dxn+1　　on　　W,　and　such　that

n+1 )-(x1) 2　,‥･+　(xn)2,　x　6　Wj

for　a　suitable　function　g　　dePending　only　on　　xn゛1.　　　Then　taking　a

suitable　oPen　subset　of　√1(Φ(W)),we　observe　that　the　restriction　to

it　of　the　diffeomorPhism　Φ'1･97　:　f1(Φ(W))゛W⊂R

at　P.　of　class　C
r-6

n+1
defines　an　7-chart

and　of　tyPe　(λ),and　with　regularity.　This

Prove　the　Part　(i).　　Using　Lemma　8.1.2,　0ne　Proves　(ii)similarly･

Lemma　8.　2　.　1　is　Proved.

{
J
1
'
‐

　
9
y
g



(11,
),(4,…,4゛1),　respectively･

be　the　Cr‘12
diffeomorPhisms　defined　by　the　local　coordinate　systems

●●●
}

Qjn+1
X 　Now,　to　aPPly　Lemma

Cr゛12　　　　　　　　　　'

●●●

"extensions"　　of　the　regular　y-charts　(U,f;x1 ●●●

11{)　Ωn`-　W　°U2

4
xi}゛゜゜j

　n+1
X.

　1
)j　　i　°　1j　2j　　resPectively.　　　Let

　　　　　　　9:{y゛J)･9'i　:{yi　゛　゛i(ai)

j

1
･
―

　
X

we　consider　two　diffeomorPhismsof　class

n　denotes　the　origin　of　Rn,　and　the　product　On　)(R　is　to　bewhere　　o

i(?(EJi)　n(ol≒IR))9(y9)({yn{y1)　n(ol≒IR)･lt　is　clear　that　　Ψ

ar'e　rea1-valued　functions,　and　{+l　dePend　only　on　　xn+1.where　　Ψ?
　　　　　　　　1

understood　as　the　subsPace　of　Rn゛1.

are　written　in　the　form

Ψi()()゜({(゜()'¨゜'{(゛)'{゛1(?゛1))')(゜()(1'゜゜''　?゛1)6　‘p(j°≒)'

8.1.3

1(a　na1)･

j

　-I　　　Qj　Q.･
･･p　　:　ψ(U　nU1)゛‘β

Ψ2°ψ2°y1　:　9'(an{y2)゛9'2({y　na2).

Ψ1 ゜91

　　　　Lemma　8.2.2._Let　λ　haJLrLj.nteger_｡.o11_the__range_

Su　ose　that　th££!　y-qhλ£tL.(U,f　;　x1,‥･,xn+1),　(U

i=1　2　　of　class　Cr'12
　　　j　･------‐

j9n9J!EPnP9μμj_-:

U　nU.
　　　1

∩ΣZφ'　Ui

Jn4-QfJyTpt｡(λ),

0,

i゛

1, ●●●

f.･
　1　j

j

1

n.

xij°゜゜j　x

a££∠r£gUlar　and　have　the
　　　　　　　　　　　　　　　―

゜ΣφU'　C1U1　°C1U2　°　φ･　i゛1･2゛

Thin∠there_ex15tt｡an　y-dau-(w,h　;　y1,‥･,y゛゛1)of　class-　cl`'17

4J､g9_　wLtt

(yl,‥･,yn)　゜(xl,‥･,

(yi,‥･,yn)　=　(elxl,‥･,e
j9jLSjjJU£　e‘=t　1.

1
W&E
‾‾“`゛“‾1

)(7)Jn''W　°　U1'

Let　　(a'　l　;　11'¨゜'?゛1)'(ai'

n+1

1

e
1　
･
―

j

?'.;
MI+1
x.　　)
　1

　n+1

x　)} j

be　the

(Ui'　f

),

Moreover,　it　is　obvious　that　　Ψ.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　
/
U

9
'
!
r
'
'
･



Hence　we　have

(Ψi
)゛dxn+1　=　z.
　　　　　　　　　1

(x゛1
)dx

n+1

on　　? i(LJi)･

where　　zi　are　suitable　functions　depending　only　on　xn+1.　　　From　the

relations

(4°GI)djl゛1　°　(l°(1)(((1)゛d?゛1)　on　゛'i({y　°{yi)･

we　see　that　the　functions　log　411‘1ogh{1　:ψi({y°

dePend　only　on　　xn゛1.　Hence　the　functions　log　?F'

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　/

aS

o･y　l　oΨil

{yi)゛R

are　written

log?F'゜√1°Ψil()()゜gi(?゛1)'(j)2　“゜゜゜゛(?)2')(6　97i(a　oai)'
with　suitable　functions　gi　dePending　only　on　xn+1.　　　0n　the　other　hand,

by　definition,the　set･p(U)is　written　in　the　form

　　　　　　　　　　　　97(U)=lx(a,d)⊂RII゛1,

where　a″　is　an　oPen　subset　of　Rn　　containing　the　origin　　On.　and　　aj　d

are　real　numbers.　　lt　is　clear　that　97(UnΣ)=O･×(a,d).　　lt　is

easily　verified　that　the　point　　O“　)(　a　of　R
n+1

is　contained　in　either

ψ(a　rlU1　°Σ)　ol゛　ψ(a　oU2j　Σ)'　s　3y　oll　)(36　ψ(a　rlU1　°　Σ)゛　　Thell

on　x　d　　is　contained　in　9(a≒U2∩Σ),　and　there　are　two　real　numbers　　b,c

satisfying　　a　<　b　<　c　<　d,　such　that

･p(UnU 1　°Σ)゜OII)((3'b)'　‘r(UMJ2‘1Σ)゛011)((c'd)'

Then　we　can　find　a　bounded,　oPen　subset　　A　　of　Rn

　　　　　　　　　●

such　that

　　　　　　　　　　　　　　On(A　⊂C1A　⊂X,　and

　　　　　　C1A)((3'　b)c　‘p(U　°U1)'　C1AX(c,d)⊂･r(UnU2)゛

For　this　A,　there　is　a　Positive　number　　E　such　that

　　　　　　A)([3゛　e･　b]c4El　a1)･A)([c･　d゛s]c　‘p(an{y2)‘

Now.　aPPlying　Lemma　8.1.3　to　the　　C

and　the　　Cr゛　12
diffeomorPhisms　　Ψ.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

r-13　　function　?'･√1:ψ(a)4･R

:‘p(a　‘l　ai)゛%(a　oai)'`゛e　obt3i11

y
9
7
'
'
'
゛



an　open　subset　　B　　of　A　　containing　　On

Φ　:　Bd゛£

　　　a-ε
4Φ(B

(with　the　notation　of　8.　1)such　that

　　　Φ゛(dx゛゛1)=dx11゛　1　on　B2!　:,
Φ'1

　　W

Φ
1

(x)=(Ψ

(x)=(e

and　such　that

1

1

⊂R

and　a　C

n+1

r-17

●

(x〕,‥･,{(x),x゛1)for　x　6B

●

diffeomorPhism

b

a-ε}

1{(x),‥･,♂{(x),x゛1)for　x　c　B2゛≒　ej=!　j,

1og　?゜yl°Φ()()゜hO(?゛1)“()(1)2'¨゜゛(?)2　oll　B2!　:'
lt　is　easi　ly　verified　that　the　restriction　of　the　diffeomorPhism　　Φ‘o9

9･‘(B≒)　→･　,((Σ)
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q

to　a　suitable　oPen　subset　　W　of　U,　gives　us　the

required　y“chart.　　Lemma　8.2.2　is　Proved.

　　　Using　Lemma　8.1.4,　0ne　Proves　easily　the　following　lemma.

　　　　　Lemma　8　.　2　.　3.　　　£et　　μ　,heJm-.inte,geTJML-th£JΣlan&e-,0,1,‥･,n-1.

juppo5　e-that‐an　y-　chart　(U　,f　;　x1,‥･,xn゛1)of　゛lass-　Cr'9　andJg

tyl)e　G,p)and_witLregularity,is‥given.　F.oEJnyLpQint

Un(Σ-Σ｡),｡theny,exists　an　y-charFat-p(W,h;y≒‥゜,y

　is　of　class　　Cr'12
〃･W〃.㎜m〃〃w●〃〃〃〃¥〃~-f=ゝ====~-･=

.5μch｣;hat_

p　of

n+1
)

ー
ー

which

JMLμ∠tyPe_(μ)prtn)Q､､(μ+1),and…μ_Jヽegulals,

　　　　　　　(xl,‥ヽ,xn‾1)=(y1,‥･,yn゛1),　xn　=1(y≒　yn゛1)　on　U　nw

for　a　suitable　function_　Φ.

　　　　　　Proof　of　ProPosition　4.1.1.　　　APPlying　Lemmas　8.2.1-8.2.3j　　and　using
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■　　　　　　　■　　　　　　　　　　　　●

a　Partition　of　unity,　one　construct　easily　an　ω-Preferred　Riemannian

structure　on　v.　　　0ur　ProPosition　is　Proved.

8.3.　　　Proof　of　ProPosition　4.2.1.　　　SuPpose　that　an　ω-Preferred･

Riemannian　structure　⑥　is　given.　　　ln　the　case　　Σ　=　φ,　our　ProPosition



is　trivia1.　　Therefore　we　assume　　ΣZ　φ.　　　For　a　Point　P　　of　　Σ　and

two　positive　numbers　　E,6.　we　define　an　oPen　subset　　U;
containing　　P　　as　follows.

(c,6)of　v

By　assumPtion,there　exists　an　y-chart

(U,f　;　x1,¨4,xn+1)　　at　P　　satisfying　one　of　the　following　conditions　:

　　　(i)　it　is　of　tyPe　(λ)for　some　λ,and

　　　　　　　　③(∂/a)(1'∂/∂)(J)゛6ij　for　1　≦i,j　≦n　;

(ii)it　is　of　type　(t, u〕　for　some　　u,　and
　　　　　　　　　　　●　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　●

⑧(∂/∂)(1　'　∂/a)(J)゜6ij　'　②(∂/∂)(1'　3/a?)゜O　for　　1　≦i,j　≦n-1.

ln　the　case　where　the　condition(i)　is　satisfied,　we　define　　U゛
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p

(ε,6)

to　be　the　set　of　those　Points　　z　　of　'U　　satisfying　the　following

inequalities　:

(i)゛|-(x1

((xl

(z))2　-･･･-　(xλ(z))2

‥･+　(xλ(z))

+･･･+　(x11(z))21<　Ej

2)(Xλ゛1(Z))2+･･･+　(XII(Z)

lxll゛　1　(z)‐x゛1(P)|<6.

)2)<･ε,
(z))`+

Next,　in　the　case　where　the　condition(ii)　is　satisfied,　to　define

U;(Ej　6)j　　we　consider　a　continuous　function　G　:　U　f　R　having　the
following　ProPerties　:

　　　　(a)　　G(x)　≧O　for　x　6U,

　　　　(b)　　G(x)=O　for　x　cu　nΣ,

　　　　(c)　　Y(G)=O　on　　U,
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j

　　　　(d)　　for　any　　x　{U　n　Σ,　the　Testriction　　G　　of　G　　to　the　subset

rl(fO))　nS(x)j　　where　　S(x)　is　the　connected　comPonent　containing

x,　of　the　intersection　of　u　　and　the　leaf　through　　x,　is　of　class　C1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-

excePt　at　Points　of　　Σ,　and　the　set　of　critical　values　of　G　has　､

measure　zero　in　R　,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-

　　　　(e)　　for　any　　x　6　U　n　Σ　and　the　maP　　G　　as　above.　there　exists　a

Positive　number　　E　such　that　the　set　r1([0,d)is　comPact.　By

elemen゛tary,　geometTic　arguments,　one　can　verify　that　such　a　function

2
J

{
‥
7
'
!



(P),x 11゛1(z))|〈ε,

　　　　　G(z)〈ε,　lxll゛　1　(z)-x゛1(p)|<6,

where　g　is　the　same　function　as　in　the　definition　Qf　an　y-chart　of

"tyPe(･,μ)"(Definition　4　.　1　.　1).

　　　For　each　Point　　p　　of　　Σ,　one　can　Prove　that　for　sma11　　ε,　if　　6

is　sufficiently　sma11　,　the　set　U;　(c,6)above　has　the　ProPerties
corresPonding　to　the　conditions〔ii)-(ix)of　Definition　4.2.1.

Consequent　ly　.　since　　Σ　　is　comPact,　we　find　a　finite　number　of　Points

PP'゜゜j　Pm　of　　Σ　　and　Positive　numbers　　EP　6ij　　i　°　1゛゜゜゜゛m゛　such

that　the　union

　　　　　　　　　　　　　　　　m

　　　　　　　　　　　　　T゛゜.゜U;.(ei'6i)　　　　　　　　　　　　　　　　1=1　　1

ProPosition　4.2.1　is　Proved.has　the　required　ProPerties.

G　exists.　Now,in　the　case　where　(ii)is　satisfied,we　define

U;(e,6)to　be　the　set　of　those　Points　z　of　u　satisfying　the
following　inequalities　:

l-(xl(z))2　-･‥-(xμ(z))2+･･･+　(?“1(z))2

+g(XII (z),x
n+1

(z))-g(XII

y
Λ
‘

Q
'
'
″
j



-

-

∂XJ　,　ajpgUXUy.,

APPENDIX

The　generality　of　Condition　(T).

Our　PurPose　is　to　Prove　:

　　　　ProPosition　A･　　-Eo.r-the-　given　,　foliated　-.structure-　ω　-oIL　V,　th£la

　exists　a　comμetely_jntegJjJ?1e　one-form　l　of　class　Cr　which　is---------―-　--　-------　---------　　-------

　arbitrarily　close　to　ω　in　the　Cr　topologyLand　is　expJessed　at
●¥･S4㎜--f`sFs●r.a･=-“･゛W゛-･`----‐　　,-≒,4∽,,ー,,,44S-●-　　　　--･¬-4-d〃Wa●W〃〃n〃　　　　　　-㎜　㎜W　　　W〃=〃〃-a4〃tφ“･j　←←4〃wm〃〃■〃-

　　　　　　　　　　　　　　Q,　　Qj

with　a　suitable　Positive-valued　funct
-----･､-､~W｡,-.､tSfW-〃s-　--4←--｢n　4r〃4f･-W=w-9-　〃=4=㎜-〃--〃6-M4･W〃･〃←←---W〃-⇔〃〃=W- 1QrL.l&nneLOIL　V　.

　　　　One　can　easily　Prove　this　ProPosition　by　the　usual　argument　as　in

the　Proof　of　Milnor[4,p.14.Theorem　2.7]if　one　verifies　the　following

lemma.

Lemma　A.1･　　｡Let　U　.btJ,nJapaLsJet｣』-　R
n+1

with　coordinates〃-〃〃〃‐W~~｡W.=~-=〃---W---=-~~..~~=㎝

,functions　-･　(x1,‥‘,xn゛1)●　　　1et‐　K　bJtJL£QmRaa_luh･QjLQ£　U,JML　●

f　:　U　4'IR　λ｡CsJxmgU9T4_3≦s≦･･.　lhenlthat_exist　Cs　-functions｡

g　:　U　゛　R　which　are　arbitrarily　close　to　　f　　in　the　coarse　Cs　　toRQJJgy,
　　　　　　___-_________.___________　__-_____　　_

S9LI!9､L!≒Lrestriction　to　K　f.　ggMIRgJhe　following　c90UjJ1:

(TI)

Here
W

　　g

then

lf　for　some

1(P)゛　'¨　゛gn(P)゜O゛

oint　　P　　of　　K-ー　--　･

(P)'(jTj)P　det(gk£()();k'£゜
∂g/ax1,∂2g/∂x1

9t‘　det(gij (p) ●
j 1j j　°　1j°゜゜j　n)

1,‥･,n);　1t
1,

j4･1 j

0,

n+1

n

●●●

●●●

}

}

)/0.

A

g

det(gij

i'　gij　hJTIU£

　　　　　　Proof.　　Consider　amaP　h　:　RN゛Rn+1　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　　　　　h(y0,ylj‥',yn,y11,y12,¨',ynn)゜(y1,‥゛,yn,　det(yij)).

Let　　On+l　　denote　the　origin　of　Rll゛1　.　　Then　the　set　P　=h'1(OII゛　1　)

is　a　stratified　set　in　the　following　way.　　　For　an　integer　k,0　≦k　≦n,



we　Put

Pk ={(y0,y1, ゛¨yn″yl≒　y12゛゜¨ynn){IRNlyl　°¨゛゜yn　s　0,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rank(y1J)≦n-k}.

Then　it　is　easily　verified　that

(i)　　P゛P1°P2 ⊃　･･●　⊃P　･
　　　　　　　　　　　n　j

(ii)　for　k　°1゛゜¨゛n'1j　　the　subset　　Pk‘Pk+1

submanifold　of　R¨　　with　codimension　　n゛k゛　;

(iii)P
　　　coincides　with　the　origin　of　IRN.

n

is　a　regular

Furthermore,　we　see　easi　ly　that　P2　coincides　with　the　subset　of　RN

where　　h　　is　not　transversal　to　On+1,　and　hence　that　the　restriction　to

lRN'P2　ofh,　　is　transversal　to　On+1.

　　　　　0n　the　other　hand,　for　a　Cs　function　g　:　U　゛　jR,　we　define　a

function　　J

J2

2(g):U4RN
by　the　formula

(g)()()゜(g()()'g1()()'¨゜gnO()'g 11(x)j　g12(x)j°¨gnn(x))j　　x　6　U‘

By　Thom゛s　jet　transversality　lemma　([71,[3D,we　know　that　the　maP　f

can　be　aPProximatedj　in　the　coarse　Cs　toPologyj　as　closely　as　desired　,

by　a　　"good"　maP　　g　　in　the　following　sense　:　the　restriction　to　　K　　of

J2(g)　　is　transversal　to　　P.　　Since　for　　k　≧　2,　the　codimension　of

Pk‾Pk+1
in　RN

intersect　　P2゛

hoJ2

is　greater　than　　dim　U　゛n゛1,　such　　"good"　maPs　do　not

Consequently,　for　the　　"good"　maP　　g,　the　comPosition

(g)is　transversal　to　the　origin　of　lRn+1.　This　fact　iiPlies　that

g　　satisfies　the　condition(T゛).　Lemma　A.　1　is　Proved.
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