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ON　THE　CANONICAL　HOLOMORPRIC　MAP　FROM　TUE　MODULI　SPACE　QF

　　　STABLE　CURVES　TO　THE　IGUSA　MONOIDAL　TPANSFORM.

Yukihiko　Namikawa

　　　　　lntroduction.

　　　　Let　　Mg　be　the　coarse　moduli　space　of　complete　non-singular　curves　of

genus　　g　　and　　Sg゛　the　coarse　moduli　space　of　princiPally　polarized　abelian

varieties　of　dimension　g.　There　is　a　canonical　map　:

i　:M　→　S゛
　　　g　<　　　g

defined　by　sending　the　isomorPhism　class　of　a　curve　C　to　the　isomorphism

class　of　the　Jacobian　variety　of　C.　　The　famous　theorem　of　Torelli　asserts

that　this　map　i　is　injective　(e･g.[28D　.　Moreover　the　map　i　is　holomorphic

(and　even　algebraic).　lt　can　be　seen　by　rewriting　the　map　i　.　That　is　,

Sg゛　　is　defined　analytically　as　the　quotient　space　of　the　Siegel　upper-half

plane　Sgof　degree　g　by　the　integral　symplectic　group　SP(g,゛Z).lt

can　be　considered　as　the　moduli　space　by　letting　Ω　mod.　SP(g,Z)c6rresPond

to　the　iso゛on)his　chss　of　Cg/(1g'Ω)Z2g°　Then　the　map　i　　can　be　defined

as　the　maP　which　sends　the　isomorphism　class　of　C　to　the　residue　class　of

the　period　matTix　of　C,　and　by　this　definition　i･　is　known　to　be　holomorphic

(cf.(4.1〕).

　　However　the　spaces　　M_　and　Sj　are　not　compact　if　g　)O　j　which　gives

rise　to　the　problem　of　their　compactification.　　Several　kinds　of　compactifications
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with　geoinetrical　meaning　are　known`　ln　case　oy　Mg　the　moduli　sPace　Sg
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●F　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4

of　stable　curves　of　genus　g　due　to　peligTle　and　Mumford　gives　thejood‥

compactification([4]).　　lh　case　of　Sj　the　Satake　compactification　S　゛

is　a　natural　one　([191,[20]).　As　a　set
W

S･　゛

　g

ls　a　union　of　S‘

　　　　　　g

g゛゛゛O≦g'≦g゛

bwever　this　compactification　has　too　small　boundary　(9f　codimension　g〕,

so　　S　゛　is　very　singular　at　the　boundary　though　norma1　,　1gusa　studied　the

　　　　g

desingularizationproblem　of　the　Satake　compactification　by　blowing-up

along　the　boundary([8]).　Unfortunately　this　procedure　does　not　give　the

desingularization　if　g>　3.　　The　author　was　informed　that　now　in　this

d1rection　Mumford　and　Satake　began　to　study　in　more　general　situation(i.e.

the　desingularization　of　the　Satake　comPactification　of　the　quotient　sPaces

of　bounded　symmetric　domains).　　lt　should　be　also　remarked　that　the　very

interesting　study　on　the　degeneration　of　abelian　varieties　by　my　colleague,

Nakamura([13])has　a　close　relation　to　this　Problem.　lt　is　expected　that

in　the　near　future　we　have　a　nice　comPactification　of　S　゛　othQr　than

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g

Satake　compactification.　　Anyway　in　this　article　we　shall　consider　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-　　　　　　　　　　　　　　　　　　　~

Satake　comPactification　　Sg゛　　and　the　normalization　Sg゛　　of　the　blowing-uP

　　　W

of　S　゛　along　the　boundary　which　we　call　the　lgusa　monoidal　transform.

　　　　g

Denote　by　p　the　canonical　bimeromorphic　map　from　Sg゛　to　Sg゛‘
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　Then　the　Problem　arises　naturally　whether　the　maP　i　:　M-゛S_゛　can

be　extended　to　a　holomorPhic　maP　j　:　S_゛S⊥゛.　0ur　Theorem　4　in　§6　gives‥

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-

the　affirmative　answer`to　this　problem,　The　comPosite　map　j　゛p°j
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sends　the　isomorPhism　class　of　a　stable　curve　C　to　the　isomorPhism　class

of　the　Jacobian　variety　of　the　nomalization　of　C　(Theorem　3　1n　§S}.ln

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-　　　　　　　　　　　　　　　　‐

fact　we　show　the　existence　of　j　first　and　we　show　that　j　can　be　lifted

to　j　･　ln　the　proof　we　use　the　methods　introduced　by　lgusa　in　[8]in　its

　　　　●･

full　extent.　Especially　we　use　the　notions　of　Fourier-Jacobi　series　and

central　conesヽ　For　the　Proof　of　Theorem　4　we　must　use　the　fact　that　a　cone

in　the　vector　space　of　real　symmetric　matrices　generated　by　a　finite　number

of　non-negative　integral　matrices　is　covered　with　a　finite　number　of　centra1

cones,which　is　proved　in　Theorem　l　in　§1.

　　　After　this　we　shall　study　the　proPerties　of　j　　precisely･

　　　First　of　all　with　a　stable　curve　C　we　associate　a(dua1)graph　whose

vertices　are　the　irreducible　components　of　C　　and　whose　edges　are　the

double　points　of　C　(4.4).　We　ca11　C　planar　if　the　graph　associated

with　C　can　be　written　in　the　plane.　　Those　points　in　　S　　　corresponding

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g

to　planar　stable　curves　are　mapPed　by　j　into　"good"　points　in　Sg゛　;

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃

especially　the　singularity　in　Sg゛　of　each　image　point　is　at　most　quotient

singularity(Theorem　5　in　§7).

　　　Secondly　denoting　by　U｡　those　Points　in　S-　which　correspond　to

irreducible　stable　curves　,　we　shall　study　j　　on　ug`　　Let　C　be　an
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

irreducible　stable　curveヽ　Then　the　generalized　Jacobian　variety　J(C)　of

C　is　a　grouP　extension　of　the　Jacobian　variety　J(e)　of　the　normalization

C　of　C　by　a　product　of　some　copies　of　the　multiplicative　group　C゛.　　We

●
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note　that　the　extension　class　of　J(C)is　exPlicitly　detemined　by　C

(Theorem　6　in　§8).　With　the`help　of　this　the6rem　we　prove　that　j　is

illj　ecti゛e　oll　ug　(Theorem　7),which　gives　a　natural　extension　of　Torelli　゛s

theorem｡

　　　Finally　we　prove　that　in　case　of　g　゛2　　the　canonical　map　j　　is　an

isomorphism(Theorem　8　in　§9).　　This　fact　Plays　an　essentia1　role　in　the

study　of　degenerated　fibres　in　families　of　curves　of　genus　two　by　ueno　and

the　author　〔[15D.

　　　This　article　is　divided　into　9　sections､　The　first　three　sections　are

preliminary.　　ln　Section　l　we　recall　the　notions　of　fundamental　cones　and

central　cone,s　in　the　theory　of　positive　symmetric　matrices　due　to　lgusa[8]

and　we　prove　Theorem　1　.　　1n　Section　2　we　reca11　Satake　compactifications

and　introduce　the　lgusa　monoidal　transforms　with　lgusa's　fundamenta1　results

in[8].　　ln　Section　3　we　make　a　brief　summary　on　the　theory　of　stable　curves

due　to　Deligne　and　Mumford([4]).

　　　There　is　a　univeTsal　family　Q5　:　Z?･H__　of　stable　curves　which　is　smooth

4

outside　a　divisor　D　　in　Hg　with　only　normal　crossings　(3.3).　　By　corresponding

x　in　H　-　D　to　the　period　matrices　of　Qj

　　　　　　g

`1(x)　in　S　,we　obtain　a

　　　　　　　g

multiPle-valued　holomorPhic　function　T　°　T115　:　Hg　゛.D　゛　Sgj　which　is　called

the　period　maP　(of　Q･).　ln　Section　4　we　introduce　this　period　map　and　after

making　a　precise　stlldy　on　the　ho゛o1､ogy　group　of　stable　curves　we　study　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

behaviour　of　the　period　map　T　near　the　discriminant　D　(Proposition　5



and　Theorem　2).　This　result　is　the'　foundation　of　the　main　theorems　in　this

article.

　　　The　rest　of　this　article　is　devoted　to　the　proof　of　the　main　theorems

mentioned　before､

　　　　The　author　would　like　to　express　his　hearty　thanks　to　his　best　friend

Dr.　Kenji　ueno,whose　incessant　encouragement　and　advices　were　indispensable

to　this　work､

●
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(1.6).

●

●

●

●

List　of　Notations

Bg(I`)'Sg゛(゛)‘Sg゛(11)'(2゛2)゜

C :　the　field　of　complex　numbers　･

C゛=C-{o}

―

C　=C　　nY
　(y

-

C
　(y

C

C(

D

D(a

e(

(y

the　multiplicative　group,

　((1.4)Def.2).

.:

　+

g

the　central　cone　associated　with　cy　((1.4)Def.　2).

゜C(y　　:　theprincipal　cone　(1.7).

　　　0

a1゛ ●●●

the

゛%) :　the　cone　generated　by　a1゛　¨゜″an　(1`6〕‘

1j　°¨　゛an)　:　the　simplex　generated　by　a1″　¨゜j

)=exP(27TμΥ()),(2.4).

　　　-　　　+

F　゛F　nY　,(l.2).
　Cy

㎜

F
　(7

1
1

discriminant　of　al(4.1).

●

a
　n

　(y　　g

the　fundamental　cone　associated　with　cy　((1.2)Def.　1).

F　=　F　　　where　cy　　is　defined　in(1.3､1).

GL(g

H°

　g

　(yo

,R)

=H

　　g

1
e

-

the　general　linear　group　of　degree　g　with　coefficients　in　R.

D,(4.1).

H(y(T'゛ζ゛T")　:　a　Fourier-Jacobi　series　(2.4.2).

j　:s　4
　　　g

Sg゛゛(6゛1)‘

-　　　　　　　　-

j　゛　p°j　:　Sg　゛　Sg゛j　(lntroduction)゜

J(C)　:　the(generalized)Jacobian　variety　of　C　(8.3).

M(y),(1,4〕.

●
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M
　g

:the　coarse　moduli　space　of　non-singular　curves　of　genus　g

　　　(lntroduction,(6.1)).

'
S

　
I
ー　

p

pn

g゛　゛　Sg゛　:　the　canonical　surjection(lnti`oduction)゛

:Sj(n)4 Sg゛(11)゛(2`5)゛‘

R　:　the　field　of　real　numbers　.

　φ

R
●

●

S　=H

　g

S
　g
　　･

S

　g

the　set　of　non-negative　real　numbers　･

g/PGL(5g“6〕:the　co゛se　゛od111i　sp3ce　of　st゛ble　c11゛es　of　gemls　g(3゛3)‘

:　the　Siegel　upper-half　plane　of　degree　g　(2.1).

'SP(g'Z)NSg　:　the　co゛se　゛od111i　sp3ce　of　pl`illcip8'11y　po1゛i2ed　i)eli゛

　　　　　　　　　　　varieties　of　dimension　　g　(2.1).

sj(゛)'rg(゛)Nsg'
㎜

S゛
　g
―

S゛
　g

S゛
　g

(2.1).

the　Satake　comPactification　of　Sg゛(2゛2)‘

φ
I the　satake　compactification　of　sg゛(゛)((2`2)DeF　4)゛

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W

:　the　monoidal　transform　of　5g゛(゛)

●

●

(n)

(n)

S　゛　:　the　lgusa　monoidal　tTansform　of

　g

S゛
　g

~　○

S
　g

(n)

(n)

㎜

Sg%

8'1°゛g　Bg(゛)″(2゛5)`

(2.6).

　　　　　　　　　　　　　　　　　　-

the　lgusa　monoidal　transform　of　S　゛(n),((2.6)Def.　5〕.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃

of　those　points　in　Sg゛(11)　which　are　limits　of　points　in

●

●

:　the　set

Sp(g,R)

　　Sg゛(゛)　with　normal　coordinates　bounded　above(2､5).

:the　syM)1ectic　group　of　degree　g　with　coefficients　in　R(2.1).

T　°　T　:　H　°4　S　:　the　period　maP　associated　with　Qj　(4.2).
　　　--　　-　　　‐

T　:　S
　7｢

゛Sg　:　!:he　pel`i°d　゛P　3ssoci8'ted　゛'ith　3　fsily　7　:　X　゛　S　((4‘2)Def‘　8)‘

tr()　:　the　trace　function(1.1).

●
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U

　g

:　the　open　set　of　Points　in　sg　corresponding　to　irl゛educible　stable

　　　curves(8.0).

　　÷　　　÷

Y　,Y
　g

-÷　　→

Y　　Y
　g゛

Y゛
　g

Y°

　g

　÷

Y
　g゛

:　the　set　of　positive　integra1 matrices　(1.1).

:　the　set　of　non-negative　integral　matrices　(1.1).

the　set　of　positive　half‘integermatrices(1.1).

the　set　of　Positive　half゛integer　matrices　(y　with　Cj≠φ(1'5)‘
Y'　:　the　set　of　Positive　real　matrices　(1.1).

●

●

ー
ー

V･r:　the　set　ofnon-negative　real　matrices　(1.1).
Z　:　the　ring　of　integers　･

Z+:　the　set　of　positive　integersヽ

rg(11)゛Kel`(SP(g'Z)　4･　SP(g,Z/nZ)):the　principal　congruence　subgroup(2.1).

　　　　　　　　　　　　　　　　4

u(y),(1.4).

I
I″
W

●
ーΦ

Z　4･　H　:　the　universal　family　of　tricanonical　embedded　stable　curves　(3.3).
　g　　g
-　　　　　-

Sg'゛(11)゛Sg゛(11):the　Siegel　oPei`3tol`(2`2)'　　　　　'

ωX/Sj　ωC　:　the　dualizing　sheaves(3'2)‘

(cz,S)　:　the　intersection　number　of　α　and　6(4.1).

1
　g

●

●
the　identity　matrix　of　degree　g･

●
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§1.　Fundamental　cones　and　central　cones　.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･　●●　●　　　　　　●●　　　　　　　●　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I
　　　　　　　　　　　　●

　　　　(1.1)　Let　Y　　denote　the　set　of　symmetric　matrices　of　degree　g,which
　　　　　　　　　　　　　　　　　　g

is　a　vector　spice　of　dimension　N゛g(g゛1)/2゛　Let　Yj　(or　simply　Y÷
ifno　confusion　occurs)denote　the　set　of　Positive　symmetric　matrices　of

dlegree　　g　゛　Then　　Yg +　　is　an　open　convex　cone　in　Y　　　and　its　closure　7゛
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g　　　　　　　　　　　　　g

is　the　set　of　non-negative　symmetric　matrices　of　degree　g.　　We　write　y　)0

if　y　is　an　element　of　Y゛　;　we　write　y≧O　if　y　is　an　element　of　?.

　　0n　Yg　there　is　a　non-degenerate　bilinear　from　defined　by

(1.1,1)

Y　nY+　by　Y÷

　g　　　g　　　　　　g

-+

Y　.Then
　g

Y　XY　-y　R
　g　　g

(y゛,y)

matrices゛i゛e゛　cy　°((yij)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　÷

The　set　Y　゛=Y　゛゛nY
　　　　　　　g　　　　g　　　　　g

tr(y゛y)

6　Z　and　　2(y‥

　　　　　　　　　　1J

●

£Z　foT　I≦i,j≦g･

aS
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where　tr()denotes　the　trace　function.With　this　bilinear　form　Yg+　　is

the　dual　cone　of　itself､

　　　ln　Y　　the　set　　Y　　of　all　integral　matrices　forms　a　lattice.　　Denote
　　　　　　　-　　　　　　　　　　　　　-

(or　simPly　Y ゛),and　Y｡n　E゛by　7j　(or　simply　?)

respectively.　　Note　that　we　can　choose　a　system　of　generators　of　Yg　　in

the　dual　lattice　Yg゛゛　　i　.e　.　the　set　of　matrices　with　tT((Jy)£　Z

for　all　y　　in　Yg　is　nothing　but　the　set　of　half-integer　symmetric

with　(y‥
　　　　　　11

of　positive　half“integer　matrices　(y　is　the　set

of　matrices　(y　withtr((yy)6　Z゛ for　all　y　in　Y　≒
　　　　　　　　　　　　g

C1.2)The　g゛o9　GL(g,　R)acts　continuously　on　Y
　　　　　　　　　　　　　　　　　g



(1.2.1〕 GL(g,R)XY→　Y

　　(ul　y〕‾‾‾‾9'u･y　゛uytu

and　this　actionkeePs　　Y÷
stable　and　is　transitive　on　Y≒

11

　　　The　discontinuous　subgroup　GL(g,Z)　of　GL(g,R)acts　on　Y÷.　The

reduction　theory　asserts　that　the　action　of　GL(g,Z)on　Y゛　is　properly

discontinuous　and　there　is　a　normal　fundamental　domain　with　respect　to　this

action､

　　　Following　lgusa[8]we　shall　not　consider　the　fundamental　domain　itself

but　a　fundamental　set　F　such　that　GL(g,Z)･F=Y゛　and　the　set　{u(GL(g,Z)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

u･F　n　F　71　φ}　is　a　finite　set,or　equivalently　to　say,F　is　covered　with　a

finite　number　of　fundamental　domains　｡

Definition　1　.　Choose　an　element　(y　ofY÷　and　fix　it.　Let

the　set　of　elements　y　of　?

(1.2.2)

satisfying

tr((yuy'u)-tr((7y)≧0

-

F
　(y

be

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-

for　all　u　in　GL(g,Z).　We　call　this　F　the　fundamental　cone　associated
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヽ　　(y

with　　(y.
　　　　　　　　　　-　　　÷　　　　　　　　　　-

Also　denote　F　n　Y　　by　F　.　　The　F　　and　F　　have　the　following
　　　　　　　　　　(7　　　　　　　　Cy　　　　　(y　　　　(7

properties　:

i)
-

F　　is
　(y

a　closed　convex　cone　in　?　;

ii)　GL(g,Z)･F　=Y゛
　　　　　　　　(y

●

j

　　　　　-

゛)This　Fcy　“s　i゛tl`od゛ced　by　vellko゛　[26]゛Koechel`[12]sld　i゛depe゛de゛tly

by　lgusa　[8].

●
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　　　　iii)゛{゛゛GL(g･'z);゛‘Fj　°≒　(φ)''{11　6　GL.(g''z);　‰φJ(7)
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･　●●　　　　　　●●

where　　F°　denotes　the　set　of　interiorpoints　of　F.　We　denote　the　above

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

subgrouP　of　GL(g,z)by　IG);

　　　　iv)　([12D　if　moreover　(y　is　a　half-integer　matrix,then　for　only　a

finite　number　of　u　in　GL(g,Z)we　have　u･F_nF≠φ.The　boundary

of　F　　consists　of　a　finite　number　of　"thinl'convex　cones　.　Hence　F　　is

covered　with　a　finite　number　of　fundamental　domains　､

　　　　(1.3).　　ln　the　following　we　shall　consider　a　special　fundamental　coneヽ

Let　cy‘　be　the　half-integer　matrix

(1.3.1)

We　denote　　F
　　　　　　　　　　　　(70

(y　　°
　○

●

(resp,　F　　)　simPly　by　F　(resp.　F).
　　　　(7o　　　　　　　　　　　　　　　　O　　　　　　　　　　　O

12

Denote　by　vg　the　real　vector　space　of　column　vectors　with　　g　　coefficients　･

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●●

Take　a　column　vector　x　with　coefficients　xlj

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1.Z=　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･●

a　column　vector　x　with　coefficients　xlj

then　we　have　an　imbedding　i　　:　V　゛　V
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g　　　　g　　　　g+1

defined　by　the　equation

Let　y　゛(yij)

with　coefficients

X_　+　X_　+　･･･　+　X

be

yij

●●●

･･･　,x　.　　lf　we　introduce

　　　　　　　　　　　g

゛xg゛

whose　image

=o､

xg+1 z　-　(XI　+゛`゛+　X_)j

is　the　subspace　v　'

　　　　　　　　　　　　　g

g+1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃

point　of　Yg‘　lntroduce　a　new　matrix　y　　in　　Ya
g+1

,1≦　i,j　≦　g゛1　where　additional　g゛1　coefficients

●

l



are　determined　by　the　equations

　　　　　　　　　g÷1

(1.3.2) yij　°O゛ i°1,2,　･･･　,g+1.

The　correspondence　y゛y　can　be　extended　to　a　lineay　map　Yg　゛　Yg÷1゛　With

(1.3.2)y　is　uniquely　detemined　by　its　N　=g(g+1)/2　coefficients　yij

for　l　≦i･　<　j　≦　g+1　･　　lt　is　clear　that　by　these　N　coefficients　y　is

also　determinedヽ　Arranging　these　coordinates　lexicograPhically　we　call　them

nomal　coordinates　of　y.　Also　we　call　y　the　matrix　associated　with　y･

　　　Let　　7rn　be　the　symmetric　group　of　permutations　of　the　set　{1,　‥･　,n}.

There　is　a　canonica1　representation　7ig+1j　GL(g゛1'　Z)　defined　by　sending
　　　　　　　　　　　　　-　　　　―　　　　　　　　　―

p=(iyp(i〕)　to　11(p)゜(IJ(p)ij)　`゛ith　゛(P) ●●

1J
=1　if　(i,j)=(i,p(i))

and　O　otherwise`　Clearly　this　matrix　u(p)･　preserves　　vg゛　above゛hence

　　　　　　　　　　　　　　●

it　induces　a　matrix　u(p)　in　GL(g,Z)through　ig‘　　Then　we　have　a

rePresentation

7｢

　g+

w
　
　
p

1‾‾9　GL(g'　Z)

　→　u(P).

This　representation　being　injective,we　identify　πg+1

GL(g,Z).　Then　we　have

Lema　1　([8]).　　I(()=7T
g+1

tJ('lg+1〕゛

with　its　image　in

　　　　(1,4).　Next　we　shall　introduce　another　tyl)e　of　closed　cone.　To　define

this　cone　and　investigate　it　we　must　introduce　a　few　more　notations　･

●

13



and

1

71　　¬÷
Let　y　be　an　element　of　Y'=Y
　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　●　●゛`

g'

μ(y〕=inf　trGy〕,
(y£Y゛
　　g

and　put

　　　　　　M(y)゛゛{(76Yg゛;tr((7y)'u(y)}‘

Lema　2･　i)For　a　positive　real　number　λ　we　have

　　　　　　　u(λy)=λμ(y)　and　M(λy)=M(y),

ii)For　every　element　u　of　GL(g,Z)we　have

　　　　　　　j(uytu)=U(y)and　M(uytu)=tuM(y)u.

iii)　For　y,y'6　?　we　have

　　　　　　　　　　M(y)nM(y'〕⊂M(λy+μy')

where　　λ　　and　u　　are　positive　real　numbers　･

　　iv)u(y)is　upper-semicontinuous　.

　　The　proof　is　clear.

ゝ

　　Lemma　3.　　Suppose　y　　is　contained　in　　Y≒　　Then　we　have

　　i)the　set　of　values　tr((Jy)with(y　6　Yg゛　is　a　discrete　set　in　R≒

esPecially　we　have　p(y)>O;

　　ii)　M(y)≠φ　and　it　is　a　finite　set　;

　　iii)　theTe　is　a　neighbourhood　u　of　y　such　that　for　any　element　of

x　of　u　we　have　M(x〕⊂M(y).

　　Proof.　　i)　lt　is　sufficient　to　Prove　that　for　any　number　N　only　a

finite　number　of　cy's　in　Yg゛　　satisfy　the　inequality

　　(1.4.1)　　　　　　　tr((7y)<N.

●
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On　the　other　hand　for　a　sufficiently　sma11　Positive　numbe;r　E;､we　havQ

y≧ε1g　wh6re　　lg　denotesl　the‘　identity　matrix　in　Yg (for　examPle,　c　°　the

1east　eigenvalue　of　y).　Then　if　(y　satisfies　C1.4.1},we　have

N)t17(dy)≧tl`(d(dg))゛ctl`(7°
ゝ

15

Since　(y　is　Positive　definitej　ther6　are　only　a　finite　number　of　such　cy's.

　　　ii}This　is　clear　from　the　proof　of　i).

　　　iii)　ln　the　same　way　as　in　the　proof　of　i〕we　see　that　for　any　compact

set　　K　in　　Y÷　　and　any　real　number　N,only　a　finite　number　of　(7's　in　　Y゛

satisfy　the　inequality

　　　　　　　　　　　tr((7x)〈N

for　an　　x　　in　　K.

　　　　　　･●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　●●

　　　Let　μ(y)+E　be　the　smallest　value　of　tr((yy)but　p(y).　Take　a

neighbourhood　v　of　y　whose　closure　7　1s　compact　and　contained　in　Y゛.

Then　by　the　remark　above　for　only　a　finite　number　of　(yi'sj　i　゛　lj　¨゜゛r゛

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●･

in　Yg゛　there　is　an　element　　x　　in　v　゛'ith　tl`(c'Z)゛p(y)゛c　‘　EsPeci311y

M(y)is　contained　in　'　{(71j¨゛j(r)゛so　assume　for　example　M(y)゜{(y1μ¨゛(yk}`

Hence　for　　j　≧　k+1　　we　have

tr((yjy)≧μ(y)゛e゛

By　continuity　of　the　function　tr((7 ..)there　is　a　neighbourhood　　W　of　y
J

contained　in　v　such　that　for　all　x　　in　w　and　for　all　　j　≧k÷1,

tr(c｢?))μ(y)゛y
ε.

By　the　uppersemicontinuity　of　μ(y)　also　there　is　a　neighbourhood　W
1 of　y



we　have

　　　+

and

such　that　for　all　x　in　W' we　haA/e

●●　　　　　　●●　　　　●　　F　`

μ(x)〈u(y)÷}e･
Hence　if　we　Put　U　'　w　n　W゛,then　for　any　point　x　in　u　we　have

●　●●

　　　　　　　　　t゛Gj)(〕

for　j≧k÷1　and

!μy)÷iE>μ(?()

　　　　　　　　　　　trGX)≧μ(y‘)+e>u(x)

f°l゛゛y　(7　yl(7j　(j゛1'　･･･　,T〕.　　That　is,

　　　　　　　　　　　　　●1

　　　　　　　　　　　M(x)cM(y).

Lemma　4.　Put

　　　　　　　　　Y
　　　　　　　　　　g

q.e.d.

:g'　゛{y64゛　;y゛　G　;'J　whel`e　y゛(Yj}
　
　
･
･÷

s
Y

g

Then　for　each　Point　y　°

i)

ii)

　U　Y

g'≦g

μ}

　+

gjg゛‘

of

･
･
･

･
Y

g

the　set　of　values　tr((Jy)　with　(y6Y

μ(y)=μ(y')>O　if　yZO;

　　　　　　　　　　｡　｡l

iii)　M(y)i{(7　°　G　c,･j

g

;(y'6M(y')}≠φ　;

　　●

　　●

is　a　discrete　set　in　R÷

　　　iv)　there　is　a　neighbourhood　u　of　y　such　that　M(x)⊂M(y)　for

all　x　in　u　with　x≧　y･

　　　Proof.　The　claims　i),ii)and　iii)are　clear　from　the　fact　that　for

each　y　°

we　have

ー
ー
ー
J

　
　
　
　
I

　
O
　
y

　
0
　
0
F
!
s

　　　　　　　　　+

with　y'{　Yg゛ and　(y= 〔:

―
―
-
‐
J

　
　
　
　
1

　
･
W
　
　
″
‥
)

with　(y'£y゛
　　　　　　　g゛

j
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　　　　　　　　　　　trGy)=tr(�y'}.

　　　iv}Let　μ(y)+E　be　the　imallest　value　6f　trGy}　but　μCy1.　since

μ(y)is　uppersemicontinuous,thetre　is　aneighbourhood　　u　　of　y　　for　any

　　　　　　･●

element　　x　　of　which

　　　　　　　　　　　　●●　　　　●●

　　　　　　　　　　　μ(x)〈u(y〕+E:　･

Hence　if　moreover　x　≧y,for　any　cy　6　M(x)

　　　　　　　　　　　tr((7y)々tr((yy)+tr((y(x-y))

　　　　　　　　　　　　　　　=tr((7x)

　　　　　　　　　　　　　　　=u(x)

　　　　　　　　　　　　　　　<μ(y)+s.　　　　　　　　　　　　　　　x

which　imPlies

　　　　　　　　　　　tr((yy〕=μ(y).

That　is,

g (y6M(y). q.e､d.

Definition　2､　Let　(y　be　an　element　of　Y　゛.　We　call　the　closed　convex

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g

cone　defined　as　R　={yyr;cy6M(y)}thecentral　cone　of　(y.　　Also
denote　　F　･∩`　Y+
　　　　　　　　　(y

by　　C　･
　　　　　(y

　　　By　Lema　3　ii)　Y゛　iscovered　with　central　cones　.　There　arisesnatuTally

the　problem　whether　the　fundamental　domain　is　covered　with　a　finite　number

of　centTal　cones､　lt　is　the　main　obj　ect　in　this　section　to　answer　this

question　affirmatively･

　　　Remark　.　ln　genera1　μ(y)=O　and　M(y)=φfor　y　in　the　boundary

●
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?-Y+.　For　examPle　you　can　see　easily　that　for　y　°μ“ it　holds

that　u(y)=O.　lt　seems　to　me　that　if　the　set　of　values　tr(c,y)is　discrete

(hence　μ(y)>O　andM(y)φφ),then　y　is　conjugate　to　a　point　in　i゛.

This　subject　also　seems　to　have　a　relation　to　"rational　boundary　components"

in　the　sense　of　Baily　and　Bore1　([2]).

　　(1.5)　First　of　all　we　shall　note　some　elementary　properties　of　the

central　cones　､

　　Lema　Sヽi)Let　Yj　bethe　subset　of　(7's　with　C°?1φ.　Then

Y7　iscovered　with　C　's　with　(y　6Y°,　We　call　such　　C　　　anon-degenerate

　　　　　　　　　　　　　　　　　(y　　　　　　　　　　　g　　　　　　　　　　　　　　(7

central　cone､

　　　ii)　Let　(y　be　an　element　of　Yj　.　For　a　point　y　in　'(≒,　M(y)={(y)

if　and　only　if　y　6　C　°.

　　　　　　　　　　　　　　　Cy

　　　iii)　Let　(y　be　an　element　of　Yg°　and　put

Then　we　have

N
　Cy

=≒〔T{Y°

　　　　g

●

j

={y6Y';tr(Ty)　!　tr((Jy)　for　a11　T　6　Nj゛

C
　(y

18

゜CT　?1φ}゛

C
　Cy

Proof,　　i)　The　claim　is　clear　by　Baire's　theorem.

ii)By　Les8'　3　iii)the　set　Ycy　ofelements　　y　with　M(y)={cy}　is
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

oPen゛　hence　Ycy　c　Cj　°

　　　　Conversely　suppose　that　　y　　is　contained　in　Cj‘　　Note　that　μ(x)=tr((yx)
on　　C(y゛which　is　a　linear　function､　Hence　if　(y'　satisfies　the　equality

●●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●･　■

μ(y)=tr(�y),we　have　tr(�x)=tr((yx)=μ(x)on　a　neighbourhood　u　of

y,since　tr((･'x)≧tr((JX)　on　　U.　Therefore　(y゛=(y.



%)the

an)　to　be　integra1　゛

iii)lt　is　evident　that
U

　　　　　　　　　　　　φ

Ccy　c{y6Y
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

;trGM　!　tr(qy).for　a11　1　iNq} ●

We　Shall　prOve　the　COnVerSe　byl　redUCt10　ad　abSUrdUm　.　Let　y　be　an　element

of　　Y
+

with　trGy)≧trGy}for　a11　7　6　N　which　is　not　contained　in
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cr

C　.　Take　an　element　x　of　C　O.　　Then　we　have　two　inequalities
●

●

　　　　　　　　　　trGy)4　trGy)

　　　　　　　　　　trGX)<trGX).

Since　the　segment　xy　　is　not　contained　in　C(7　by　assumPtionj　on　it　there

is　a　point　z　　in　theboundary　of　C�　hence　at　least　an　element　T　of　N(y

1s　contained　in　M(z).　This　implies　tr((7z)=tr(tz),but　this　is　impossible

by　the　above　inequalitiesヽ

(l.6)　Let　　alj　゛``　j　an

={Σλ.a
　　.　1
　　1

;　λi

be　n　elements　in　7+.
　　　　　　　　　　　　　　　　g

　　　q.e.d.

We　ca11　D(81' ●●●

j

6　R'　and　Σλi°1}　the　simplex　generated　by　a1゛　¨゛゛an　;

we　ca11　　C(a､,　¨‘　j　a_)　゜{Σ　λjaj　;　λ

cone　generated　by

　　‘`　　　i‘

alj　･･･　}an°

£　R'}　゜　IU　÷λD(alj　¨'　″
　　　　　　　　λ6R

●

1

lf　all　a?s　are　in　R÷,　we　say　c(a､j　`゜゛

Our　main　theorem　in　§l　is　the　following･

Theorem　1`　　Let　　alj　°¨　゛an

●

1

j

be　n　　integral　non“negative　matrices　of

degree　g゛　and　let　C(alj　°¨゛an)be　the　integral　cone　generated　by　them.

Then　C(a､,　¨`　,a⊃　　is　covered　with　a　finite　number　of　non-degenerate

central　cones､

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¨　　　　　　　　　　　÷

　　　Clearly　we　have　only　to　prove　that　C(a1″¨゛j　an)n　Y　　is　covered

●
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with　a　finite　n�iber　of　central　cones　.　'

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　゛･　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　'÷

　　　TheTeduction　theory　asserts　that　the　fundamental　domain　in　､T　　witb､
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　.g`

respect　to　GL(g,z)1s　a　finite　union　of　integral　cones　(e･g.　cf.　[11D　･

Hence　we　have　:

Corollary　1`　　A　finite　union　of　fun,damental　domains　in　Yg+
with　respect

20

to　GL(g,Z)　is　covered　with　a　finite　number　of　non-degenerate　centra1

cones.　　Especially　the　fundamental　cone　associated　with　a　half-integer

　　　　　●●

matrix　is　covered　with　them.

　　　　Corollary　2ヽ　For　a　half'integer　Positive　matrix　(y　　the　central　cone

C　　is　a　finite　union　of　integral　cones　and　has　only　a　finite　number　of
　Cy

neighbouring　non‘degenerate　central　conesヽ　　　　　　　　　　　　　　　　　　､

　　　　Proof.　　lf　we　Prove　the　finiteness　of　the　number　of　neighbouring

non-degenerate　centTal　cones,then　the　other　statements　are　clear　from　the

definition　and　Lemma　5　iii).　0n　the　other　hand　let　S　be　the　set　of

non-degenerate　central　cones　which　cover　the　union　of　F(7　　and　its　neighbouring

fundamental　cones　.　Then　S　is　a　finite　set　by　Corollary　1　.　Since　C　is
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(y

contained　in　　F(7j　every　neighbouring　central　cone　of　C(y

which　Proves　the　assertion.

belongs　to　　S,

　　　　　　　q.e.d.

To　state　the　ne4t　corollary　we　shall　introduce　a　stratification　of　Y+.

For　a　finite　subset　M　in　Yg゛　　we　define　the　stratum　lassociated　with

M　as　the　set　of　points　y　in　Y゛　with　M(y)゜M.　By　virtue　of　Lemma　3

ii)and　iii)　these　strata　cover　Y+ and　are　local　ly　finite　･

●



　　　　lt　is　also　easy　to　see　that　each　itratwTl　is　locally　anヽinteg;ral　cone
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

and　on　it　μ(y)　is　a　linear　function.　　Hence　as　the　similar　way　as　the

proof　of　Lemma　5　ii)we　have

　　　　LemJna　6　.　1f　we　considerl　the　stratification　each　stratum　of　which　is

21

the　set　of　Points　y　in　Y゛　``'ith　M(y〕'゜Y4°'M°　for　a　finite　subset　M°
in　Y　°　then　this　stratification　coincides　with　the　one　defined　above.
　､　　g″

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　÷　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O

That　is,　for　each　point　y　in　Y　the　set　M(y)is　determined　by　M(y)゜Yg　°

　　　Hence　together　with　Theorem　l　and　Corollary　2　we　have

　　　Corollary　3　.　　i)　Every　integTal　cone　is　covered　with　a　finite　strata.

■ote　that　every　integral　cone　is　contained　in　the　interior　of　a　larger

integral　cone　in　Y≒〕
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　ii)　Each　stratum　is　a　finite　union　of　integral　cones.

　　　iii)　lf　YM　°YN'thel‘1　M　C　N°

　　　iv)Y　゛　　　n　　C
　　　　　　　　M　　(76MnY°(y

　　　(j1.7)　Now　let　us　prove　Theorem　1　･

　　　FiTst　of　all　we　sha11　Teduce　the　theorem　to　the　case　of　a　sPecial　tyPe

of　cones.

　　　Definition　3　.　A　cone　C(a､,･‥　,ay)　is　called　regular　if

a1>Oj　a1 ≧　a2 ≧　･･･　≧a　≧0.
　　　　　　　　　　n

　　　For　any　cone　　C(alj　¨‘　゛an)　　using　the　barycentric　subdivision　of

D(a1゛　¨゛゛an)゛we　have

　　　Les3'　7　([11]§4)‘　P11t　S　゛　{li　+　･･･　+　ai　　;　r)O}`　　Then　C(a1゛¨?　j　an)
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　　　　　　　r

●



ls　a　union　of　a　finite　number.0f　yegulai゛cones　whose　generators　are　j.n　S.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¶　　　　　　　　　　　　　k

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　　　　　　･　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　.　　　　　　　　゛〃　　　　　4･･　　　　　　　　　,　　　･　　　　　　　　　　d

　　　　　　Lemma　8　([11]§11).Let'C(i1゛　!¨゛anl　be　a　re㈲1ar　integral　cone.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･●　　　　　　　　　　　　　　　　　　●F

Then　there　is`　a　matri;　u　　in　GLfg″　Z)　`゛ith　llC(11″¨゛'%}≒c　ig≒ol゛

equivalently゛uait 　　　●　+

u£Y

　　　g

●　÷

for　all　　i,where　Y

　　　　　　　　　　　　　　　　　　g
is　defined　in　(1.4)

　　　Proof.　　We　shall　prove　this　16mma　by　induction　of　g.　　ln　case　of　g　°　1

there　is　nothing　to　proveヽSupPose　that　the　claim　is　true　for　any　g゛　<g･

Let　k　be　the　minimum　of　i　with　det　a.　=o　.　Then　for　any　i　<k
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

ai >O､　Now　take　an　element　u1

with　bk 6Y
　　g'

+

(g'

it　follows　that　u 1a

　<g).

　t
.U　　=
1　1

Hence　by　assumPtion　there

b.
　1

>　O.　lf　we　put　u　z
μ
lo

of　GL(g

　　　t
nCe　　U

　O`,`X

　O

1ai U1

゛z)　s゛ch　th3t　111%'゛1°

　　　　　t

゛J13j411

we　have

　
0
　
0

r
-
―

for　any　k≧　i≧　j,

U
Si

0
　
01

22

with　bi'　6　4+゛and　bk゛≧bk+1゛≧゛¨≧bn'･
is　an　element　u

U1″

2　°f　GL(g''　Z)``'ith　゛2bi　'　゛112　°

it　satisfies　the　desired　condition.

　　　　　　　　　　　　　　　　　q.e.d.

Secondly　we　note　the　following･

Lemma　9.　　Let　　C(a､,¨‘　,a⊃　be　a　cone　in　y_÷.　For　any　point　y

in　　D(alj　‘¨　゛an)　there　is　a　neighbourhood　U

for　all　x　in　U　n　D(a､,　･●･　,a_).

　
　
･
ヽ
･
1

A
a

Proof'　We　may　assume　that　　a1″ ●●●

j
a
　n

of　y　with　M(x)cM(y)

are　irredundant　,　i.e.

･･･　}　an);　D(alj　‘¨　゛an)　　for　any　　i　　where　D(alj　¨‘″

is　the　cone　generated　by　{a1゛¨‘゛an}゛{ai}`　Assume　that

y゛Σλ,a.
　　　1　1

A
a

(31'D

●●●

　　　　　j
i゛

●●●

aj

j

ー
ー
‐



with λ

for　i>

.≧O.　We　may　further　assume　that　λ.
1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　:L

　k√　Then　we　have

>O　fo;r　l≦k　and　λ.=0
　　　　　　　　　　　`　!

　　　　　　　●〃　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j　　　　¶　　　　●　　　　　　･●

D〔a1″　T¨″an)゛゛1jLkD(y″　a1″¨`″ai″¨‘″anL
Hence　we　may　assume　y　゛　a

The　set　DO　'　{x°Σλi

1`

%;　λ1)1/2}　is　3　゛eighbo゛゛hood　of　8'11n

D(a1゛¨‘　j　an)‘　Put　D1　°D(all　a1　+　a2j　¨゛j　a1　+　an)゜　Then　the　map

P　:D1

　
　
　
　
λ

W
　
　
･
･

　
　
　
　
Z

z≧　a1

DO

1n　　D1

)

Z

for　any　element

1
1n

q.e.d.
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1a1 4･　Σλ.

　ij2　1
(8‘1　゛3

is　a　homeomorphism.　　Further　we　have

　　　　　　　　　　　　M(z)=M(p(z))

and

　　　　|　･　●　1　　　　　　　　　●

i〕→゛/(2“λ1

for　all　　z　　in　　D1‘

By　Lema　4　iv)there　is　a　neighbourhood　v　of　a1

of　゛hich　M(2)cM(3‘1)‘　He゛ce　U　°p(V)　is　3'11eighbo゛hood　of　8゛

D(alj　‘¨　゛an)　　for　any　element　x　of　which　M(x)⊂M(3'1)‘

　　　　Proof　of　theorem　1　.

By　viTtue　of　Lemmas　7　and　8　we　have　only　to　prove　the　theorem　for　regular

integral　cones　contained　in　Yg　'　(See　also　Lemma　2　ii).)　Moreover　since
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

M(y)is　invariant　under　scalar　multiplication　(Lema　2　iD　,　it　is　sufficient

to　Prove　that　the　simplex　D(a1″　¨゛　゛an〕　　is　covered　with　a　finite　number

of　nondegeneTate　central　cones　･



　　　We　sha11　Prove　it　by　.induction　on　gヽ　ln　case　of　g　°1　the　theorem

holds　trivially.　　Hence　we　suPpose　that　g>　1　　and　the　theorem　is･true　for

all　g'<g･

　　　Let　C(a1″¨‘゛an)be　the　regular　integral　cone　considered.

　　　　　　　　　　　　　●

Let　k　be　the　maximum　of　i　with　det　a.　>o　･　Then　we　shal　l　prove　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

theorem　by　descending　induction　on　k.　　lt　is　easily　seen　that　we　may　assume

that　　n　　is　equal　to　　g(g゛1)/2　　and　the　generators　　al　j　¨‘　j　an　　are

linearly　independent(i.eヽthe　cone　is　non-degenerate　and　its　generators　are

irredundant).

　　　　SuP!)ose　that　k　'n`　　Then　D(a1゛¨‘　゛an)　is　compact　and　contained

24

in　Y≒　Hence　the　claim　is　true　for　k　=n　by　virtue　of　Lemma　3　ii)and　iii).

　　Now　suPpose　the　claim　is　true　for　any　k゛　)k.　By　assumption　we　have

and　for　j　>k

hence

ak+1　° C U }
bk+1

　　　+

6Y
　　g゛

sj'C§2jj　　bj　6　igj‰4'

(g゛<g)

+

　j

　　　　　　　　　　　　D(bk+1j　°¨　　゛bn)c　ig'≒

By　the　assumPtion　of　induction　D(bk+1j　¨‘゛bn)　　is　covered　with　a　finite

number　of　non-degenerate　central　cones　,　Further　by　Corollary　3゛D(bk+1j゛¨゛bn)

c;D(ck+1(1≒　¨゜゛cn
　1=1

(i)

an　oPen　dense　subset　of　it　is　contained　in　a　stratum　YM

)　such　that　for　each　D(ck+1(i≒¨゜j　cn(i))

(i).

By　this　remark　we　may　assume　that　an　open　dense　subset　of　D(bk+1゛‘¨　゛bn)

●

●



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　÷

1s　contained　in　a　s　tratuJn　YM`　in　　Yg‘゛‘

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　.●　　　　　　　　　●

　　　Put　DO　°　D(ak÷1j　‘¨゛an}and　p1　'　DO`1″¨'゛ak}≒

　　T゛ke　l　p°i゛　;　i゛　D'o　n　7M　(゛　ide゛ify　y'1゛　4.　゛i゛h)G‘　;･
　　　-÷　　　　　　　　　¨　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘

ln　Y　.)and　fix　it.　By　Lema　9　there　is　a　neighbourhood　u　of　x　in
　　　g

↑
J

4゛　゜　D(31'¨゛゛%)　such　that　for　any　z　in　u　we　have　M(zjcM(x).
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　●･

　　　Therefore　for　a　sufficiently　small　positive　real　number　λ　　the　simPlex

D1,1 ･(1-λ)x+λD
　　　　　　　1

is　contained　in　U.　　As　it　is　contained　in　Y≒　it

is　covered　with　a　finite　number　of　non-degenerate　central　cones

By　the　assumption　and　by　Lemmas　2　iii)and　4　iii)we　have

C　,　●●●　j

　(y1

　　　　　　　　　　　　　SlU‘¨Uc(7r　°　D'yosjiluD1')(゛(1“μ)DO`
　　　On　the　other　hand　the　intersection　of　Y　　　and　the　closure　D"　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g゛

D(a1″¨‘　″an)“　D゛　is　nothing　but　the　boundary　of　DO'　Hence　D"　is

covered　with　a　finite　number　of　simPlexes　with　k　゛　>k,so　the　claim　is　true

for　　D"　by　the　assumption　　of　induction　on　k.

　　　Hence　D　=　Dt　U　D'･　is　covered　with　a　finite　number　of　central　cones　.

Thus　the　theorem　was　proved.

　　　(1.7)　we　shall　close　this　section　with　a　few　remarks　and　problems　･

　　　lgusa　Proved　that　C‥　゛F.if　g　°　2j　and　3.　This　C_　was　also

introduced　by　voronoi　([27D　with　the　name　"Principal　cone".　lt　can　be

exPressed　explicitly　as　the　set　of　matrices　whose　normalcoordinates　G.3)
　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●●

are　all　non-positive　.　゛　We　shall　denote　C　j　　　simply　by　C　'　.　　ln　case　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(yo　　　　'゛　　　　　　　　o

g　゛　4　when　one　uses　lgusa's　result　([8]Lemma　S)he　can　Prove　that

●

2S

C　.
　Cy
　　r

1

i



where　　(y‥

　　　　　　　　　1J

F
　(y
　　o

c　C-　U(　　U　　C
●

is　defined　as

tr((y

　　+

for　every　　y　　in　　Y

●

1

4‘

1≦i〈jsS
(7

ij

)

jy)゜tl`((7.y)'yij

(Hel`e　yij is　the　(i,j)comPonent　of　the　noma1

coordinates　of　y(1.3).)

　Now　what　is　the　most　interesting　is　that　the　non-degenerate　centra1

cones　seem　to　coincide　with　the　type　l　cones　due　to　voronoi　([27])and

Koecher([11D　.　The　latter　is　defined　as　follows　.　Let　v　be　an　element

of　　Yg゛　such　that　the　minimum　of　values　l:gvg　　for　g　i　Zg　is　equal　to　　1

and　that　gtg　with　such'　integral　vectors　　g　　as　　tgvg　°　i　　generate

non-degenerate　cone　C　　in　7+.　Such　　C　　　is　called　the　tyPe　l　cone
　　　　　　　　　　　　　　　　¶●　　　　　　　　〃　　　　　　　　　　　　●●

26

associated　with　v.　　Koecher　proved　that　all　coefficients　of　　v　　are　rationa1

numbers([11]p､405).　lf　one　can　show　that　v　is　in　fact　a　half-integer

matrix,the　conjecture　above　is　true.　　By　the　observation　above　the　conjecture

is　true　for　g≦4.

●

1

1



§2　.　Sat4e　dompactifications　and　lgusamonoidal　t;ransforms

　　ln　this　section　we　make　a　review‘　6n　Satake　comPactifications　and　their

monoidal　transfoms　along　the　boundary　which　were　introduced　by　lgusa　[8].

For　details　we　omitted　to　prove　here　Qe　refer　the　reader　to[‘8].

　　(2`1)Denote　by　Sg　the　set　of　symmetric　matrices　of　degree　g　with

comPlex　coefficients　whose　imaginary　parts　aTe　positive　definite.　　This　Sg

is　called　the　Siegel　upper-half　plane　of　degree　g.　　0n　it　acts　the　symplectic

group　Sp(g,Z)as　T　4･　M･7　=(A7+B)(CT+D)
-1

for　M= 9 4 in

SP(g'　Z)゛Let　rg(゛)　be　the　kemel　of　the　natural　homomorphism

Sp(g,Z)゛SP(g,Z/nz),which　is　called　the　Principal　congruence　subgroup

of　level　　nヽ　This　group　rg(゛)3cts　o゛　sg　properly　discontinuously　([25D　･

Further　if　n　is　greater　than　2　,　the　action　is　free　.　　Hence　the　quotient

sPace　　Sj(n)=　rjn)ks-　admits　a　canonical　structure　ofa　norTnal　analytic

space　and　if　n≧　3　　it　is　even　non-singularヽ　We　write　simply　Sg゛　　for

S゛(1).
　g

　　　〔2゛2)Let　A(Γg(11))k　be　the　vector　sPace　of　Siegel　modular　forms　of

weight　k,that　is,　holomorPhic　functions　φ　on　Sg　sllch　th3t　Ψ(M‘y)

゜det(C7゛D)kφ(1:)　fol゛e゛el`y　M　i゛　rg(11)‘　Then　the　projective　variety

W

S ゛(n)=Proj(e　A(Γ
g　　　　　　　　　　　　k≧O　　　　g

(n))k)

contains　S　゛(n)as　a　zariski　open　subsetヽ　　　　　‥
　　　　　　　　　　　g

　　　　Definition　4　゛　The　projlective　algebraic　variety　Sg゛　(n)　　is　called　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●･

Satake　compactification　of　Sj(11}　(cf●[191,[20])●　　　　　■

●

27

l

1



　　　　　　　　　　　　　　　―

The　bo゛d゛y　Bg(゛)゛Sg゛(11)“Sg゛(゛)　is　a　disjoint　union　of　a　finite

number　of　coPies　of　S gj(n)　with　g゛<　g‘　This　inclusion　is　defined　by　the

so-called　Siegel　operator　Φ.　Put　g"゜g　-　g゛　and　write　an　element　T

of　　S　　　､as

　　　　　g

(2.2.1) I
H
1
/

　
　
　
　
　
!

　
C
'
　
　
T

!　
T
　
　
C
'

　
　
　
　
t

where　ζ　　is　a　g'x　g"　matrix.　　Then　for　every　φ　　in　A(Γg(゛))k

Φ(φ)　as

(2　.2　.2〕 Φ(φ)G')'1i゛lm T"4∽φG)゛

we　define

and　then　Φ(φ)belongs　to　A(Γg'(11))k.　Hence　Φ　　gives　a　homomorphism　:

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

A(Γg(゛))゛A(rg゛(11))　of　graded　rings　,　which　is　surjective　up　to　a　finite

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-

number　of　weights　.　This　homomorPhism　Φ　defines,therefore,an　embedding

　　　―　　　　　-

Φ゛:Sg゛(11)゛S
g゛

　　　　　　　　　　　　　　―

algebraic　subset　in　Sg゛(゛〕゛On

゛(n)and　the　image　of　Sg'゛(11)　by　　Φ゛　　is　a　locally　closed

―

Sg゛(μ)the　gro゛p　Sp(g,Z/nZ)acts　and

this　grouP　transforms　the　image　of　S ゛(ll)byΦto　its　conjugates,　and
g゛

these､conjugates　with　g'(g　foms　the　boundary　Bg(11)゛　ln　particular　if

　　　　-　　　ー

n　°　1j　Sg゛゜Sg゛(1)　　is　a　union　of　Sg'゛　with　g゛≦　g゛

　　　(2.3)A　system　of　fundamental　neighbourhoods　of　the　image　Φ゛(t')of

8〈poiM　t゛　i11　Sgj(゛)　is　given　as　follows　･
　　　､.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

Fix　a　fundamental　domain　Fg(゛)of　Γg(11)ill

g゛<g　those　elements　T'　in　S

fundamelltal　domahl　F,(゛)of　r
　　　　　　　　　　g

g'
with　　T　s

･

S　　such　that　for　a11

　g

　COE(n)=fyorm　a　T"J　　　g

g'(I`)il1　Sg　'　゛　(For　example　take　the

Siegel　fundamental　domain.)Take　a　neighbourhood　u　of　t'and　a　positive

●

28

ー
ー
ー
―



number　K.　We　define　　B

(2.3.1) V

(k)

(k)

and　v(U,K)　as　　　　　U　　Φ･
　　　　　　　　　g'≦k≦g

k

(U,

(U,

T{Fk

(V
(k)

K)　with　g'≦k≦g　as

K)={t=
･

(n)゛　T'mod'rg'

ζ

T
nl
　J

゛od`rk(11)6　Sk゛　;

(11)6　U　alld　l'゛"　)Klk-g゛}゛

(U,K)).Then　these　sets　v(U,K)fom　a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W　　　　W　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㎜

system　of　fundamental　neighbourhoods　of　Φ゛(t')in　Sg゛(゛)`゛he11　U　゛゛s

over　a　system　of　fundmental　neighbourhood　of　t　'　ln　S

over　the　positive　integers　([191　Th.1).

(2.4)　Take　a　point　l:'　in　S

g゛
゛(n)　　and　　K　　runs

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　―

and　consider　its　image　in　Sg゛(゛)　by
g'

29

Φ゛　which　we　denote　by　t≒　　Then　the　analytic　local　ring　Ot'of　Sg゛(゛)

at　t　'　consists　of　the　so-called　Fourier-Jacobi　series.　　More　precisely

lgusa　proved　the　following　theorem　([81,Th､1　and　suPplement).

　　　Before　the　statement　of　the　theorem　we　shall　introduce　some　preliminary

　　　　　　　　　　　　　-

notations.　Let　　Yg゛　　be　the　set　of　non-negative　half-integer　matrices　and

GL(g,Z)(n)be　the　kenlel　of　the　canonical　homomorPhism　:　GL(g,Z)4･　GL(g,Z/nZ).

Then　GL(g,Z)(n)acts　on　Yg゛　　as　(y4`u(yu　foru6GL(g,　Z)(n).Denote

exp(2W7　0)by　e0.

　　　Theorem.　　i)　The　analytic　loca1　ring　o

of　convergent　power　series　of　the　form

f G
Hj

of S g゛(11)　at　　t　'　consists

　　　(2.4､1)

where

　　　(2.4､2)

Here　the　summation　in(2

TI}

.4､ 1〕

tl

(y(T‰　ζ゛T")

ζ゛T")　゜　Σe(y
　　　　　　　U

(T゛,?u)e(〔1/n)tr(`ucyU7")).

is　taken　over　a　set　of　representatives　of

●



Yj/G!･(g"･　Z)(゛)゛d　the　sllm3ti°11　i゛　(2.4.2}is　t3ke゛　o゛el`μ1　distillct

tu(ru　　for　u　in　GL(g",Z)(n1　.　And　every　eq(J゛'　C)〈　is　holomorphic　ill

　　　｡　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　゜　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X

Uxz　for　an　open　neighbouThood　u　of　T;　　in　　sgl　and　the`vector　space
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J●

Z　of,g゛)(!"　matrices.　Furthetr　　≒(?゛Osatisfies　the　following

functional　equations　:

C2.4,3〕

C2.4､4)

e(7'･ζ゛7゛゛　゛･9　゛　e　G,　c)e(-(1/n)tr((y(2‾mζ+‾m･r'n)
(y

e(M
Cy

　　　　　　　　　　　　　(y

where　　m　　and　　n　　are

t.Tt ,t(C'T゛+D') -1
C)

g' ゛g"

゛≒(7゛'ζ)e((1/11)tl`((n;(C17'゛D')

where　　M'=

ii)The　ide･1　lt　･ in　　o
　　　　　tl

〔1

1
ー
･
ー
ー
/

　
1
　
1

　
B
　
D

　
I
　
-

integral　matrices　;

“1C'ζ))

))

£　Sp(g゛,Z)(n)　and　M'･T'=　Tt.

which　defines　the　boundary　Bg゛(11)collsists

of　such　series　5H(7(T'j　ζ゛T")　　that(y　is(strictly)positive　definite.

(2.5}ln[8]lgusa　introduced　themonoidal　transfom　§j(n)of　yj(n)

along　the　boundary　Bg(11)　and　studied　its　singularity.　We　shall　use　the

notations　in　Section　l　freely･

Dellote　by　p　(ol`pn　゛ol`e　pl`ecicely)the　canonical　morPhism　from

　　　　　　　　　　　　　　　w　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･　　　　　　A

(11)to　Sg゛(11)‘　Then　the　singular　locus　of　Sj(11)　is　given　as　follows　･

Theorem([8]Section　3).　Here　we　suppose　that　n　≧　3.

　　　　　　　　　　　W　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃　　　　　　　　㎜　　　　　　　　　　　　　　　〃

i)Let　t　be　a　Point　in　Sj(n)and　t=p(9　in　Sj(n).Then　t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃

h　sg゛(゛)　or　t　　is　a　conj9gate　of

1
1
'
ー
ー
J

S゛
　g

is　a　simple　point　if　t　　is　contained

a　limit　of　points　jk)　=

　
　
　
ー
T
　
　
r
3

　
　
　
　
　
　
　
t

r
l
ー
ー

,(k)

(k)

ζ(k)

4,,(k)

mod.Γ(n)such　that　lm7''(k)4･,

　　　g

●
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and　the　nomal　coordinates　(1.3}of　lmT"

distance　of　lmT"
(k)

(k)

and　the　princ1Pal　cone

ii)　Let　iE　be　a　limit　of　points　jk)=

are　bounded　aboVe,i.e.　the

C･

E

is　bounded　(9f.　G'.7)),

t(y)(k)＼

(y)　?,,(yL　iod　yrg(ll)
　　　1'　　J

with　lm7･'(k)4.　cs　and　the　normal　coordinates　of　lm?' (k)
bounded　above　.

Further　taking　a　subsequence　if　necessary,we　may　assume　that　there　exist

the　limits　T'=1i
X｡7

,(k)

,
　
j
　
　
･

1s　i<j　≦　g"+　1,(where　T"

COOrdinates　of　T,,(k)

31

i≧l　ilylk→-ζ(k)8'11d　iij　'　li?k→..e(CI/11)(Å¨(k≒j
(k)

&●

1J
is　the　(i,j)-component　of　the　norma1

)゛　P゛lt　ξij'e((1/11)(“7"ij))゜　Then　a　system　of　loca1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃　　　　　　　　　　　　〃

coordinates　of　sj㈲　at　　t　　is　given　by
　　　　　　　　　　(T゛-T゛,ζ-ζ,ξ-0･　　　　　　　　　｡.

iii)The　Projection　of　the　singular　locus　of　Sj(n)　to　Sj(n)is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-

Fecisely　the　゛iol　of　311　co゛jllg3tes　of　the　i゛ge　of　sg-4゛(n)by　the

Siegel　oPerator.　　ln　particular　Sg゛(11)　is　non-singular　if　g≦　3.

　　　　　　　　　　　　　　　ri　O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃

　　　we　shall　denote　by　S_(n)the　set　of　points　in　Sj(n)satisfying　the

assumption　in　the　above　theorem　i).

　　　(2.6)　We　do　not　know　even　whether　S

if　the　equality　(.I(n)^　:　I(n〕
r+S

)=I(n)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W　　　　　　　　　　　　〃

consider　the　normalization　Sg゛(゛)of　S

j(11)　is　norma1.　(lt　is　affirmative
s　　does　hold.)　Hence　we　sha11

g(j)‘　　　　　　　　　　　　　　　　゛

Definition　S　.　We　ca11　S_゛(n)the　lgusa　monoidal　transform　of　S-゛(n)

or　the　lgusa　compattification　of　Sg゛(○゜

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W

　　　　ln　case　of　n　°　1　we　write　simPly　Sg゛

●

fol`　gg゛(1)゜

)),

1
1
1



Cr(゛)/r(゜))＼sg゛(゜D

4･

(1.7)　ln　the　following　we　Jtudy≒the　i゛elation　between　S　゛
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‥　　.g

(μ1　and

F゛(mn}to　show　that　§j㈲is　isomorphid　to　(r(M/r(9nxsj(¥).We

shall　begin　with　a　study　of　Satake　dompactifications.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　we　took　a　note　before　that　the　finite　group　sp(g,　z/nz)　=sμg,z)/r(n)

acts　on　Sgi(il)co91e)(4゛1ytic311yOmd　even　algebraically).　　Further　we

have　:

ProPosition　l　.　i)　F6r　each　nj　m　≧1)there　is　a　canonical　morphism

?
　n}mn

ii)There　is　an　isomorphism　φ

　-　　　　-

:S゛(9)4･S　゛(n).

●

●

　　　　　　　-

(r(11)/r(゛))＼Sg゛(゜)

which　satisfies　the　following　commutative　diagram　;

(2.7.1)
―

Sg゛(t)

㎜

S゛

　g

S゛(n)
　gn}mn

　　　ln　particular　91n,mn　is　a　finite　morphism゛

　　　Proof.　The　existence　of　these　morphisms　is　clear　and　it　is　easy　to　show

that　r　　　　is　a　finite　morphism.　To　see　φ　　　　　to　be　isomorphic　we　have
　　　　　n}mn　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　njmn

only　to　use　the　Zariski　main　theorem　since　all　varieties　are　norma1　･

　　　Note　that　the　sheaf　l(mn)of　ideals　of　cusp　forms　on　Sg゛(゜)is

stable　under　the　action　by　r(n)μ(mn).Moreover　through　φ

an　isomorPhism　:

Then　we　have

?n

●

●

jmn･
(I(jnn))

r(n)/r(m) fゝj

4･ I(n).

n}mn

we　obtain

(n)

1φn,m

32



φ

(2､7.4)

●　●　●●
　　　4

(mn)　　　　･･}111a&(r(゛)/r(゛))＼sg

(2.7.3) ↑
(Γ(n)/Γ(mn))＼S

gt(mn)　　　　　“jl““
‥φ

(2.7.5) :　eL(n)゜`→

　k≧0
%J

This　homomorphism　induces　canonically　a　rational　maP

where　t,mn゛　:　oE゛(n)゛oE゛(mn)　is　induced　from　9njmn゛

el(mn)k

k≧0

　　　Proofヽ　i)　By　the　remark　above　we　obtain　a　4,mn゛　'homomorphism　of

sheaves　of　algebras　:

Proposition　2　.　i)For　each　m,n,≧1,therQ　is.a　canoniqal　morl)hism

9n,m:§g゛(&)゛gg゛

(2.7.2)

㈲　whidh　satisfies　th､e　following　comutative　diagrm　:

gg

[
―

S
　g

　　　φl　●●?`9●●●･●●l●14　●●

　　‥‥y‥
゛(mhl⊥⊥2jl!⊥-9　Sj(!11

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃

ii}the　gioq　Sp(g'　Z/゛Z}8'cts　o゛　Sg゛(11}　and　the　action　is　comPatible

with　p
　　　　n

:sg゛(j)゛
-

sg゛(μ)゛

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃

iii)There　is　an　isomorphism　;n,mn　:　Sg゛(゜)/(Γ(11)/Γ(゛))゛gg゛(l‘1)

which　satisfies　the　following　commutative　diagrams　:

'
Q
{
)

S゛(n)
　g

g゛(9)

(r(n〕/r(mn))＼s

pmn 1

33

t

　t

g

　
･
W

`
{
`
{
}

g

t
-

S゛

　g

(mn)

(n)

Pn

(n) ●

●

1



and　further　φ
　　　　　　　n}mn

%, :PrQj(●I(μ1)k)'→Proj　C　●　1㈲?(1
k≧0

　11
●●●●● ●　●●●●●W

§j(!nn)　　　　　　　§j

k≧(l

㈲

34

is　a　morphism　in　fact　by　the　remark　just　before　Proposition　2.

(We　have　only　to　use　the　fact　that　the　suPPort　of　9n,mj(I(゛`})　is　the　same

as　th4t　of　l(lnn).)Then　it　can　be　lifted　canonically　to　a　morphism　:

%lm　:　sg゛(il)→§g゛㈲゛

　　ii)　Clear　from　the　remark　above､

　　iii)si゛ce%,mnis　induced　from　4,mn゛'ho゛o゛)yphisn　9゛7`5)'1t　is

an　affinemap([6]11.　3.5.1).　　Moreover　clearly　it　is　also　proper,hence

finite　by　viTtue　of　Chevalley's　theorem　(ibid`III'　4‘4‘2)`　Therefol`e　yn　mn

is　also　a　finite　morphism.　　Since　Sg゛(゛)゛d　SZ(11)　are　birationa1　,　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃

rational　function　field　of　Sg゛(゛1)　is　a　Galois　extension　of　that　of　Sg゛(゛)

by　ProPosition　1　.　　Hence　the　conclusion　follows　･　　　　　　　　　　　　　　　　　q　.e　ヽd.

●



§3.　　Stablecurves　and　their　moduli　sPaces　･

　　　ln　this　sectio11　゛'e　recill　the　definitioll　and　hndme゛ta1　μol)erties　of

stable　curves　due　to　Deligne　and　Mumford　[4].　For　the　proof　not　given　here
●　●●

we　refer　the　reader　to　their　article　ibove.　Although　theii゛　method　is

algebraic,it　is　the　same　in　the　analytic　category　by　virtue　of　the

representability　of　the　Hilbert　functor　([21]Exp.　16).

　　(3.1)　Definition　6､　Let　S　be　an　analytic　space　.　Let　g≧2.　We

call　a　morPhism　7T　:　X　4　S　a　family　of･stable　curves　of　genus　g　over　　S

if　it　satisfies　the　following　conditions　:

　　i)　7T　　is　a　proper　and　flat　ePimorPhism　whose　fibres　are　reduced,

connected　curves　;　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘

　　　ii)　for　each　s　6　S　the　fibre　x　='7r'1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S

points　as　singulaTities　;

(s)has　only　ordinary　double

　　　　iii)　if　　r　　is　a　non‘singular　rational　component　of　xs　゛

the　other　comPonents　of　xs　'in　more　than　two　points　;

i゛)di゛CH1(xs'
ox)゜g`

　S

then　　r　　meets

35

　　　lf　S　　is　one　point,x　　is　called　a　stable　curve.

　　　(3.2)　Since　7r　　is　nat　and　its　fibres　are　locally　complete　intersections,

7r　is　locally　a　complete　intersection,Hence　by　the　theory　of　duality　of

coherent　sheaves　in　the　analytic　category([17D,we　have　the　following

ProPosition　and　from　it　we　infer　the　following　theorem　in　the　same　way　as

in[4].

●
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ProPosition　3.　Let　l　:　X　4　S　be　a　family　of　stable　cux゛ves　of　ge‘nus

g　　over　　S.　T11en　thetre　is　a　canonical　invertible　sheaf　“'X/S

that　:

on　x　such

36

　　i}for　all　mQrphism　f　:　T　4･　S　j　“'X　XT/T　is　canonicallyisomorPhic　to

f゛(゛x/s);　　　　　　　　　＼　s

　　ii}if　S　is　one　point,　1et　i):X　゛　x　be　the　normalization　of　xj

x1゛¨‘　j　xn゛y1゛¨゛゛yn゛the　points　of　x　　such　that　the　゛i°f()(i)゜f(y1)'

1'≦　i　i　nj　are　the　double　points　of　x‘　　Then　ωX/S　isthe　sheaf　ofmeromorPhic

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●d　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●●

1-forms　　n　on　　i　regular　on　i　except　for　simPle　poles　at　the　x゛s　and

y゛s　and　with　Resx.(n)+　Resy.(○　゜o　;　　　　　　　　　　　　　　　　　`

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　1

　　　iii)　if　S　is　one　Point,and　F　is　a　coherent　sheaf　on　x,then

HomC

lf　S　　is　one　Point゛we　denote　　ωX/S

(H1(X,F),C)‘I　Hom
OX(F'　“'X/S)゜

simPly　by　ωX゛　Note　that　if　x

is　a　smooth　curvej　ωx　　is　nothingbut　the　usual　sheaf　ofholomorPhic　one

forms　on　　x.

　　　　Corollary‘　　7T゛ωX/S　　is　a　locally　free　　Os'Module　of　rank　　g゛where　OS

denotes　the　sheaf　of　holomorphic　functions　on　S.　　For　each　s　6　S　there

are　a　neighbourhood　u　　of　S　　and　　g　sections　　ω1″　¨゜゛ωg　　in　　r(7｢

such　that　for　each　t,　in　u　　the　restrictions　(yi}

ω's　to　the　fibre　xt　゛　←‘Ctl　form　a　basis　of　r

t

(xtj

-1
(U)'“)X/S)

,i°1,　･●･　,9,0f

(゛X}゛

　t

Proof.　By　the　conditions　i)and　iii}of　ProPosition　3　we　have

●

1
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Hence　dimCH°
Cxs }ω

HO(xs'　゛X/SIX　)g･『(x
S　　゛`･　　　S

1●≒φ

S

j　ω

(RI

X1゛
　S

〔xs

●●j

j
HLomC 0

　Hom　(9
　　0X

y　　　S

X)-‘C1゛
　S

X
　S

j　ω Xλ
　S

X/SIX)=g　always　.　By　the　theotrems　of　Grauert　C[5])the
　　S

conclusion　follows　. q.e.d.

　　　(3.3)To　constTuct　the　moduli　sPace　of　stable　curves　we　shall　make　use

of　Hilbert　moduli　space.　The　starting　point　is　the　following　theorem.

　　　Theoremヽ　Let　7T　:　X　゛　S　be　a　family　of　stable　curves　of　genus　g･

Then　ω x/s°゛　is　l゛e13ti゛ely　゛el`y゛pleif　゛゛3　゛d　･゛(“'x/jn)　is　a
locally　free　sheaf　on　S　of　rank　(2n-1)(g-1)･　　　　　､

　Taking　n　゛　3,　we　can　realize　any　family　of　stable　curves　as　a　family

of　curves　in　P5g'6

Further　theTe　is　an　analytic　subsPace

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P

H　C　Hilb

　g

with　Rilbert　polynomia1　:

　Pg(n)゜(6゛‾1)(g“1)‘･

　g

PSg'6

P

of　all　tricanonically　embedded　stable　curves　where　Hilb　?

moduli　space　in　　P

family　l　:　Z　･H

　　　　　　　　g

5g-6

P
5g･6

with　Hilbert　polynomia1　Pg‘　Over

is　the　Hilbert

H､　　there

　g

of　stable　curves　of　genus　　g　with　a　tricanonica1

1S　a

whichヽhas　the　following　universa1　ProPerties　:

g

embedding　Z　4･　H　゛　P5g‘6

　　(3.3.1)1et　7T　:　X　4　S　be　a　family　of　stable　curve!　of　genus　g　with

theTelative　projective　embedding　i　:　X　4　P5g“6　)(S　over　S　　such　that　the

●
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inverse　by　i　of　the　line　bundle　det6;mined　by　the　hyPerPlanQ　Qf　P･5g'6　is

ωX/S`″≒　Then　there　exists　a　canonical　holomorPhic　maP　f　:　S　゛　IT{g　such､

that　x　is　isomorphic　to　S　)(H/Zg

　　　　　　　　　　　　　　　　　g

38

over　　S　　and　the　embeddings　into　　PSg‘6　)(　S

are　comPatible　withヽf.　This　f　is　uniquely　detemined　by　this　proPerty

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P‘

Note　that　by　virtue　of　GAGA　[22]Hilb　?
P5g､'6

is　the　analytic　space

associated　with　the　algebraic　Hilbert　scheme･

　　On　Kg　acts　the　reductive　group　PGL(Sg-6).　Since　for　every　point

●

x{H　　the　stabilizer　of　x　is　finite,by　the　theorems　of　Seshadri[24]
　　　　g

we　see　that　the　quotient　space　Sg　゛　Hg/PGL(5g'6)　exists　and　it　is　quasi-
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

projective[91,[16].　ln　fact　it　is　projective　and　it　is　a　coarse　moduli

space　of　stable　curves　of　genus　　g･

　　　0.4)On　the　structure　of　Hg　and　　Zg゛with　the　apProximation　theorem

of　Artin　[11,we　infer　the　following　theorem　after　Deligne　and　Mumford　([4]

Th.1.61　.Th.1.6).

　　　　Theoremヽ　H　　is　smooth　and　the　discriminant　of　s　　is　reduced　with　only

　　　　　　　　　　　　　　　g

normal　crossings　･

　　　　More　Precisely,let　x　be　a　Point　in　HLg　and　　C　be　the　stable　curve

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･⇒　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●●

in　　Zg　lying　over　x　with　the　double　points　zl}　゛`゜　l　zd.　Then　there　are　a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●●

neighbourhood　u　of　x　in　Rg　which　is　isomorPhlc　to　an　oPen　set　in　CN

with　local　coordinates　(7tlj　゛¨　゛tNb　anda　neighbourhood　vi　　of　　zi　　in

Z
　g

which　is　isomorphic　to　an　analytic　subset　defined　by　the　equation　:

●



in　an　open'　set　in　CN4`2

that　the　structure　morphism　s　z　v.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

CN÷2

W

through　these　isomorphisms　･

U.V.゛

　1!,

W t.=0
　1

with　local　coordinates　(jij　vi゛ t1゛‘¨　″tNl　sucb`

÷U　is　induced　from　thejroj　ection　:

N　
C
　
w

39

j

l

→

φ●　●●

(ui゛　vij　tl゛　¨`″tN〕‾f　Ctl゛¨゜″tN}

●



§4.　Periods　of　stable　curves　.

　　　ln　this　section　we　study　the　period　maP　of　the　family　QI　:　Zg　゛　Hgj

esPecially　its　beh4viour　near　the　points　corresponding　to　singular　stable

curves　.　For　this　purpose　we　shall　study　the　homology　grouP　of　stable

curves　and　the　monodromy　of　QI･

　　　A)Period　maPs　of　families　of　smooth　curves.

　　　(4.1)　Let　Hj　be　the　biggest　open　subset　of　H_　over　which　Q1　1s

smooth,i.e.　the　complement　of　the　discTiminant　D　ofQI.　　Denote　the　inverse

1mage　　QI “1(Hj)by　Zj.　For　simplicity　we　write　H°　and　　Z°　instead　of

H°　and　Z　°　inthis　section､　As　we　have　remarked　before　in　(3,2),the
　g　　　　　　g

sheaf　　ωZ°/H°　　is　the　sheaf　of　germs　of　holomorphic　relative　one　forms　on　Z°.

　　　Then　Q5　:　Z°　4　H°　is　a　topological　fibre　bundle　whose　fibre　is　a　comPact

surface　of　genus　　g.　　Hence　we　have　the　following　lemmaヽ

　　　Definition　7.　　Let　　C　be　a　comPact　toPological　surface.　　A　free　basis

{(x1゛　¨゛j(xgj　61j　¨‘　j　Sg}　of`H1(Cj　Z)　is　called　a　canonical　basis　if

the　intersection　numbers　of　the　(x　'　s　and　the　6　'　s　are　the　following　:

((z

1

0

if　i=j

if　i≠j,

　　　(αi゛aj)゛(Si″Sj)゜O　　for　ijj°1j　°¨　j　g‘

For　each　point　4　　in　H°　there　ekist　a　neighbourhood　U

-1

Lemma　10.

of　H　and　2g　cycles　a1″　゛¨゛αg゛　61゛　¨‘゛6g　on　ai

for　each　y　in　u　the　restrictions　(c゛i)
y゛

(6j)
y

of　　a.
　　　　　1

(U)such　that

and　S.
　　　　J

to　the

40
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fibl゛e　Cy　'　゛‘1(y)fo°　3　c゛ollic31　b3sis　of　Hi(Cy'　Z)‘

　　　(4.2)Let　l‘　:　X　-･.S　be　a　smooth　family　of　non-singular　curves　of

genus　　g　　and　　Sgthe　Siegel　upper-half　Plane　of　degree　g･

　　　　　　　･

　　　For　each　s　6　S　choose　a　neighbourhood　u　of　s　,　9　1inearly　independent

sections　　ω1j　¨`　j　ωg　　of　　r(π
-1

alj　¨‘　゛　13g　　whose　restrictions　((゛i)t'(6j)t　to　xt°1

t　　in　　u　　form　a　canonical　basis　of　H1 (xt'

corollary　of　Proposition　3　and　Lemma　10.)

　　　Then　we　shall　define　T　‘on　u　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π

　　　　　　　　　　　　　　　T　:　U　-----j
　　　　　　　　　　　　　　　　7｢

where(j (j)

t→(j(Sk)

and(j
(6k)

(%) t)

S
　g

W

t

(U)゛ωX/S)j　and　　2g　　cycles　　cz1　゛　¨‘　゛(xgj

-1
(t)for　every

Z).(This　is　possible　by　the

(%)
((`i)

t

(j) t)
-1

are　considered　as　square　matrices
(c゛i)

t

t)
t

of　degree　　g･

　　　Sillce　xt　is　llo゛“sillp1゛　8‘゛d　the　(“'i)t　form　a　basis　of　the　vector

space　of　holomorphic　1-foms　on　xt'　T7T(t)belongs　to　Sg　by　゛il゛tlle　of

Riemann's　equality　and　inequality･

　　　Definition　8　.　We　call　this　multiple'valued　map　T_　:　S゛S-　the　Period

map　of　the　family　7T　,

　　　The　matrix　Ωt°(lg ,T(t))　isusually　called　the　period　matrix　of
　π

xt`゛hel`e　lc,is　the　ide゛tity　mtl`i)c　of　degl`ee　g゛Also　the　stl`i)(Tπ(t)

itself　is　often　called　theperiod　matrix　of　xt゛　ln　this　article　we　use

●
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then　M=

C=(C‥
　　　1J

)

mainly　the　latter　terminology･

　　The　multiPle-valuedness　of　T　　comes　from　the　freedom　of　choice　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7｢

canonical　bases　.　ln　fact　let　((x,S)and(cl゛,a゛)be　two　canonical　bases　･

lf　we　exPress　((x゛,6゛)with(α,S)in　the　fom　:

61.=Σ(A‥
　1　j　1J

al

i ij

Sj゛B

6j゛D

　
13　
　
s
J

　
α　
　
s
J

　
　
･
1

i?j)'

is　contained　in　SP(g,Z)whereA'(Aij)゛B'(Bij)'

are　matrices　of　degree　g,and　the　value　T'

CS2J
3Jld　D　°　(Dij)

of　T(t)　defined　with　((x',6')　is　expressed　with　the　value　T　of　T(t)
　　π　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7T

defined　with　(cz,6)　as　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　'‘

　　　　　　　　　　　T゛=M･T=(AT+B)(CT+D)“1.

Hence　values　of　T　differ　only　by　the　action　of　Sp(g,Z)　on　　S　.

　　　　When　we　are　given　a　family　of　stable　curves　7T　:　X　4　S　which　is　smooth

over　an　open　dense　subset　S°　,　there　arises　a　pToblem　on　the　behaviour　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

the　Period　maP　of　lT　near　S　‘　S°　.　Since　the　family　a5　:　Z_゛H_　is

゛11ivel`s31(3'3)j`゛e　h゛e　ollly　to　stlldy　the　pel゛iod　゛P　T　°　1

　　B)Homology　group　of　stable　curves　,

of Qi:Z　4･H.

　　　　(4.3)　For　later　use　we　shall　make　a　Precise　study　on　the　homology　grouP

of　stable　cu-rves　.

　　　　Let　C　be　a　stable　curve　with　the　doublepoints　　z1゛　¨゜　゛zd‘　　Denote

　　　　　　　　W

by　f　:　C÷C　'　the　normalization　of　C　and　by　xlj　'¨　j　xd゛y1゛¨`　゛yd
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the　P°iMs　°f　C　゛ith　l　f()ciy　°　μ4}゛?i'1s　4`l　d'　Let　C1'¨T　'Cr

(;resp‘　c1″　¨`j　cj　be　th9　irl`ed゛cible　co9o゛e゛ts　of　c　(yesi)`e)``'hel`e　cj

corresponds　to　　C

ge゛s　gj of　　C.

　　　　　J

For　each　　C.

　　　　　　　　　J

　
j

　
　
　
k

　
　
g

　
　
　
　
s
J

　
　
r
･
　
ζ

　
　
　
　
k

}
¥
J

　
C

　
　
　
　
s
J

　
　
　
″
S

　
　
}
ー
J

j

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j●　　　　　　　〃g　　　　　　　　　　　』

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃

for　each　j　.　ThLe　genus　g　゛　of　C　is　theI　Sum　of　the

,1≦j≦rヽ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●●　　　　　●1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　choose　　a　canonical　basis　(zj+1j　¨゛　″αj

of　the　first　homology　group　H

　　　　　　　　　　　　　｢

H1(C'　Z)' eH

j=1

　
　
　
1

　
　
　
1
J

'
C　
C

　
　
　
I

Z)

1
(Cj″ Z)of　C

a

　●●

J

j+1'
●●●

Then

1

and　the　whole　α's　and　Ps　fom　a　canonical　basis　of　H1(C'　Z)

　　(4'4)To　stlldy　H1(C'Z)　we　shall　associate　a　graph　　r　　with　　C　　as

ii)the　set　of　edges　of　r　is　the　set　re

iii)　the　extremities　of　an　edge　　zi

on　which　　z.
　　　　　　　　　　　1

1ies､

of　the　double　points　of　C　;

£　r　　　are　the　irreducible　components
　　　e　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　`゛

This　graPh　is　connected　by　the　condition　i)in　Definition　6　,

Then　we　have　:

Lemma　11.　The　firsthomology　group　　H1 (r,Z)　of　r　is　a　free　abelian

group　ofTank　d　-r+　1.　Further　we　can　choose　a　free　basis　Y1″　¨'　゛Yd-r+1

such　that･

i)if　z.
　　　　　1

£　re　has　onlyone　extremity,then　　zi

●

is　one　of　Y's　(with
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orientation)　and　no　other　Y　　than　　zi　passes　through　　zi　;　　　　　)

　　ii)if　we　assume　moreoverthat　the　graph　　r　　can　be　embedded　into　the

sphere　　S2　(or　equivalently　into　the　Euclidian　plane　R2),then　for　each

zi 6　re゛a)　there　is　no　Y　passing　through　　zij

T　passing　through　　z

Or　　b)there　is　only　one

or　c)　there　are　only　two　Y　's　passing　through　　zi
i″

with　opPosite　directions　･

　　　Proof.　The　first　claim　is　easy　toprove.

Let　　z 1゛　¨゜゛ze　be　the　edges　of　Γ　with　only　one　extremity　andput

Yi°zi″i°1゛¨゜j　e゛with　a　fixed　orientation.　Consider　the　graph　　Γ｡

obtained　by　deleting　these　z　゛s　ヽThen　we　have　easily　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e

H1(r゛Z)゜H1(r.'Z)e(

Hence　if　we　choose　a　free　basis　of　H

they　form　a　free　basis　of　H

.e　ZYi)‘
1=1

1(Γ.jZ)j　the゛　together　with　Yi　　above

1(Γ'Z)s3tisfyiilg　the　colditioll　i)゛

Now　further　we　as　sume　that　　Γ　　can　be　embedded　into　S“　.　This 1S

equivalent　to　assume　that　r｡　is　embedded　into　S“　.　Take　a　point　゛　in

S2 outside　ro゛　Then　the　embedding　of　r｡　gives　a　partition　of　S2
into

celles゛△1j¨゜j△k　and　△a)where　△｡contains　the　point　°'゛These

celles　are　naturally　oriented　by　the　orientation　of　S“　.　Let　Yi

boundary　of　　△i″

b8'sis　of　　H1(r.'

1≦i≦k.　Then　it　is　easy　to　see　that　these　T

Z)satisfying　the　condition　ii).

be　the

　form　a
●

1

Definition　8　･　　A　stable　curve　is　called　a　planar　stable　curve　if　the
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graph　associated　with　it　can　be　embedded　in　the　sPhJere　♂
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　　　　　　　　　　　　　　　　　x　　●

in　the　Plane}.

　　　G.51　Now　we　embed　this　graPh　r　into　C　so　that

　i}the　isge　of　Ci

comPonent　　Ci　;

£rv　is　a　simple　point　ci

(9;r　equjヽva1Qntly,

in　the　irreducible

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f･

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●●

ii}　the　i`1ge　°f　2jy　Γe　with　exti･emities　ck″c£　is　a　path　with

extremities　　ck゛ c£　　which　lies　on　Ck　and　C£　　and　passes　through　　zi

once,aJld　through　no　other　z　's　･

　　With　this　embedding　and　the　nomalization　f　:　C　゛　C,　we　have　a

homomorl)hism　:　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　`ヽ

　　　　　　　　　　　　　　　　y:H1(c'z)e　H1(r'z)゛H1(c'z)‘

　　　Proposition　4　.　The　homomorphism　9　is　an　isomo4)hism　of　grouPs　･

Hereafter　we　identify　them　through　y　･

　　　Proofヽ　We　shall　prove　the　lemma　by　induction　on　the　number　r　　of　the

comPonents　of　C.　　ln　case　of　r　°　1　　the　proof　is　clear.　　ln　the　genera1,

case　take　an　irreducible　comPonent　such　that　the　curve　　C'　obtained　by

deleting　this　component　remains　connected.　　We　assume　for　example　that　the

component　C　　is　a　such　one　.
　　　　　　　　　｢

　　Denote　by　Cr　and　C'the　respective　nomali?ation　of　Cr　and　CI`

Note　that　C　is　a　disjoint　union　of　C　　and　C゛.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｢

　　Denote　by　r　and　Γ゛the　intersections　of　C　and　Cl　with　the
　　　　　　　　　　-　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-

●
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embedded　r　respectively　.　Then　r　and　r　゛　are　respectively　homotopic
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r

to　the　gTaph　of　C_　and　C'j　and　r-∩r゛　'　C｡　nC'is　a　finite　set　of

46

points.

　　　　Hence　by　the　theorem　of　Mayer-vietorius　we　obtain　the　following　commutative

diagram　where　the　horizontal　sequences　are　exact.

{O}゛H1(rr

　　　　　↓
{o}゛H1 (Cr

n　r゛)→

H1

H1

゜C゛)゛H1

(rr)

1

H1

(C゛)　H (C)

→j._､→HO(rr　°　r゛)→HO(rr)゜HO(Γ')
(r')　H

↓y'
H1(C')゛H

1(r)　`'

↓y
1(C)゛HO

　p　　　　D'
(Cr　°C')゛HO(Cr)゜HO(C')

e

(Cr)e

　　Evidently　φ　and　φ'are　isomorphic　and　y'is　also　by　the　induction

hypothesis　.　Hence　the　isomorPhy　of　?　follows　by　virtue　of　the　five　lema　･

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q.e.d.

　　C)The　monodromy　of　families　of　stable　curves.

　　(4.6)ln　this　paragraPh　C)we　consider　only　a　family　7T　:　X　4･　D　of

stable　curves　of　genus　　g　over　adisc　D=jt6C;　ltl<e}which　is　smooth

on　D'=D-{O}.　We　shall　denoteby　　xt
the　fibre　√1

(t)　　over　　t.

　　　　At　each　double　point　　z　　of　xO゛there　is　a　neighbourhood　U　　of　　z

which　is　isomorphic　to　a　closed　analytic　subset　defined　by　the　equation

!
1
ー
ー
ー
ー
F

xy-t¨゜O　inan　oPen　set　in　C゛={(x,y,t)}　containing　the　origin(cf.(3.4)).
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

Hence　TePlacing　　z　　by　a　series　of　(n“　1)　proj　ective　lines　j　we　obtain　a

non-singulaTmode1　　x　of　x.　　Denote　by　7T　　the　canonical　map　from　x　to

D.　Note　that　in　the　preceding　discussion　in　B)　we　did　not　use　the　condition

●



iii

ヽ
X

0

)of　Definition　6,hence　a11　･results　･　in　B)h,old　also　for.th､e　cu】;･ve

=rl(O).

　For　the　fibre　iO‘　゛　g　we　ihall　use　the　same　notations　as　in　(4

the　remark　above,in　particular,we　can　choose　a　basis　{α

･･･　,a gl゛Y1

47

●･　　　　　　¶　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　゛･　　　　　　●4

1　°゛゛j　Yg,1}　of　H1(CyZ)　such　that　the　j+k″6j+k'1!ksgj'

foTm　a　canoni.cal　basis　of　H`1

of　H1

(gj' Z)　and　the　Yk″　1'l　k　l'g"゛form　a　basis

(r,Z)satisfying　the　conditions　in　Lema　11　.

Take　a　Point　t_　in　D゛.　For　simplicity　we　assume　t_゛1.　Then　we

have　:

　　　Lemma　12.　a)There　are　families　of　cycles　°1(t)゛¨゜゛4(t)'a1(t)'

¨゜゛‰(t)'O≦t≦1'in　H1(xt'Z)　such　thlt　　　　　　　　　'‘

i)they　vary　continuously　;

ii)　for　each　O〈　t≦　1　they　form　a　canonical　basis　of　H1 (xt' Z) φ
j

　　iii)　j+k(t)　(･esp゛　sj+k(t))'1≦k£gj　'　te゛ds　to　j+k　(l`esp`S+k)
if　t　　tends　to　O　;

　　i゛)　6g'+k(t)'1≦k≦g"゛te゛ds　to　Yk　if　t　tends　to　O　;

　　゛)　(゛g'+k(t)'1sk≦　g",tends　to　a　cycle　homologous　to　zero　if　t

tends　to　0.

　　b)　For　each　double　point　zi､　in　C　°XO　there　is　a　small　open

neighbourhood　of　zi　which　is　homeomorphic　to　a　join　of　two　discs　meeting

at　　z
&●

1
Take　the　boundary　　6　.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

is　a　family　of　non-zero　cycles　　6

of　one　of　these　discs　.　Then　there

i(n'o゛t!1'(911ed　the

●

6.
　1

=f

Z.
　1



is　planar　if　and　only　if

vanishing　cycles　associated　with　z

0.

il　゛`'hidh7tellds　to　6i4en,t　tend5　tQ

For　the　Proof　see[3]Lects　.4　and　5　for　example　･

As　an　important　corollary　of　Lemma　ll　we　have　:

Lemma　1　3　゛　i)Each　6i　Ct}can　be　expressed　as　a　linear　combination　of

cxg゛÷k

〃

U1　Further　if　C　is　planar　〔Note　that　x

(t)j　l　ik‘<g".

0

XO　is　Planar.),then　≒(t)　is　homologous　to　zero,or　±4゛+j(t)'ol゛

゜g゛÷j(t)“c゛g゛+kCt)　with　l‘≦j,k≦g".

　　PI'゜゜f゛　i)lf　゛e　e°q)i`ess　6iCt)ill　the　fo"

6

g

Ct)゛j:18‘i?j(Tt)゛
　g

　Σb..S.

j=11〕J

(6i'

(6

(6

P

i゛

●

1

in　HI(xt゛　Z)j　then　we　have

3'ij

bij

゛(6i(t)'6j(t))゛

゛(6i(t)'゜j

〔t〕

6j)

゜j)

O)

-

-

--

0,

0,

0,

11j≦g゛,

1≦j≦g',

g'gj≦g,

by　Lesna　12　and　the　condition　i)of　Lema　11.

　ii)Assume　moTeover　that　C　is　planarヽThen　by　Lema　11,　for　each

Z｡
　1

1n　C　only　one　of　the　following　three　cases　occurs　:

a7)　there　is　no　Y　passing　thro9gh　zi　;

b)　there　is　only　one　Yj

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4

c】　there　are　two　cycles　Y

passing　through　　zi　;

●●　●

j'
Yk

Passing　thTough　　zionce　with　different
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　　　Here　B　=

of　degree　　g"　･

orientations　.　Since　　ai,g'゛j　s　(6i″`Yj)j　the　conclusion　follows　゛

　　　　(4.7)Take　a　circle　r　rounding　the　origin　once　counterclockwise　with

base　point　1゛　For　a　cycle　　c　　in　H1 (Xlj
Z)we　denote　by　cr

6f　c　　along　r.　　This　operation　induces　an　automorphism　of　H

the　transform

1(X1'Z)

called　the　monodromy　or　the　Picard-Lefschetz　transfomation　of　7T.　　Then　by

the　theorem　of　Picard-Lefschetz　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d

c‘　=c+　Σ　(6

i=1

●

1
(1)jc)6i(1〕`

　　Let　A　be　the　d　xg　matrix　with　the　(i,j)-th　coefficient　(6

Then　by　the　above　fomula　we　obtain

(4.7.1) c‘　=c+α(1) tAA〔≒(1),c).

Proposition　S　.　The　monodromy　of　7T　is　exPressed　in　the　form

ー
ー
ー
I
J

　
　
　
　
　
　
　
　
g

　
n
D
　
　
1

　
　
　
i
y
o

　
1
　
　
0
F
‐
.
s

by　using　the　basis

B=
tAA゛　1g

i(1)'　6j

'the　identity　matrix　of　degree　g,

{s1(1)゛`¨　″%(1)'c゛1(1〕゛¨`　゛(゛g(1〕}‘

I
J

　
　
　
　
　
　
O

　
O
　
B

　
0
　
0

r
i
ー
x

　　　Moreover　if　xo

cone　　C｡(1゛7)`

where　　B　　is　a　positive　definite　symmetric　matrix
　　　　　　o

=　C　isplanar゛then　　Bo　　is　contained　in　theprincipa1

Proof.　The　first　part　is　clear　from　the　argument　above　excePt　for　the

c13i゛　th3t　detBo　?1　9　゛　Sillce　the　6

cxgl+1 (1)゛゜¨　゛ag(1〕゛rank　A　°　g"

that　det　B　Z　0　.
　　　　　0

i(1)゛s　gellel`lte　the　slJbgl`o11P　gellel`3ted　by

.The　fomula　:　rank　tAA=rank　A　shows
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Denoting　by　ai the　i-th　row　vector　of　A,we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　B　s　Σ　‾a.a.･
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　.　　1　1

a)　A‾　　s　0,　1≦1.,K≦g
　　　1K

●

}

b)　there　is　a　j　with　g'〈j　s　g　such　that

A1

　tK ↓
1
､

　
　
　
　
･
･

1 1f　1　°K°J

O　otherwise　;

c)　there　are　j　,　k　with　g'<j,k≦g　such　that

　●'

A1

　1K ー
ー
､

　
　
　
　
　
　
　
･
･ 1　if　t　=K=j　or　　k,　　　　　＼

-1　if　(1,0=(j,k)　Or　　(k,j),

0　　otherwise　､

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　●

Therefore　each　minormatrix　A1　=　(A1

hence　B　=　Σ　A1

　　　　　　0

also､

is　contained　in　　C　,

　　　　　　　q.e､d.

1K)g゛<1,K≦g

D)　The　behaviour　of　the　Period　maP　near　the　discriminantヽ

(4.8)　Now　we　go　back　to　study　the　period　maP　T　of　Qi　:　Z7　4･　H°　･

Take　a　point　;(　in　　H　　　and　let　　C　=　al'1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　g

〔x)be　the　stable　curve　in　Z
　　　　　　　　　　g

over　x　with　the　doublepoints　　z1゛¨‘　゛zd'　Then　by　Theorem　(3.4)there

is　a　coordinatellei　ghbo1�1ood　U　°{(t1゛¨‘　゛tN);　ltil(s)　`゛ith　the

centre　　x　　such　that　each　　z.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

analytic　subset　defined　by　the　equation　:　x

has　a　neighbourhood　biholomorPhic　to　an

iyl　゛ti　=　O　of　an　open　set　in

CN゛2♪{(xi″　yij　t1″　¨゜j　tN)}‘　Hence　the　discrhin3nt　D　is　the　゛ion

●
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is

1S

tN

d

U{(t)6U;t,=O}in　U.lts　comPlement　U　-　D　n　u　is　isomorPhic　to

i=1

N-d

(DI)`‘XD‘`‾゛where　D={t6C;　ltl　<c}and　D'=D　-　{o},and　the

fundamental　group　of　U　-　D　nu　is　Zr 1e¨‘eZΓd where　　r.
　　　　　　　　1

1s　the　homotopy

class　of　a　circle　roul`ding　the　di゛isor‘{ti=　O}　once　counterclockwise　.

Choose　a　basis　of　H1(C'　Z)　as　in　(4.6).Take　apoint　x1　°(t1`^≒　¨‘　″

(1)
) with　　t.

　　　　　　　1
≠O　in　u　sufficiently　near　to　x　such　that　there　is　a

canonical　basis　of　the　first　ho゛ology　gl`ollp　H1(C1'　Z)-of　the　lloll'si゛g111゛

curve　　C1　°s'1

along　　ri　　is

where　Bi　°　(bij　tK)

()(1)　such　as　in　Lemma　12　,　Then　the゛o゛odl`ol゛y　of　H1(C1'　Z)

B
　
　
　
I

　
　
g

1
　
　
　
01ー

x
　
　
　
　
･
･

　
　
　
　
　
･
1

　
　
　
　
M j

ゝゝ

is　a　non-negative　symmetric　integral　matrix　of　rank

at　most　l　with　b.,　　゜O　for　t　≦g'　or　K≦g'　(Proposition　5).
　　　　　　　　　　　　1　1K

Hence　the　analytic　continuation　　T(rit)of　T(t)31o゛g　ri

(4.8.1) T(r it)゜Mi　°T　(t)゛T(t)゛Bi‘

Hence　the　matrix-valued　function　:

(4.8.2)

d.1og　t

S(t)=T(t)-　Σ　=B.
　　　　　　　i=12"Cr　1

is　subj　ect　to

a　single'valued　function　on'U　-　D　n　U.　　0ur　main　result　in　this　section

:

　Theorem　2､The　function　S(t)(4.8.2)is　bounded　on　U　-DnU.　Hence

it　can　be　extended　to　a　holomorPhic　function　on　u　by　virtue　　of　Riemann's

removable　singularity　theorem.

●
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Tij

　　　Proof.　　Since　a　holomorPhic　function　defined　except　on　an　analytic　subset

of　codimension　two　can　be　extended,we　have　only　to　prove　the　case　that　　C

has　only　one　double　point　by　virtue　of　Theorem(3.4).

　　　Even　if　C　has　a　double　point,the　monodromy　can　be　trivia1　.　　1n　this

case　T(t)　　is　a1ready　single-valued　and　is　a　map　into　a　bounded　demain　Sg゛

hence　the　conclusion　follows　.

Now　we　suPPose　that　the　monodromy　is　non゛trivia1　.　　Then　by　Propositon　5

we　may　assume　B　= ｢
1､

0　0

0　n

`X

Dn>o　(in　fact　n=　1),　Let　sij(t)(resp･

(t))denote　the　(i,j)-coefficient　of　S(t)(resp.　T(t)).Then　by　the

same　argument　as　above,　for　a11　(i,j)but(g,g),S

bounded.

So　we　must　Prove　that　　S
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gg

‥n　log　t

(t)゜Tij (t)is●●

1J

(t)゜Tgg(t)“‾W7rr‾゜'　is　holomorphic　on
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t1゛O　also.　This　method　of　proof　is　due　to　Mayer　([3D.Since　l゛Tgg(t))O'

e(t)゜e)(P(2yΣΥTgg(t))　is　bounded　on　U,hence　can　be　extended　to　a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　=･

holomorPhic　function　on　U,　As　　e(t)　does　not　vanish　except　on　t1　°O゛

`゛e　h゛e　e(t)'t1%O(t)　where　　eO(O)?10's°　S'(t)'Tgg(t)“Ξjrr　log　t1
is　single-valued　and　holomorPhiq　on　a　neighbourhood　of　x､　　lf　m　?l　n,then

S゛(t)cannot　be　single-valued.This　shows　that　m=n　and　S゛(t)=S(t)
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gg

is　holomorPhic　at　　t1 =O､

●

q､e.d,



§S.　The　canonical　maP　from　the　moduli　space　of　stable　curvQs　to　thQ　Satake
φ●･

compactification.

　　　ln　this　section　we　shall　prove　the　following　theorem.

　　　Theorem　3.　Let　Tr　:　X　゛　S　be　a　family　of　stable　curv9s　of　genus　g･

Denote　by　S⊥゛=Sp(g,Z)＼S_.　Then　there　is　a　canonical　holomorphic　map

―

T゛
　¶'

:　S--→･

W

S
　g

゛=　U　.S‘　.゛

●●

g゛≦g

(cf.(2.2))

sending　s　6　S　to　the　period　matrix　of　the　non-singular　model　of　x　z　Tr
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S

　　　Proof.　　By(3.3.1)there　is　a　functorial　maP　f　:　S　゛　H　　such　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g

is　isomorPhic　to　S　X　Z　.　　Hence　we　have　only　to　prove　the　maP

　　　　　　　　　　　　　　　　H　g

　　　　　　　　　　　　　　　　　g　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼

―

T
　CI

-1

X

　゛:H　4

g　　　g
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(s).

―

S゛

　g

is　holomorphicヽOn　the　points　in　Hg“D　whose　fibres　are　smooth　curves　,

this　map　is　nothing　but　the　composition　of　the　canonical　surj　ection　s_゛Sj

and　the　period　map　T　we　have　defined　in　(4.2).　Hence　it　is　holomorphic.

　　The　question　being　loca1　,　we　consider　a　point　x　6　D　C　Hg　and　a

neighbourhood　　u　of　x　in　Theorem(3.4).　Let　C=a5“1
(x)be　the　stable

curve　lying　over　x　whose　normalization　　C　has　a　genus　　g゛゜　g　-　g".　　By

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-

virtue　of　HaTtogs　'　theorem　we　have　only　to　pTove　that　%゛is　holomorPhic
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヽ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘g

on　a　neighbourhood　of　x　　in　a　generic　line　through　xj　iヽe･,a　line　which

cuts　D　transversallyヽ

　　　Denote　by　T　　a　loca1　Parameter　of　a　neighbourhood　　L　of　x　in　a

1ille{(o‘1 T,¨',cz　T〕　;　iTI　<　c}.　　By　assumPtion.
　　　　　　　　　N　　　　　　　‥‥‥‥‥
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●I　　●●

　　　　　　　　　　　-　　　　　　　　　　　-

　　　　　　T゛=TtjL　:　L→　　sg゛

●



j　゛　ΣgP　such　that　for　each

　　£〈j

11j≦l`'1≦k　!　gj' j,the　restrictions

Then　we　can　choose　a　basis　of　r(C゛ωC)including　holomorPhic　forms　ωj+k゛

1゛μ

of　H1(C'　Z)3s　i11　(4゛6)‘

　On　the　other　hand　let　us　consider　the　dualizing　sheaf　ωC

1≦k!g

identically　on　the　other　Ck'

　form　a　basis　of　r(!2j'　i｡)8'゛d　they　゛゛ish
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J　　‥

s.　　Further　by　a　suitable　change　of　basis　we

on　　e､
　　　　　J

of　　ωJ+k゛

is　holomorPhic　excePt　at　T°9　.　Hende　it　is　sufficient　to　show　that　T゛
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　'　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･　　　　'　　､　　　　　%｢●

is　continuous　at　　T　=　0.

Fil`st　of　8'11　゛'e　sh゛11　co゛sidei゛the　pel`iod　sP　T　゛　TIL∠tO}

By　Theorem　2　,　TG)can　be　expressed　in　the　fom
●●●･　●I●

≒{E 〔N↑
&

e
9

L-{O}4･S　.
　　　　g

+S(T)

where　　Bo　is　a　positive　definite　symmitric　matrix　of　degree　g"and　S(7)

is　holomorphic　on　the　whole　L.　Let　T'be　the　g'principal　matrix

Crij)1≦i,μg'of　T　`゛hich　is　he゛ce　holo゛ol`phic　o゛　the　`゛hole　L‘　Then　by

the　definition　of　the　topology　of　Satake　compactification　(2.3),we　have

1im
T4･　0

T゛(T)=T'(O)　mod　Sp(g゛,Z).

Hence　we　have　only　to　Prove　the　following･
47

ProPosition　6.　T'(9)is　the　Period　matrix　of　the　non-singular　mode1

C　　of　　C.

　　　　Proof､　Let　　Clj　°゛゛　j　Cr

{
C

be　the　irreducible　components　of　C.　　Then

is　a　disjoint　union　of　the　normalizations　　C.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J

genus　　gj　･ Take　such　a　basis　{cllj　l゛`　}czg
　　　　　　　　　　　　　　　　　　i

S

of　　C.,
　　　　　J

●●●

}

1≦j≦r,with

6
　g

･} Y1゛
●●●

}
Yg"}

on　　C(3.2).
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may　assume　that

QI･ij゛k　°

y
‐
J
‐
･
-
ー
､

1,　isk

0,　i　71　k.

●●●

Since　゛゛(゛Z　/H　　is　3'1oc111y　free　sheaf　of　rank　g,we　can　extend　these

　　　　　　g　g
sections　to　ω.(Ttl　,　1≦k≦g,1n　rC｡“1(UT)｡ω-,.∠)where　U　is　a
sectiolls　to　“)k(t)'1≦k≦g'1･　r(゛

neighbourhood　of　x　　in　H　･

　　　　　　　　　　　　　　　　g

By　Lemma　12　theTe　is　a　path　r　from　x1

there　is　a　family　ofcanonical　bases　of　H1 (C

Z　/H
　g　g

　in　U　nH　°　to　x　such　that

　　　　　　　g

t'　z)　with　　ct　'　J1(t)jt6『

satisfying　the　conditions　in　Lemma　12.　　1n　particular　for　each　　1　≦　i　≦　g",

1≦k≦g'　we　have

1imt　4　x≒
　　　　　　gl +i

(t)゛k(t)゜j6i4　'　0

since　　6.　is　homologous　to　zero.
　　　　　　1

　　　Hence　we　have

that　is,

where　Ω.=(j
　　　　　　J

T‥
　1J (O)゜4jj　'

T'(O)=

Ω1

0

Ω2

1≦i,j≦gl,

●

　　●

0

Ω
　｢

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4φ

j+k)'1≦i'　k≦gjis　the　Period　matrix　of　Cj`
j+i

Remark　.　　Since　　D　　is　a　closed　anjlytig　iubset　in　Hg　with　only　norma1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　''　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　○

crossings　j　the　extendability　of　T_j　:　H_　゛Sj　　to

―

T゛
　Qi

also　directly　from　the　theorem　of　Kobayashi-Ochiai([10])

hyperbolic　analysis　･

●

●

H　4　S　゛　follows
　　g　　g

in　the　theory　of

a



§6　.　The　canonical　maP　from　the　;moduli　sPace　of　stable　curves　t9　tbe　Tgusa

monoidal　tTansform.

　　　(6‘.　1)　Now　we　are　ready　to　prove　the　first　main　theoren　of　this　aμicle.

　　　Theorem　4　.　Let　Tr　:　X　4　S　be　a　family　of　stable　curves　of　genus　g　･

Denote　by　§゛the　lgusa　monoidal　transform　of　the　Satake　comPactification
　　　　　　　g
-　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　―　　　　　-

Sj　(Definition　5　in(2ヽ6)).　Then　the　canonical　maP　T_゛:S　4･　Sj　can

be　lifted　to　a　holomorl)hic　map　Tj　:　S　゛　Sj･

　　　From　this　theorem　we　obtain　the　following　impoTtant

corollary,

〃

　
i･
S

p

S゛

　g

7｢

5
n
w

{
F
a

　　　　　CoTollaTy`　　Let　Mg　and　Sg　be　the　coaTse　moduli　spice　of　non-singular

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　=curves　and　stable　curves　of　genus　　g　respectively･　Then　there　is　a　holomorphic

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･●

maP　j　:　S　゛　g　゛　which　is　an　extension　of　the　injection　i　:　M　゛　S　゛.
　　　　　　　　　　　　　　〃　　　　㎜　　　　　　　　　　　　　　　゛　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃　　　　JW

　　　Proof.　Clear　since　Sg　゛　Hg/PGL(5g゛6)゛d　1゛　is　PGL(5g-6)-invariant.

　　　(6.2)Proof　of　Theorem　4ヽBy　the　same　reason　as　in　the　Proof　of

Theorem　3,we　have　only　to　Prove　the　theorem　for　the　family　t_　:　Z_゛H-･

　　　　　On　Sg゛　the　morphism　p　is　isomorl)hic,hence　Vcan　be　define∂　and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

holomorPhic　on　H_“　D゛H-　･

　　　Since　the　question　is　loca1　,　we　shall　consider　a　Point　　x　　in　　D　　and

take　a　neighbourhood　u　satisfying　the　condition　in　(〕3.4).　we　shall　use

the　same　notations　in(3.4).

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●●

By　Theorem　2　the　period　map　T　on　　U　-　D　n　U　is　subject　to

T(tl

d
‐
　
r
`
　
･
･

　
　
　
　
　
　
･
―

　
　
　
　
･
･

A1゛s(n

●



S゛
　g

I

sj(n)⊂

where　　A.
　　　　　　　　1

W･

is　a　non?egative　matrix　of　d,eFee　､　g‘w¥)se(hn“coefficiQIlt

　i≦g･　Or　　j≦g゛and　S(Jt)is　a　holomorPhic　function　on　theis　zero　if　i≦　g゛　　OΓ　　μ
　　　　　　　　　　　　I

whole　　U.

●●

Take　a　ramified　coveri9g'c　:　V　°{01″‘¨　j

sending　s.
　　　　　　1

to　t.゜s.n,

　　　　1　　　1

ramification　locus　of　c　is　E=c

is　subject　to

1≦　lsd,and'to　t

-1

●

1

sN}}゛U　defi゛ed　by

●W

゛　S,y
　　　1

d41≦N.The

(p)'Then　the　comPosite　map　T1　°　Toc

4.1Qg､s

T1(s)'.ΣS71f　゛Ai　゛　s1(s)
　　　　1=1

(6.2.1〕

where　　S 1Cs)゜S°　c　　is　holomorphic　on　　v.　Denote　　nAi　　by　　Bi'　Then　the

comPosite　maP　:

T1゛゛pn°T1　:　V　-E→　Sg(l`)→SZ(j)
satisfies　the　commutative

　　　　●　●　●　●　1W　●　●

V-Em-,

{　‥Λφ
U-DnU→

diagram　:

　　　T?

　
‘
W

`
S

F
(n)

?1,n

⊂S　゛.

　　g

Since　these　analytic　sPaces　are　normal　j　it　suffices　to　Prove　that,　T1゛　　can

be　extended　to　a　holomorPhic　map　from　v　to　gg゛(1`}　for　an　n.　MoTeoveT

since　　≒J(11)　is　the　normalization　of　the　monoidal　transform　Sg゛(○'　゛e
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

have　only‥to　pTove　that　T1゛　　can　be　extended　to　a　map　from　v　to　Sj(f)‘
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●●

　　　　　　　　　-　　　　　-

　　　　Let　T‘i　:　U　4･　S　゛　be　the　extension　of　T?　in　Theorem　3　.　Tken　it　is
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-　　　　　　-

easy　to　see　that　there　is　a　holomorphic　map　T1゛　:　V　゛　Sj　satj'sfy≒g　the

●
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o(z〕　:　¨‘　:　fs(z))‘

where　　?1.

commutative　diagra3　:

V
I

　
　
　
　
　
　
C

‥‥‥‥‥Tj゛
〃　●

　　　　-

……　゛‥`

S　゛(μ)

tg　?1,n
　　　　　　U　　　　　'`　　　　　　S゛

　　　　　　　　　　　　　　　　　　.g

is　defined　in　C2　.7).

　　　Put　y　°　T1゛(x)゛and　let　fO゛　゜¨″fs　be　a　systemof　generators　of　th.e

ideal　ly(11)　of　cusp　forms　at　y.　　We　may　assume　that　they　aTe　holomorphic

　　　　　　　　　　　　　　　　'　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A

in　a　neighbourhood　W　of　y.　　Then　the　monoidal　transform　S　゛(n)　　over　　W
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g

is　a　strict　transform　of　the　image　by　the　map　defined　by

--9(z,(f

S

Taking　a　smaller　neighbourhood　of　x　if　necessary,we　may　assume　that

T1゛(V)c　W.　Hence　in　order　to　prove　the　existence　of　an　extension　T1゛

　　A

゛sg゛㈲

　　　　　　　　　A

the　maP　T

●

●

it　is　sufficient　to　prove　that　the　image　of　v　-　E　byof　T1%

φ
e V-E4Ps　defi゛ed　by　se゛dilg　.　2　to　(fo (2)　:　¨゛:　fs(2))

is　boundedヽ　ln　fact　we　shall　prove　the　following　claim　:

　　　(゛)V　-　E　is　covered　by　a　finite　union　of　subsets　vi　　such　that　for

each　i　　theTe　is　a　unique　point　y　in　Ps　with'　1imz　4λz6V.T
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

(6.3)The　proof　of　the　claim　C}is　done　in　a　few　stePs　･

Write　the　period　map　T

S
ー

　
ー

TI㈲゜

V-E4S　　as

　　　　　g

T､'(s)T､"'○}

tT､"1(s)T､"(s)

t
1
-
-
･
―
･
1
J

V

(z)゛y･
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where　　T1"'(s

　　　　Then　by　(

and

　　　　(6.3.1)

)　is　a　g')゛g"　matrix゛or　simPly　as　(T1'j　T1"'j　T1")‘

6.2.1)TI　'(s)゛d　TI"'(s)is　holo゛)1`phic　o゛　the　゛hole　v

T1"(s)　゛

d　logs.
　　　　　1

　Σ

i=1

　　d

57rF　B1"　゛　s1"(s)

where　　B1"　is　non‘negative゛B"゛　.Σ　Bi"　is(strictly)positive　andS1¨(s)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1=1

is　holomor7phic　on　v.

(6.3.2)

The　i゛g1゛l゛y　p゛t　of　T1"(s)is　hellce

ll11　T1"(s〕

Write　also　　T　6　S　　　as

　　　　　　　　　　　　　　g

　　　　　　　　　　　　　　　T　s

t

4　4°gi　si　l
　Σ

i=1
27r

Bi"+lm　S1"(s)`

where　ζ　is　a　g゛x　g"　matrixj　or　simply　as　T　°(T'j　Cj　T").　Then

Tl　z　T1'(s)〔l`esp･　ζ゛T1'"(s))11o゛es　3　bo゛ded　set　Kl　ill　Sg'(l`esp°

K12　in　the　vector　sPace　Z　of　g'゛g"　matrices)　when　　s　　moves　in　v,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　(6.4)　Now　we　shall　use　Theorem(2.8)in　the　full　extent　.　Moreover　as

you　will　see　soon,our　method　of　Proof　dePends　heavily　on　the　method

develoPPed　by　lgusa　in[8].　　We　shall　use　the　same　notations　as　in(2.4).

　　　Lemma　14.　(cf.[8]Lema　9)Let(y　be　a　half-integer　positive　matrix

in　Y゛　and　consider　aholo゛ol`phic　h゛ctioll　ej7'j　C)　oll　K1)(Z　s3tisfyillg

the　functional　equation　(2.4.3).　Then　there　are　poμtive　constants　μ}　C

in　R　such　that　for　(T'゛C)　£　K1 )(　K12

|Θj71'　c≒)|

and　u　6　GL(g,Z)(n)we　have

●●　　･

≦CexP(μtr〔'u(yu))

●

●
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Since　　K1

　　　Proof.　Let　　Z　be　the　set　ofpoints　　T'm　+　n　　in　　Z　　where　　T゛6　K11

and　m　and　n　are　real　g'　xg"matrices　with　coefficients　in　[ojn].

The゛　Z　is　co㎎3'ct゛Fol`e゛el`y　ζ6　Zj　11　6　GL(g'　Z)(11)811d　i゛　6　K1

ζtu　in　the　form　ζ｡÷　T'm+n　with　4;｡6　Z　and　with　m,n　Ξ　O　mod.n.

P゛t　Re(≒'(ζ'ζ))゛
have

write

tlmζlm(t゛)“1lmζ　after　lgusa　[8].　Then　by　(2.4.3)we

　|‰G'　'　C゛)|

'　le　G'･C)le)(p('(27T/11)tl`((y　Re(L　,(C･ζ))))
　(7　　　　　　0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T　　　O　　　O

xe)(p((2Tr/･)trGu(Re(L　,(ζ,ζ)))゛u)).
　　　　　　　　　　　　T

and　　K12　　are　compact゛there　are　positive　constants　　C,μ　with

lej7≒　ζ.)le)(P('(2･/゛)tl`((7　Re(≒'(ζ.'ζ.))))(C　fol`　7゛6　K1'ζ｡6Z

゛d`゛ith(21/゛)Re(≒'(C'　C))(μg

have

(6.5)Let　C　,
　　　　　　　(yk

for　　l:'{　Kl　　and　　C　6　K12`　Hence　we

lej7''ζ≒)|　゛ce4)(utl`(≒゛))･q.e.d.

1　≦k≦p,be　a　finite　family　of　non-degenerate　centra1

cones　whose　union　　C　　is　convex　and　contains　　C(B　j'　,　･･･　,B､")　and　which

contain　the　C　゛s　with　c,6　M(B¨)nY°　〔cf.(1.4)and(1.S)),
　　　　　　　(y　　　　　　　　　　　　　g

such　a　family　by　virtue　of　Theorem　l　in　§1.

We　can　choose

only　a　finite　number　of　u　in　GL(g,Z)　satisfy　F　　n
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(yk

For　each　(Jk

F
　t
　U(yU

?1φ.　Hence　for　a　sufficiently　large　n　no　such　an　element　but　the

60

identity　is　contained　in　GL(g,Z)(n).That　is,　tr(('u(yu　-(y)y)>O　for

y6F　　andl　?lu6GL(g,Z)(n).　We　may　also　assume　n　≧3　.　We　shall　fix　such
　　(y　　　g

J■jj



an　n　from　now　on.

　　　TaJke　an　arbitrary　Positive　number　M　　　and　let　　6　　be　a　sufficiently

large　positive　number　with　6B"　≧Ξ(μ÷､,)1-whereμis　the　number　in

Lemma　14.

When　s　moves　in　vj　lm　S1"(s)　　moves　a　bounded　set　K2　　in　the　vector

space　of　real　matrices　of　degree　g.　　By　the　assumption　above　B"　is　contained

in　the　interior　of　C.　Hence　for　a　sufficiently　large　　E゛K2　÷　EB"　is

contained　ip　the　interior　of　C　.

　　　Then　we　have　:

　　　　Lemma　15.　1f　　lsll(e)(p(“27(6+e)〕,then　l゛T1"(s)-　6B"6　C,　Further

suppose　that　lmT1"Cs)“　6B"6　C(y　　for　cy　°(yk‘　Then　the　series

HjT1
=Σe(T

U

(y`‾1

(S))e(‘(1　/11)tl゛((JT1"(s))

'(s)'T1"'(s)11)e

can　be　dominated　by　a　series

　　　　　　　　　　　　　　　CΣexp(-9tr(tu(yu))

　　　　　　　　　　　　　　　　U

where　u　runs　over　GL(g,Z)(n)　and　v>o.

　　　　MOreover　H(T
　　　　　　　　　　　　　　(7　　1

if　s40.

((1/n)tr((`u(yu'(7)T1"(s)))

(s))e('(1/11)t･((7T1¨(s〕))　converges　to　‰(T1'(O)j　T1"'(O))

T6'1

Proof.　Put　　T゛=　T1'(s)゛ζ゜T1"'(s)'S　°　I゛　S1!'(s)　゛d　6i゛'(1/27)1oglsil`

Then　we　have

I゛　T1"(s)

=Σ6

W 6B"

-6B"+6

-6-£)B.''+(eB''+0　6C.
　　　　1

●

㎜

-

●~●

1　1

Σ(6.
　　1

―
:



Hence　we　have

since　6.-6　-c　.0　and　EBt'+6　6C.
　　　　　1､

　　　lf　we　iupPose　that　lm　T1"0}゛&B"6C(7･ C

t゛�Q゛1゛4GΣ≒Bi¨

le　GI,ct
　(y

F･,then　we　have'
　(y

-6B"　゛61≧0.

゛〕e({L/Mt゛(-(Ncr11“(7)T1¨(-4nl

゜le(7G゛'♂:゛1)le4(7(27/゛)t゛((%(711　‘(7)(Σ≒siBi"
　　　　　　　　　　　　　　　　　i●　　●●　　　　　　　　　　　●●

l　const､exp(μtr(tu(7u))expG(2Tr/n)tr((tu(yu-(y
)6

÷ 6

B")

))

　　　　　　　　　　≦　const.　exP(-MtrCu(yu)).

Hence　the　first　conclusion　follows　.

　　　0n　the　other　hand　with　the　estimation　obtained　above　we　have

　le(yO゛゛　j゛)e((1/゛)tl`((t゛(J11　'　゜)T1¨(s))|

゜lecyG'゛J:゛)le4(‘(21/11)tl゛((t゛(J11　'○(Σ6

£const.　expGltrCu(yu))exp(-(2π/n)tr((`uc･u

iBi"　゛　6))

‘゜)(Σ(7i

≦const.　exp(-vtr(゛u(yu))exP(-(2Tr/n)tr((`u(7u-(7)(Σ4
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Bi"゛　6))

iBi"゛6　゛4B"))゜

By　the　condition　on　n　above　this　tends　to　zero　for　s　4'　O　unless

u　゛　1gn゛　Together　with　the　first　claim　the　conclusion　follows.

　　　Lemma　16.　　The　assumption　is　the　same　as　Lemma　15.　　For　any　half-integer

positive゛definite　matrix(y　'　the　series

H(yl (T1(s))e('(1/11)tl`(?T1¨㈲)}

is　dominated　by　a　series

cΣexP　Gv　゛　tr　Cuq　'u}).
　U

The　proof　is　similar　to　that　of　the　first　Part　of　Le�la　lS

●

l,

1



　　(j.6)Now　we　shall　finish　the　Proof　of　Theorem　4　･

　　Shl`illkihg　u　if　llecess゛y'　゛゛e　my　3ssllme　th3`t　lsil　‘゛　e)(P　C゛21　(j゛゛　e)}

on　v.Put

V.={s　6　V';
　1

Then　by　assumPtion　v　°　U　vi

hold.

lm　T､"(s)-6B"　6　C_}.

and　on　v.
　　　　　　　　1

　　　　　゛i

the　estimates　in　LeTmas　1S　and　16

　　Since　n≧･3,by　the　theorem　in　the　theory　of　the　theta　function,　for

゛&11ctioll　e｡(T'j　C)defhled　neal`(Tj(Oh　Tj'゛(O))`゛e　h゛e　e-　(T,　'(O)･

T1"゛(O〕)　≠　0

ecyy

　　1

.　Let　　H　(T)　be　the　Fourier-Jacobi　series　with　the　above

　　　　　　　　　　'i

Then　by　Lemmas　1S　and　16　for　every　H

H(yl

H(yl

(T1

(T1

(Hcy　､

　1

(s))/Hc,

(s))

(s)

●

1

(T1(s))

{1/゛)t゛((≒T

(゛(1/゛)tl゛((yi

(T〕the　function

e(

)e

-

-

× (T1

　11

1

T1

(yl

(s)))

"(s) )))
-1

converges　if　s　゛　O.　　This　proves　the　claim　(゛)in(6.2)together　with

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

Theorem(2.4),hence　the　proof　of　Theorem　4　is　complete.

●

6S､



1
J

§7　.　　The　image　by　j　　of　points　corresPonding　to　planar　stable　curves　･

　　(7`1)　Let　j　:　Sg　゛　Sg゛　be　the　canonical　extension　of　1　:　Mg‘　゛　Sg゛

obtained　in　Corollary　of　Theorem　4　･

　　Recall　the　set　　§j　　of　points　which　are　limits　ofpoints　on　　Sj　　with

representatives　in　Sg　whose　imaginary　parts　of　normal　coordinates　are

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃

bounded　above(2.S).　We　have　considered　it　as　a　subset　of　Sg゛　　but　we　can

also　consider　it　as　a　subset　of　§g゛　since　　gg°　1s　゛ol`゛1　｣y　゛il`tlle　o　f

Theorem(2.5)and　Proposition　2　in　(2.7).

Let　x　be　a　point　in　H

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g

corresponding　to　a　planar　stable　curve　with

virtual　genus　g゛'　g　-　g".　Then　by　virtue　of　Proposition　5　in　(4.7)the

Period　map　　T　near　　x　is　subject　to

T(t)
-

- 　Σ

i=1

d　log　t
●

1

C ÷S(t)

●
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2π､/lT

where　　B.　"　is　contained　in　the　PrinciPal　cone　C　,　i　.　e　.　the　normal　coordinates

with　T"(t)6　S　,,.　　Together　with　Theorem　(2.5)and　ProPosition　2　we　have
　　　　　　　　　　　　g

obtained　the　following　theorem.

　　　Theorem　Sヽ　Every　Point　in　?g　　corresponding　to　a　planar　stable　curve

is　maPped　into　gg°by　j　.　　ln　particular　the　image　point　has　at　most

quotient　singularity･



and

where　T"(t)

ln　this　case　exist　the　limits

T゛゜1imt　･÷0

ζ゜1imt+0

ξij ゜1imt　4　0

　T゛(t)=T゛(x),

T"'(t)゛T"'(x),

e(-T"(t) ー
ー
､

　
　
　
　
】
･

　
　
　
､
J
J

ij(l`esP`Bij,ij)de゛゜tes　the

if　B"k,ij

e(“T"()()ij)

　71　0　　for　a　k,

otherwise

(i,j)coefficient　of　the　norma1

coordinates　of　T"(t)(resp.　BI).we　ca11　G'O　the　generalized

period　matrix　of　the　stable　curve　corresponding　to　x　(cf.(8.2)and(8.4)).

　　(7.2)Remark.　　The　simPlest　example　of　non-planar　stable　curve　is　a　union

of　6　non-singular　rational　curves　with　genus　4　such　as　Fig　.　1　･

Fig.　1

S

Fig.　2

　　The　graph　of　this　curve　is　Fig　･　2　.　　This　is　known　to　be　the　simplest

graph　without　embedding　into　plane.

　　By　j　　the　point　corresponding　to　this　curve　is　maPped　to　the　point

/ΣΥt|
1､

　4

　1

-2

-2

1
　
4

-2

-2

●

-2

-2

　4

　1

-2

{
/
`
　
1
　
4

　
`

1im
　　t4∽
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in　S4゛　゜　The　integral　matrix　above　is　equal　to　.　e12,345

notation[8]which　is　not　conjugate　to　any　points　in　C｡‘

●

+　e
34,12S

in　lgusa゛s
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be　small　circles　in　Cヽrounding　y once　counterclockwise　and　6g'゛ij

　　　meeting　cz　..　once　but　without

i　z　lj　●●●　}gnj
g'+ij

i　°1,¨゜,g",paths　from　xi　　to　　yi　　meeting　　czg　゛+i　　once　but　without

meeting　any　other(x's　and　S's､Then　the　homology　classes　of　the　images　of

1(Cj　Z)‘Hellce　H1(C'　Z)h3sthe　same　letters)foTm　a　canonical　basis　of　H

rank　2g'゛g"゜2g　-　g".

alj　°゛゛　j　c£glj　61}　゜゛゛　j　691j　agt+1}　゜゜゛　}6g　　by　f(which　we　denote　by

§8.　The　case　of　irreducible　stable　curves　｡

　　　　ln　this　section　we　shall　study　the　generalized　period　matrices　of

irreducible　stable　curvesヽ　ln　the　moduli　space　　S　　of　stable　curves　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g

genus　　g　those　points　which　eorrespond　to　irreducible　stable　curves　form　an

open　subset　　ug'　Using　the　results　on　the　period　matrices　of　irreducible

stable　curves,we　shall　show　finally　that　the　canonical　maP　j　:　Sg゛Sg゛

is　inj　ective　on　U　.
　　　　　　　　　　g

　　C8.1)Let　C　be　an　irreducible　stable　curve　of　genus　g　with　the

double　points　　z1゛゜¨　゛zg"゛　Let

f　:　C　4　C　be　the　normalization　of

C　and　xi゛yi゛i　゛1゛¨゜j　g"j

the　poillts　i゛　C　゛ith　f()(i〕゜f(yi)゛2i゛

The　genus　of　a　is　then　g'゜g　-　g".

　　　Choose　a　canonical　basis

{(zlj　¨`　j(xg'j　61j　‘¨　゛Sg'}

of　H1 (C,Z)and　let　cz

Z.
　1　(X

67

･
C

|
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2.

Next　we　shall　choose　a　sPeci3`1　b3sis　of　Γ(C　゛　“'C〕゛Let　　ω1'゛　･･･　}　ωg゛

be　g゛independent　holomorphic　foms　in　ej　that　is,　they　fom　a　basis　°f

r(c't)゜

　　Lema　17　.　Let　D　be　a　smooth　curve　of　genus　g　and　{x,y}a　pair　of

l

two　distinct　Points　in　D.　Then　there　is　a　meromorphic　form　ω　Qn　D　　which

　　　　　　　　　　　　　　●●　　　　　　　　　　i　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●●

is　holomorphic　except　on　x　and　y　and　which　has　simple　poles　at　x　and　y･

Proof.　Let　　ω D()(゛y)　be　the　sheaf　of　meromo;rPhic　forms　on　D　except

for　simPle　poles　at　x　　and　y.　　Then　we　claim　that

dim (I:Γ(D'　゜jD()(゛y))“di゛(I:r(D'4))'1)O‘

lf　a　fo゛rl　ω　has　a　siq)1e　pole　3･t　xj　then　゛　must　h3ve　a　si㎎1e　pole　8･1so

at　y　by　virtue　of　the　equality　:　Res　ω　+Resω゜O　.　Hence　the　le㎜a

follows　from　the　above　claim.

　　　lf　　g　　isgreater　than　1　,　we　h゛e　di゛(EΓ(D　'　“jD

y

On　the　other　hand　by　the　theorem　of　Riemann-Roch　we　have

dim (|:Γ(D'゛D()(゛y))

゛'di%r(D'OD(')('y))゛deFc()(゛y)゛1'i

゛o+2g+1“g°g+1.

The　other　cases　are　similar､

Hence　for　each　pair　(x ij　yi)

)'gj　and　degωD゛2g ㎜

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q.e.d.

we　can　choose　a　meromorphic　fom　ωg'+il

i゛　r(C'9()(i゛yi))　゛'ith　Resyy'
　　　　　　　　　　　　　　　　　1

゛　1゛　Then　ω.tj　･･●　j　ω__,･
g゛゛i

゛゛゛　j　ωg･　　defined　above　are　clearly　linearly　indePendent

of　Γ(C, (^)C)`

･

g'゛‾g'+1　゛

,hence　form　a　basis
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『

and

The゛(^'j'　1≦jsg

(8.2)　Let　A',B',C'　and　D゛　be　the　matrices　defined　by

A゛゜　(/αiωj')ijj　°1?　¨゜゛g゛″

c゛'　(Qi4'゛j')i　z　1}　●●●　j　gl}

j　s　1}　●●●　j　g11

B゛゛　(4jj゛)

D''(4jg

Since　A　゛　is　non“degenerate　,　we　put　A'‾‘　=(a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g･

“'j　'　k:1%j　"　“'k

　　　　　　　s　　　　　　　t　｡

ωg゛+j　　　ωg'+j

"〕

ijj　s　lj　●●●　j　g･}

'÷j

Put

゛)
1
●

J

S

S

1,

1,

●●●

●●●

}

j

g'゛

g"

is　holomorphic

and　has　its　residue　　l　　at　y
●●

1

by　{(jlj

●●● j　g'″

●●●　j　g11

　Hence　we
-

-

and　y.
　　　　1

●●

1J

≒1゛≦j･≦g

g'

●

1
　j

y､akj'　c£jlωk'゛　1≦j≦g"‘
kμ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃

゛,form　a　basis　of　Γ(c't)゛d　4'+j

excePt　for　simple　poles　at　xi

Hence　we　can　replace　the　basis　G11j‘¨　j　4'}　of　r(Cj“'C)

ω　}.-　lf　we　denote　by　B　and　D　the　matrices
　g

(yjj)
●　　●

1,J
-

-

resPectively,then　we　have　　B

have　obtained

1j　°1°　j　glj　and　(4i4゛゛j

B'A'
-1

)i=1,

j=1,

and　D=D'-　B゛A'
'1C'

●

●●●

Lemma　18.　We　can　choose　a　basis　Glj　¨‘　゛4}　of　r(C　°　“'C)　such　th3t

i)“'1' ･･･　゛ωgl are　everywhere　holomorphic　on　C　　and　form　a　basis　of

,ω~);
　C

ii)　　for　each　　ij　1　≦　i　≦　g",ω is　holomorPhic　excePt　for　simple

(C

poles　at　　x.
　　　　　　　　　　1

and　　y.
　　　　　　1

g'+i

and　has　residue　　l　　at　yi　;

●

j
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●●●

111)jω.
　　　(xi　J

For　later　use　we　put　E

={H≒;j
(n)

=(E
(n)
ij)1≦i〈j≦g"÷1

1≦i〈j≦g",and　EU)=0,j=g"÷1.
　　Remark.　i)This　basis　is　detemined　uniquely.

ii)　We　have　an　extension　of　Riemann゛s　equality　:

with　EIF=e((1/nμ
`'g'+i

70

ωg゛+j)゛

4iωj°4jω1゛　i゛j　s　1゛¨‘　j　g゛except　for　i　゛j　'g'゛1゛゜¨　゛g‘

　　　ln　case　of　i,j　≦　g゛　this　is　the　usual　Riemann's　equality　on　C.　　The

other　cases　are　known　to　be　the　law　of　interchange　of　argument　and　parameter

(cf.[29]§16).　　　　　　　　　　　　　　ヽ､

　　　(8.3)Let　ei(l`esp゛ii)be　the　゛it　゛ectol`i゛Cg　(resp.　in　Cg゛)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃

whose　i-th　coefficient　is　　l　　and　the　others　are　0.　Let　eg+i　　(resp‘　eg'+i)

be　the　i-th　column　vector　of　the　matrix j
B
　
D

r
l
t

(respヽ　B).　　Then　the　generalized

Jacobian　variety　of　C　　is　defined　to　be　the　group　variety

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2g'+g"

　　　(8.3.1)　　　　　　　J(C)=Cg/　　Σ　　Ze.,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i=1　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃

and　the　Jacobian　variety　of　C　to　be　the　torus

　　　　　　　　　　　　　　　~　　,2g゛　､

　　　(8.3.2〕　　　　　　　J(C)=Cg　/　ΣZe.･
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i=1　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･　　　　　　　　　　　〃

There　is　a　canonical　holomorPhic　group　epimorphism　J(C)4J(C),whose　kerne1

is　apToduct　of　g"　coPies　of　the　multiPlicative　group　C゛　･

　　　(8.3.3〕　　o→(C゛)g　→J(C)→J(C)→O(exact).

That　is,　J(C)is　a　group　extension　of　J(C)by(C゛)g　.　Hence　J(C)

S

1

1



7
･

　
ー
ー'
L
G

gl

by

defines　an　extension　class　　e　　in　Ext(J(C),(C゛)g)=Ext(J(C),(C゛))g　･

　　on　the　other　hand　it　is　known　(e･g.[23D　that　there　is　a　canonica1

isomorphism　:

　　　　　　　~　　　　~　　　o　~　~　　~
　　(8.3.4)　Ext(J(C),C゛)→Pic(J(C))→J(C).

　　PI`゜positiol1　7　゛　Let　[di]de゛ote　the　poi゛ts　i゛　J(C)co"espolldiilg　to

the　column　vectors　d.,
　　　　　　　　　　　　1

i°1,･‥　,g",of　D　in　Cg゛　resPectively.　　Then

through　the　isomorphism　(8.3･4)the　extension　class　e　of　(8.3.3)in

Ext(J(C),(C゛)g)　corresponds　to　([d1]'‘¨　'[dg¨])ill　J(C)g‘

　　Proof.　　First　of　all　we　shall　expTess　the(inverse)isomorPhism(8.3.4)

explicitely゛Denote　by　Z　the　additive　group　ΣZei

Take　a　vector　d　=(d

in　　C°　.

in　　Cg≒　Then　we　can　define　a　homomorPhism

to　l　for　1≦　i≦　g゛　and　to　e(di-g') fot

i)

゛C゛　by　sending　e
●

1

i≦2g゛.　By　this　homomorphism,define　the　action　of　Z　　on　C゛X　Cg゛

1
1

Z C゛
XCg゛→　　C゛XCg゛

(3'C)　　‾‾‾‾゛　(fd(2)8''ζ゛2)

<

71

for　　z　6　Z　.　　Hence　we　obtainl　a　princiPa1　　C゛　‘bundle　:　　　　　　　　　･

　　　　　　　　　　　o`-→　C゛　　→　C゛　XCg゛/Z　→　Cg゛/z=J(e)　→　O　(exact).

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

By　corresponding　d　to　the　extension　class　of　this　　C゛-bundle,we　get　a

homomorPhism　:　Cg　4･　Ext(J(C),C゛).(Clearly　this　corresPondence　is　additive.)

Moreover　if　d　is　contained　in　Z,i.e.　d　=　Σ　n.e.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11

●

with　　n.
　　　　　　　1

6　Z,then

ー
i
i
i



by　the　isomorphism　:

　　　　　　　　　　　　　　　･　　　　　　　　~　　　　　　　　　　　　　　　　t
　　　　　　　　　　C゛XCg　　　-I　　C゛XCg

　　　　　　　　　　　　゛J　　　　　　　　　　　``j291

　　　　　　　　　　(･'　゛i)　‾'''゛(e(j:g゛+1　゛Zj)゛'2i)

transforms　the　G-action　above　into　the　trivial　one　on　C゛　.　(We　use　the

fact　that　the　period　matrix(eg゛+1j　¨゜゛e291)is　symmetric.)　　Hence　the

extension　class　corresponding　to　　d　　in　　Z　　is　trivial　j　i　.e　.　the　homomorphism

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　~　　　　　　　1

above　factors　through　i　:　J(C)=Cg

the　inverse　of(8.3.4).

/Z4.Ext(J(C),C゛).　This　map　i　gives

Now　we　are　ready　to　prove　the　Proposition　7　.　　1f　we　take　a　quotient　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･･

Cg　by　the　subgrouP　　zl　゛　7　　Ze
i=1

g゛÷ij

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　`　　　　　　　　･　　　　　　　　　11

then　this　is　isomorphic　to　Cg　x(C゛)g

by　coyresponding　(ζ1j　¨‘　j　ζg)　mod　zl　to　(ζ1゛‘¨　゛ζg゛j　e(ζg゛゛1)゛¨‘　゛

e

Z

(cg)

On

). Through　the　canonical　isomorl)hism

Cg　x(C゛)g　　is　induced　canonically　as

2g'+g"

　　　Σ

i=1

Ze.
　　1

/Z1 4'　Z,an　action　of

z:Cg　x(c゛)g　　------9　Cg　x(c゛)g

　　　　　　W

(ζj　a1゛●●●

} ag")　　‾→　(ζ+zj

W

fd1(z)a1゛‘¨　゛fdg"(z)ag")

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　~　　　･　　　　　　　　　n

for　z　6　Z,　and　with　the　action　we　have　J(C)4･　Cg　x(C゛)g　/Z,hence　the

conclusion　follows､

an　define　a　canonical　embedding　of　C　into　J(C

Then　the　embedding　i　:　C　4　J(C)is　defined　by

q.e.d.

We　can　define　a　canonical　embedding　of　C　into　J(C).　Fix　a　Point　q

in　　C.
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i(yg"

xi

(8.3.5)　i

`
C

　
　
ー
ー --9J(a)

W

p　--f

Since　the　cycle　　6g

and　y.
　　　1

t({tL゛¨‘゛/}g'〕゛od　z°
is　the　image　of　a　path　from　x

'+i
●

】.
to　　yi where

correspond　to　a　double　point　zi　in　Cj　and　since　the　i‘th

column　vector　　d
of　D　　is　equal　to　(4g'゛iωj)j　゛　1j　¨‘　j　g'゛

　　　　[di]゜i(yi)゛i()(i)゛

we　have
●

1

Together　with　Proposition　7　we　have　obtained　the　following　theorem.

　　　Theorem　6ヽ　Let　C　be　an　irreducible　stable　curve　of　genus　　g　with　the

double　points　　z
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃

ij　i　z　lj　･･･　　s　gly°　Let　C　be　the　normalization　of　C

with　genus　g'゜　g“　g"j　and　xij　yi　the　points　in　a　corresponding　to

zi　‘　　Denote　by　i　　the　canonical　embedding　of　C　　into　the　Jacobian　variety

(8.3.5).　　Then　the　generalized　Jacobian　variety　of　C　is　an　extension　of

J(C)by(C゛)
g"

whose　extension　class　col゛1`espo゛ds　to　(i(y1)“i()(1)'¨゜'

)'i(≒''))i゛J(C)g　thl`゜11gh　the　iso゛oll)his(813`4)'
〃

Remark.　The　extension　class　above　in　J(C)
g"

is　determined　up　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W

changing　factors　and　the　isomorphisms　of　J(C)　as　a　princiPally　polarized

abelian　variety･

　　　(8.4)Now　we　are〈ready　to　prove　the　main　result　in　this　section.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃

　　　Theorem　7　.　　The　canonical　map　j　:　S_4　Sj　　is　injective　on　the　open

set　　ug　of　Points　correspondyng　to　irreducible　stable　curves　･

　　　　TheTest　of　this　section　is　devoted　to　the　proof　of　this　theorem.

●
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　　　Take　a　Point　　x　in　ug　corresPonding　to　an　irreducible　stable　curve

　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　゛　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･●

C.　Choose　a　coordinate　neighbourhood　　u　　of　x　　with　centre　　x　　satisfying

(3.4).　ln　the　same　way　as　(6.2)take　a　ramified　covering　v　of　U.　Here

we　may　assume　n　゛　3.　1f　we　define　the　period　maP　T　°　(T゛,T'"　,　T")of

the　canonical　family　of　stable　curves　on　v　by　using　the　canonical　basis　of

H1(C'　Z)　and　that　of　r(C'　“'C)　introduced　in(8.2)and(8.3),then　T　is

subject　to

　　　　(8.4.1)

where　　E.

　　　　　　　　J

T(s)=

g゛?1Qg.s

i:1　171?　3Eg゛゛i　゛　s(s)

is　the　matrix　with　the　(j,j)coefficient　l　and　O　otherwise,

and　S(s)is　holomorPhic　on　the　whole　v　(cf　.　Proof　of　ProPosition　5　.).

Moreover　by　Lemma　12　in　(4.6)we　have　T'(O〕=A,T"゛(O)=D　and　lim

e　CC1/3)(‐T"(s))=E(3).　We　denote　EC3)
simply　by　E.

　　　Then　as　we　have　seen　in　the　Proof　of　Theorem　4,this　period　map　T

induces　a　holomorphic　map

A　　　　　　　　　　　　　　　　A

T゛　:　V　----→　Sg゛(3)●

S40

Moreover　by　Theorem　C2　.5)the　image　p　=T゛(O)is　a　simple　point　in　S

and　a　system　of　local　coordinates　with　centre　p　is　given　by

　　　　　　　　　　　　(1'-　A,ζーD,゛C-E).

With　this　system　of　coordinates　,　T゛　is　exPressed　in　the　form

T゛　:　V　------9　S.゛(3)

W

(s)

●l　●　●

--f

g゛(3)

(s)-A,T'"(s)-D,e(-(1/3)T"(s))‐E),

●

(T゛
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imPlies　that　the　imaginaTy　Part　of　the

●

φ

Tbe　poilt　p　beillg　shple'　`゛e　c゛　ide゛tify　Sg゛(3)゛'ith　Sg゛(3)゛e゛P゛

Now　let　x1 and　　x2

stable　curves　with　j()(1

be　two　points　in　Hg　corresPonding　to　irreducible

　　〃　･i　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　“

)=j(x
　　　　　　　　　　　　　-　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　~

2}　where　j　°　j　°P　:　R2　゛　S2　゛　Sg゛　゜　FOr　each

i　°　1,2　we　can　make　the　argument　above　and　we　shall　use　the　same　notations

but　with　subscript　or　superscript　i　゛　Then　we　have　P1　゛　M‘p2 for　an　element

M　in　SP(g,Z)by　ProPosition　2　.　We　shall　give　an　explicit　fom　of　M

and　its　action､

　　　　　-　　　　―

si゛ce　j(p1)゛j(p2)

　　　-　　　　-

Φ　:　S　･　4･　S　゛　where
　　　　g'　　　g

form

where　　M'=

｢

|
1､

A'B'

C'D'

the　equalities　:　A

(AltB2　゛UtB3
)-(B

1

｢

is　contained　in　the　image　of　the　Siegel　operator

j　゛p°j　:　H-゛sj゛

A'

A1

C'

0

0

U

0

0

BI

B2

DI

0

B1

　
　
9
a
　
　
1
　
･

R
″
　
　
D
　
　
　
U

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
t

1

　J

㎜

Sg゛j　M　can　be　expressed　in　the

6　Sp(g',Z),U6GL(g",Z)　and　these　matrises　satisfy
J

1tD゛“　B2tC'+UtD1　°Oj　AltB'‘　B2tA゛

2tA1　+　B3

The　action　of　M　　on　　S　　　i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g

M°T　°(M'゜T',(-(M'゛T')(C'C

゛(C'ζ゛D1)゛(A

tU)=　0,

+UtB1　゛O　and

s　written　exPlicitly　as　　T　°(T゛,ζ,T")

+D1 〕゛(A'ζ゛B1
))tU'(M°7)¨゜('(A11:　'
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゛Uj　゛　B2)

)tU).　Note　that　(M･T)"=　UT"tU　+　a　function

of(T゛,ζ〕.

　　　Then　the　assumption　:　p1　°M‘p

1C　+UT"+　B3)

2



we　have+('mζ+

　(゛゛)

|
1､

D､゜D.､+Am+n,

A1°A2°Aj

1
(C2'

g'゛g"　matrices　and　　s　　is　an　integra1

tζ゛)゛(tm　゛　ts))‘　He゛ce　fioll　the　co゛ditibll　P1　゛　M°p2

g"゛　g"　matrix　with　　゛mn　+　`'s　°　゛nm　+　s　.　　The　action　on　Sg　　by　　M　　is

written　as　T°(T',ζ,T")　4　M‘T　°(T',ζ+¨Tm+n,'(M‘T)"゜T"+　tmT'm

e((1/3)(t゛M　゛　(‰D2
●●

1J

㎜

-

●

●●

1J
m)+(゛mn+'s))(E2)(E1)

diagonal　element!　of　(M･T)"　tends　to　infinity　when　the　diagonal　elements

●･●
　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

of　lmTtends　to　infinityby(8.4.1).　　Hence　observing　that　(M°T)"゜　Ui''tU

+a　function　of　(T'゛ζ)″we　have　utU　゛　1g"゛　i`e゛U°(±e↓(1)j　‘゜‘　゛±eπ(g"))

for　a　permutation　7T　of　g"　elements　where　ei

i-th　coefficient　l　and　O　otherwise.

is　the　unit　vector　with

Hence　if　we　rePlace　the　canonical　basis　of　H1(a2'　Z)by　M'゛{j2)'6(2)}'

change　the　index　of　zi

゛ectol゛Of　　U″“e7r(i)j

C2)
to　　z

change　x

(2)

7r(i)

　(2)

Tr(i)

and　for　every　i　with　i-th　colum

゛d　y7r(i)(2)'

that　M'゛1g'　and　U　°1g"'

　　　Let　us　sum　up　our　results　obtained　up　to　now.　　　　　　　　`

　　　(8.4.2)　FoT　an　appropriate　choice　of　the　canonical　basis　of　H

we　may　assume　that　p1　°M‘p2

(゛) 　1

t

m
　
　
0
　
　
0

0
　
　
1
　
　
0

0

where　　m　and　n　　are　integra1

where　　M　　is　subject　to

n
　
　
S

O
　
　
n

　
　
　
t

1

0

-m

　1
|
J

then　we　may　assume
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(resp.　xj

1　S

0(j

lb`'e　defille　J(Ci) and　J(C i)-　with　the　basis　of　H1(Ci'　Z)゛bove　3s　(8.3.1)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃　　　　　　　　　　　　‾

and(8.3.2),then　from　the　above　equality　we　can　identify　J(g1)゛d　J(C2)゛

and　the　extension　classes　of　J(C1) ゛d　J(C2) are　the　same　through　this

identification.　(End　of　(8.4.2)).

　　　Hence　the　following　is　the　claim　which　should　be　proved.

　　　(8.4.3)　Let　　e　be　a　non-singular　curve　of　genus　　g'　and　(x
(i)

'yj　●

J

(i)

1,2,j　=　1,･‥　,g",2g"　pairs　of　distinct　elements　in　e　such　that

(i)
　　゛yj

(i))7‘(4k(i)･yk(i))

curve　obtained　by　identifying　　x

fol`　j≠k　.　Denote　by　C

(1) (1)

1

(2)

(l`esp‘　C2)

with　y

　the

　(2)

j
　●

J
゛`'ith　yj

which　is　an　iTreducible　stable　curve　of　genus　　g　°g゛+　g"　with　the　double

Points　　z.
　　　　　J

‥(1)(
)(j　　'yj

(1)

1)

(resp.　zj

(resP.　xj

(2)

(2)

),j°1,　･･･　,g",each　of　which　corresponds　to

'yj
(2)

)

),

),

respectively　.　　For　each　i　゛　l　j　2　choose

a　canonical　families　of　1-cycles　in　Ci　　and　a　basis　of　r(Cij　ωC.)　such　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

(8.1)and(8.2),and　define　the　matrices　Ai゛Dij　and　Ei゛　lf　for　an　element

M　of　SP(g,Z)of　the　form　(゛)in(8　.4　.2)the　above　matrices　are　subj　ect　to
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(?)in(8‘4`2)゛then　Cl　and　C2　゛are　isomorPhic`

　　(8.5)we　shall　prove　(8.4.3)by　dividing　it　into　the　following　four　cases

according　to　the　properties　of　C.　　ln　every　case　if　C　　itself　is　non-singular,

then　TheoTem　7　is　the　usual　theorem　of　Torelli　.　Hence　we　assume　that　C　has

at　least　one　double　point,i.e･　g">　O.

　　A)The　case　that　C　is　a　non-hyPerelliPtic　curve　wjヽth　g゛>2.

　　The　theorem　follows　from　the　following　proposition　and　the　last　claim　of

!
1



¶
4

i),i°1,‥･,

.　Hence　the

to　x2　+y1‘

(8.4.2),

･　　〃

　　　Proposition　9　.　Let　　C　be　an　irreducible　stable　curve　of　genus　　g　whose

noTmalization　is　a　non-hyperelliPtic　curve　with　genus　g　'　>　2.　　Then　C　is

uniquely　detemined　by　its　generalized　Jacobian　variety　J(C).

　　　Proof.　By　Tore11Ps　theorem　the　non-singular　mode1　C　is　uniquely

detemined,Let　i　:　C　4　J(C〕be　the　canonical　embedding　(8.3.5).Denote

by　　zi゛ 1　≦　i　≦　g"″the　double　Points　of　C　and　by　xi゛yi　the　corresPonding

points　in　C.　Then　by　Theorem　6　the　set　of　elements　i(y

〃

)-i(x

W

g",is　uniquely　detemined　by　J(C)up　to　isomorphisms　of　J(C)

prol)osition　follows　from　the　following　lemma､
X

●

1

　　Lemma　19.　　Let　　C　be　a　non-hyperelliptic　curve　and　J(C)　the　Jacobian

variety　of　C.　Define　a　canonical　embedding　i　:　C　4･　J(C)　as(8.3.5).　Then

the　morPhism　C　XC　4･J(C)　defined　by　sending　(x,y)　to　i(x)-i(y)　is

injective　outside　the　diagonal　of　Cj(　C.

PI`o°f゛Let()(i'　y1) ゛d()(2'　y2)be　t゛o　p3h`s　of　distillct　poi゛ts

i11　C　゛'ith　i()(1)‘i(y1)゜i()(2)'i(y2)゜Thel‘1　゛'e　h゛e

　　　　　　　　　　　i()(1)゛i(y2)゜i()(2)゛i(y

Hence　byvirtue　of　Abe1　's　theorem　the　divisor　x1

Assume　that　x1　+　y2 Z　X2　+y1゛

1)‘

+y2 is　linearly　equivalent

Then　the　above　claim　imPlies

th3t　di゛CH(y(C'O()(1゛y2)))O`　He゛ce　C　,h3's　3　゛゜゛‘e゛pty　lhle3.1`systellof
degree　2,i.e.　C　is　hyperellipticヽ　This　'contradicts　with　the　assumption.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q.e.d.
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1(2)})゛{)(1

゜1,2.

(2)
are　isomorPhic.　Hence　we　shall　assum6　that　j{{x

),i

and　　C2‘

●

1
j　yi

(2)
and

(1)
　　゛y1

})　for　i=1,2　with　the　involution　l　of　C,then　clearly　C

and{ }゜{x2
(2)

●

(1)

}.　　ln　order　to　prove　the　assertion,we

,y

{x.
　1

(1)

(2)　(1)　(1〕
x2　　j　y2

lf

yi

C2

　　　B)The　case　that　C　is　a　hyperelliPtic　curve　with　g゛　>1.

The　proof　of　Lemma　19　shows　in　fact　the　following･

　　　Lemma　19bis　.　Let　C　be　a　non-singular　curve　and　J(C)the　Jacobian

val`iety　of　C.　Define　a　canonical　embedding　i　:　C　゛　J(C)　as(8.3.5).　For

two　distinct　pairs　of　distinct　elements　()(1'　y1)゛d()(2'　y2)1゛　C'　the

eq゛131ity　:　i()(1)'i(y 1)゜i()(2)“i(y2)　does　hold　if　and　only　if　the　curve

C　is　hyperelliptic　and　1(x

of　C.

1)゛y2 ゛d　`()(2)'y1 by　the　involution　1

79

　　　(We　have　proved　only　the　"only　if"part　but　the　"if"part　is　clear.)

　　　Now　we　shall　prove　(8.4､3)in　case　of　a　hyperelliptic　C　by　the　induction

on　　g･･.

ln　case　of　g"゜　1j　we　have　i(y1
(1)

)“i()(1
(1)

)゜i(y1
(2)

)'i()(1
(2))

in　J(a)by(8.4.2).　lf{4､(1),y､(1)}=j4､(2),y､(2)},then　there　is

nothing　to　prove.　　lf　they　are　different,then　Lemma　19

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W　　　　　　　　　　　　　●

involution　　l　　of　C　the　set　{x1
(1) (1)

}

bis
shows　that　by　the

is　mapped　to{x1

Hence　this　involution　induces　an　isomorPhism　between　　C

　　　'ln　case　of　g"゛2,we　have

(1)

i(yi

(1)

(1)

}={x

)-i(x

(2)

●

1

(1))　'　i(yi

(2)
}

(2)
)'i()(i

(2)
゛y1

(2)
}.

}'1({)(i'y1 ●

1

j　y1

1

(2)

for　i　゛　1,2･　Or　　{x j　yi
(2)

}

(1)

j　y2

1

1

i

l

}



C1)

}゛z)and　homologous　to　αi

(2)

must　strengthen　the　assumPtion(§.4.3).　we　add　two　more　assumPtions　:

(8.4.3)

and　ω.
　　　　1

m=0.

bis
in　the　family　of　1-cycles　on　C,　c£,
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

(n-　'G}'　(1)｡　　(2)
　　゛　Ctj　　　　j　6j　　　　“　6.

(1)'゛i(2)fol゛1≦i　jg゛　;　111　the　fo゛　of　M　we　assume　moreover

Let　us　show　that　these　assumptions　can　be　satisfied.　　First　of　all　note

that　if　we　take　the　same　cz.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1 (1)'c゛i(2)'6i　c1〕'6i(2)　and　　“'i(1)゛|.(2≒
1≦i　≦g≒　then　we　have　AI　゛A.､.　When　we　consider　the　fom　M,M゛　must

be　subject　to　M゛　'A2゛A1` Since　there　is　an　automorphism　of

induces　M゛,we　may　assume　M'=　1 by　identifying　C1　°

C　　which

C　and　C-=C
g゛

through　this　isomorphism　(Here　we　used　the　condition　that　C　is　hyperelliptic

ln　general　cases　we　can　reduce　M'゛±1g' in　the　same　way.).　　The　other

reduction　of　the　form　of　M　in　(8,4,2〕does　not　concern　with　ai　゛s　and　6i　's

for　1　≦　i　≦　g　'　.　Hence　we　may　assume　the　(゛i(1)'(゛i(2)'6i(1)'Si(2)　3nd

‰(1)゜%(2)　for　l≦i≦`g'ヽ

Moreover　if　a　column　vector

+Am.

　　　J

yl　y.

　　J

i()(j

move　(z.=　cz.
　　　　　　1　　　　1

H1

　〃

(C ― {y.
(1)

≠

(2)

d.

　J

(2)
where　　d.
　　　　　　　　J

ln　fact　if　y.
　　　　　　　　　　J

(1))　'　i()(j

(i)

of　m　　is　not　zero,i.e,　d.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J

(1)
=d.

　　J

then　　y.

　　　　　　　J

(2)

(1)

m､

　J

is　the　j　-th　column　vector　of Di゛

(1)=yj2)and[dj1)]=[d,(2)],

),hence　　x.
　　　　　　　　　　　J

z　α.

　　1

(2)

(1)　=　k(2:)　　and　　d　j1)　=

to　(z.l　　so　that　(x.'

(2)

then　we　have

● Hence　we　can

●

1S

+m..(x　　.
　　1J　gltJ

d､

　J

homologous　to　a.
　　　　　　　　　　　　　　　1

in

〃

{yj

in

(2)},Z).
〃
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xi

s　e

Then　repl　acing　　cz｡　by　(xj

"lj

the　assumPtion(8.4.3)
bis

holomorphic　functions　　v.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

V.
　1

i゛
we　can　assume　that

to(8.4.3).

　　　　　　　　　　　　　　　〃

(z)　on　　C　as

(z)=e(j“ω

Note　that　the　character　x･
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

([Sj D,1≦j4　g'.　since　x

(4j

that　　d

X1
(i)

ωg'
(i)

―

ー

-

)=e((D

d1
(2) mod.Zg

●

1

)2　e

1

+1

(1)

〃

1

1

and　a　simple　zero　at　y1

g'+1

([c゛j

((d1

(i)

Hence　f(z)has　simple　poles　at　x

and　x1
(2)

(i))

(1)

1

(i)

●

1

(z)

([゜jD　゛d

(゛i4'゛1`‘9　°　1'8'゛d　xi([ajD

(2)

81

(z)　is　a(single-valued)meromorphic

●

(2)
and　simPle　zeros　at　y1

(1)

゜O●　Repeating　this　process　for　j　=　1,　●●●　}

g",we　can　assume　that　m　゛　O.　Hence　we　can　add

Now　we　shall　go　back　to　the　proof　of　(8.4.3).　Define　multiPle　valued

(i〕
〕,i°1,2.

This　function　is　a　so'called　multiPlicative　function,　i　.e　.　there　is　a　character

xi　:　1'1(C)　･C゛　of　the　fundamental　group　of　C　such　that,for　every　closed

Path　　r　with　base　point　　z　,　the　analytic　continuation　　゛i(Γ2)of　゛i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゝ

along　　Γ　　is　subject　to

゛i(Γ2)゜xi([ΓD゛i(2)

where　[Γ]　is　the　homotoPy　class　of　　r.

is　determined　by　the　values　　x

D　=e(/　ω

j),together　with　the　assumption

(cf.(8.4.2)(゛゛)and　(8.4.3)bis),these　characters

coindide.　Hence　the　ratio　f(2)゜゛1(2)/゛2

function　on　C.　MoTeoverby　the　゛el゛y　defi�゜tio･　゛i(2)　h3s　3　shple　pole　8't

and　it　has　neither　poles　nor　zeros　outside.

and　　y1

and　it　has　neither　poles　nor　zeros　outside.　　Considering　f　to



(1)

1

　to　　x

and　　C

be　a　holomorPhic　maP　from　　a　to　P1,We　see　that　this　m9　is　of　degree　2
●●

by　the　above　observation,hence　the　non-trivi41　covering　transformation　of

this　covering　　f　　gives　the　involution　　t　　of　C　･

On　the　other　hand　we　have　((E

゜d((E1)
3

-

-

'((E2)1

　　‥V

(2)

2)

1

V1

3

(y2

()(2

and　y2

(1)
)゛゛1

i〕

by(8.4

(1))

(1))

(1)

(y2

S

-

-

(1)

12)
3

s　V.
　　1

(y2
(i)〕

(゛゛)and(8

(2))

(2)〕

/V.
　1

.3)

()(2

bis

(1)

●

) by　definition

Hence　we　have

Since　　x2

i゛e°t(y2

C1

12)

(1)

(1)

and　　C
2‘

X2

f(y2

)゜)(2
(1)

●

.2)

V2

V2

y2

(y2

()(2

(2)

)/゛2(y2

●

.4

by　assumption,we　have

(1)
)'゛1 (≒(1))/゛2()(2(1))゛f()(2

(1)

82

),

Hencc　the　involution　　l　　induces　an　isomorphism　between

ln　case　of　g")2　　the　Proof　is　similar,hence　we　shall　omit　it　･

C)　The　case　that　C　　is　an　elliPtic　curvej　i.e･g'゜　1.

The　proof　is　similaTto　the　case　B).　　ln　this　case　we　may　also　assume

(8　.4　.3)
bis

by　the　same　reason　as　before.

〃

　　　　ln　this　case　　J(C)is　isomorphic　to　C　bythe　canonical　embedding　i

(8.3.5),hence　we　identify　them.　The　proof　is　done　by　induction　on　g".

ln　case　of　g"　゜　1　゛　by　Theorem　6　we　have　y1　`^y‘x

Hence　the　translation　by　≒(2)≒:
(2)

(1)
maps　　x1

(1〕

(1)

,which　induces　an　isomorphism　between　C

(1)
-

-

y1

(2)

(2)
‐

X1
(2)

and　　y1(1

(1)

to　　y1

　　　　ln

1

1

case　of　g"゛　2,we　also　have　the　equalities　:　y
●

1

1

2゛

-

X.
　1

゛yi

)

(2)

1



(2)3(1))
(Note　th3t　)(1

‘xi
(2)

and　y2

for　i=　1,2.　By　translation　we　may　assume　that　x

(1)

Put　　v

゜y2
(2)
　゛y･

2

(n
-

m

゜(2C2)゛0
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i(2)'e(/≒2(i))'i°1'2°　Then　they　al`e　multiple`valued　hololllon)hiF

&nctions　with　ch゛3'9tel`s　xi　:　11(C)　4.　C゛　such　that　for　a.ny　closed　Path　　r

with　base　point　　z　　the　analyTtic　continuation　　゛i(r゛)of　゛(2)8'1oi`g　『

is　subj　ect　to

゛i(r2)゜xi([rD゛i(2)

where　[r]　is　the　homotopy　class　of　r　　in　7T

is　a　simple　pole　at　x1

　　(i)
y1　　　゛

(i〕

　　　〃

1(C)'　The　only　pole　　of　vi

and　the　only　zero　of　v.
　　　　　　　　　　　　　　　　　'1

lf　the　assumptions　in　(8.4.3)and(8,4.3)

argument　as　the　case　B),f(z)

bis

(z)

(z)　is　a　simple　zero　at

are　satisfied,by　the　same

゛1(2)/゛2(2)1s　3　゛el`o゛ol?hic　f゛ctio゛　o゛　C･

and　considered　as　a　holomorphic　map　from　a　to　P1,　it　gives　aj　two　fold　covering

゛゛ith　f()(1

since((E

(1)

12)

)=f(y

3

1

(2)

=((E

)゜5f(y1
(1)

)゛f()(1
(2)

)=O　and　moreover　f(y)=f(O)

)≒　　Hence　the　non-trivial　covering　transformation

and　　C2゛

1) 2)
12

induces　the　isomorphism　between　C
1

　　　To　prove　the　case　g"゜3　we　note　first　of　all　that　the　above　covering

transformation　　l　　is　given　exPlicitly　as

(1)

t　:　C　→

　　　W

Z　→-Z+

W

W

C

XI
(1)

+

2

(2)=xj2)+y､(1).)That　is,　if(E

yl
(2)

●

+y1
12

゜(E12



by　x1`‘‘'“　x

then

O｢

Ej

we

●

1

Therefore　if　(E‥
　　　　　　　　1J

=E‥
　　1J

X2

X2

(1)

(1)

(1)) 3

“X1

X1

=(E‥
　　1J

(1)

(1)

゜)c2(2)　-　4(2)

S

(2)〕3

(y2
(2)

㎜

y1
(2)

);

for　ls　i,js　3,i　(j　(we　put

if　i<j　for　the　sake　of　convenience),then　for　each　(i,j)

haye　one　of　the　following　equalities　:

(Aij

(Bij

)

)

Cle31゛ly　if(Aij)

(Bjk)

(Bij)

)cj

)(j

(1)

(1)

(1)

(1)

-　X.

　　1

゛d(Ajk)

hold,then(B

X.
　1

゛X.

　　J

(2)

゛'(yj

(2)

yi

―

(2)

X.
　1

hold'　the゛(Aik)

j

(2)
).

holds,and　if(B‥)
　　　　　　1J

holds　.　Hence　for　a11　(i,j)either(A ij)ik)

does　hold.　lf　the　equalities　(A

translation　of　C

〃

(1) (2)

2

゛d　C1　;　if　the　eq°'1ities(B

above　of　C2

1

ij)

ij)

and

O｢

hold　for　a11　(i,j),then　the

induces　an　isomorphism　between　C
2

hold　for　a11　(i,j),then　the　involution

induces　an　isomorphism　between　C and　　C1゛
2
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ln　case　of　g"　)3　the　proof　is　the　same　as　the　case　of　g"　゜　3　･

Remark　(Ueno).　　We　can　also　give　these　functions　appeared　above　explicitly･

First　of　all　we　shall　give　the　form　ofω's　exPUcitly.　For　simplicity　we

assume　that　　g"　゛　1　　and　write　　x　　and　y　　instead　of　xl　　and　　y1　‘　　The

　　　　　　　〃

curve　　C　is　given　as　an　elliptic　curve　C/Z　゛ZT　with　　lmT　>　o.　　We　sha11

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃

denote　by　z　a　uniformizing　paTameter　of　C,　i　.e　.　a　coordinate　of　C　above　･



2)

mT
〃

　　2

　　　　　　Put　“'1'゜d2　゛dt゛゜.(1/2�ql)(c(゛‘y)‘　ζ(2　-x)}dz　where　ζ(z)is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　●　　W　　　　　　　　　〃　●

the　so-called　zeta　function　of　an　elliptic　curve　defined　as

Define　　(xlj　a2j　a1゛62　as　in　(8.1).

Then　we　have

　　　　　　　　∫　ω'=1,
　　　　　　　　　a11

　　　　　　　　Z　　ω11　s　Oj

('){

‘CZ2　゛'1　　'

41ω1゛'　T

(yCz)゛z　n

　　　　　(m,n)≠(0,0)

cy(z〕+mT+n)=(-1)

j'ω'
(X12

j`　ω'
a2　2

　　　　　　　　　　　　　　　Z61

Hence　if　we　put　ω1

Z

･　S

n
1

÷
1

+
‥　1

+ ).

ω2

(1-

(x-y),

(x-y).

)
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))](7(z)

　Σ　　　　(

(n,m)?1(0,0)
mT+n

Z

Z-mT-n

Z

0

〕exp(

　　　　　Z
m

(m7÷n)2

Then　it　is　easy　to　see　that　ω2　゛　is　a　meromorphic　fom　on　C　with　simple

poles　at　　x　　and　　y　　and　with　Resyω2゛　゛　1‘

T

a1

and　by　using　the　equality　ζ(z)=(y'(z)/cy(z)where　cy(z)is　the('-function

defined　as

Z 　
C

I
£
2mT+n

mn+m+n

`゛hel`e　nl　°ζ(1/2)　and　n､=　ζG/2),we　have

mT+n

and　using　the　quasi-periodicity　of　cy(z),i.e.　the　formula

mT+n

[e)(P((2M1　゛　2M2)(2゛}゛

27T/7F

゜1,

　　　n2
㎜

27r/ΣΥ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　'`　゛j　　　　..

゜゜1''　゛2　°　゛21　“　j1T(゛゛y)゛1''　the゛with　the　Legendre



with　an　integral　symmetric　matrix　s　　of　degree　　g　and　only　the　matrix　E

appears　･

㈹

and　E　explicitly.　　Let　C　be　a　stable

curve　obtained　by　identifying　xi　and　yi゛　1　≦i≦g゛　in　a　projective　line

First　of　all　we　shall　give　　ω,
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

The　fom　of　M　in　(8.4.2)(゛)is　very　simply

(yi x.)).
　J

　　About　the　fomulae　used　above　we　refer　the　reader　to　[712.

Abschnitt,1ヽKapital　for　examPle･

Then　clearly　g"゜g　>1.

D)　The　case　that　C　　is　rationa1　,　i.e･　g゛゛O.

a　゛　P1　.　　Denote　by　　z

Z“i'Ξj7(l
1n

xiyi

1
●m

W

Let　　z　be　an　inhomogeneous　coordinate　of　C.　　Then　the　meromorPhic　forms　:

i　　the　double　point　corresponding　to　'　xi　　and　　yi　°

)dz,14　i4　9,　f6m　a　basis　of　r(c,%)
1
-

㎜

relation　:　n1

in　Lemma　18,and　we　have　　Z

T“　n2　°7r/7T/2　we　can　see　that　they　form　the　basis　introduced

a1ω2°y'x'

Then　the　multiPlicative　function　we　have　introduced　above　is　written

exPlicitly　as

Hence　　E‥
　　　　　　　　1J

3

φ)'e(j≒)

　“e゛p(2JTj(yy≒(yy)y))
　♪jEE}e;p(≒(y“φ).
is　given　explicitly　as

E
3

゜(yi“y
●●　　S　〃

1J　　(7(yi“)(
JL2
j)(y()(i`yj)

e)(p(2n1 )(i)(yj
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=1

and　two　pairs

hence

Lemma　18,and　by　integraTting　them　we　have

4

●･●　●● (y｡)Tyj}(x√(i
y`゛i‥゛j゛`゛'i/‥‘'j゛

j'Ξ々7r　log(xt　-　yl)(yt-x

3⊥'`‘j/‾‘jj,　iゝ､''i　‥‘``゛
　-

(1)) (2))

(yi〕`y
m

()(i¬y

3

£Ly
j)(yi　゛)(j)

3

i

E‥
　1J

By(814゛2)`゛e　h゛e　(Eij

it　is　sufficient　to　prove　that

　　　(゛)the　family　of　values　(E

class　of　C　uniquelyヽ

　　　We　use　the　induction　on　g･

=(E‥
　　1J

j〕 }

for　a11　　1　≦　i　<　j　≦　g.　　Hence

ij3)1si〈jsg
determines　the　isomorTphism

ln　case　of　g°2,wemay　assume　that　x1°Oj　y1°゛　and　y2 ゜1　by

changing　　z　　with　a　Projective　linear　transformation.　　Then　with　the　equality

above　we　have

E
12

3
S

(゛‘1)(O“)(2)

(O'1)(“')(2)

Hence　the　claim(゛)is　true　for　g　°2ヽ

　　　ln　case　of　g　゛3,　we　may　also　assume　that　xl　°0,yl　°゛　and　y

as　above､　Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E123

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E133

E233

=　X

=　X

2゛

3

(1-y
〃

(1　-x

)

).

゛X2‘

-

-

Solving　these　equations　,　we　have　the　unique　solution　for　x

of　solutions　()(3(i) (i)

3〕()(27)(3
-―

3)()(2　'y3

2

)゛i　°　1゛2j　for　(x3j　y3)゛　However　a　linear

●

j　y3

2
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transformation　p　:　z　4　x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　●
　　　　　　　　　　　　　　　　　　●●

lf　we　put　x3゛　゜　p(y3
〕s　x

2/z　Fese17ves　the　sets　゛{x

2/y3

1゛y1

゛d　y3゛'p()(j)')(2/)(3″

}3nd'{x2゛　y2}゜

then　it　is　eas･y　to

see　that　the　transformation　()(3'y3)゛()(j゛'y31)　sends　a　set　of　solution
　　　　　〃●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

fo70(3″　y5)to゛`othel゛　゛　By　an　elementary　calculationwe　can　see　that

　　　　･･

x3　゛　x3゛　if　and　only　if　the　above　pairs　of　solutions　coincide.　Hence　the

isomorPhism　class　of　C　is　uniquely　detemined　by　the　data゛　E123゛

E
3

E
　3

13
and

23　°

　ln　case　of　g　>3　the　proof　is　similar,hence　we　omit　it　･

　Thus　we　have　proved　(8.4.2)in　every　case　A),B),C)and　D),hence　the

proof　of　Theorem　7　is　now　comPlete.

N

･

　　(8.6)Remark.　Assume　that　g　)2　.　　Let　N　be　the　union　of　divisors

i゛1≦i≦[g/2]　`゛hose　gelel`31　poillts　col`1`espolldto　stable　cUrves　with　two

non-singular　irreducible　components　　C.,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J
j　゛1,2,with　genus　i　and　g　-i

meeting　at　one　point.　　Then　j　　is　not　injective　on　N.　　ln　fact　by　the　upper

semicontinuity　of　the　dimension　of　fibres,we　have　only　to　prove　it　for　genera1

points　　ξ　　on　　Ni゛　Hence　the　image　by　　j　　is　contained　in　Sg%　so　it　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I

sufficient　to　show　that　　j　　is　not　inj　ective　.　　Let　　C　be　the　corresponding

stable　curve　with　the　irreducible　comPonents　　C1

the　points　on　C1 and　C2

and　　C2‘　　Let　　x゛y　　be

respectively　which　coincide　on　C.　　Since　g　>2,

we　have　g　-　i　)1,i･e･　the　automorphism　gyoup　of　C

other　hand　if　two　such　curves　C

induces　an　isomorPhism　between　　C2

(1)

(1)

and　　C
(2)

and　　C2

●

2
is　finite.　0n　the

are　isomorphic,　then　it

(2) which　maps　y(1) to　y(2).
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(ln　case　of　i　゛　g/2　we　may　need　to　change　factors　.)　Hence　the　curves　C

with　different　y's　are　not　isomorphic　in　genera1　.　　However,　the1r　generalized

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-

Jacobians　are　both　J(C)'J(C1))(J(C2}'hellce　the　i゛ges　by　j　coi゛cide‘

This　proves　the　assertion.

　　　lt　is　naturally　expected　that　　j　　is　injective　outside　of　N,but　we　have

no　Proof.
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§9.　1n　case　of　g　°　2.

　　(9.1)ln　this　section　we　shall　prove　the　following　theorem､

　　　Theorem　8　.　　1n　case　of　g　'　2　the　canonical　morphism　j　:　S

(Corollary　of　Theorem　4)is　an　isomorphism.

　
･
･
{　

　
　
g

`
{
`
{
}

　
　
､
･
'

　
　
　
{
/
`
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　　　Since　these　two　varieties　are　normal　and　complete　and　since　　j　　is　birationa1　,

we　have　only　to　prove　that　j　has　no　fibres　with　positive　dimension　by

virtue　of　Zarisk1　's　main　theorem　.

(9.2)The　exPlicit　structure　of　Sj(or　sj(n))is　known　([81,[18D　,

ln　fact　this　was　the　first　comPactification　of　S2゛　constructed　by　Satake

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　&ゝ

(ibid.).

　　　So　we　must　study　the　structure　of　the　moduli　sPace　　S2

of　genus　2.

of　stable　curves

　　　ProPosition　10.　Every　stable　curve　of　genus　two　is　of　one　of　the　following

types　.　Any　curves　of　the　same　type　are　homeomorPhic　to　each　other　.　Those

Points　in　　S2 which　correspond　to　each　tyPe　of　stable　curves　form　a　locally

closed　algebraic　subset　in　S2j

stratification　in　S2`

hence　making　them　strata,we　can　define　a

The　corresponding　stable　curve

a　non-singular　curve　of　genus　2

a　join　of　two　non゛singular　elliptic

curves　meeting　4t　one　Point

transversally･

rank　　H

1　4

　　C

1(C'　Z)Stl`3t°

M
　
　
　
N

Type

l

II



III

a)

IIlb)

Iva)

Ivb)

V

an　elliptic　curve　with　an

ordinary　double　point.

3

a　join　of　a　non-singular　elliptic　　3

curve　and　a　rational　curve　with

an　ordinary　double　point　meeting

at　one　Point　transversa‘11y･

a　rational　curve　with　two

ordinary　double　points　･

a　join　of　two　rational　curves

with　an　ordinary　double　point

meeting　at　one　point　transversally･

2

2

a　join　of　two　non-singular　rationa1　　　2

curves　meeting　at　three　points　transversally･

The　Proof　is　straightforward,　and　we　omit　it　(cf.[14]or[15D

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-

lt　is　also　easy　to　see　that　the　holomorphic　map　j　°　P°j

゛S?USjUS,､゛　maps　M　and　N　to　S｡゛,B

Cb)　　and　　D　　to　　SO゛゛

●

　〃

Ba)

Bb)

Ca)

Cb)

D

S.4S_゛4S
　t

2

●

●

a).8゛d　Bb)t° S1゛j
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and　　Ca)゛

(9.3)　Now　we　shall　prove　Theorem　8　by　reduct16　ad　absurdum　.　　　Assume

that　for　a　point　゛n　in　S2゛　the　fibre　F　゛　j

The　open　set　U2

-1
(n)　has　a　positive　dimension.

in　Theorem　7　is　a　union　of　strata　M'　Ba) and　C　.
　　　a)

Hence　by　virtue　of　Theorem　7　no　generic　points　in　F　correspond　to　stable

curves　of　types　lj　IIla)゛and　　Iva)‘

!



lt　is　easy　to　see　that　the　isomorPhism　classes　of　curves　of　tyPes　Ivb)
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‐

and　v　are　unique゛　i　゛e　゛　Cb)　and　　D　　consist　ofonly　one　point　respectively･

Hence　the　generic　point　of　F　　is　contained　in　N　or　Bb)゜

First　assume　that　the　generic　point　　ξ　　is　in　N.　　Let　C　be　a　stable

curve　corresponding　to　C.　　Then　C　is　a　union　of　two　elliptic　curves　　C1

and　C2°By　translation　on　each　component　we　may　assume　that　the　origins　of

Cl　and　C2　meet　together.　　Hence　　C　isdetermined　uniquely　by　　Cl　　and　　C

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j

On　the　other　hand　since　n　　is　in　　S2゛゛we　can　identify　　j　　and　　j　　near　　n‘

Thel`efol`e　n　co"espo゛ds　t9　the　iso゛ol`phis"l　chss　of　J(C)゜J(C1))(J(C2)゜

Clearly　it　determines　　C1 and　　C2゛

2'
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hence　C.　　Hence　the　assumPtion　is　impossible.

　　　Now　assume　that　the　ge71el`ic　Pohltξof　F　is　i111　Bb)‘

Let　C　be　a　stable　curve　corresponding　to　C.

Then　C　is　a　union　of　an　elliptic　curve　　C1

a　rational　curve　C2 with　one　double　point.

Since　only　one　point　in　C1 is　specified　and

only　three　points　in　the　normalization　of　C
2

class　of　C　　is　determined　,only　by　that　of　C

〃

and

C1

　　are　specified,the　isomorphism

1°Onthe　other　hand　since

J(C)゛C1　゛　n　corresPonds　to　the　isomorphism　class　6f　Cl　in　S1%　hence

ξ　　is　uniquely　determined　by　　n　,　which　again　contradicts　the　assumPtion.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q.e.d.of　Theorem　8　.

　　　　(9.4)　We　shall　also　give　the　exPlicit　corresPondence　of　j　　in　case　of

g　゛　2　with　the　generalized　period　matrices　(7.1).　The　Proof　is　a1ready　done

1
J

C2



or　easy,so　we　omit　it　.　we　shall　use　the　notations　in　(8.2).

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　･　　　1●　d　　　　　s　　　r　　･●

　　　　A)The　case　of　type　l･　g'　'　2,　g"　゛　O　.　ln　this　case　j　maps　the

isomorphism　class　of　C　to　the　residue　class　of　the　period　matrix　ΩC　of

C　　in　　S2゛゛

　　　　B)The　case　of　type　ll･　g゛　゜　2,　g"　゛　o　.　Let　C　be　a　stable　curve　with

the　irreducible　components　　C1

periods　of　　C1

C　　to E

ー
ー
!
ー
‐
J

　
　
　
　
　
　
　
{
/
･

　
o
　
　
　
T

and　　C2゛ Let　　T1 and　　T

The゛　j　sps　the　poi゛t　il　S2

゛Z)　　in　　S2゛゜

2　be　the　respective

　corresponding　toand　　C2‘

mod.SP〔2

C)　The　case　of　type　IIlay　g'゛　lj　g"゛　1`　Let　C　?e　a　stable　curve

゜f　type　IIla) with　normalization　　C　　which　is　an　elliPtic　curve　with　Period

　　　　　　　　　　　　　　　.･　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃

T.　　Let　x,y　be　the　points　in　C　　corresponding　to　the　unique　double　point

of　C　゛　Then　j　maCps　the　point　in　S2

(Aj　DI　E)゜(Tjy゛xjO)mod.Sp(2.Z).

corresponding　to　C　　to　the　point

D)　The　case　of　type　IIlb)゛　g's　1゛g"゜　1.　Let　C　be　a　stable　curve

of　type　IIlb)`　lt　is　a　union　of　an　elliPtic　cuyve　Cl　with　period　　T　　and

a　rational　curve　with　a　double　Point　.　Then　j　maps　the　point　in　S
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

corresponding　to　C　to　the　point　(A,D,E)=(Ti　0,0)mod.Sp(2,Z).

E)The　case　of　type　Iva)゛g゛゛O゛g"゛2,　Let　C　be　a　stable　curve

　　　　　　-

of　type　IV
a)

with　the　double　Points　　z1 and　　z2' Denote　by　xi゛yi　　the

points　in　the　normalization　C　of　C　corresponding　to　　zi　゛　With　a　unif

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●●

parameter　z　　in　c″we　may　assume　z(x1)゜O゛z(y1〕゜y　and　zCy2)゜1`
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points　in　the　normalization　C　of　C　corresponding　to　　zi　゛　With　a　uniformizing

●



Then　j　maPs　the　point　in　S2　corresPonding　to　C　to　the　Point　E　'　(J12゛

E13″

unique`　　The　point　in　　S2

E=(E
12″

E13j

by　j　to　the　point　E　=(E

1S

corresponding　to　it　is　mapped

)゛(O,0,0)mod.sp(2,Z).E23

94

E23)'C20(12)'O゛O)゛゜d゛Spμ'Z〕゛

F)The　case　of　type　Ivb)゜g'　゛　Oj　g"　゛　2.　As　we　have　remarked　in　the

proof　of　Theorem　8,　the　isomorphism　class　of　the　curves　of　type　Ivb)

corresponding　to　it　is　mapped　by‘　j　to　the　point

E23)゜(1'O'o)゛od゛Sp(2･Z).

G)The　case　of　type　v･　g゛　゜　0,　g"　゛　2.　The　isomorPhism　class　of　curves

of　type　v　is　also　unique゛　and　the　point　in　S2

12″
E13゛
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