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È̀
い･

E
1
1
1
‐
ー

‘
‘
―

TI,e v･4ぶ,必

図･本館

kJ必りヅ七戸以-一気ふj'4“゛'`/'たJ゛

ぐ屯々締型我丸分方41べ,変分瑶2令で)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　{ 哉男
　〃

吻



(1.1)

THE
----

where　coefficients　　P

(1.2) L
　n}(x

VARIATIONAL　THEORY　OF　HIGHER

----･

Yasuo　Teranishi
.〃 ●　〃●〃

n

n
　
£
　
C
　
　
　
I

　
7
`
　
z

a

}

(z)

〃=　←-W

)Pn,a(‰)(

-1
Ln,6 (P

B

●

　　1

α|

P
　n}

‰)

nλ(XB

-ORDER
　　　　　　　●　〃

　　　　　　　･.㎜〃●

)゛4

(z

∽W

　
J
'
､

　
?

､
‥
N

　
l
j

6

--~

---

No･yjjl
〃㎜

　U‥､nU

　　μ

)y･

゜(U(?　z(x)'

6

〃･〃･

･●-･㎜-』-●-=●･r　-　-　7･　･゛･･a･･`-

●∽--~=--~=･-〃〃〃.,.-=㎝~〃

LINEAR　DIFFERENTIAL　EqUATIONs　!
〃｢s--≒-㎜〃･-4¥W-w¥w-¥4“　-　゛″'゛-゛f　`'　~-.S･j

~WW‘〃-･〃●'~●･●●.‘'〃　`"

§1.　　1ntroduction

　　　　ln　his　paper　[21,[3!　,　r).A.　Hejhal　investigated　thevariational　theory

of　linear　polynomic　functions.　　ln　this　paper　we　are　concerned　with　the

variational　theory　of　higher-order　differential　equations.　　To　be　more

precisel　consider　a　compact　Riemann　surface　having　genus　　　g　)　y.　　As　is
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J々z7Qφ
well　known,we　can　choose　a　projective　coordinate　covering　　a1,

Fix　this　coordinate　covering　of　　x.　　We　shall　be　concerned　with　linear

ordinary　differential　operators　of　order　　n　　defined　in　each　proj　ective

coordinate　open　set　　U
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(l

LI･jP°|‰)゜(j≒)11　゛　£
　　　(z　),･･
1,(X(X

Differential　operators　　{L

P1,&j(%).゛O　fol゛311　(`゜

n,a
(P

(‰|‰)y°(⊇)

λ)j(rgd゛゛‘yμ9‘-y　/y､/yyj.

　d

dz
(X..

(≒)　゛e　holo°ol`phic　ill　　Uα,.5

　　are　called　a　semi-canonical　form　if

μj　xjEH1(X,T&)be　a　complex　line　bundle　on　　x.　　Differential　operators
゛‾‾‘1　　''　　　　　　　7`7

{L　　　(P　lz　)}　are　called　λ-related　if　in　each　intersection
　　n,(z　　α,(x.

lz
F‾(x6

We　shall　prove　an　analogous　theorem　of　the　Laguerre-Forsythls　basic　diFferen-
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tial　invariants.

Theojrem　1.1　　Let　{L
･-∽㎝W〃〃〃〃

where　　e

(e

n,a(Pal‰)}

々

bejCλ-related　semi-canonical　form,then

　　　　　　　　　　　･･ヽ　　　　m

(z))FIΓ㈲,G･(y))(m=2,5,‥･,n)m,(l‾(l
♂.ZW

(z)is　holomorphic　function　in　U_.defined　by　:

e　(z)
m,a　　a

m,(X'(l

‐

‐

1
-

2

Col゛el゛sely　fol`　gi゛e"　em(z)

differential　polynomials　of

m-2
　Σ　(-1)k

k=0

　(m-2)!m!(2m-k-2)

-k-1)!(m-k)!(2m-3
〃'y

2(M,(.

Z )}

y≒`･｢;｢T｣

m

-
e

1
ーk1ーj

.゛77JI

　d
-

dz
　(X

)
k
P　(z).
m-k,(x(z/

))(m゛2,3,‥゜,n),we　can　defineF

P　(z),P　(z),‥･,P　〔z)
2,(x(x　　3,(x(x　　　　　n,a　czy

And　differential　operators　{Ln,jP(4

form.

lf　(p
　ー,　1,a

(z　),‥･,(;)
　　(Z

|‰)}　are　a　x･-related　semi　-canonica1

ゝ〃

9

-

n.(x(z(x?　　are　　n　　linearly　independent　holomorphic　solutions

of　the　λ-related　semi-canonical　differen‰1　eq“3tio･　Ln,jPal‰?y°0
and　･(J･　is　any　element　of　sL(n,(E)thenGector　valued　holomorphic　function
　　　　　　　　　　　　　　　　　W､/

%(‰?s

(1.3)

t

(q)1,(x(‰)'゛゜゜'q)n,j%?)　satisfies　in　each　intersection　ucxnus
　　　･　　　　　　　　　　　　　y･

%(‰)s　p

for　some　　p
　　　　　　　　　a6

(xμc(x6z6

ESL(n,(E

relation　of　the　form(

'
`
　
I

゛d(IB
)1‾"

% (゛β

),and　the　composition
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　/C

).

q)l

･(X

(J　O　Q　　　satisfies　a
　　　　(X

　'　　　　　　　　　-1

(J°p‘(x6..゜　(J,..1)withp･
　　　(43,･

‐

‐

replated　by　　p;6
‐

‐

Therefore　the　mapping　ψL.　and　Qj.　are　considered　as　describing　equivalent

flat　vector　bundles　of　rank　　n　　on　　x.

There　is　a　natural　one　to　one　correspondence　between　the　cohomology　set

1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-‘･
H(X,SL(n,(E))and　the　quotient　space　Hom　(t(X),
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

SL(n,(E)/SI,(n,(E),



where　　SL(n,(E)　　acts　on　　Homl(1
S.●.S.

1(X)'SL("'(U))　　by　inner　automorphisms.

-

､)

The　homonorphism　obtained　from　a　λ-related　semi-canonical　equation　is　called

a　monodromy　　representation.　　The　fundamental　group　{(X)is　descl`ibed
canonically　as　a　group　with　　2g　　generators　(J1'゛゜''(ygj

commutator　relat　ion [G1'Ti]'゜゜[(Jg'Tg]

lntroducing　the　complex　variety

(1.4) N={(X
1'
‥･　X　　Y
　　'‘g゛ P

=　1

゛゜゛Yg)F　SLO'　9

T

P
‥゜,Tg　and　the

2gl[X1'Y1]'゜゛[xg'Yg]゜1}'

the　mapPing　which　associates　to　an　element　P`J　gil　(≒(x)･SL(11　･J　)t:he

?oint　Oln),…J(4),p(々),…φ9)〕‘E　N　identifies　l?　G(x),

SL(n,£)with　the　complex　analytic　variety　N　and　the　cohomology　set

H1(X,SL(n,(Σ))　with　the　quotient　space　v　=N/SL(n,1)　where　SL(n,(E)
　　　　　VvV　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ys-'V　　　　　　　　　　　　　　　　　゛゛

acts　on　N　by　inner　automorphisms.　(S9e　Gunning[SD　.　　The　tangent　space

to　the　variety　v　　at　a　point　corresponding　to　the　monodromy　representation

p≒　of　all､λ£related　semi-canonical　differential　equation　is　identified　with

the　cohomology　group　HI 　-,､　　　　1¬

(j(X)･AdOj)of　゛he　gl`ollp　5)1(X)with　coeffi-

cients　in　the　space　of　　n　)(　n　　matrices　of　trace　zero　under　the　group　re-

presentation　　Ad　pj･

By　Theorem　1.1,　we　can　introduce　a　complex　analytic　maPping　between　the

vector　space

　n

　e　QX,　0(♂)
m=2゛ヽ

　　　　　　　　　　　'nd

and　.　the　variety　4√゛ihe　tangent　space　to　the

image　at　.a　monodromy　rePresentation　　p}(F　N　　is　identified　with　the　space
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　､~S

of　the　period　classes　of　the　Prym　differentials　r(X,　j'O(Ad,p)).　we

shall　introduce　the　transvectants　which　are　known　in　the　classical　invariant

thcory　and　using　them　describe　the　period　classes　of　the　Prym　differentials



4

(The　variational　formula).

The　formulas　also　suggest　a　close　relationship　with　Eichler　cohomology　groups

Many　formulas　in　this　paper　can　be　found　in　Hejha1([21,[3D　under　the　rest-

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

riction　2　4　n　4　6　and　we　shall　eliminate　this　restriction　using　invariant

theoretic　method.

Thc　author　wishes　to　express　his　hearty　thanks　to　Professors　H.　Morikawa

and　H.　PopP　for　their　kind　advices　and　encouragements.
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J)

j2.　　The　basic　di　fferentia　l　equations　and　the　monodromy　representation　･

　　　　　Let　　x　　be　a　compact　Reimann　surface　of　genus　　g　)　1.

Since　the　genus　of　　x　　is　greater　than　one,as　is　wel　l　known　we　can　find　a

coordinate　co゛el゛irlg　　㈲゜{(U(l'‰)}　　such　that　the　coordinate　transformations
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-･.〃

of　this　coordinate　covering　are　projective　linear　transformations

(2.1)
-

‘a

‐

‐

ac16　z6
〃

(≒6zB

4･

+

b(x6
-

dα6

｢acl6　　bcz6

!c(16　　d(x6ESLj〔2≒(F)　irl　U(xnUB

Such　a　coordinate　covering　a/　is　called　a　projective　coordinate　covering

of　　x.

we　denot　e　by　　　l･(n)　the　set　of　all　the　homogeneous　monic　linear　differen-
　　　　　　　　　　　　(l,

tial　operators　of　degree　　n　　defined　in　a　projective　coordinate　open　set

U
　a

(2 ?●W ) L
　n
,l(P(x |%)

where　coefficients　　P

‐

-

(‰

is　the　binomial　coefficient.

We　denote　bv　　l.
　　　　　　　　　　‘　　　n

(2.3) Ln(

n
Σ

　
　
　
÷

　
n

£=

Pμ)゛(Ln,(jPJ‰?)'

n
　
£
　
C
　
　
　
I

　9

4

)‰,a(‰)(

and　denote　by　£(n)　the　set　of　a11　1Jn(Pμ)'

For　a　given　complex　line　bundle　　λ:F　H1

U　nU
cz　　　B

(2.4) (‰μa?y　s(
dz6

)
n

λ(x6(%)

?‾£

6)≒6.(゛
-1

μ

　d

dz･,
　(Z

)'゜゜゜j)n,(x(‰)　　31゛e　ho　lo°ol`phic　oll　　U(x　　31d　　(7)

(Pj〕　the　coUection　of　local　differential　operators　:

(X,�(),we　associate　an　element

Ln(Ph)　F　L(n)　which　satisfies　the　following　transformation　relation　in

Ln,6(P6 lz
dz
　(l



Dcfinition　2.1

(2.4

-
　
　
3

〃4〃〃●〃 --

6

Diffel`e"ti31　opel'3tol゛s　Ln　G`D)　satisfying　the　relation

is　called　a　.Frelated　differential　operator.

Definition　2.2.　Differentia1()perato5　L(Plz}(Ξ　L(n)　is　cal　led　a　semi-
　y7UTmm.　　　　　　　　　　　　　　　　　n

canonical　form　if　　P 　　(z)=O　for　a11　(x･.
1,Cz(X

Lemma　2.L　　　Let　　λ　F　H1

　
　
Z
　
C
l
　
n
p

　
･
　
a
　
λ

‐

‐ (

λ(x6

K'(Z6(z

dz
　　(X

(X･&)be　3　co°P1?(　1ine　bundle　on　x'　311d　Ln(P12)

)‾1
{P1;B

Lemma　3

(%)゛λj
　ヽ-

.5).

(%'ljT≒6
　　　6

(n-1)(g-1).

(z 6)j

(9゛≒£(≒yl(≒)2‰j　o゛

-

-

　　　%6

(dj(ydS)｢1‘l

dz
　(z､-l

‐

‐ (%6゛

〔e4j?).

゛da6)
2

}o

P

( )≒j･

6

　-･〃〃㎜=〃

~W〃ゝ

be　a･λyrelated　differential　operator.　　Then

(2'5)　P1,(j%)

-

and

dzS

For　the　proof,see　C[1] }

Pro7)osition　2.1.　　LetAμH1(X,♂)
--ー---　　　ヽ-

Ln(PD)　be　3　FI゛e13ted　semi-canonical　form.　Then

mFR(n=

6){≒6

The　solutions　of　this　equation　are　given　by

(z 6)

S)゜(

n-1

　2

£Ξ22jG　　　From　Lemma　2‘1'λ(16〕　satisfies　the　differential　equation

‾1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　''

in　U　n　U
　　　(X

　d

dz
6

be　a　complex　line　bundle　on　　x,and

Since　the　transition　function　of　the　canonical　line　bundle　is　defined　by

dz6

degt%6゛2(g‾1)'



it　fol　lows　that

dej(4 Jj　°(11-1)(g-1) Q.E.D.

7

　　　　　we　shall　now　Prove　an　analogous　theorem　of　the　Laguerre-Forsyth's　basic

differcntial　invariants.

The
　y●㎜｢･●●

　㎝〃=4

λE

○rem
-

H1

2.1.　Let　j&゜(k,zJ　be　a　projective　coordinate　covering　of　　x,

(X,(y)be　a　comPlex　line　bundle　of　x'゛d　let　Ln(Pμ)　be　3λ‘‘

related　semi-canonical　form.　　ln　each　projective　coordinate　open　set

we　introduce　holomorphic　functions　　e1　　(z
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　゛　　　　　　　　　　　　　　　　m,(l

(2.6)　0

Then

―
―

ml ｡(‰?
〃■　　〃

m-2
(m-

IJo(‾1)→it

'‾``X

μZ.;

2)

1)

!m!

　)(m=2,3,‥･,n)by　:
α,/

2m-k-2)!

!(m-k)!(2m-3)!k!

(､(}{JI))

　d
-

dz
　(X

)k
Pm-k,(z

U
yy

(‰)゜
-

-

(‰μ(‰))F々(

where　　K　　is　the　canonical　line　bundle　of　　x.

Conversely　if　local　holomorDhic　functions　　e m}a(z(x)゛　　represent　an　element

of　r(X,4Kln))(m=2,3,‥･,n),then　there　is　a　complex　line　bundle　λ,F
H1
(X

V
?(

,(3･)　and,if　we　put

　　　　　　　　　　　　　　　£

(2.7) P

t'99(j　s　mt2(
£(FI)!(2m-1)!　　d　£-m

m)(m-1)!(m+£-1)!(E⊇)em,a(y?　'

the　semi-canonical　form　Ln(PI゛)defirled　ill　e3ch　p゛oj　ecti゛e　cool゛dirl3te　ope･

set　　U&,by

(2.8) I.
　nl(l (PJ‰)゜(7jT)"゛

　　　　(X

is　a　λ-rel　ated　semi　-canonical　form.

　n

　Σ

£=2 (7)P£,(x(‰)(≒)
n-£



[w]

0w(w+1)‥･(w+t-1)

0

0w(w-1)‥･(w-£+1)

1

F
t

　
w
　
　
　
lt

　
　
　
　
Z

　
　
　
　
　
£

(ii)(Wj{MF)゜((cz+d)4h(z))

(cz+d)
'w-2m゛p

　〔゛)m　p

Rμc
　
j
m
　
p
　
C

　m

　Σ　(-1)p

p°0

〃〃〃

(jFh)(E(})

0

Proof.　　For　the　proof　of(ii),see([11　Lemma　).

h(E(1)=(cz+d)

and

-2d
‐

dz

(゛)£s

�

TO　Prove　Theorem　2.1,

Lemma　2.2.　　Let
----

(i)(j

―

‐

we　need　some　lemmas

1
b
　
d

a
　
　
CI

?((cz+ d)

m

Σ　(-1)p(

=0

C　SL(2,(E),then　we　have　;

m､[w]m　　｡p

p my

‾゛`'h(E÷}))

((£)

'w゛2m-p

if

if

if

if

£

£

£

£

>

-

-

>

‐

-

and

where

(2.9)

and

(2.10)

p

m-p

/

(cz+d)

h)( )

8

az+b

cz+d

(£F)“1‾ph(z),

　　　　Let　us　Prove　by(i)by　induction　on　m.　　lt　is　obvious　for　m　°O.

Assume(i)for　　m　　and　let　us　prove　(i)for　　m　+1.　Since　　ad　-　bc　=　1



‐

‐

‐

‐

‐

‐

(jE)"1゛1(cz+d) ‾゛h(

£(PEO(‾1)p(;)
　m

　Σ(-1)p(゜)

p°O　　　P

+

　m

　Σ(-1)p

P°0

7(-1)p((111)
ps1　　　　P

+(cz+d)

[
―

W

w]

]

Hence　we　have

m+1

m

m'p

‐

(cz+d)

m+1

　Σ(-1)P

ro
(V)

-

-

(;)

(j1

‾`゛h(

az+b
)

)

cp(cz+d)4‾2゛p((£)゜‾ph)({)EI))

p゛1
(cz+d)

p-w-2m-1

cp(cz+d)p‾゛‾211‾2((£

(μ1)
[w]

[w]

m

m-P゛1

((£)゜‾ph)(E{{D

?‾p゛1

(p-1-w-2m))

h)(E{U{)+(-1)
m+1
[wl

(71)

-w-2(m+1)+p

h)(

m+1c

[w]

[w]

((£?゛1‾

Q.E1.D.

)

m+1

(cz+d)

-w-m-1

9

h(
az+b
).

cz+d

[゛]m
-

㈲m-p

[゛]m
-

㈲m-p
(p-w-2m)c

[``']m
-

[゛]m-p

[゛]m
-

[`゛lm-p

-w-2m-2

･C

((

By　a　simple　calculation,we　find

　　[w]

)i≒j}TiT(p-1-w-2m)=

az+b

az+b

cz+d

p(cz+d)p‾``'‾2"l‾2((£)`‾?1h)(E÷11)

m+1

m+1

m+1-£

(cz+d)

ph)(m)

cz+d

cz+d

[w]
m+l　　　p

mc

This　completes　the　proof



Since　　a

P
e---

【.cml!　2　.　5.　Let　　x　　be　a　compact　Riemann　surface　of　genus　　g　)　1,1et

ns{Ucz　'　≒}be　3　pl`ojecti゛ecoordinate　covering　of　　x　　such　that　the

transition　functions　are　given　by

Z

　(l

and　let　　λ　F　H

‐

‐

a

　(l

caB

Bz6　゛b(XB

zB゛d

1(x,♂)

E☆C　SL(2,(E),
a6

be　a　complex　l　ine　bundle　on　　x

Then　linear　differential　operators　　L

form　if　and　only　if　coefficients　{P

(2.11)

and　for　　m

(2.12)

P2

‐

ー

(z 6)
―

‐

(%6 Z6　゛

zB゛d

2

d
　(Z
6)

10

n(P12)　is　a　λ-related　semi-canonica1

(z∠)}satisfy　in　each　U　nU
　　　　　　　　-

m,(x'(x

‾4P2,a

)‾2111

(‰)

(Pm,j‰)゛

6

,S

3,4,゜'゜,n9

Pm,B (z B) (%a

m-

Σ(-1)P(r)(mL1)(m-2)‥･(m-p)cF
p°1

;B(%μμd2§)Pm-pμ(‰))'

-

-

+

ljoof.　　L(Plz)　is　aλ?‾≒relatedsemi-canonical　form　if　and　only　if　in
･---　　　　　n

each　　U(x.nua

I.
　n
(PB ‰)y

-

‐

(

dz
　a

)
n

1

λa8Ln,jP(xl‰)λjy‘

)2

,6

(x6d(x6‾ba6c(x6

　　　　　　　　　　dz

-

dz6

and　by　Proposition　2.1

λ(x6(z
B

-

‐

dz
6

1,we　have

(%6 z6゛d(x6

)゜(%B゛B　゛　dcxB)゛1%6'



where　　e　　　　is　a　complex　number.
　　　　　　　(zB

By　virtue　of　Lemma　2.2,we　have

(

and　denot　ing

lt　fol　lows　that

　
P
　
3
n
　
£
　
C
　
Σ
･
¨

d　n　　　　y

{)(c(xjμd(z6)1‾1゜(c(XBjμdclB)

0)t°3(3‾1)゛゜゜(3{゛1))

n-£,(x(%)(

n-2

　z〔?)p
£=0

　d
-

dz
　CX

£　　　　　y

　　(‰jB゛tBf'1

d　.£
J

‐

‐

comparing　the　coefficient　of　(

(2.13)

polynomial　　F

Σ(‐l)
£=0

m(2)by

Fm(2)
‐

‐

‐

‐

n+1
(
)"y

11

3
､
'

£'py)

―

dz6

11　4　'　(j‰)(pl(F1)p(;)TyZ}Vc5(%CB゛d(゛6)‾p‘｢1゛2μ1(≒
y,we　obtain　the　desired　result.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q.E.D.

dz ー
i
i
ー

　
Q
μ

/j

j　Lemma　2　.　4　　　Let　　F　(z)　be　any　POlynomial　whose　degree　is　less　than　　n.　　Then
,2㎝l　　　　　　`゛`　　　　　　　　　　　　　　　'''゛‾`'¨　　`゜゛'゜　　`'‾゛¨''``‾`'`″ws〃㎜〃㎜　　　㎜

-=●ゝ=●

　　　　　　　　　　　　　　　　　n

£(7)F(£)=O.

Proof.　　For　a　non　negative　integer　　m　　less　than　　n,we　introduce　the

　‥‥--

(jE)"1(1-z)"1

7(-1)£(1)£(£-1)‥･(Fm+1)zF“1
£=O　　　£

Sirlce　Fm(1)゜0,it　follows　that



-2m

y(2.14)

where

‐

-

em,B

z_+d

2(-1)≒1)£(£,-1)‥･(£-m+1)
£=O　　　　　　£

-

- 0.

we　can　now　conc　lude　(2.13)by　induction　on　the　degree　of　F〔z)･　　Q.E.D

Proof　of　Theorem　2.1　By　virtue　of　Lema　2.3,we　have

(

〃1

)£P
　　m,B

　m-?

　Σ

(‰)゜(%μμ(UBF2(11q)

2,

Σ(-1)
p°O　q°0

p゛q

where{;}
m
　
p
　
t

m-2　m-

　Σ

y)J≒ljP(y6‰)n≒

-

‐ {
1　　　　　　　　　　　　if　p°0

(7:)(m-1)‥･(m-p)　　if　p>0.

£-2　　£

E(-1)p゛q{?}(t)A
B　‾‾(y　　jo　p;o　q;o

[2m-2£-p]

m,£[2m-2FP]

{c(i6Std&jp゛q(≒)yqPm-p4,j≒?

Amμ　゜{(‘1)£

Zβ゛d(x6))

(m-2)!m!

(m-£-1)!(m-£)!(2m-3)!£!‘

゛d(4)゜2"1(j-)

6

S

P.(z)in　ey

2m4-2)!

t`(x m (‰)

m-t　　　　　　[m4+tl

js{jjt}(js){Å7dt‰μc6`‾a6

m-s-£

12

)GqP

　　　m'p,g

L.

£-q

M
F
p
　
a

　
C
'

､
J
y

a

d
―

dz3

Therefore　we　have　;

=(c
　　(z8

By　a　straightforward　calculation　we　obtain　;

the　coefficient　of　(c44

((-1)c



　(-1)£

0
(:)F(£)=O.

　l
ー

By　virtue　of　Lemma　2.4,if　a　)O　　then　it　follows　that

a
　
Σ

1
e

　
a

(x)("1)t゛s)) sPt,α)z

2,=

This　means　that　the　coefficient　of　(%626゛d(x6)‾2"1(

ー
‐
s

and　since　(2s+2a+2t4-2)!/(2s+a+2t-£-1)!　　is　a　polynomia1　　F(£)　of　degree

a-　1　　with　respect　to　　£,we　have

m-t

　Σ

£=S

m゛t-S,

1
ー　
j
a
　
t
　
C
£

;(-1)£(3)F(£).
£=O　　　　　　£

(-1)
-

-

£ 1
-

a!

　　　　　(2m4-2)!

(£-s)!(m-£-t)!(m4+t+s-1)

(£-1
-

(m-1

2m-1)! 　d
―

dz
　(X

Conversely　if　we　putj

t
1
●

ー
ーj)!(m+£-1

P£,a(zα)　゜

　
3
£
　
m
　
C

　
　
　
{
/
』

　
『
£
　
z

(≒)

B

We　can　now　conclude

2m
　em,S

in　ej
　　　m,S

(26) 1S　ZerO.

).　(z)
}(Z　(X

-
-0

　m
(z(%B2B゛d(x6)

‐

- ((-1)c
　　　aB (cαμμd(x6))

m-s-£
　　　　　m-t

c〔m,s,t)Σ(-1)£

　　　　　£=S
(Fs)

1
ー (m4-t

where　　c(m,s,t)　　is　a　constant　depending　sololy　on　　m,s,t

Since

m-t

　Σ(-1)£

£=S

　　　　　(2m-F2)!

(£-s)!(m-Ft)!(m-£+t+s-1)

1
-

a!

　a

　Σ(-1)
£=0

1
ー
(2s+2a+2t4

(2s+a+2t‐£-1

-2

1
φj

)!

-

-

where　　a ‐

-

13

(m4+t+s-1) ー
ー

　d

dzB

)F"1
e
　m,(x



μ-
-

(m-

q)1,

q)2,

q)n,

14

we　can　verify　that　{em,j≒)}∈r(x'O(♂1))　　are　given　by　the　semi-canonical

form　defined　by(2.8)is　λ-related　if　and　only　if　the　equation(2.14)holds.

But　we　have　shown　that　in　the　equation(2.14)there　are　no　terms　with　p　゛　q　)0,

hence　the　right　hand　side　of(2.14)is　equal　to

(c4‰゛d(4)

This　comT)1etes　the　Proo

;Theorem

f.

-2m
e　､(z)=･e
m)cz　(z　　　　m,6 (‰

).

Q.E.D

2.2　　Let　　x　　be　a　comy)act　Riemann　surface　of　genus　　g　>　1　　and　for

( )¨y+ D),
£=2　£

D
m=2　m

‐

‐

1
-

1

α(

£,(Z

1
ー

(% )(

2m-　1

‰)

α(`

ー
ー

e
ー

(X

a)

(‰)

)"‾y=0

d
-

dz｡,.
)
£-m

em,a(%F

ypl`oj　ecti゛e　cool`di"3te　co゛el`irlg　4h{Ui'≒F　let{e≒j≒)}yt(jβ(JI))

(m　°　293j　‥,n).　　ln　each　coordinate　open　set　　u　j　consider　the　differentia1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(xj

equation

(2.15)
　d

dz
　a

``'hel`e{P£,j‰)}31`e　defi"ed　by

P£,a(za)　゜

%(‰)

　d

dz
　　a

1
●

!(m+F1)!

selecting　n　linearly　independent　holomorphic　solutions　jq)1,(x(z(z)゜゜'q)n,(x(z(j

of　the　differential　equation　(2.15),introduce　the　vector-valued　functions

in　each　coordinate　open　set　　U-　ヽ゛as　follows　･
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(X;



Then　in　each　intersection　　U　　n　U
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(X　　　B

there　ls　a　unlque　matrlx　　p

such　that　(16　　　　　　　゛　　　　　　　c

(2.16) Q(x (‰)゛%B

〃I〃W

S
J

det[%(‰)

where　　c

(%B%゛d(x6)
1- n

　% S)(z

(XB

jFQj‰)'゛‘゛'(j‾)¨^%(‰)]゛%
　(X　　　　　　　　　　　　　　　　(X

is　a　non　zero　constant.

15

ESL(n,(E)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　CI

conversely　if　holomorphic　vector　valued　functions　(q)(z(‰)}defirled　irl　e3ch

ProJectlve　open　set　　U(x

1S　an

-j

element　of　qr(u,G{4

s3tisfy(2°16)'thell{em,j‰)}defilled　by　(2゛6)

y)).

1a22£.　By　Theorem　2.1,　the　semiーcanonical　form　LjPlz)　is　aλ-related
`‾T

differential　oper?tor‘　　　Therefore　if　q)1(x
　　　　　　　　　　　　　　　･　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

(za),‥゜,ψ
n,a (‰)

are　　n　linearly

independent　solutionS　Of　the　differential　equation(2‘15)'λ6,c£q)1,(x(za?'゜゜゜J
　　　=

λ6,?

there　is　a　non　singular　　n　)(　n　　matrix　　p

n,a(z(x)are　linearlyindependent　solutions　of　( 2'15)ill　U67 Hence

311d　{%(‰)}　s3t　is　fy　ill　U(znU6
(x6

%(‰)゛%B(%B%゛d(XB)1‾%6(%)'

Sillce　Ln(P12)　is　a　semi-canonical　form,the　Wronskian　of　functions

4)h(x(z(x)゛Q2,(z(zj)゛゛゜‘゛φn,a(z(x)　　is　constant.　Hence　the　matrix　p(XB　　iscon-

tained　in　SL(n,(E).　　The　converse　is　obvious　from　Theorem　2　.　1　.　　　Q.E　.　D.



(3.2)

where　　m2

Definition　3.1　　Denoting　(m).　kE{0,1,2,‥･}

〃〃S●

(゜)r°

assume　　(“ll)
｢
("12)

｢m(m-1)･･･(m‐･(+1)　if　k>0

tl　　　　　　　　　　　　if　k=0,

)(　n2

U6

●
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55.The　t　ransvectant

　　　　ln　this　paragraph　we　shall　introduce　di'fferential　operators　called　the

transvectants.　The　transvectant　is　the　one　of　basic　methods　to　create　new

covariants　from　given　covariants　and　is　known　since　19-th　century　in　the

classical　invariant　theory,we　shall　now　generalize　the　classical　trans-

vectants.

Let　　n°(Ucl
　　　　　　　　　　　　　ヽ-

゛z4)　　be　a　projective　coordinate　covering　of　a　Riemann

surface　　x　　such　that　the　coordinate　transition　functions　are　given　by

≒･
‐

‐

aa6z
-

c(XBz

6･`'(x6

B'`‘(z6/

゛with　'(J(x6
‐

‐

ra(XB'b(x6

E(IB゛d(x6F　SL(2,(E).

Let　　p　　be　a　point　in　　x,and　consider　in　various　neighborhoods　　U(x　　of

the　point n1　゛n2 matrix　valued　holo°ol`phic　f1JIlctiorls　　≒μcx)

if　the　Point　　P　　iscontained　in　%1∩.U6'{f(x(‰)}s3tisfy　;
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W_

(3.1) f(x(‰)゜(c(4

where　　m1

si"li1゛1y　let{ga(‰J)}be　l13

%(‰)s(%B‰゛d4)

z6゛d (x6√“11Acx6 fS

is　a　integer　and

(z a)

A(z6 EGL(n,(E)

such　that,

matrix　valued　holomorPhic　functions

of　p,{gjz

-m
?

‘'B(XSgB

)}satisfy
(X　(xj

(z B)

is　a　integer　and　B.　F　GL(n,(E)
　　　　　　　　　(x6　　　　2　-､ヽ･

by

Z　0.　Then　the　r‐th　transvectant　〈F(zj　,　g-　(zDj
｢

of



%

f(z)　and　g(z)　is　defined
a　(l

ー
ー

〔3.1)

<

(3.

　｢
>

f
　CX

Ct　(X

(‰)'%

as　follows

r

(Z　)>I゛(Z　)=　Σ(-1)£(l`
　a　　　　　a　　　£=O　　　　　　£

where
t

2)3"d　if(゜1)r(“12)l

(z)
　(X

(3. 3)

｢

)/'_　`ゝ　ΓΞ　`ゝ　　　　(
1 2, 2 r-£

satisfy　the　fol　lowing　transformati.on　relation

〈f(z),E(y)> I`゛(%jμd(XB)
2r-(m

?roof.　　By　virtue　of(ii)in　Lemma　2.2,we　have
-‘゛‾1
　　1

and

m

(“11)
£

　d
―

dz
　(X

A　.､(c_.､z

)

(゜2)

(XB　B　cx6

d
-

dz
　(X

£

)£fa(‰)

+d_j

･

J

2£‘m1

g(z)
(l　(X

2£‘m2

　1(‐l)£d)
P°o　　　p

　£

　Σ(-1)

p°0

　
j
£
　
p
　
C

(

(

192)

)£‾pf

)£‾pg

£-p

(z

(z

6)

S)

ー

―

£

゜BaB(%S‰゛d(x8j)

Hence,putting

M(f,g)
‐

-

6

S

)£
f
　(l (‰

(z
B

17

　d　n-£　t

ET)　　%

)>I`t

゛p

B(z1゛

(za)'
　d

dz
　(X

(　)　　stands　for　the　transposed　matrix.

j≧§?i.9yj.1　S“ppose　゛゛I`i)(valued　functions　≒(‰)'ga(‰)s3tisfy
-==〃

Z　0,then　the　r-th　transvectants　　〈f(z　),
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　CZ(Z.

A(zB゛(≒(%)'gB

c;B9ca8zB゛d(x6j)‾p゛

{ (%6%゛d(XB?

　d

dz
B}

(“11)£-P

d

dz
6

(m､h_

>)y)☆1)N)|{〕(≒{‰〕

{>7D≒⊇≠≫.≧y〕



‐

‐

we　obtain

　　　　　〈f(z),g(z)7
　　　　　　CZ　CX　(l(l

We　shal　l　show　that

Putting　　£-p J,r-£-q

M(f,g)
-

‐

-
‐

　　　　　　　　2r-(m
°(c(xj6゛d(XB)　　　1

(fB(≒)'% (‰

k　　and　　p゛q

a(j,k,s)=　the　coefficient　of　(-1)s

Then　we　find

This　shows

a(j,k,s) f
　
　
　
　
{
･

M(f,g)=〈f

By　virtue　of(ii)in

rj

in　M(f,g).

)>

‐

-

(

6(‰)'%(≒)y‘

the　relation(3.1)in　each　U､nU
　　　　　　　　　　　　　　(lj

(
)"11+I

f(x(‰j)s3tisfy　il　U(x

(f)
　･(X

m1゛1

　　　　f(x

｢

S

6)'

nUB;

(‰?s(%B%゛d(x6)

92)
A
　(X 6･

,denote　　a

)J
≒(zS

(

M(f,g)
k.
JC

tB(19'

,s)by

)kt%(%)

}

(%)fB

C(XS

18

c(XB
-

z.B゛d

satisfy

-)

ay

S

)(
　d

dzS

Q.E.D.

71゛1

　d

dz
S}

1
skle･J
　
　
k
3　
　
?
}

　
mC　
　
.
J

､
‐
F

　
mC

(-1)‘r!　　　if　s=0

O　　　　　　　　if　s>0.

1emma　2.2,the　following　proposition　is　clear.
〃a

m　3　2　1f　i　l　d　holomorphic　funct　ions　{fa,(j(J
then　matrix　valued　functions

m　+2
　1　　A(x6

　d

dz
　(X

(5. 4)
　d

dzB
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　The　Eichler　cohomology　grouPs

we　sha11　review　some　basic　facts　and　definitions　about　Eichler　cohomology

groups　associated　to　the　given　projective　structure　on　the　Riemann　surface　　x.
　　　　　　　　　　〃ゝ

Let　㈹゜{Ua'‰}be　a　Fojecti゛e　coordinate　covering　of　　x　　such　that

the　coordinate　transition　functions　are　given　bv

Z
　a

‐

‐

and　let　yy　H1

functions

(4.1)

a(16z
ー

C(z6Z

6

6

(x,♂)

+

+

b

2
d
　(X

6

6

be

　acz6　　b(x6

E(XB　　dctBF　SL(2,(E)　in　U　nU
　　　　X　･./.　a　　　6

a　complex　line　bundle　defined　by　transition

QB)゜%6 z6゛d(XFλ&B

For　any　integer　　n　≧　O　　consider　the　subsheaf　Pn(λ‾｢1)cO(y｢1)　consisting

of　holomorphic　sections　of　　λ
-n

which`are　polynomials　of　degree　≦　n.

lf　pFU,is　a　Point　of　x　and　f　C　O(λTII)
D
4

is　a　germ　of　section　at　　p･

therl　f　is　l'epl゛esellted　by　3　holo"loll)hic　fJlctioil　f(l(‰)'31d　iil　U(xnU6

{fα(‰P　　゛e　l`e13ted　by

By　Proposition

(4.2)

%)゜(%jB゛dα6)1≒(%F

3　.　1　,　we　have　an　exact　sequence　of　sheaves

04
r)

　n

　　　　　　　　　　　　　　n+1

(λ?)→･ocλ‾｢l)mo(λ?゛2)→･o for　any　n　≧　0.

From　this　exact　sequence　4.2,we　obtain　for　any　integer　n　≧　O　　an　exact

sequence　of　complex　vcctor　spaces

O→･r〔X,0(･(
"゛1λ'｢l))

　★

(S
→
H1(X,P 〔λ'il))≒r(x,0(J゛1λ‾｢1))≒0,

n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･
､･ゝゝ

/S

/



whcre　　r(-)゛　stands　for　the　dual　vector　space　to　　Γ(-).

The　groups　　H1
(X'　Pn(λ

Riemann　surface　　x.

-n

))are　the　Eichler　cohomology　groups　of　the

ヽ

y

20



are　analytically　equiva-vector　bundle　　φ･,　and　flat　vector　bundles　{μ

1ent　to　φt

a6}

t
y(zy)=(q)tWe　introduce　vector　valued　functions ;,1(‰)'゜゜μ;,n(‰?)ill

(p)}　are　considered　cocycles　as　describing　a　holomorphic

(E)

6)(z

●

(S)

(S.S) 6)(≒A)%‰)

{%(‰)}　satisfy　in　each　intersection　U(xnua

4);(‰)
‐

- λ (z

(5.4) (z
-1

tq)゛(z　)=the　n-7R　row　of　F

‰)by

(x)

W〃

　each　coordinate　open　set　　(U(x゛

/

§5.　The　monodromy　representations.

　　　　We　shall　investigate　flat　vector　bundles　comming　from　monodromy

representations　of　the　fundamental　grouP　of　　x.

Let

U　nU
　a

(5 1)

21

(g)α(2j}be　the　holo°ol`phicvector　functions　satisfying(2.16)in

　,　　and　denote　the　Wronskian　matrix　of　φ(z)by　F(z)
S.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　'(l　a　　　　　cz　cz

‰(‰)゜[%(‰)jf%(‰)'゛゜5(j
　　　　　　　　(X

lf　p　　in　a　point　of　U(x　nU

tion(Fヽ
　　　　a6

(5.2)

(5.3)

Thlls{%6

〔p)such　that,

‰(p)φ

‰(z

‾)゛‾1%oj]‘
(X

j　there　is　a　holomorphic　vector　valued　func-

(x6(P)゜%♂ys9))

6)
‐

-

{1 (z S)

0

{
3

fol゛　p　EU4･∩?.j

{;

t

n



Let

0゛2　,i(2 )
‐

‐ {e
2, 1,
a(

C　　
a

　
･
J

　
ー
.
y

(
H
)tjZC　
.
J

　
{
､
J

g
)

0
　n,J
(z)

e
●
●

‐

‐ {e

‰)

‰)

}

}

(‰)}n,k,(x (1

､〃zW

(1≧ildimr(x,cs･(j)

(1jj≦dim　r(x･,MJ))

)

)

Lk≦dim4(X,a�))
'1　'?

7

22

　　/'　　　be　3　b3sis　of　the　corllple゛゛ectol`sp3ce　r(X'O(j))e°゛'47(X'(j(?))'　{/
　　/　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　/

/　and　let　(e4(z),‥jW(z))　be　a　Point　in　the　vector　sPace　;r(X,6C♂)).
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L7　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m=2

　　　　　　we　shal　l　introduce　local　coordinate　{‥･,12),‥･,15),‥･,{0,‥･}　at

the　poillt(ye2(0　'　゜　'?jO)ill　m?2?xj'(!‘(♂))

(S.6)

where　　t

{‥･　t(2)　･‥　t(5)　･‥　t

by

F),‥･}÷{t

(2≦m≦n)　are　complex　numbers　such　that

,t)　=　　em

Oj(2't){3(2't)''9%0･t)}

| are　sma11

di4(x,M♂))

　λjl　　　tP9″‰μ(2≦“1≦○'

(za)y)　be　vector　valued　holomorPhic　functions

3mr'
.

£

enough,　and

Let(q)
　　　　a

em({ (z)+

(‰j)}(I`esp°%

col゛I`espolldillg　to　the　poiilt　(i2(2･t)''゜5en(j't))(l゛esp°(e2(2)'゜゜yj(2))
　　　　　　　　　　　　　　　　､n　　　　　　`ヽ

in　the　vector　space　e　UX｡㈲f))by　Theorem　2.2.　Then　in　each　inter-
　　　　　　　　　　　　　　　　m=2゛`　　　　'‘

section　uayn　?iT7ectol`　valued　holo"lol゛phic　f゛11ctiorls　　(4)a(‰'j)}　　s3'tisfy;

(S.7)

where　　paB

g)(x(‰μ)゜(%6%゛da6)1‾“%6(t)%(%'t)

%(‰'t)lt=O°%(‰)'

(t)£SL(n,(E),　and　pa6
　　　　　'､ゝ　.

(t)lt=0
‐

‐

p(XE



y

!

(5.8)

lt　is　easy　to　verify　that　　p
(IS
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(t)　varies　comp･1ex　analytically　with

the　choice　of　the　parameter　　t　s　(･‥t
(m)
£

We　consider　semi-canonical　forms　　L_(P_(z

La(I≒(‰'t)‰) =(})･ +
　n

　Σ(
D2

　
p
･
　
3

n
　
n
y
`

‥･).

ct't)|‰j);

£,(x(z(lft)(j‾)゜‘≒
　　　Q,,″

　　n
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-ΦW

corresponding　to　an　e1°erlt　C9j({･t)･゛`'･%(2't))E

P£｡j2a't)　31`e　defiled　by

(5.9)

and

‰,(j2�t)

(S.10)　j‰

　
　
　
　
　
2

t
7
･
　
i

　
　
　
　
　
m

　
　
　
?
&
･
J

　
　
　
･
･

(z,t)y}
　　　　ヽヽm

-1)!(2m-1)
―

-1)!(m+£-1

1
9 d

―

ZI
μ゛1

● d
(X

　4r(x,MJ7)),where
m=2　゛'`

(o゛･j‰)jtmj

j≒j(2)　　fol`゜゜2'3''゜?'

e.　(z))
mJ,(x,･､‰･

(0　゛Σtm

ln　each　coordinate　neighborhood　　U.　　with　local　coordinate　　z　,　,　select　a
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　~-　　　　　　　　　　　　　　　　　　~

point　　P� and　consider　the　differential　equations

(5°11)　　L(x(Pa(≒φ)'%j)y(‰;t)゜0

under　the　initial　conditions;

F--ヽ､
　C6

1

0

●

{
Where　　p　is　3　poilt　irl　uc[31d　F(z,t(jj　　isthe　Wronskian　matrix　of　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

differential　equation　(5.11).

lf　　U≒　and　　W　　both　are　chosen　sufficiently　sma11,there　are　unique　ho1-

　-,　　9y

omorphic　solut　ions　'q)a.(z(x

By　an　easy　calculation

W●

j
s
-

t)satisfying(S.7).

,we　can　verify　that　the　vector　valued　functions



　d
―

dz
　(l

n-£
　　(1)
　　　(X

(%jP))'

‰(9(j

emja(≒)(

(z )(
(X

J

{T‰‰･

(S.12)

Definition　5
･W､〃〃㎝●〃W●W∽=W㎜

t)lt=o　s3tisfy　the　non-1inear　differential　equations:

n

7)

(£-1)!(2m-1)

(m-1)!(m+£-

(z(j
‐

-

P
　£,o‰)

-
s

1)

(f)

(t)

y　as　follows
a`

　£(F1)!(2m-1)!　　d

)(m)(m-1)!(m+£-1)!(R

(z-.)}　satisfy　in　U｡.nU

e[q)Lq]

Aa(‰)

〃●･　〃･

F1

n-£

　　　y゛

t-m

n-£

)｢1‾ty=0

lf
〃

　
j
t
　
m
　
C
　
j
n
　
£
　
C
　
　
　
?
`

　
7
'
】
z

　
　
　
£

o[q)'q]

≒･
£=m　£

q]

-
s

)

)

F
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?

j
/

　d

dz
　　a

　　　　　　　　　　　　　　　.〃WS

　　　　　　　　　　　　　　　･

'1°Let〈51{(U4'‰)}be　3　p゛ojecti゛e　coordinate　covering

‾)F°qj‰)tq);(‰)d‰,゜
(X

p≒yl)9Any-9f　U(i;nU6j　ll゛　.94i)(　valued　holomorPhic
　　　　　　N､‘　　　　'

)F°%(‰)‘

　　-W･=゛〃~

〃‘ゝ

of　a　compact　Riemann　surface　x'1e゛{%(‰Pyr(9(MG`))(゜゜2'3'゜゜311)
and　let　(4)(z)}be　vector　valued　holomorphic　functions　satisfying　the
　　　　　(Z　(xj

l`e13tiorl(2'16)ill　e3ch　Uαnyμ
　j

We

r

define　the　matrix　value‘d　holomorphic　differentia1　1-forms　　e[q)゛q]

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(X

in　each　coordinate　open　set　　U

(S.13)

,Lemma　5.1.
―

w●

1-forms

-ヽ?
　　4

W㎜･〃W〃･

φ
･
r
･
`
･
a

　
o

%(‰).s　Σ(7)(;)
　　　　£=m

(‰(p))゜Aa(%6)OP'q]
｢J

{!E2!E!j.　Denoting　t!levector　valued　holomon)hic　allctioll　Aa(‰)by

1
● 2m-1)!

(m-1)!(m+£-1)!

A　straightforward　computation　shows　that

゛(;)UE{{÷(%(‰)'%(≒P“'"1

　d

dz
　　(X



　　　　　　　　　　　　n-m
where　　<　,　>

,-74r4
-

stands　for　n-m-th　transvectant.

By　3　p゛opel゛ty　of　the　t゛11s゛ectio゛'　{Aa(‰P　s3tisfy　ill　‰?nU6

%(F a)゜p4 (c(4%゛d4j)
n+1

As(%F

Applying　the　relation　(5.5),it　follows　that

Aj‰)≒)a(‰)゜%6%6(‰)A‘B(%)≒)6(%)p;X

This　completes　the　proof.

_j

j2ma
!~

m

where

jProof.　　Putting
≒

and

FuO()　31‘ld　Gn

We　shall　prove

5.2.　　Let　　p　　be　a　non　negative　integer,
　　　　　-㎜〃-〃-w　　　　　　　　　　　　　　　　･■≒　-●“･-･--W●〃●〃･･●-･■--･

then
--

゛(゛1)゜W!o(゛11‾1)゜EI('1)£(pj)(p;?y)

x　_x(x-1)‥･(x‐£+1).
q)‾　　　£!

　　　　　n-1

F(x)=　Σ(-1)£
　n　　　　　　£=0

x(x+1

(V)(7y)

●●●

n!

x+n-1)
Gn(0'

(x)　　are　Polynomials　of　degree　　n.

　by　induction　on　n;

F
　n.
(x)

‐

‐ G(x).
n

25

Q.E.D.

lf　　n°1,　　the　assertion　is　obvious.　　For　any　polynomia1　　P(x),



-

‐ Gn-1

we　define　the　difference　oPerator　△P　by　△p(x)=P(x)-p(x-1)

since　△(ky)

△Fn.(0　°F

‐

‐ (≒{

n-1

),　we　have

0)'211d　△Gn (x) (x)

By　the　induction'shypothesis･　△(Fn(0‾Gn(○)゜O°

Thel`efol`e　Fn(()'Gn

Since

% (O)
1

F

(x)　must　be　a　constant.

(　7　(-1)£(
　　£=0
D)(p+1)(p+2)‥･(p+n)

-

-
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O　゛d　Gn(O)゜O･

the　Proof　is　thereby　concluded.

r-1

?The　following　lemma　is　an　immediate　consequence　of　Lemma　5.3.

11m!M　S.3.　　Let　　n　　and　　m　　be　Positive　integers　and　let　　p　　be　a　non
.μ``'-　　　　　‥　　　　'″　　　　　　　　　`″^``゛　　　　　　　　　　　　　　　〃-4

negative　integer
　■　●･≠　　　　･　4㎝　　　　･¶

　　　　　　　　　　　　　　　　　　m

　Σ

£=0

j
tnen

(-1

(p+£+1)(p+

　
3
n
　
£

t
ー
､
　
j

£+2)･

m(m+1)‥･(m+n-1

p゛1 P゛
●●●

p゛n゛m‥(p゛£゛m)

　U£iJj£IS`2゛　Let　9　゛　{(Ua'2　)　}　be　3　pl゛oj　ecti゛e　cool゛di゛te　co゛el`illg
J7‾‾‾　　　　　　　　　　　　　　4

　of　a　compact　Riemann　surface　　x,1et　　{9&(‰)}CF(μ'a('(?))(“1°2'3'゜゜9)
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　`x､y　　/　　　φ″゛゛

and　let　{{(‰?}be　vector　valued　holomorphic　functions　satisfying　the
　　　　　　　　　　　　　　ゝ･

I`e13tioll(2°16)ill　e3ch　ua　nUG　We　define　the　matrix　valued　holomorphic

differentia1　1-forms　　{･e[Q'q]
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　CZ

･e[9･q]
　(X

(5.14)

　n

　Σ

£=m

(‰

　
j
£
　
m
　
C
　
j
n
　
£
　
C

(
―

(

(iJ}by

)=

£-1)!(2m-1)!A'‾-`j　●　k““i‾j●　j.　　　　　w

FWWnTF[(R)
£-m

(( )
n4
9&(‰)゛t{(‰))]qa(‰?d‰゛

　d

dz
　(X



,ql

(n-k-1)!(m+k-1)!(lj)(})

(k+m-1)!
-

n+m-1)!

((

●

ー
φj

1
●

(-1)k

-

‐

((

●
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Moreover　we　introduce　the　matrix　valued　holomorPhic　functions　{Bm,a(‰?}

in　each　　U
　　　　　　　　　　(X

as　follows

B
　m,a
(z

Proposition　5　.　1　･
‘71ZjZ7‾`゛゛゛゛゛‾‘‾‾‾‾

---･--

　fold.
　--

(i)
&

(ii)e

Proof.
---

〔S.1S)

α)

　n　　　£-m

　Σ　　Σ(-1)
£zm+1　k=1

↓)
d“a

Dm-k

k-1 　
3
£
k
　
C
　
3
n
　
£
　
C

%(‰)(f)
　　　　　(Z

(£-1
-

Cm-1

k-1

ln　each　intersection　　U　　n　U
　　　　　　　　-‥‥-　　　　　　(Z

e[Qq](z

[(1),q]
C£

‐

)
a

t

‐

-

　‘　･t

Ad(p

e[9q]

(X

1
″
p

　
　
α ゛{9q](zβ)

dB
　my､(X

ー
ー
1
●

2m-1 -
●

m+£-1)!

?‾‰(z　)ty(z　))
　　a　(x　　　a　a'

　)
(l

>

n-m
　　　dz　｡

　　　　　(l

●

t )k%(‰))d‰

‐

‐

First　of　a11,we　shall　prove

　　?

'e[φ'q]
　　‾a

(-1)

(z )
(X

-

-

n-m(2m-1)!((n-1)!)“

(n+m-1)!((m-1)!)2

By　virtue　of　Lemma　S.31　it　follows　that

n-m

　　Σ

(n-k-1

　　　　　　　　　(m-1

Hence　we　have;

(5.16)

●

‾≒-1)£
£=0
(Tk)

<

n

　
　
　
k

j
j
　
　
a
}
Z
　
､
､
C

-

Σ

=0

1

“1(2m-1)!n!
　〃

(m-1)!m!

q),(z
　a

　d

dz
　(X

P

　)
a

the　following　relations

,q)゛(z
　(Z

(£+k+m)(£+k+m+1〕･･･(£+k+2m-1)

n-m-k

　　　　　%(‰)
　d

dz
　　(X



[q),q]

　　　1

(n-1)

(z

)kφ(z_))

�zj)　　by　(5.13),and　afterpassing

　　'1

1'λ
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On　the　other　hand　the　n-m-th　transvectant　for　vector　valued　functions

Qa(‰)　゛d　ψ;(‰)　is　gi゛ell　by

(5'17)　(%

㎜j〃〃 Φ
ー
i

?

(z

j)(

j)'{(‰))
n-m

　n-m-k

)　　%

[g)!‰j]
(X

‐

―

(‰)

l`~~

l

}
4･7･/

(

t(

n-m

　Σ(-1)
k=0

k+n-m

!)
2

(n-k-1)!(m･k-1P　･

Q.£.D.

so　that　the　Wronskian

(
resp.　e[q)

　●~~●

(Ad

'q])
1S

6)

(X`　a
)

,q]

j
0
Op))'

　d

dz
　　a

(fj　°Ad(%6)゛%

,one　can　verify　the　part　(ii)

(‰))sO　　(l`esp'Tr(e(?)'q](%?)sO)`

({)}　be　matrix　valued　holomorPhic　differentia1

)eyg)(11　such　that
　　　(X･

　d

dz
(X

comparing(5.16)and(5.17),we　obtain　(5.15).

　　　　By　a　ProPerty　of　the　transvectant,we　conclude

･e[Q･q]
　a

By　a　direct　computation

We　denote　by　　AdOβ`　the　flat　vector　bundle　over　　x　　defined　by　the

transition　funct　ions　iiO%81　3ctillg　ol　the　sp3ce　of　゛11　1113tlices　of

trace　zerO.

　､j

lf　we　normarize　the　vector　valued　function　g)(z

“13tl`i゛Fa(‰)of　%(‰?　is　eq1J31　to　the　unit　matrix　at　aPoint　　p　　in
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

%､･fl`o°(5°17)(I゛esp‘(5.13))it　follo゛　th3t

T(゛elwq]
r　　･(X

Therefore　matrix　valued　holomorphic　1-form　゛e[q)
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(X

a　Prym　differential　contained　in　the　space　t(X

Lemma　5.4.　Let　{e
`'゛‾y

1-forms　in　each　coordinate　open　set　　(U

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　~ゝ

to　a　refinement　of　the　covering　Myj　if　necessary,　select　ho10morphic
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･W/

matrix　valued　functions　Gα(‰



V

W

y､
　ゞ

　1 (Q2･`゜?m)←　(p((J1)

T99M?g　5　°　1　゛　jlEj　U(l･‰}　be　3　pl゛oj　ecti゛e　cool゛dirl3te　co゛eyil.F9Lj-

where･Jj　denotes　the　representation　associated　with　the　flat　vector　bundle

　　　x

defeined　by　the　transition　functions　{゜｡61}.
　　･/

　..j

'/

7

･ dG
a`'C£
)=
jg)'emj]
1 (zα) ゛d　　G(x(Pa)

‐
‐ O　　where

Pa,　1s　a　polnt　ln　　ua゛

Then　the　followingvariational　formulas　hold　in　each　ua

(5.18) ≠T%(‰'
　mJ

t)lt=O° %(2 (l)%(z J

?9f.　since　the　vector　valued　functions　if‾μU(l(x'
--

differential　equation(5.11)in　U,
　　　　　‥　　　　　　　　　　　　　q,

≒≒%(‰4)
　mJ

lt=O°(‾

e
ー
ー
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t)lt=o　s3tisfy　the
　　　　　　mJ

an　easy　calculation　shows

Z
　
　
　
｢∫ %jq)'omj　D　゛‰(%)'

CZ

We　shall　consider　the　complex　variety　v　=N/SL(n,(E);

N　゛{(XP　'　゜゛xg゛Y゛　‘　゜‘Yg)ESL(n

　　　　　　　　　　　　l`'

,(E)
1/%‘､

2gl[XPY1]''‘゜[xg'Yg]゜1}

Q｡E.D.

where　[　,J　stands　fot　the　commutation　and　　SL(n,(E)　　acts　on　　N　　by　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W‘V

inner　automorPhism4i

　　　　　　　　　　　　　　　　　j/ n

By　Theorem　2.2,　any　element　of　･b　r{X,M･J
　　　　　　　　　　　　　　　　m=2`‘`

b`lndle　　{Q(x6}.　on　　x.

We　define　the　comPlex　analytic　mapping
､〃=ゝ

(S. 19)　　Θ:

　n

　4･　r(x,(3･(?))→
m=2　″v'　w

))defines　a　flat　vector

'゜゜5p((y)'p(yL)'゛゛5p(lg)5iii5d゛　sL(11'(Fy



Bj

F

rZ (z 6))% (z a)

Q.E.D.
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Riemann　surface　　x,and　let　{%B(t)}　be　cocycles　defined　by　(5.7),then

the　followingvariational　formulas　hold　in　each　intersection　U(x　n　uj
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃

Proof.

p(iB (t)
-1　　∂

≠々

　a

7T%
　mJ

X(z)
-

‐

%B(t)lt=O°Ad(pj)‰(‰)‘G6(%)

1

=0

-a)

kj　≦dimr(x,&(φ

n-1

(x6　p46

‐

‐ λ
n-1

(X

(t)%

apa6

(z t),　we　have
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ー
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3tmj

Since　q)(z,t)=λ
　　　　CZ　(X
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‰6‰7Wpμ

46‘∂tmj　'(``≒

X(

[

s
s
●
l
　
s
s
s

　
　
　
　
C

ー
9
j

and

?

Hence　we　can　conclude

　　‰μ)‾1々‰6lt=os
This　　completes　the　proof.

　Lemma　S.5.　　Let
　-----･

　゜=`⇒〃=〃●W･■･

〃〃=W=●

　　　　}

6　∂t

S't)lt=O.

By　Lemma　5.2f　j.t　fol　lows　that

　　　　　　　　　　μd-･

mJ

{j‰h{T%(‰μ)lt=o°‘)j%(‰)‰6%(%)

(≒{)lt=O°GS(%)%(%)゜

S)
‐

-

　　　　We　shall　investigate　the　differential　equation(5.11)in　a　sma1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P･,

neighborhood　of　the　origin(l　in　the　Parameter　space　t　(see(5.6)).

､J

z),Y(z)　be　vector　valued　functions　defined　as　follows



1

0

0

-1
)‘=J?(

‘'゛'`ゝ

Y(z)

Ad(A(j)Mn,m(O

-

-

　(z)AT1

'm‘`g2
･゜(‾1/2)゜F2(111‾1)%2MI

where　　a=0,1,2,‥･,n-1　　and　　z
(a)_z“
　　‾F

We　introduce　the　　nxn　　matrix　valued　function　　M

　　　　　　　　　　　　n-m
where　　〈　,　>

M
　n
,mO)゜(X(2)'Y(0)

n-m

n
,m(O　by

stands　for　the　n,m-th　transvectant.

Then　we　obtain;

(1)thenlaximum　degree　of　comPonents　in　　M
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n,mO)　is　equal　to　　2(m-1)

2(k-1)

1s　a　non　zero　ratlonal　constunt

(2)　TI゛(Mn,i({)'Mn,k(○)゜ck≒k((4)

where　　6j
　　　　　　　　lk

is　the　Kroneker　delta　and　ck

dependent　sololy　on　(i,n).

Proof.　　From　definitions　the　following　ProPerties　hold

(i)x(E(1)゜(c2゛d)1゛Aj〔2)
　　　　　　　　　　　　　　　'W〃

(ii)Y(

where　　φ(

of　SL(2,(E).
　　　　　yW

(5.20)

and

(5.21)

)=(cz+d)

5.1.

1‾n　tAT1

　(J
`/

we　have

-2(m-1)

)(p£(Σ),

A.M

　(Jl　n ,m
(z)AE
　`β1

az+b

cz+d

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r``-･ヽ

;a)C　SL(2μand　(y4A(y　　isthe　n-'th　symmetric　representation

By　virtue　fol　ProPosition

Mn,m(IEjl)s(c゛゛d)

IIl　p31゛t　ic11131`･P11tti71g　　d?(5　?
we　have

Mn,m(2゛P)

M
　n



)z
(m+q-P-1)

n,m

x
1

X
!
ー
ー

‐

‐

1
1
1
@

-

-

(2)'Mn,k

2(k-1)

1s　not　zero.

6y　a　direct　computation　the　(p,q)　comPonent　　M

M
　n, m
(z)is　given　as　follows;

　　　　　　　n

;,1
　n}m
(zh　-=　Σ(-1)
P,q

£=m

●
(£-1)
ー

(m-1)

where　we　denote　for　any　integer

Z
(£)

|
Z
£

F

0

£-m 　
3
£
　
m
　
C
　
3
n
　
£
　
C

2m-1)!
m+£-1

£

£>0

£jo

(≒{1

(w))

in　the　matrix
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l　t　fo　l　l　ows　from　(S.2U)'that　the　maximum　degree　　d　　of　components　in　the

matrix　　Mn,m(s)　is　not　greater　than　2(m-1).　lf　d〈2(m-1),　again　by

(5.20)we　have　Mn,m(ODO'　Since　a　straightforward　computation　shows　that

the　　(n,n-m゛1)　　component　in　the　matrix　　M
n,m
(z)　　is　not　zero,　the　maximum

degree　of　comPonents　in　the　matrix　Mn,m(z)　　is　equal　to　2(m-1).

From(5.20),(5.21),for　any　non　zero　comp.1ex　numbers　　z,w　　we　have

TμMn,i(2)'Mn,k

TI`(Mn,i(‾1/2)'Mn,k

Ti(Mn,i(Ξ

Hence　we　conclude;

where　　ck

Tr(M
n}1

(○)゜T゛(Mn,i(゛○　'Mn,k (O))

('1/¥))゜F2(゜‾1)`√2(k‾1)TI`(Mn,i

)'Mn,k(o)) TμMn,i(‾1/0　'Mn,k

0)'Mn,k(`゛))゜ck≒k}‾゛')

1s　a　constant.

We　shall　show　that　the　constant　　c
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k

(-1/w))

(Op,q



(Z

-

-

ゝ
･

Since　the　degree　of　the　　(p,q)　component　in　the　matrix　　M

if　and　only　if　　p°q,　the　coefficient　of　2m‾1wm‾1

n,m

--

j〉､)

(z)is　m-1

in　the　polynomia1

TI`(Mn,m(O　jln,m(`゛))　　of　2　variables　　z,w　　isequal　to

Si.nce

　n　　　n

　Σ(　Σ(-1)
p°1£゜m

n

Σ(-1)
£=m

£゜(

Fmn　£(£‾1)!(2°‾1)!　£‾1))2
　　(P(m)(m-1)!(m+F1)!(p‘1

n　£(F1)!(2m-1)!
P(m)(m-1)!(m+£-1)!

゜(;){EUE〕EG1)≒≒7)(£+m)(£+m+1E‥(£+2m-1)
=(%2Jj1｣£UL
　m(m-1)!　(n+m-1)!

the　coefficient　of　zm'1wm'1
in　thepolyllo“li31　　TI`(Mn,m (2)'Mn,

not　zero.　This　means　that　the　constant　ck　　is　?ot　zero.

'Let　us　introduce　vector　valued　holomorphic　functions　　x
-　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(X

Mn,mμ(‰)　in　cach　proj　ective　coordinate　open　set　(Uci'

xa(‰) X(‰)'Y(x(‰),
　-　　　　　　　　ヽ

(z

‰)

m(``/))is

　　Q.E.D.

a)'Ya

　by

(‰)'

゛Y(zl)　and　　Mn,m,(x(z(l)s　Mn,m(z(x)

{xa(‰)}col゛I゛esporldto　semi-canonical　form

゛d　Υα(2

By　virtue

(5.22)

and

Ln　jpal‰)s(j(‾)≒
　j　　　,　　　　　　　　　　(X

)=x;(zj･

of　ProPosition　5゛1　　for　any　element　　em,(x

(Mn,m,a (‰)em.(j‰))yFs
』,,,

AdOp)

(z)cr〔&y4J)),
　CX　　ヽ.〕゜



}(1ujjFar(

(za)em,(x

C/

1　/

y'

U/

9

rJ
l●W〃.

9

H1

(5.25)

　j

Tr(M
　　n,m,a (‰),M n,£,cz jj

.
　
　
a
WC

‐

‐ C　6,
1rmμ
(‰‘%)

2(m-1)
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jDefinition　S　.　5　.　　The　(E-1inear　mapping　　E　　from　the　complex　vector　space
λ･7y7,゛=2jzzwz2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m
W‾'･

ofholomorphic　m-differentials　　r(x,&(♂))to　the　vector　space
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●･'4.　　　･

r(X,0
¥‾- t,

1,0o､j
(AdOp))/dr(X'　?(AdOp))is　defiiled　'oy

1‘?

Bm:

Orem
･㎜-･W㎝〃w

　
゛
　
j
v
‘
ヽ
､

2
　
　
･
‘
f
j

　
ー
　
　
　
ー
･
･
.

?

　　　　7?

『(x,(s(j))4･ 1'o(jop))/(y9x'　MAjop))

,m,(x(zct)em,cz (z )}/mod　dr{X ･9〔AdOn))

t
ヽJ

`¬

O　　be

n

r(x,a
ゝZ.-･､

{em,(j‰)}`゛{Mn

Let

e
s

Θ

the　com plex
-

　e『(x,?･G‘))
m=2

4V

a

analytic　mapping　defined　l)y(5.19);

and　let　　p　　be　the　n-th　symmetric　tensor　representation　of　th9　fundamenta1

F?p　･1(x).　Then　the　mapping　t
　./‘゛`ゝ

´/ゝl　j

is　non-singular　at　the　origini

(O･‥゜)O)∈　{l(x,0(J))　and　the　tangent　space　to　the　image　at　thePoint
　　　=　　　　　　㎝　　　　1　･　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃

　　　　　　　　``゛`‘'　　`　λ)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　,Q　'`゛　　　　'''‾'‘‾''
E　v　　can　be　identified　with　the　(n2-1)(g-1)-dimienμonal　subspace　of

　　　r√‾''　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　`/
(X'　AdOe)collsisti“g　of　the　Pe゛iod　classes　of　the　Prym　differentials

　　1　0　j`7-
(X'O'(AdOp))

£
λ.. 4λirtue　of　Lemma　5.1　and　Theorem　5.1,the　tangent　vector

in　equal　to　the　period　class　ofλhe　Prym　differentia1　{M

upto　a　non-zero　constant.　By(5.23)and　recal　l　ing　{･e
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∽

?9((1☆φmyoE“1(゛'wo゛))
n,m

mJ,(z

(‰)} 7?

X,0(J`))

is　a　basis　of　lF(x,0(J)),wecan　conclude　that　the　image　in　HI(x/≒pj)
　　　　　　　¥ゝS.

of　the　mapping　on　the　tangent　sPace　induced　by　the　mapping　(:4f(x,　0(♂))

゛v　　is　the　space　of　period　classes　of　the　Prym　differentials　μ(X,　7々
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X､

1,0,y

7

(AdO‘)))‘　Since　it　follows　from　the　Riemann-Roch　　theorcm　that○



X/

and

di4{r(X,G(j))=(n2-1)(g-1)
　m=2

‾1,

dimr(X,S 1'O(j.､p)/dr(x,G-(nip))
-

- (n‘-1)(g-1)

--

､);)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃㎝

The　mapPing　　O〕is　non'singular.　　This　completes　the　proof･　2　7　　　　Q.E.D

By　Theorem　5　.　2　,　the　mapping　4y　:　4　CX,　MG
　　　　　　　　　　　　　　m　　　9ゝ‘･'

r(x,J)1'0
))→-yaT5

is　an　isomorphism.　Hence　j　following　diagram　holds:
j{　s,　･?

N

(々dμ)
AdCμ

{

o゛}rlx･(?(J))‾゛411(`'r)2(m-1)0(Tol‾1)))゛tQX'(9(J))゛゛o
　m=r`

21　6Tn

　　{x･(φo(Å(?oO)

o゛≒r(x･(KAa69))゛H

21eP
　　　m

　　　-　　　!y(x･　G1'O(jop))
1(X'　AdOp)゛[dr(X,G･(1･y)
　　　　　　　　.ヽ､　　　0

P→･o

where　low　sequences　are　exact　and[　　]゛stands　for　the　dual　vector　sPace.

Hence　two　vector　sDaces　e,H1

　　　　　　　　　　　　　　　　　a

(X'　P2(m-1)('(T1(11゛1)

canonically　isomorphic.　　(see[41,[6])

))and　H1
　　　　　　r--1

(x,Adyare



ゝ
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S
`
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