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ProPosition(1.13).　A　vector　bun41e　E　is　amPle　if　and　only　if

tautological　bundle　is　amPle.

proof.　See　Hartshorne　[5]P.69.

1f　and　only　if　E　is　amPle.

proof　　lf　E　.　is　Positive　in　the　sense　of　Grauert
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Pz'oposition(1.15)　A　lini　bundle　is　positive　if　and　only　if　it　is　amPle.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　､●
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Pr9position(1.16)A　positive　vector　bundle　E　is　amPle.　　　　<　　………　ヽ

Foof　We　deduce　the　ProPosition　from　ProPosition　(1.1S)and　fromthe　direct

al°μt1°i`゜f　the　c゛゛3't゛l'e　f°゜　゜f　the　°et9c　°y　9p(E)(1)i゛dylced　by　the　〈

strlc　on　E　(See　Griffiths　[4D.
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Another　Proof.　We　shall　show　that　E　is　negative
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the　sensa　of　Grauert.1n

y　conside!　the　function　y　on　i　defined　as　in　Remark　(1.3).　Then　゛　{q611
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　●'　･　　　　　　　　　　　　●.　　　　　　　゛

　　F(q)(1)1s　a　relatively　comPact　strongly　Pseudoconvex　neighboUrhood　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

the　zero-section.　Hence　E　is　negative　in　the　sense　of　Grauert.　lt　follows

that　E　is　amPle　by　ProPosition　(1.14).

Theorem(1.17)(Andreotti　and　Grauert　[11,P.2S7)
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Let　E　be　a　vector　bundle.　lf　⑥()is　non-degenerate　at　any　Point
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lhls　defines　a　Positive　definite　hermitian　mdtric　on　the　sPace　of　E°　valued
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√V　is　comPact,there　exists　a　number　　c　>O　　such　that　　H　　is　positive
　　　.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ

'‘　d●finite　at　any　Point　if　lλI(c.　Now　the　lemma　follows　from　lema　(2.1).

'　&emma(2.3)　Let　V　be　a　non'singular　projective　algebraic'variety　defined

over　a:.　Let　E　be　a　vecror　bundle　of　rank　r　on　V.　Let　{

IU　　　is　trivial　°　･Assume　that　the　yransition
　　a　　　　　　　　　･　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　..　　　　J

　　　　‘･atrlces　g　　　can　be　written　in　the　form　g　　s　f　'U　　　where　f　　　is　a
,　　　　　　　　　　　　　　　　　βa　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　βa　　　　βa　　βa　　　　　　　　　　　βa'　　'.

　　　　　　　　　　　　●

sc?lor　function　and　uaa　is　a　unitary　matrix　on　ua　n　Uβ'lfdet　E
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positive,then　E　is　Positive　in　the　sense　of　Nakano.　ln　Particular
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(2.4)　We　need　some　results　of　Narasimhaln　and　Seshadri　【111.　　　　　　゛.　　　　>y

　　･　'　Let　S　be　a　comPact　Riemann　surface　of　genus　g　s　2.‘'Let　t　be　a

discrete　grouP　acting　effectively･　ProPerly　and　holomorPhicaUy　on　the　unit

d13c　T　such　that　lZ･｢=S　an4　such　that　the　Projection　P　:　T†　S　is
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Such　a　g‘rouP　Tr　always　exists.　Let　p　;　7r　゛　GL(n;a:)be　a　representation.

Then‘w　　oPerates　on　the　trivial　bundle　Tx　a:n
by(y,v)s(y,p(y)v),
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.　　　y{Tl　i　g　a:nl　゛Tgw･･　We　deilote　by　E　(p)゛this　vector　b゛ndle　cari`ying
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of　rank　n　　on　　S.　We　ca11　E　(p)　the　-bundle　associated　to　p　.　The　vector
･

bundle　P:(E(p〕〕iscalled　the　vectorbundle'　arising　fr;m　the　rePresentation
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(1)'　E　is　positive　in　the　sense　of　Nakano.

Theorem(2.6)　Let　R　be　a　comPact　Riemann　surface　of　genus　g.　　Let　'　E　be

&vector　bundle　of　rank　r　over'R.　　Then　the　following　ard　equivalent‘.
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Seorem(2.4.1)(Narisimhan　and　Seshadri　【11D　A　vector　bundle　F　of　rank

a゛and　degree　　-n〈q　s　O　over　a　compact　Riemann　surface　of　genus'≧　2　　is
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　　　｡?tible　if　゛d　°゛ly　if　F　is　is°“1°iPhic　to　P;(E(f))゛`'heye　p　is　゛

＼‥　1rriducible　unitary　rePresentation　of.tyPe　t　　and　the　associated　integer　to
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Corollary(2.4.2).　　Let　E　be　a　stable　vector　bl:lndle　of　rank　r･　over　a　comPact

Riemann　surface　R　of　genus　≧2j　then　there　exists　.an　oPen　covering　{Uj

of　R　such　that　E s　trivial　for　each(z　`and　such　that　the　transition

･atrices　can　be　written　in　the　fom　;

　　　Scalor　function　x　unitary　matrix.

proof　of　the　Corollary　lf　the　transition　matrices　are　of　the　desired　fom,
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so　are　the　transition4m.trices　of　E@L　for　any　l　it17e　bundle　　L　　on　　R.　Hence
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we　may　assume　'n〈　deg　E≦　O.　　ln　this　case　the　corollary　ii　an　easy

conseqtience　of　the　Theorem　and　Narasimhan　and　Seshadri[11]Remark　6.2･　P.550.

Lemma(2.5)　A　stable　bundle　of　Positive　degree　over　a　comPact　Riemann
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sul゛face　of　gell゛s　≧　2　is　P°sitive　ill　the　'lei`se　of　N3kano.
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(1v)The　degree　of　every　quotient;　bundle　of　E　(including　E　itself)is
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1∧ヽFoof,The　equivalence　of　(1〕and(li)follows　from　Lema　(1.S).(ii)⇒(iii)　　<
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&11ows　from　ProPosition(1.16).　　Since　any　quotient　bundle　of　an　amPle　vector

bundle　ls　amPle,　(ii1)⇒(iv).　Hence　it　is　sufficient　to　show　that　(iv)=⇒

(1).　　Let　E　be　a　vector　bundle　on　R　such　that　the　degree‘of　any　quotient
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　.　　　　　　　　●　　　　　　　゛　　●　　　　　　　　　　､●　　　　　　　,

bundle　is　Positive.　lf,g　°0,　E　is　the　direct　sum　of　line　bundles.　Hence

the　assertion　follows　from　ProPosition(1.11).　　lf　　g　s　1.　　The　assertion

was　Proved　in　umemura　[18].　　We　may　assume　　g≧　2.　　We　Proceed　by　induction

on　the　rank　r　of　E. ¥
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　　　　　　Σf　r=1,　the　assertion(iv〕r=5(i)　follows　from　ProPosition(1.15〕
　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　.　　　　　　　　　●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　~

snd　the　Riemann-Roch　theorem.　　　　　　　　　`　　'　　';'･/　j゛'　　-≒'".μ　'　'゛　　　y　　　　　　　`
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Now　we　assume　that　the　assertion　(iv)→(1)is　ptoved　for　rank　strictly
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　;

less　than　r.　　SuPP9se　that　E　contains　a　subbundle　　E　　which　is　Positive
　　　　･　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a　　　　　　　　　　　　　p　　　1

1n　the　sense　of　Nakano　:
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E　　is　Positive　by　the　inductive　hyPothesis　since　every　quotient　bundle　of

　2　･　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y　　　　　　　　･　　　　　≒　｡　　　　　　＼　　　　　　＼

E2　h?s　positive　degrec゛.Henc9　by　Lemma(2　°　2b　E　is　Po?itive　in　.the　sense

y　/　　　　of　Nakano.　　lf　E　does　n゛ot　contain　a　subbundle　which　is　Positive　in　the　sense
　　　　　　　　　`　　　　　･　　　　　　　　　　　　　　　　　　.　　　　　　゛　　　　　　'●　　　　　　　　　　　　　　　　.　`　　　　　　●　゛　　　.　　　●

　y　'　.　　`,　`　　　　`'　　,`'　'　　I　　゛゛　　　`　　　　/'　'`　.y　　　　　　･　　!　　,'　'　　　''　‘``　･.　･　　　　.　　　　　　　　　　　　　･　　　　`'

　　4　＼　　　'　of　Nakano,　then　E　is　stable.　　ln　fact,　let　F　.　be　a　subbundle　of　E･.　We
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Zf　ss1.then　the　degree　F　≦O　since　otherwise　F　would　be　positive

4

●

thi　sense　of　Nakano.　Now　we　sulsPose　that　the　degree　of　4　subbundle　is　≦0

1f　its　rank　is　less　than　s.Let　F　be　a　subbundle　of　rank　s..　　By　the‘
　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　.　　　　　　●　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4

bductive　hyPothcsis　evcry　subbundle　of　F'　has　degree　≦o.　Hence　if　the

Hartshorne[6D.
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degree　of　F　were　Positivel　every　quotient　bundle　of　F.｡would　be　positive.
　　　　,　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　゛″'　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　.'゛

　　　　　By　the　inductive　hyPothesis　F　would　be　Posj:tive　in　the　sense　of　Nakano.

ll　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　f　　　　　j

　,Hence　we　may　assume　E　to　be　stable.　Since　the　degree　of　E　is　Positive,

‘　　　　　E　is　positive　in　the　sense　of　Nakano　by　Lemma　(3.S).　　　☆　√　　　〉
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　φ●●

　　　　　Remark(2.7).　Hartshorne　Proved　the　equivalence　of(iil)and　(ivE(cf.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃　　　　　　　　1
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S3　Some　Positive　vector　bundles　of　rank'2　over　an　algebraic　surface

(3.1)We　recall　the　results　of　Takemoto　〔141and[151

singular　Proj　ective　surface　defined　over　　(X:.　Let　E　be　a　vector　bundle
　　　'　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　●.I　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　゛　●　　　　1　‘

of　rank　2　over　S.　　Let　H　be　an　amPle　line　bundle　over　S.　∇　　　　　･

△　　Dennition(3.1.1)E　is　said　to　be　H-stable　(resP　H-semi-stable)if　for　any

.　succesiye　blowing　uPs　Tr　:　S゛　4　S　and　for　any　sub　line　bundle　F　of　π゛E,
●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y`

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｡　　.‘゛'　　　≒　　‘m.　　　　　　L

　　　　we　have　　　　　　　　　　　　　　　＼　　　　　　　　　　∧∧‥　　'‘　＼‘　　.　･＼　　　･　･　j　゛　4

　　　　　　　　　　　　　　　＼　､　　ヽ(det　E,H)/2>(F,π゛H)

　　　　　)'　　　　　　　　　､　`　　　　　　(i'esP゛≧)
　　　　　　　　　　.　'　　　　　　　X　　　　　　　　　　‰　　　　　　..　　　　　●　　d

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

where　(　,)　denotes　the　intersecti'on　number.

An　H-stable　bundle　is　simPle　i.e.　HO(S,End(E))=(I:　･

Theorem(3.1.3)　The　set　of　a11　H-stable　vector　bundles　of　rank　2　with

fixed　numerical　Chern　class　is　bounded　i.e.there　exists　a　scheme　　T　of

finite　tyPe　over　a:　and　a　vector　bundle　E　on　　TXS　'　such　that　,　for　any
　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･F

H-stable　vector　bundle　F　of　rank　2　with　the　fixed　numerical　Chern　class,

there　exists　a　closed　Point　t{　T　with　F.゛E
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･　　j　　　.　　　　　　　　　　　　`.　1　　φ　　゛　　　　　　､

Thcorem(3'1'4〕　Let　H1″H2　be　ample　line　bundles　on　S゛､.jssume　that　　?

ls　i`el?tivelyminimal　and　N(E)7　ci　7　4c2
≧　o｡where　c.
　　　　　　‥　　　･1

of　E°Then　E　is　H1゛stabli　if　and　only　if　E　is'H2'stable°

●●
●
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　<‘Reark(3.1.5)lf　N(E)(0,the　H-stability　dePends　on　the　choice　of　an　　〕

(　　　sxPle　line　bundle　H.　　Hence　the　H-stability　does　not　seem　very　re4sonable
　l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j　･　　　　　　　　　　　..　　　.　　　　　　　　　　　゛　　　゛　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　‘　　`

　　　　unless　N(E)≧o(See　Takemoto　【141.　See　41so　ExamP1'e　(3.3)).　By　the　Riemann-

　　　　Roch　theorem,　N(E)j　O　on　an　abelian　surfacel　and　N(E)≦-2　on　P2,
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　･　･　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　.　　　　　　　･　　　　　　　　　　　　　　　･/　　　,　　　　　　　'　　‘　　　　　･,　'･　　　　　:　･　　　.s゛

　　`　　　4　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　“　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　`　　　　.　　　　　　゛　●　　　　　`

)　Proposition(3.1.6)Let　G　be　a　finite　solvable　grouP.　Let　G　OPerate

　　　　on　S　holomorPhically　so　that　the　Projection　7r　:　S　゛　S/G　is　unramified.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　〃

　､Let　H　.be　an　amPle　line　bundle　on　S/G.　Let　E　be　an　H'sem1`stabie

　　　　bundle　on　　S/G.　Then　π●E　　is　　7r゛H-semi-stable.　　　　　　　　　　　'''　.　･………､1･l　/　　≪　　　/

Definition(3.1.7)　A　non-sigular　Projective　surface　S　is.said　to.be

hyperelliPtic　if　the　first　betti　number　of　S　is　2　and　if　there　exist　an

　　　　　　　　　　　　　　　　＼

e111Ptic　curve　　△　　and　　a　smooth　morPhism

1s　an　elliPtic　curve.

π　:　S　-'･△　such　that　every　fibre

　｡J　　　　　　　　　　　　'゛　　　　　　　　/'　　　　　j.

●

j●

7heoz`em(3.2)　Let　､S‘　be　either　an　abelian　variety　of　dimension　2j.a

lgeometrically　ruled　surface　or　a　hyPerelliPtic　surface.　Let`E　be　a　vector

bundle　of　rank　2　over　S.　　Let　H　be　an　amPle　line　bundle　on　S.　　lf　E　is

H‐stable　with　N(E)≧O　and　c　>0,　then　E　.　is　Positive　in　the　sense
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

0f　Nakano.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‥‥‥‥　　　　　　　　　　　　　　　　　.'　　)　　　y

proof　Case　l.　　S　s　.A　is　an　abelian　variety.　　ln　this　case　.we　Prove　a
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　･

slightly　more　general　assertion　:　lf　E　is　H-semiTstable　with　N(E)≧0,and
　　　　'ゝ`　　　　　　　　　　　　　　　'　　　　　　　　　　　　　　　　　　　`4･'●　　.゛　　　　　　　　　　‘.　　●　`　`　　●‘　,　　　　　　　　　゜'

c　)o.　then　　E　　is　Positive　in　the　sense　ofNakano.　　lf゛E　　is　simPle,
　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

then　by　Oda　[12】j　there　exists　'an　isogeny　P　:　A゛　゛　A　of　degree　2　and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･　　　　　　　　　|　　　　　　●　　　1　･

&11ne　bundle　L　on　A゛　such　7that　4L　゛I　E　`　We　have　i?゛i)●L゛｡?
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form　　E゛●　　M　　where　　E゛　1s　an　extension　:

o　÷　0　4　E゛4･　0

M　a　line　bundle　on A｡

,Hence　　c(E)=(1÷Mt)(1÷Mt)

　　　　●1÷M°2t　●　(M2)t2.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

/'　　　　　　●

･

xf　g°0,　we　have　nothing　to　prove

of　･rank　2　on
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lie　Oda　【121where　T　　denotes　translationby　x.　　Since　P　‘　is　finite　an4
　　　.　　　　　　　　　,　　　x　　　　　　　　　　　　　　　j　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　〃　　　　.　　　　J　　　　　d

det　p｡L　is　a"IPle　by　the　Nakai　criterion　and　the　hyPothes15　,　det　(P゛P｡L)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　●

s91e.　Since　L　9d　TX゛L　are　numerically　equivalent,det(P゛P｡L)　is

7　1xuznerlcally゛　equival　ent　to　L●2.　1tfollo`9　that　L●2　is　amPle　by　the

Nakai　criterion　hence　　L　is　amPle　or　equivalently　Positive　in　the　sense　of

Nakano｡　　The　direct　image　P4L　is　Positive　in　the　sense　of　Nakano.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　`　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　　lf　E　is　not　simPle,　thenl　by　Takemoto　[14】,E　is　written　in　the

　　　　　　●　　　　'‘

　　　　　　.ry゛　'‘.●　●

　　yxヽ≒〕
　　　`y　　　＼
　　,●･　``　,　　●　●

　jヽ　∵

　･……L　　〈∧y

　　　,　7　'･'●　.`･l●`l

φ''　　.　　`　　　　･1〕.

From　our　hyPothesis　M●2　is　positive,　hence　ample　by　the　Nak4.i　criterion.

lt　follows　that　M　is　amPle.　Since　M　is　a　line　bundle,M　is　positive　in

the　sense　of　Nakano　by　ProPosition(1.15).　　By　Lemma(2.2)､the　extension

o　゛　M　゛　E゛41　゛　M　゛　O　is　Positive　in　the　sense　of　Nakano.

1　　　　　　　　　　　　　･　　　　　　:　　　　　　.　　　　　　　　　　　　　　　.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　゛

　　　　Case　11　Geometrically　ruled　surfaces.　Let　･P　=S=P(V)

　　　　　'geometrically　ruled　surface　over　a　curve　C　of　genus　　g.　We　know　from
　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　■　j

　　　　　　　　　　　　j　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　.7

　　　　　the　hyPothesis　and　Takemoto　[14]that　there　exist　a　stable　vector　bundle

･　＼　　F　of　rank　2　over　C　and,a　line　bundle　　L　on　　P(V)　such　that　E　=L　e　P゛F.
　.y　　'`.　･　･　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　`　　　　　　　　　　`　　　‘､　'･　　1.　●`　　　゜　　　,　　　　　　･.`　'　●`　･

,since　there　is　no　stable　bundle

　J　ヽ　.･　　　　　　　∧　　　　　　　　　¨　　　　　　'
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w゛L)゜E　is　Positive　in　the　sense　of　Nakano,･

_　　　_

p゛L゛●π゛L　is　amPle　by　the　Nakai　criterion　and　the　direct　image

C

Hence

　__

　7r｡(P゛L゛@

〃

can　be　written　in　the　fom

?
.
!
.
'
･

,-､?'

】:f　g22,　then　by.Corollary(2.4.2)the　transition　matrices　of　F

(T;L゛)e
　　　　　　　　　　　S

and　　L゛　are　numerically　equivalent

IT゛L.　Since

L))　is　amPle　with　e　yl　g　6　N.　0n　the　other

　　-　　　　　　-　　　-

T;(p゛L゛)゜､T;(71゛L)1　P゛

-―　　　　　　　--

1'｡P゛L゛I　　Hence　　Tr｡(P゛L゛@

(P゛L゛e
-　　　-

(P゛L゛@.゛L〕)　is　numerically　equivalent　to
●2

　
l
　
e

　
L9,we　Proved　that　det

●
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ー
J

●f

●●　●S

●●

.j

●

●

●

1゛

(2.3),the

　　　　　●　　　　･

A･･‥‥‥‥‥‥‥j
,∵≒j..　゛　　;`‘

‘Hence　　π゛F　and　π゛F　e　L　have　the　same　ProPerty.`･By　Lemma

ruled'　jurfaces　.
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Scalar　function　　x　unitary　matrix

Theorem　is　Proved　for　geome'ttically
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C゛　･　C　of　elliPtic　curves　and

●11ne　bundle　L゛　on　C゛　such　that　l'｡L゛゜　F　by　Oda[121.　Consider　the

　y　diagram　:
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W●r(V〕

　
･
pl

C゛

X
C c゛mP(v)

W

゛Since　7r　　is　affinej　we　have　P゛F　゛　7r｡P
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π゛L)=　E.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i

Let　N　be　the　kernel　of　lr　｡　Then　W　is　a　Galois　covering　of　r(V)with

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-　　　　　　‐

Galois　grouP　N.　　By　Takemoto[1S】j　we　have　7r゛E　°　e　T!(P゛

●･

μNg

X.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W

denotes　the　oPeration　.of　g　on　　W.　As　in　case　l,　we

det(P゛
　　　-　　　　-

L゛s　π゛LeT;(P゛L゛
　　　　　　-　　　-

hand,T;(P゛L゛　e　π゛L)=
●

TL

　g
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㎜

7r●

L゛‘@π゛L)

　know
　‘;､.　　　　　)
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　　≒Case　III　HyPerelliPtic　surface.　　ln　this　case,there　exists`an　abelian

variety　A　and　s　finite　abelian　grouP　G　such　that　G　operates　on　A.yG

is　isomorPhic　to　S　and　the　Projection　7r:　A/G　4　S　is　unraified.　By

~.PI`oPosition(3.1.6),　7｢゛E　is　7r゛H-semi‐stable　with　N(π゛E)=o.　By　what　we
　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　I　　　　　　S゛　　　　　　　　　　　　　●　●

　　　　＼　T　　　　　　　　　/　　　　　　　　　　)
have　Proved　in　case　.　11　w゛E　is　Positive　in　the　sense　of　Nakano.　　Hence

w●w゛E　　is　Positive　in　the　sense　of　Nakano.　､Since　E　is　a　direct　summand

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

of　¶'｡wtEI　　E　　is　Positive　in　the　sense　of　Nakano.by　ProPosition(1.11).
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-4c　　2　0　to　the　definition　of　a　stable　vector　bundle　(see　Remark(3.1.5)).
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J　:　Remark　(3.4)Theorem(3.2)is　an　analogue　of　Le!nma　(2.5).　lt　is　natural
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Problem(3.4.1)　Let　S　be　a　non‘singular　projective　surface　defined　over
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We　Prove　it　by　our　own　methods　･

Let　A　be　an　abelian　variety　of　dimension　n defined

over　a:.　　Let　L　°L(H,a)　be　a　non-degenerate　line　bundlc　over　A

H1(A,L)･0
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ー
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if　　ij&l{negative　eigen　values　of　H}

Then｡

●

Foof･,Let　r　be　the　number　of　negative　eigen　values　of　H.　We　choose　a

coordinate　system　(z1″¨゜″zn)　　of　the　universal　covering

so　that　H　is'　written　in　the　following　form
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the　proof`of　the　theorem.
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　　　゛　`S.

&(q)

`X

))0.　0n　the　other　hand　-

ゝ　　･　　J

｢･.｣‘

L?m　s　9s゛H.Let　h゛

･　　　　`･?.'

　　　　‘'.゛`IQ

　　　　　　　　)･

is　the　curvature　fom　of　h゛｡

　　　　　1

is　z･
　　.･£

＼

where　the

●●

I　●　　･¶　i　　●　　-　　　　　　●

●　　･　　ゝ　　　1　　　.　　f

●●〃､●　s　/-4　　●1¥a　　i●　W　｢

　¶　　　　　　　　●　`　　　79‘S

　　　●　　　4.1'･　　.¥･●　...

4　㎜　　　　　　　　　　　　L

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Φ　●

･w4　9　｢●｣　f　　　.　　●　●

　　　　　　　　'　¥　　　　　●`.

　　　･`゛4　●　S　゛　･　　　j●●.``ゝ　●

　　　　　　■　s　●　　●　　　●　　¥4

　●　φ　　　　　　　　●　　.　･.
　　　　　　‘　　　　　　　4　　　ゝI

　,1　　　　　　　●4　　　　　`
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･

●`　　㎝　　●･､〃

●　　●●　●　●

　　　　　　　　●●､､

　　　　　　　　　･

　　7　　ヽ　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(･
Zf　dim　W　s　q.　then　H(V,L)゜O　for　i≦q-1.

proof　Let　　H‘be　a　hyPerplane　lsection　of　PN.　Then,

be&metrlc　on　H.　Then　h=h゛･F　is　a　metric　on　L‾‾.The　curvature　form

　　　　　4　of　h　is,　by　an　easy　calculation,given　by
/≒,　　　　　　‥　　　,　◇　　　､　T　｡　　　〉

　………

゛y　whereJ.1s　the　Jacobian　of　?　ana　e

defines　a　metric　on　L　and　its　curvature　form

6　be　the　curvature　fom　of　L　‘.We　fix　a　kUhler　metric　ω　on　　V.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　゛　　.　　　　　　　　　　　　`　　　　i　　　　　　　　'　゛,``I゛･　.●

what　we　have　secn,　at　a　Point　q　6　V｡　we　may　assume　that

and　that　there　exists　a　Point　q　such　that　λ　)o.1siiq.　1°.e.　a
　　　　　　　　　　　　　　　,　　　　　　　　　1　　　.

point　where　J　attains　its　maximal　rank　q.　Let　?　be　a　non-zero　harmonic

(01P)'fo°``'ith　coefficiellts　in　L‾‘‘　Theil　F　is　nonTzero　on　a　dellse　oPe11

'　set　in　v.　As　in　the　Proof　of　Lem4　(4　yl　.2),the　integrand゛9f“}(SAgF)
ls　non-negative　at　any　Point　q　and　there　exists　a　Point　q

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　●　●　　　　　　　　w　　●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　､　　　　　　　　●

;　　　　.　　▽　.lntegrand　is　Positive　if　P　゛q.　Hence　if　P　゛q,　we　have　‘
　　㎝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･　　　　　　　　　　　　　　　･

♀(A9AZ　y)≦o　byLe=3(li19)゛This　is　3
<＼contradition.　Heilce　,`ヽ'hej＼　r　is　n(;｢`゛zel`o｣　P　1‘　q･

Let　V　be　a　non‘singular　Projective　variety　of　dimension　n　defined
　　　　.　　　　　　　　　　　　　　･　　　･　　　｡　　　　　　　　　　　‥‥‥　‥　　　　　　　　　l　°　≒　　　　　`　.･.

　　‘･　　　　　　‥‥‥‥;.　＼`　‥‥‥‥‥＼　∧　‥‥‥‥‥‥‥‥‥l……'l　'　☆　∧yT△.･　･･　･･　　･･･.
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over　a:.　Let　E　be　a　vector　bundle　of　rank　r　≦n.　Let　s　be　a･　section　of

E.　s　is　said　to　be　a　re?1゛　secti°゛　if　,S　'μyVls(゛)'o}1s　ll°“T

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

singular　and　of　condimension　r.　　Griffi,ths[4】,Proved　the　following　vanishing
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

theorem.　　　　　　　　　　　　　　　.　∧　　　　∧･-　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼　　　　　　　　　t‘

7heorem(4.3.1)　lf　E　is　Positive,　r　s　2　and　if　E　‘　has　a　regular　section,Theorem(4.3.1)lf　E　is　Positi

then　HI(V,r)s　O　for　i　s　n-2.

　　゛●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●,　　　　●

His　Proof　dePends　on　the　generalized　Lefschetz　theorem　and　l:he　Hodge

decomposition.　ln　fact　he　comPared　the　cohomology　grouP　of　V　and　S　with

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　|r　　　　　　●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　､

'coefficients　in　2　by　using　Morse　theory.　But　to　abtain　the　vanishing

　theorem,we　need　only　the　generalized　Lefsehetz　theorem　with　coefficients　゛
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s　●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･　'

　1n　a:.　　We　remark　here　that　the　generalized　Lefschetz　theorem　with

　coefficients　in　(x:　is　Proved　by　a　stantdard　technique　using　cohomologica1

　　　　　　S　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　』　÷

　dimension　and　de　Rham　cohomology.　゛　　　　　　゛.　'　‥　‥‥‥‥≒　　∧,'　　‘･＼y,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　',　　　　　　　　　　　　･　　　　　　　　　　　　　ゝ　　`　　　t

　Lemma(4.3.2)　Let　V　be　a　non'singular　Projective　variety　of　dimension　n

　defined　over　(1:.　Let　E　be　a　vector　bundle　of　rank　r　s　n.　Let　S　be　a

　zero　locus　of　a　regular　section　s　y　lf　E　is　Positive｡　then　V　-　S　4s

　　r‘comPlete.　　ln　Particuiar　ancd(V-S)s　r　-　l　where　ancd(V-S〕　denotes
●　　　●　　　　　　　　　　　　　　　.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘　゛　　　　　●　　　　　　　　.　　　　　　　　　　,　　,

　　the　analytic　cohomological　dimension　of　v　-　s(cf.　umemura　!:16]).

proof.　　Let　h　be　a　metric'　on　E.‘　　consider　the　iunction　F(z)=tis5yil(z)s(z)
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　~　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　on　V゛S°`　Siilce　?(2〕tO　on　　v-S,　we　can　Put　φ(z)=-log　?(z).　we
　●　　　･　　　　　　　'　`･　　　　●　･　I`　　　　`　　'　`　゛　　　　　●　　●　　　　`　　　　　　S　　　　　　　‘゛'　　　`　･　　　　,

.　shall　calculate　the　Levi　form　of　φ(z)　at　a　fixed　Point　O　in　V-S.

　　　　　　　　　　　　　　　s　　　　　　i.　ゝ　､　　　　　　･　　　　.‘　　●　　゛　　　　　　　　　　　　　　　●

We　may　assume　that　h(O)゜I,　d゛h

Then,by　a　direct　calculation,“

X
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The　last　assertron　of　the　lemma　follows　from　Andreotti　and　Grauert【1]
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for　some　λ{(1:･　　　　　　　　　　/
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　Σ　4　t9.sn17j　is　positive
ls1.jsn　　j`?

definitej　it　suffices　to　show　that　the　fom　in　n　°　(nl,‥･,nn)£q:n
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lpqsO　if　q≧r　or　P≧n゛1.
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.Let　l　be　the　ideal　sheaf　of　S　　:
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.3.4)　Using　the　notation　of　lemma　(4.3.2),the　homomorPhism

11(V,a:)4HI(S,(X:)is　biiective　for　i≦n-r-i　andinjective　for

1　●　n-r.　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘　　‘　　　　　　'･　　　　　　　.　　　　　'･

Foof.　Consider　the　sePectral　sequence　of　de　Rham　cohomology　:

゛'　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･.‘μ゛`

Hq(v's'£)c9　HaR(V“s)'H゛(v゛4a:)゜

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　゛　　　　　　　‘　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　,　　　　　　●●　　　'　･●　　　　　　‘

Hence　H1(V-S,(X:)=O　for　i　≧n゛r　and　consequently　HI(V,S;q:〕'=Q　for

j　s　n'r.　The　theorem　follows　from　the,　exact　sequence　of　cohomology

a:)4･　Hj(V.(I:〕→･Hj(s`,'{1:〕々Hj゛1(V

proof　of　Theorem　(4.3.1).　The　following　argument　is　due　to　Griffiths[41.
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　　　q.e.d.
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By　Kod?1ra　vanishing　theorem　or　l゛heorem　(4　.　2),H1(V,　A2i)i　O　for　i　i　n　-　1.
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ByTheorem(4.3.4).　we　haye　HI(Vj　l)'O　for　iin-r.'From　now　on
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we　suPPose　that　the　rank　r　of　E　is　equal　to　2.Since　s　is　regul　ar　,
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field　of　characteristic　p.　We　consider　a　central　extension,

4%.●

there　exists　a　level　subgrouP

k゛　X　H.

o　●　k゛-･,G　･･,H　々　o｡

4et　xly　be　elements　of　H.　We　Put　e(x,y)si‘)?`i)?　where

{G　'lie　over　xj　y.　　e(xly)　ls　an　elememt　of　k゛　,and　is　indePend

s゛bi゛゜゛P　if　l　n　k゛゛{o},1.eL　I!　μls°゜゜rPhic　t°its　i゛ge　in　H.　Let　K

be　a　subgroup　of　H　such　that　the　Pairing　e(x,y)　ls　trivial　on　K,　then

　　　　　　　　　　y

the　Pairing　e(x,y)ls　trivial　on　K,th

l　lying　over　K/　ln　fa'ct　4n　/this　ca5e　the

extension　is　commutative　over　　K.and　in　the　category　of'　commutative　grouP
　　d　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･I　　　　｢

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃　　　　　`　　　.　　　　　　　I　　　　　　　　　　　　　●　　　　'‘　　　　　　　　　.　　　　　　　　　　'　　　　　　'　I　‘

schemes　over　kj　　an　‘extension　of　a　finite　grouP　by　k゛　i4　trivial　･　j　lf　.

the　Pairing　is　degeneratej　there　exists　a　subgrouP　K　such`that　the　Pairing

　　　　　r'　　e　ii　trivial　on　K　and　suih　that　　l　K　I　`　>　IHI　｡　Hence　there　exits　a　leyel
　　　‘　ゝ　~　　　　　　　　　　　'　　　　　　　　‘　　`　　゛゛,　㎜　　　　　　　　　　　　.　　　●　.　　　　'　　　`　　　　　　゛　　'　　　　　　　　　　　゛

　　　　　　　　　　subgroup　　l　of　order`j　lH12･　　　　　　　　→　　　　　　　＼/`　　∇≒＼↓<　＼　　〕<　　　　　j
'　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　<　→　　　(　　　‥.゛　　　　　j　　　　J　,

　　　　　Limma'(5.1.1〕　Let　H　be　a　finite　abelian　group.　Let　　0　4･k゛　4･　G　I
●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　`　　　　　　　　　　　　●

､H　゛　O　be　a　centl゛31.　e゛(terlsion　of　H･､､lf　G　has　4.　reFeselltlltioll　of　degree

･　　　　　　　　･　　　　　　　'.　　　　　　　'　　`　　　　　　`　:　●　　●　　　　　　　　　㎡j　　　d●

l　　on　which　　k゛　oPerates　as　the　natural　characterl　then　　G　　is､.isomorPhic　to

proof.　Let　V　be　a　rePresentation　of　G　of　degree　l　'on　which　k゛　,oPerates
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the　oPeration　of　x　6　G　on

&et‘k　be　maximal　level　subgrouP.　Then　there　exists　a　charact1r　″X
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･　　　　　0

such　that　ux°　s　°　xO　(x)゜s　for　any　x　£l　and　any　s{V゛/Let　yj　G'

Setting　x'ly゛lxy　'xy(x),x4Kj　xy(x)　is　an　elem9nt　of　kJ･.　xy　:　l　t　k゛

　1s　a,character.　lf　w(y)〆π(l)√then　'xy　゛ls　not　trivj,41　since　K　is
　`　　　●　　‘゛　　　　　　　　　　　　`　　　　　　　　　　　　,　`　　●　　'　　　　　　●　　　　　　　　`　　　　●゛　゛　~　●　　〕　　　　　　　　　'　'

　saximal.lt　is　sufficient　to　show　that　π(‘il)=H.Hence　we　have　to　show　that

j　xy　1;　trivial　for　any　yEG.　ln　fact｡　lf　x£l,we　have
　　　　　　　　　　　　　　　=

y

‘,'4.･‘

　¨　　J

41

　･　μ

W

ju､

　＼＼　　'゛　　　　　゛〕………　　sxy()c〕Uy7xo6c)゜s　　･　　　〕
　･k　　　6　　　w　　　　　　　　　　　　¶1　〃　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j

　●-

　　　　.　　　　　'゛　　　　　s　iy(4xo(゛)U　's　.･
　　　　　.　　　　　　　､　　　　　　　　　　　　y
　t　　`　　　　　　　　　　　　　　　　゛　　　　　　　　'　　　　ヽ,゛　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　1.●

　　　　　　　　　　　　　　,　　　､･　　　　　　　　　'　　　　　　　　.　`　　　　　　　　　　　●　　　゛　　　　･

Hence　　xO()(〕'xy(゜(〕xO()c)　゛d　xy(゛)♪1　'　xy　.　ls'tITi゛i31　/
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　〃
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(5.2)　Let　A　be　an　abelian　varietry　of　dimension　g　defined　over　an　algebraicaly

closed　field　k　of　characteristic　P.'　Let　E　be‘t　vector　bundle　on　A.　　We　Put
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Let(゛'?')'(b'φ)ξy(E)゜d°i`side゛　the　c°r゛P°sitol`　Ta゛4　°　9　:　E　゛　Ta゛E　‘Z

T&゛Tb゛E　'　T;･bE'lf　゛゛e　defil`e(b'φ?゜(゛'y)'(゛゛b'　Ta゛φy)'thel`9‘(E)

Aut　E　4-･　9.(E)･H(E)

O　t　7tet　゛:　s　(3'r)e9(E)'Thet　ux　:　HO(A'E)゛HO(A'　E)defi゛ed

(S.2.1)lf　E　･　L　is　of　rank　l　and　amPle,the　structure　of　9(L)is

well　known　and　7(L)Plays　a　very　important　role　in　the　algebrai(theory　of

theta　functions.　We　recall　some　basic　ProPerties　of　y(L)(For　the　details

　　　　　　　　see　Mumford[7]).　From　now　on,for　simPlicity　we　assume　that　ch　k°p　is　zero'.

　　　　　　　　However　all　the　results　hold　in　Positive　characteristic　if　we　avoid　inseParable

'　　　　　`　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　●●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　｢

　　　　　　　　1sogenles　･　　　　.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　)　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼　　　　.　≒

H(L)　is　a　finite　subgrouP　of　A.‘　　Since　Aut　L　4　k゛,ヽwe　have　the

･k゛49(L〕4　H(L〕4　0

By　the　Riemann-Roch　theorem,there　exists　an　integer　dl　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･　　　　　　　　　　　　　　　　　i　　　　　　　　　　　　i

ilim　H9(X,L゛)=d･ng　for　all　n　≧1.　Let　λ‘be゛　the　dual　of　A.　We　define
　　　　-

゛A　　by　sending　‘　x　to`　T　゛L@L'1.　Then　we　hav9
　　　　　　　　　.　　゜　　　〉　'/　　X　　　　･.　　　　　　'･`'

=degree　A(L)=IH(L)

　　　　　　　■　　　　　　･　･　　　　●

(L),L　descends　to
　`　`･,.･　　･J,　･　,　j‘､

　　　'`●　'　　●　j゛　゛`●　　.″　･-●`　･
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HO(A,End(E))↓k.Hence　we　get　the
　　　'　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　ゝ

9(E)4･　H(E)÷O　and　a　level　subgrouP　of

‘'　゛`＼<　　exists　an　invertible　sheaf　L゛　on　　A/K‘　such　that　　p゛L゛　゛　L　where　P

the　proJective　p　:　A　･　A/K.Conversely　let　K　be　a　finite　subgrouP　of　A,

9e.descent　date　associated　to　L　is　given　by　a　level　subgrouP　lying　over　K.

/ProPosition(5.2.2)There　exist　a　subgrouP　K　of　!{(L)and　an　invertible　､･

)　sheaf　L゛,on　A/K　s゛ch　th3t　x(L゛)'IH(L゛)1　'　1　゛d　'rL゛'　L　yhe゛e　pT

μthe　proj　ection　A　4　A/K.

¥　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　'　　･　　　　　　　　　　･　　　　　　　　　　●　●　　　゜　　　　゛　　1　　　　･

　　　　Theorem(S.2.3)HO(A,L)　is　the　unique　irreducibel　rePresentation　of

9j(L)ih　which　k゛　oPerates　by'　lts　natural　character.

　　　　What　is　4(E)for　a　vector　bundle　E　on　A?
●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　`ゝ､l゛‘　　1　‘　　･　　　　　　　　　.　　　　　　　･

(S.2.4)　Assume　A　is　of　dimension　l,an　elliPtic　curve.　　Let　E　be　an
　　　　　　　　　●　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　'　　　　　　　㎡　　　　　　　　　　●

ami)le　lrreducible　vector　bundle　of　rank　r　and　of　degree　dj　in　Atiyah゛s

notation,　E£　E(r,d).　First　we　assume　..r,d　are　coPrime.　Then　E　is

stable　and　in'　paticular,　simPle

exact　sequence　0　4　k゛　4

9.(E)corresPonds　to　a　descent　date　for　E.　By　Oda　【121,there'　exists　an

1sogeny　p　:　A゛4　A　of　degree　r　and　an　amPle　line　bund19　L　of　degree　'

d　on　A゛　such.that　E　is　isomorPhic　to　the　direct　image　P｡L　and　the

μtersection　of　Ker　P　and　Ker　A(L)is　just　O.　Moreover,‘d=dimHO(A,E)
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

J　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　_　　　　;　.　　　　　　　　　　　　　゜　　　　　､‘C

(A゛,L).　Since　thc　interseQtion　of　H(L)and　Ker　P　is　0,　a　non-

trivial　translation　by　ali　element　of　H(L)　induces　a　non-zero　elemcnt　of

………　H(E).　Hence　H(L)'ii　a/subgtouP　of　H(E〕･　We　hav゛e'　IH(L)1　‘　゛　d‘　･　hellce

　)　9………IH(91≧d‘.　There　exists　a　level　subgroup　of　order　≧dL　lf　we　had
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is　not　useful　to

@L2E=T　゛E　=T゛(F
　　　　　≒X　　　X　2
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j　T　I゛H(E)1)d2･the゛　thel'e　゛゛゜゛ld　e)ci4ts　y1↓゛91　＼s゛bg゛゜゛P　°f　°jde゛　j/>　d.

　;　　　Hence　there　would　be　an　isogeny　F　:　A　々　A"　of　degree　d゛　and　a　vector
　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J　　　　　　　　　　　･

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　i

　　　　　　bundle　E゛on　A"suchthat　rE゛　゜　E.　But　we　have　d　'　X(Aj　E〕

　　　　　　‘d゛X(A゛,E゛).　This　is　a　contradiction.　Hence　H(E)=H(L〕and　9(E〕
　　　　　　W.･　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･　　　　　　　　　　　　　　　w　　　　　　　　　　　　　｢

1s　nothing　but　y(L)and　the　unique　representation　of　j(E)is　given　byl　　‘　　　　　　　　　‾　　　　　　　　　　　　j　`L　　　　　　'`.　　　r　　''　　　　　　　゛･　.　　.､　　.゜s5゛゛　　　　　　　　゛　'　゛‘

&　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　=　　=　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　.

♂(A,E).　　There　exists　an　isogeny　φI:`A　゛　B‘　'and　a　veJtor　b゛ildle　E"　on｡

such　that　x(E")゜1　and　E　is　isomorPhic　to　the　inverse　image　　φ゛E".
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　　　●

　　　　●　　　　　　･　　　　　　　　　　'　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　.　　　‘　　　'　　.　　　　　　.　　　　　　　　‥

-●4

,　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　..　　　-　　　　　　=　　　　　　,　　　　　･　　　-　　･　　　　●
〃s　　'　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･　　　　　　　　　　　　　●
　　　　　●

(5.2.4.1)　lnother　words　the　the°l゛y　°f　9(E)　f°l゛s　st3bl?　9dle　°゛el`゛

elliPtic　curve　is　absorbed　in　the　theory　of　the　usual　Heisenberg　group　and

its　representation･　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　,　.'.

xf　r｡d　are　not　coPrime,then　H(E〕　is　too　sma11

consider　9(E).　Say　r=d=2　.　Then　by　Atiyah　[2]｡E　is　isomorhPic　to
●L　where　`L　is　a　line　bundle　of　degree　l　and　F
　　　　　　　　　　　　　　.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

extension　uniquely　detemined　up　to　isomorPhism　by　the　exact　sequence

0●04F2゛O゛o　`゛ith　r(A'F2)71　0'　F2 is　homogeneous　:　F　　°
　　　　　　　　　　　　　　　　2

for　any　a　{A.　Hence　if　x　£H(E),we　have　F

@TX゛L　°F2irx゛L゛　lt　follows　that　L　y　TX゛L≒　jIEn　fact　consider

■
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(L‾y@TX゛L)`s　O'　Hence　9　°i
1

would　factor　through　TX゛L'　And　μ'゜il　would　be　injective'　But　this

1spossible　since　H
0._-1
(L‘@TX゛L)s　O゛ ･φ

is

7　y　We　pro゛cd　that　H(E)･H(L).　0n　the　other　hand　by　(S.2.1),we　have
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/　　　＼IH(t･)12'12'1.　HO(A,E)　is　two　dimensiona1　.　Hencey　H(E)　j.s　too　samli.

.　゛　゛　　　　　　y　This　shows　that　thegrouP　9(E〕does　not　give　sufficient　lnfomation　　　　　●　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●
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co!lcerning　　E　　for　a　general　vector　bundle　　E.　　We‾have　to　yestrict　ourselves

to　a　certain　aPProPriμte　family　of　vector　bundles.　　0ver　an　elliPtic　curve

as　we　have　seen　above　,　the　family　of　stable　vector　bundles　is　nice.　SO

1t　is　natural　to　ask　if　the　grouP　9(E)has　good　ProPerties　for　H-stable1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●｢

j

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　'　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≒ゝ　`'　　∧

　bundles　over　an　abelian　surface.　　Unortunately,the　answer　is　no･　　　　　　　　　｡

　　　　　　　　,､　　　　　,･　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ult､.　　/

Example(5.2.5)Let　A　bean　abelian　surface･,　Let　　E　t;e　an　amPle　vector
　　　　　f

　bundle　of　rank　2　over　A.　　Let　H　be　an　amPle　line　bundle　on　A.　　We

assume　that　E　is　H-stable　.　　　　　　　……゛　　　｡　＼　　･<･.･.　.　･･　　　　　　　　.　･･!

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･　　　　　　　　　.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●y　･　　　　.　j　　　　●　　●

(5.2.5.1)　ln　the　case　c:　'4c2　≧o(This　゛tos.tiq3ily　is‰O)'sillce　E
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　1　　　　　●　　　　　　　　　　　･　　　　　　　　　　　¥

1s　simPle,there　exist　an　isogeny　A゛I　A　and　an　amPle　line　bundle　L　　on
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

A゛　such　that　E　is　isomorPhic　to　the　direct　image　l'｡L.　　By　the　same

argument　as　in　(5.2.4),we　conclude　that　7(E)is　nothing　but　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　`　　　　　S　　　　　　　　　　゛●　　　1

Heiseilbel゛g　F°゛P　7(L)'HO(A'　E)is　‘the　゛11i9e　i`ePi'esellt3tio゛　゜f.9(E〕

and　that　E　descends　to　E゛with　x(E゛)=1･7(O　is　considered　to　be

　z･easonable　.
●　`●　　　　　･
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1

●ヽ

4､｡

y　･∧<　.･.･　･゛
　　･　』　　　　　φ

●(q21`･1)2.

|　　　　　　　　　　　　　　　.　　　　　　　　　　　●･　　　　　　　　　　　　　　　　　,

)'2.゜q2゛･1/･　a¥　H(E　?　Lq.).'{O}　for　n≧2.

●

(EeL

●　,･　･&

･　　j　.

1●　　●●●

.･　　　~･　　●

He£ej1H(£゜q゛)l　and　`IH(4(qi`゛1)e{(ql`‘1))'l　arle　doPrij　aJcjseJenjly〈
●M°(q゛゛1))●{O}.　　　　　＼)
　　2

oi:A,EeL ●q

　〈O　is　not　very　agreable　(See　ExamPle　(3.3))
2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　､X
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　`X

lsomorPhic　to　the　direct　image　"｡L゛.

　●

@

　y　　≒　7゛‘`　,`･　　y/

Heisenberg　grouP
　S　●　　　,　●　　　　　●

　　Λ　　'yy…………･

LI`)→･H(EeL°il)4･　0

●

●

9(E)1s　too　small　in　this　case.
S　　'　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゝ　　　　　　　　　　　　　　　゛●　1

　.'･Remark(S.2.7)ln　the　examPle　above　c:
the　stability　of　E　dePends　on　the　choice　of　an　amPle　line　bundle.　Again,
　　　　　　　゛　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　･

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･

by　the　conclusion　that　we　have　deduced　above,　the　notion　of　an　H-stable　vector

bundle　with　ci　-　4c

'Remark(S.2.8).　Let　A　be　an　abelian　.surface.　Let　E　be£vector　bundle

of　rank　2　on　A.　The　following　are　equivalent.　　　　　　　　　　　　　　　l　y･,,･,
　　゛゛　　　　　　　　゜　　　　　'41　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　''　　　　　　　　　　●●　.　　　　　゜　　'

(1)E　is　H゛st3ble　f?l‘　311y　゛Ple　lille　b゛11dle　.　L　°ll　A　゛11d　c:　'
(2)E　is　H-stable　for　an　amPle　line　bundle　H　on･　A　ind　､c2.¬･
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　'　　　　　　　　＼　　　1

　　　　　　　　　　　　　-2

(3･)　F　is　.si°Ple　311d　c1　'　4c12　j　0　　,.　　　　　　　　〕.<T　　　………/<＼
　　(4)`　There　exist　an　isogeney　`π　:　A゛゛　A,of　abelian　surfaces　and　an　amPle

/　　゛11ne　bundle　L　゛　on　'　A゛　such　that　KerΛ(L゛)A　Ker　7!　=,10}　and　E　is　゛

(5)　E　　is　simple.　　For　any　ample　line　bundle　　L　　on　A　　and　for.lufficiently

●　　　●

`the　l)airing　　e(x,y)゛is　non‘degenerate　and
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hO(EsL゛`)=f(EeL゛〕=

S
｡i

ー
　
゛

1(L°2“　゜　det　E)27
･

‘'.●

　･･　　　~●.

　<……………JI,‘,j.
　d　　･　　●

　　　　　　r　　●　●

9　det　E)2.

゛●

T　゛L゛@7r゛L●n.

　X

IH(L゛　eπ゛L゛〕|≦IH(EeL゛)1.

1
㎜

2

(E　e　L°1)

(L°211

c:(E　e　Lel`〕･J

=D:(E.9L?)

@det　E).

　●S4'　゛J

　●.4　●
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W　　　゛
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As　in(S.2.4),we　get
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bundle　L　and　for　infinitely　many　n　>o.

proof　The　equivalence　of　(1),(2)

and　Oda　【131　1f　we　note　that　an　extension　of　o

vector　bundle.

H　be　an　amPle　line　bundle.　By(4)　E　e　Lsl

“TX゛(L゛　e7｢゛L9)4　TX゛L゛　゜　tx゛1゛Ls`4

x{KerπAA(L゛).　lt　follows　that　x=0.

1.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j　　　　　:

By　descent　theory　(cf.(5.2.4)),we　conlclude　that　H(L゛@7T゛L

Roch　theorem

●S〃

S

●●･

Since(6)is　i　sPeci3.1　c3se�(5)･j5)r=F9(6)　　istrivial.

(6)E　is　simple.　The　same　assertion　as　in　(S)holds　for　one　amPle　line

　　　●　　　　　　　　　　　,　　　　　　　　　4　･　　･　.　　･･..　Z　　･

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

(3)and(4)follows　from　Takemoto　[14]

is　not　a　smiPle

　　　　　　　　　　φ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　.　　　　●

‾'　We　prove　that　(4〕1===⇒(5)ヽ.　Let　E　･be　a　simple　vector　bundle　and　let

is　isomorPhic　to　the　direct

1mage　of　L゛@　゛L●n.　　Let　x{　Kerπ　A'KJr　A(L゛@π゛L●n).　Then　L゛@π゛Len

Hence　L゛=T　゛L゛:
　　ヽ.､　　　　X

s`)7H'(EeL¶)

and　lH(E　e　Liil)1　=hO(EeL¶)2　if　L゛eL゛`　is　amPle.　　By　the　Riemann-
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　゛　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　゛　　　･　　　　　　　　　　　･.●　　　　　　　　　゛　　'　　　　　　　　●

2(E°L¶)

,　Now`we　show　that(6)⇒(3).　Let　E　be　a　simPle　vector　bundle　of　rank　2.
　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　　　　●　　･　　　　　　　.　.●　`a　　●　　　h

　　　　　　.　　　1　　'　　　　　　　●･　　　　　　　　'　　‘　'　　　　●I　　　　　‘　~　　　　　●　゛　,●　.　　　　　　　　･
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We　assume　that　(6)holds.　Then　there　exists　an　integer　n　and　an　amPle　line
　･　　　　　　　　　　　　　l　　　　　　　　　　　　　j　　　　　　　　　　　　　〃

:　＼″bundle　H゛'on　A　　such　that　HO(A,EL　e　L゛)110yal(A,　E　?　L°!1))O　for
　　,　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　'　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　●　゜.　●

　　'1●1,2,0･k゛J7(E　e　L°゛)･÷H(E　e　L°il)･O　is　ayHeisenberg　grouP　and‘

　＼゛IH(E　●　L°゛)1=}hO(L°21`●det　E)2.　Since　E　e　L°゛　ls　,simPle,　by　the
-‥　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
Riemann-Roch　theorem,we　have　　c
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