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第1章 序論

1.1 本研究の背景

1.1.1 空力弾性学の歴史

100年ほど前に認知された航空機の空力弾性学は，1950年代，60年代に多くの超音

速機開発を経験し，急速に発達した．60年代に有限要素法 (FEM)が登場し，それ以降計

算機を用いた解析法が多用されるようになった．70年代では，構造解析に有限要素法を，

流体解析にはパネル法を使用したフラッタ解析が行われた．さらに，複合材を利用した空

力弾性的テーラリングが開発され，フラッタの能動制御技術も進歩した (空力制御弾性学：

aeroservoelasticity)．80年代には，ピエゾ素子を用いたフラッタ制御が開始された．そし

て，90年代から現在に至るまで，計算機の急速な進歩により，構造の大変形，リミット

サイクル振動，衝撃波を含む遷音速流れ等の非線形現象が解析できるようになった．これ

には，計算流体力学 (CFD)の急速な進歩が大いに貢献している．ライト兄弟の初飛行か

ら 100年目にあたる 2003年の Journal of Aircraftでは空力弾性の特集が組まれ，多くの

研究者が空力弾性の歴史と未来の展望について述べている [1]-[10]．

1.1.2 フラッタ解析の最近の動向

計算機は今日においても，とどまることなく進化し続けている．近年では，大型計

算機よりも，パーソナルコンピューター (PC)の進歩が顕著であり，それを利用した安価

なPCクラスタが一般的になっている．(この傾向はTOP500 Supercomputer Sites[11]が

公表している統計データからも明らかである．) PCクラスタの登場により，高性能計算

機がより身近になり，また計算機の発展とともに，流体解析手法も変化している．ポテン

シャル方程式から始まったCFDであるが，近年では，3次元Navier-Stokes方程式を解く

のが普通になってきた．そして，さらに計算コストが高いCFDを用いた流体構造連成解

析も，一般的になりつつある．

流体構造連成解析に対する社会的需要は大きく，商用解析ソフトも対応し始めてい

る．その一例として，CD-adapcoは，単に流れ解析のみではなく，連続体力学分野（流

1



図 1.1: B-1航空機の剛体翼と静的弾性翼との比較

体、構造解析など）への拡張を視野に入れて，現在新たに STAR-CCM+を開発している．

流体のみ，あるいは構造のみの解析ではなく，製品そのものの形状・構成において多分野

統合解析を行いたいという企業の需要は大きい．

最近の研究では，実際的な形状の空力弾性問題を流体構造連成により解析している．

Hartwichらは，B-1航空機の形状を連成解析し，実験と比較した [12]．図 1.1に剛体の場

合 (rigid Case)と静的空力弾性変形した場合 (Static Aeroelastic Case)の比較を示す．静

的な変形を考慮すると，局所の有効迎角が小さくなり，剛体の場合に比べ剥離渦が小さく

なる．そして，その静的変形の大きさは，風洞実験と良く一致している．一方，リミット

サイクル振動のシミュレーションも行ったが，その計算により得られた振幅はとても小さ

く，実験の約 1/5であった．その理由として，計算の時間刻みの影響が大きく，時間刻み

をさらに小さく取るべきであると述べられている．この様な剥離渦を含む流れと構造の非

定常干渉問題はまだ未解明な部分が多い．そして，精度良く非定常計算するためには計算

コストが問題となり，計算の高速化が課題となる．

フラッタ解析用のCFDコードを検証するためには，質の良い非定常計測データが必

要である．Scottらは，図 1.2(a)に示す超音速機の半裁模型を用いてフラッタ試験を行っ

た [13][14]．模型を強制的に動かすことにより，検証用の非定常空力データも計測した．図

1.2(b)は各迎角，マッハ数のフラッタ境界を示す．迎角が小さくなるにつれて，フラッタ

動圧が下がり，Transonic dipの位置も変化する．この様な迎角の効果が亜音速領域でも

顕著に現れるのは稀である．この形態では，迎角を下げると，下面側で前縁が丸いスト

レーキ部分から剥離渦が生じる．そのため，圧力中心が上流側に移動するため，不安定に

なると考えられる．彼らは静止翼と強制振動翼をそれぞれCFDを用いて流体解析し，実
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験と比較した．静止翼の場合は，格子数が不十分なため，多少渦が拡散しているが，比較

的実験と良い一致を示す．一方，図 1.3は強制振動させた時の非定常圧力データとの比較

である．迎角 α0 = −5◦を中心に，角度を±1◦強制振動させている時の結果である．強制

振動では，静止時よりも，さらに渦が拡散し，実験との差は増大する．そして，亜音速よ

りも遷音速領域で実験との差が大きくなると述べられている．

以上述べたように，実際的な形状で実験及び解析が進められているが，非線形解析は

計算コストが高く，実験と一致させるのは困難である．また，実験にも誤差が含まれてい

る可能性がある．さらに，現象がより複雑になり，メカニズムを理解することがより一層

困難になるという問題がある．最近では，非線形現象を数値的に解けるようになったが，

検証が不十分であるため，我々はその現象を十分に理解していない．これを克服するため

に，基礎的な研究は大学を中心として進められている．

(a) 超音速機半裁模型 (b) フラッタ境界（迎角の影響）

図 1.2: 超音速機フラッタ試験

1.1.3 非線形空力弾性学

Dowellは，空力弾性の非線形性の研究，特にリミットサイクル振動の研究を数多く

行ってきた [6][15]．非線形性の特徴は，以下の 2点としてまとめられる．(1) 線形理論で

はフラッタが起きた後，指数関数的に振幅が増加していくが，非線形理論では，有限の振

幅をもつリミットサイクル振動となる (図 1.4(a))．(2) 小さな擾乱に対しては安定な系が，

大きな擾乱に対しては不安定になることである．この代表的な例が，ヒステリシス現象で

ある (図 1.4(b))．飛行速度を増加させた時と，減少させた時で，異なる現象が現れ，減速

させた時の方が，フラッタがより良く持続される．1つ目の非線形性は「安全側に働く非

3



図 1.3: 非定常圧力計測データと計算結果の比較 (M = 0.95，動圧 q = 150psf，Re =

2.2 × 106，f = 5Hz，ηはスパン方向を示す (図 1.2(a)参照))

線形性」であるが，2つ目は，逆にフラッタ速度が下がるので，「危険側に働く非線形性」

である．この様な非線形現象を発生させる原因として，構造側では，(1)ゆるく結合され

た部品で生じる自由運動，(2)大変形した際の幾何学的非線形性，(3)滑る接触面から生じ

る摩擦や非線形ダンピングなどが考えられる．一方，流体側では，(1)遷音速領域で発生

する衝撃波の移動現象，(2)剥離流れなどが考えられる．

航空機の翼を空力弾性解析する時，翼のモデル化はアスペクト比によって異なる [15]．

高アスペクト比の翼は，「梁」としてモデル化する．このモデル化は長年使用されており，

スパン方向の曲げ，コード方向の曲げ (lead-lag)，ねじり (twist)に分解して考える．これ

らの組み合わせにおいて構造の非線形性が発生する．この様なモデルは，初めヘリコプ

ターブレードの解析用に開発された．また，古典的な方法では，コード方向の変形は，剛

体翼のプランジ（並行移動）とピッチ（回転）の組み合わせとして取り扱う．これに関連

して，最近では，無人飛行機 (UAV)用の大変大きいアスペクト比翼 [16]の解析に関心が

集まっている．

一方，低アスペクト比の翼は，コード方向にもスパン方向にも大きく変形するので，

「平板」としてモデル化する．von Karmanは板の曲げ変形が板厚のオーダーになると，面

内方向の応力が発生し，非線形効果が現れることを示した．(つまり，面内変形と曲げを

4
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図 1.4: リミットサイクル振動に関連した非線形性

分解できなくなる．)

フラッタ特性はそのアスペクト比により異なるが，低アスペクト比の非線形空力弾

性の研究は，高アスペクト比に比べ少なく，最近のものが多い．このようなことを踏まえ

て，本研究では「平板」のフラッタ現象を扱う．

1.1.4 パネルフラッタ

平板のフラッタ現象の 1つにパネルフラッタがある．パネルフラッタとは，両端が固

定されたパネルの上面に高速流体が流れることにより，パネルの振動が誘起される空力

弾性問題である．このパネルに該当するものは，航空機や宇宙機の胴体の外板，ドア，点

検用アクセスパネルなどである．第 2次大戦中，V2ロケットの外板が振動して破壊した

時に，この問題の重要性が認識された．その後の超高度極超音速試験機X-15でも問題と

なった．最近では，NASAが再使用ロケットに使用される熱防御システムのパネルフラッ

タ解析を行っている [17]．フラッタ限界は，マッハ数，無次元動圧（一様流動圧とパネル

剛性との比），質量比，パネルのアスペクト比などにより決定される．

Dowellはパネルフラッタに関する基礎的な研究を数多く行った [18][19]．また，Mei

らは，極超音速解析を含め最近のパネルフラッタの研究をまとめている [20]．最近の研究

は,以下のように大きく 4つに分類することができる．

1. 空気力モデルの研究：　最近では，空気力モデルを新しく開発するというよりも，CFD

を用いて連成させることによって，空気力をより精度良く求める．Davisら [21]はEuler
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方程式を，Gordnierら [22]はNvaier-Stokes方程式を用いて解析した．

2. 構造モデルの研究：　複合材をモデル化し，有限要素法を用いて解析をする．代表的

な解析例として，文献 [23]及び [24]が挙げられる. 複合材のファイバーの方向によっ

て，フラッタ特性が異なる．

3. フラッタ制御の研究：　ピエゾ素子を用いてパネルフラッタを抑制する [25][26][27]．

4.熱効果の研究：　極超音速時に特に問題となる．パネル表面温度が高い場合，フラッ

タ限界動圧が下がったり，リミットサイクル振動の振幅が大きくなる [20][28]．また，

パネルの熱膨張によりフラッタ特性も変化する．

本研究は,この中の (1)空気力モデルに分類され，CFDを活用してパネルフラッタを

解析する．パネルフラッタは，遷音速付近で最もフラッタ限界が下がり，超音速機や極超

音速機を設計する際にパネルフラッタの解析が必須である．遷音速領域は，流体現象が非

線形であるため，解析的には最も困難な領域であるが，CFDを用いれば比較的容易に解

析可能となる．CFDに基づく流体構造連成解析コードを開発できれば，どんな速度領域

にも対応でき，かつ複雑な形状にも適用することができる．

これまで，パネルフラッタに関して実験と理論が合わない場合，原因として，速度境

界層の影響が考えられてきた [29]．Dowell[30]は，速度境界層の影響を調べるために，流

体方程式を時間平均成分と変動成分に分離して考えた．時間平均場として境界層の速度分

布を仮定し，それに基づいて変動成分の方程式を解き，速度境界層の影響が大きいことを

示した．また，Gordnier[22]はCFDを用いてパネルフラッタの問題を解き，境界層の効

果を強調している．しかし，実験との比較がされておらず，その解析法の有効性は示され

ていない．

また，流れに垂直方向に曲率の付いた曲面パネルの研究もこれまでに行われてきた．

Dowell[31][32]は，解析解に基づいた超音速空気力モデルを採用し，この方法に対する定式

化を行い，ガラーキン法によりフラッタ境界を求めた．曲率を変化させた場合，異なる固

有振動モードが連成し，フラッタ限界動圧，フラッタ振動数等のフラッタ特性が変化するこ

とを示した．この現象は，その後，松崎 [33]によって詳細に研究されている．Anderson[34]

は，曲率とアスペクト比の効果について調べ，二つの空気力モデル（Ackeret理論と slender

body理論）による実用的な見積もり方法を提案した．その他，有限要素法を用いた解析

方法 [35]も報告されている．しかし，どの研究も超音速準定常空気力モデルを使用してい

るため，音速に近い超音速領域（低超音速領域）の解析は報告されていない．
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1.1.5 デルタ翼フラッタ

デルタ翼は低アスペクト比の翼の 1つで，低アスペクト比翼フラッタは，平板フラッ

タに分類される．

最近，無人航空機 (UAV: unmanned air vehicle)や，マイクロ航空機 (MAV: micro air

vehicle)に使用される柔軟な翼の研究が活発に行われている．UAVやMAVの分野では，

機体主翼にデルタ翼が多く採用されている．これは，デルタ翼が高速飛行性能と，低速飛

行での機動性（特に剥離流が支配的である大迎角での機動性）の両方を兼ね備えているた

めである．最近では，後退角の小さいデルタ翼 (後退角 Λ = 40 ∼ 60◦)の使用や研究 [36]

も数多くなされている．

有人機との最大の違いは，無人という点で，安全性に対する考え方が異なり，例えば，

無人機では，翼の小さな振動は問題とされないように思われる．むしろ，逆に，受動的に

振動させると，デルタ翼の高迎角での揚力が増加するという報告 [36]もある．しかし，破

壊を起こすような大きな振幅のフラッタ振動は避ける必要がある．

デルタ翼の低速フラッタは，まずDoggettら [37]によって実験と解析で研究された．

彼らは，迎角 α = 0◦でのデルタ翼のフラッタ速度に対する後退角の影響を調べ，フラッ

タ速度指数で評価した場合，後退角を増すと，フラッタ速度が減少することを明らかにし

た．また，フラッタ速度に関して，doublet lattice法による計算値と実験データは良く一

致することを示した．Tangら [38]は，振幅が板厚程度のリミットサイクル振動を調べ，そ

の振幅は実験と計算で定性的に一致している．また，迎角の効果は，Tangら [39]やAttar

ら [40]により研究され，フラッタ速度やリミットサイクル振動の振幅は迎角に依存する

ことが示されている．しかし，迎角の効果は，実験と計算で異なり，解明されたとは言え

ない．

1.2 本研究の目的

以上に述べた様に，CFDに基づく連成解析法は，B-1航空機や超音速機の様な，よ

り実用的な応用問題に適用されているが，剥離渦が干渉するような問題，つまり流体場が

複雑で粘性が影響を及ぼす空力弾性問題は未だ困難であると言える．その様な問題を解く

には，精度や効率の良い方法で解く必要がある．

本研究の目的は，CFDを用いた高精度・高効率な流体構造連成計算コードを開発す

ることである．その検証は，パネルフラッタ問題に適用して行われ，パネル上面の境界層

がパネルフラッタに及ぼす影響を調べる．また実験データと比較して，CFDで得られる，
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より正確な空気力を利用することの有効性を評価する．

さらに，検証された計算コードを用いて，曲面パネルフラッタの問題を解析する．CFD

を使用することで遷音速領域の解析が容易になり，今まで報告されていない低超音速領域

での解析も行い，実用的なアクセスパネルの問題にも適用する．

最後に，剥離渦を伴うデルタ翼フラッタを解析する．低速実験で，振動や流れ場を計

測し，大振幅振動している翼周りの流れ場に焦点を当てて，本解析解と比較する．

1.3 本論文の構成

本論文の構成は以下の様になっている．

第 2章では，基礎となる方程式を記述し，流体と構造の方程式をそれぞれ述べる．

第 3章では，流体及び構造解析の手法，ならびに連成計算法について述べる．

第 4章では，流体構造連成法の検証として，パネルフラッタ問題に適用した結果を述

べる．パネル上面の境界層がパネルフラッタに及ぼす影響を調べる．具体的には，境界層

を厚くした時に，フラッタが抑制される効果を連成計算によって解析し，その結果を実験

と比較し，連成計算の有効性を評価する．

第 5章では，実用的な問題である，曲面パネルフラッタの解析について述べる．実際

の航空機や宇宙機は曲面パネルで構成されている．本研究では，今までに報告されていな

い低超音速領域の特性を明らかにし，アクセスパネルの境界条件に関して議論する．

第 6章では，剥離渦が干渉するフラッタ問題として，低速デルタ翼フラッタの解析に

ついて述べる．実験データからフラッタ特性を明らかにし，大振幅時のデルタ翼流れ場に

関して計算結果と比較する．

最後に第 7章では，本博士論文研究成果をまとめ，結論を述べる．
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第2章 基礎方程式

2.1 圧縮性流体支配方程式

ここでは，遷音速領域の流体解析に用いた圧縮性流体の支配方程式について述べる．

2.1.1 圧縮性Navier-Stokes方程式

圧縮性流体の支配方程式は 3次元圧縮性Navier-Stokes方程式である．直交座標系に

おける無次元化された保存形のNavier-Stokes方程式は次式のように書ける.

∂Q

∂t
+

∂E

∂x
+

∂F

∂y
+

∂G

∂z
=

1

Re

{
∂Ev

∂x
+

∂Fv

∂y
+

∂Gv

∂z

}
(2.1)

ここでQは解ベクトル, E，F，Gはそれぞれx, y, z方向への非粘性流束ベクトル, Ev, Fv, Gv

はそれぞれ x, y, z方向への粘性流束ベクトルである. それぞれの成分を書き下すと,

Q =




ρ

ρu

ρv

ρw

e




, E =




ρu

ρu2 + p

ρuv

ρuw

(e + p)u




, F =




ρv

ρuv

ρv2 + p

ρvw

(e + p)v




, G =




ρw

ρuw

ρvw

ρw2 + p

(e + p)w




, (2.2)

Ev =




0

τxx

τxy

τxz

βx




, Fv =




0

τyx

τyy

τyz

βy




, Gv =




0

τzx

τzy

τzz

βz




(2.3)

となる.

ニュートン流体の粘性応力テンソル τijは,

τij = λ
∂uk

∂xk

δij + 2µ
1

2

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
(2.4)
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と記述できる．λ，µは係数である．テンソルの対角成分の和をとると，

Στii = (3λ + 2µ)
∂ui

∂xi

(2.5)

となる．この和が 0になるように，すなわち体積粘性率 (bulk viscosity)が 0になるように，

λ = −2

3
µ (2.6)

とする (Stokesの仮定)．この仮定を用いると，粘性流束ベクトルの τij，βiは具体的に以

下の様になる．

τxx =
2

3
µ

(
2
∂u

∂x
− ∂v

∂y
− ∂w

∂z

)

τyy =
2

3
µ

(
2
∂v

∂y
− ∂w

∂z
− ∂u

∂x

)

τzz =
2

3
µ

(
2
∂w

∂z
− ∂u

∂x
− ∂v

∂y

)

τxy = τyx = µ

(
∂u

∂y
+

∂v

∂x

)

τyz = τzy = µ

(
∂v

∂z
+

∂w

∂y

)

τzx = τxz = µ

(
∂w

∂x
+

∂u

∂z

)
(2.7)

βx = uτxx + vτxy + wτxz +
k

(γ − 1)M2
∞Pr

∂T

∂x

βy = uτyy + vτyy + wτyz +
k

(γ − 1)M2
∞Pr

∂T

∂y

βz = uτzx + vτzy + wτzy +
k

(γ − 1)M2
∞Pr

∂T

∂z

ここで,γは比熱比,M∞は一様流マッハ数である。また,長さx, y，zは基準長さLで、速度成

分u, v, w,密度ρ,温度T ,粘性係数µ,熱伝導係数kはそれぞれ一様流での値U∞, ρ∞, T∞, µ∞, k∞

で、圧力 p及び単位体積あたりの全エネルギー eはそれぞれ ρ∞U2
∞で無次元化されている.

さらに, Prはプラントル数で Pr = Cpµ∞／ k∞, Reはレイノルズ数でRe = ρ∞U∞L／

µ∞で定義される無次元量である.

粘性係数は温度によって変化し、µ0, µをそれぞれ気体の 1atm, 273 Kおよび T Kに

おける値とすると、次の Sutherlandの式で近似できる.

µ =
µ0(1 + C

273
)√

273

T 3/2

T + C
(2.8)
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Cは Sutherlandの定数で気体による物性値として与えられている.例えば空気では,C =

123.6と与えられる．プラントル数は一定であるので無次元化された熱伝導係数と粘性係

数は同じになる.

k = µ (2.9)

解ベクトルQより ρ, u, v, w, eが求まれば,圧力 pは単位体積あたりの全エネルギー式から

次の式で計算される.

p = (γ − 1)[e − 1

2
ρ(u2 + v2 + w2)] (2.10)

また, 温度は無次元化された理想気体に対する状態方程式から計算できる.

p =
1

γM2
∞

ρT (2.11)

2.1.2 一般座標変換

本研究において,物理平面については不等間隔格子を用いるため, 等間隔格子をもつ

計算格子で計算することを考える.以下に物理空間と計算空間の変換関係を導く. Navier-

Stokes 方程式を直交座標系 (x, y, z) から一般座標系 (ξ, η, ζ) へ変換する.

x = x(ξ, η, ζ), y = y(ξ, η, ζ), z = z(ξ, η, ζ) (2.12)

とおくと, chain rule から



dx

dy

dz


 =




xξ xη xζ

yξ yη yζ

zξ zη zζ







dξ

dη

dζ


 (2.13)

同様にして 


dξ

dη

dζ


 =




ξx ξy ξz

ηx ηy ηz

ζx ζy ζz







dx

dy

dz


 (2.14)

と表される. この２つの式から次の逆行列の関係が得られる.




xξ xη xζ

yξ yη yζ

zξ zη zζ


 =




ξx ξy ξz

ηx ηy ηz

ζx ζy ζz




−1

(2.15)

成分同士を比較することによりメトリック（metrics）の関係式は,

ξx = J(yηzζ − yζzη) ξy = J(zηxζ − zζxη) ξz = J(xηyζ − xζyη)

ηx = J(yζzξ − yξzζ) ηy = J(zζxξ − zξxζ) ηz = J(xζyξ − xξyζ)

ζx = J(yξzη − yηzξ) ζy = J(zξxη − zηxξ) ζz = J(xξyη − xηyξ)

(2.16)
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となる. ここで, J はヤコビアン（Jacobian）とよばれ,次式で与えられる.

J−1 = xξ(yηzζ − yζzη) + xη(yζzξ − yξzζ) + xζ(yξzη − yηzζ) (2.17)

ヤコビアンは 3次元の場合には計算空間のセル体積と物理空間のセル体積の比を表す.ま

た、メトリックは格子セルの各辺の射影を表す.

J ≡ ∂(ξ, η)

∂(z, r)
=

[計算面のセル体積]

[物理面のセル体積]
(2.18)

以上の関係式を用いて,一般座標 (ξ, η, ζ)における解ベクトル Q̂, 非粘性流束 Ê, F̂ , Ĝ 及び

粘性流束 Êv, F̂v, Ĝv は, chain rule に従い、次のようにして導かれる.例えば、x方向の流

束成分は,

∂E

∂x
= ξx

∂E

∂ξ
+ ηx

∂E

∂η
+ ζx

∂E

∂ζ
(2.19)

= J(
∂

∂ξ
(
ξxE

J
) + (

∂

∂η
(
ηxE

J
)) + (

∂

∂ζ
(
ζxE

J
)) (2.20)

= J [
∂

∂ξ
(J−1(ξxE)) +

∂

∂η
(J−1(ηxE))] +

∂

∂η
(J−1(ζxE))] (2.21)

のように変換される.全ての流束に同様の操作を施して,一般座標での解ベクトルおよび,

流束の形で求めると,

Q̂ = J−1Q (2.22)

Ê = J−1(ξxE + ξyF + ξzG), Êv = J−1(ξxEv + ξyFv + ξzGv) (2.23)

F̂ = J−1(ηxE + ηyF + ηzG), F̂v = J−1(ηxEv + ηyFv + ηzGv) (2.24)

Ĝ = J−1(ζxE + ζyF + ζzG), Ĝv = J−1(ζxEv + ζyFv + ζzGv) (2.25)

となる.このようにして、一般座標における保存形の Navier-Stokes 方程式は

∂Q̂

∂t
+

∂Ê

∂ξ
+

∂F̂

∂η
+

∂Ĝ

∂ζ
=

1

Re

{
∂Êv

∂ξ
+

∂F̂v

∂η
+

∂Ĝv

∂ζ

}
(2.26)

と表される. ここで, 一般座標における解ベクトル Q̂, 非粘性流束ベクトル Ê, F̂ , Ĝ及び粘

性流束ベクトル Êv, F̂v, Ĝv は具体的には以下のようになる.

Q̂ = J−1




ρ

ρu

ρv

ρw

e




(2.27)
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Ê = J−1




ρU

ρuU + ξxp

ρvU + ξyp

ρwU + ξzp

(e + p)U




, Êv = J−1




0

ξxτxx + ξyτxy + ξzτxz

ξxτyx + ξyτyy + ξzτzz

ξxτzx + ξyτzy + ξzτzz

ξxβx + ξyβy + ξzβz




(2.28)

F̂ = J−1




ρV

ρuV + ηxp

ρvV + ηyp

ρwV + ηzp

(e + p)V




, F̂v = J−1




0

ηxτxx + ηyτxy + ηzτxz

ηxτyx + ηyτyy + ηzτzz

ηxτzx + ηyτzy + ηzτzz

ηxβx + ηyβy + ηzβz




(2.29)

Ĝ = J−1




ρW

ρuW + ζxp

ρvW + ζyp

ρwW + ζzp

(e + p)W




, Ĝv = J−1




0

ζxτxx + ζyτxy + ζzτxz

ζxτyx + ζyτyy + ζzτzz

ζxτzx + ζyτzy + ζzτzz

ζxβx + ζyβy + ζzβz




(2.30)

τij, βi に含まれる x, y, z 微分（式 (2.8) 参照）は全て ξ, η, ζ 微分に変換して計算する. ま

た, U, V, W は反変速度（contravariant velocity）成分で, 次式で定義される.

U = ξxu + ξyv + ξzw

V = ηxu + ηyv + ηzw

W = ζxu + ζyv + ζzw

(2.31)

物理的に反変速度とはそれぞれ (ξ, η, ζ)のどちらかが一定の面に垂直な速度成分をさす.す

なわち、計算面における ξ, η, ζ方向の速度成分と考えてもよい. これらの方程式は (ξ, η, ζ)

が直交している必要はなく、どのような座標系にも有効である.実際には簡単化のため,計

算領域は長方形とし、その上に構築される格子間隔∆ξ, ∆η, ∆ζを１にとる.

以上により物理面と計算面の対応づけがなされた.物理面で定義された元の方程式と

の違いは方程式の中に変換によるmetricsや jacobianが新たに現れたことでこれらの値を

数値的に与える必要がある.

2.1.3 格子が変形および移動する時の一般座標変換

格子が変形及び移動する時は，その効果を一般座標変換に含めて考える．一般座標系

でのナビエ・ストークス方程式での変更点は反変速度成分が次のようになる.[41]

U = ξt + ξzu + ξyv + ξzw

V = ηt + ηzu + ηyv + ηzw

V = ζt + ζzu + ζyv + ζzw
(2.32)
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また,非粘性流速ベクトルは具体的に以下のようになる.エネルギー保存の式が変わる.

Ê = J−1




ρU

ρuU + ξxp

ρvU + ξyp

ρwU + ξzp

(e + p)U − ξtp




, F̂ = J−1




ρV

ρuV + ηxp

ρvV + ηyp

ρwV + ηzp

(e + p)V − ηtp




, Ĝ = J−1




ρW

ρuW + ζxp

ρvW + ζyp

ρwW + ζzp

(e + p)W − ζtp




(2.33)

ξt, ηt, ζtの評価は chain ruleによって以下の式で表せる.

ξt = − (xtξx + ytξy + ztξz)

ηt = − (xtηx + ytηy + ztηz)

ζt = − (xtζx + ytζy + ztζz)

(2.34)

保存量Qの時間微分はヤコビアンが時間的に変化するので以下のように書きかえる

∂Q̂

∂t
=

∂

∂t

(
1

J
Q

)
= f(Q̂) (2.35)

1

J

∂Q

∂t
=

(
f(Q̂) − Q

∂

∂t

(
1

J

))
(2.36)

ここで,ヤコビアンの時間微分 (体積の時間変化)の項を次のGeometric Conservation Law(GCL)

を使って求める. [42][43]

(
1

J

)

t
= −




(
ξt

J

)

ξ

+
(

ηt

J

)

η
+

(
ζt

J

)

ζ


 (2.37)

この式は,体積の時間変化は格子の表面積の時間変化が,一致しなければならないというこ

とからきているので,GCLと呼ばれている. この式は格子形状が変化する際に一様流を保

存するための条件でもある. この式を用いて,n+1ステップの格子の体積を,時間項を含ん

だ nステップのメトリックから評価すれば,一様流が保存される.

2.2 非圧縮性流体支配方程式

ここでは，低速，非圧縮流体解析に用いた非圧縮性流体の支配方程式について述べる．

非圧縮流体解析法には，圧力のポアソン方程式と同時に解く方法をはじめとして，

様々な方法が提案されている．その一つとして，擬似圧縮性法（pseudo-compressibility

method または artificial compressibility method）が 1968年にChorin[45]によって提案さ

れた．擬似圧縮性法は圧縮性流体方程式の特性を利用し，圧力と速度場を同時に求める方

法である．初めは定常な流れ場のみに用いられたが，Rogersら [46][47] によって，非定常
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な流れ場に拡張された．さらに，Turkel[48]によって，擬似圧縮の式を一般化し，前処理

法 (preconditioned method)も提案されている．最近では，前処理法を用いた研究が盛ん

に行われているが，計算効率を考え，最もシンプルな擬似圧縮法を用いた．

2.2.1 擬似圧縮性Navier-Stokes方程式

非圧縮性流れの基礎方程式はNavier-Stokes方程式であり，具体的には，運動方程式

と連続方程式である．

ρ
Du

Dt
= ρ

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z

)
= −∂p

∂x
+ µ

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

)
(2.38)

ρ
Dv

Dt
= ρ

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z

)
= −∂p

∂y
+ µ

(
∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2
+

∂2v

∂z2

)
(2.39)

ρ
Dw

Dt
= ρ

(
∂w

∂t
+ u

∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z

)
= −∂p

∂z
+ µ

(
∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
+

∂2w

∂z2

)
(2.40)

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0 (2.41)

ただしD/Dtは実質微分であり，ρ, u, v, w, pはそれぞれ密度，x方向，y方向，z方向速

度，圧力である．また，µは粘性係数である．はじめの 3式が運動方程式であり，左辺は

慣性力を，右辺第 1項が圧力勾配の寄与，第 2項が粘性力の寄与である．最後の連続の式

は，非圧縮の仮定から導かれる速度の拘束条件である．

運動方程式からは速度を求めることができるが，圧力を求めることができないため，

通常の非圧縮流体解析は，運動方程式と圧力のポアソン方程式を交互に解くのが一般的で

ある．しかし，本解析コードは，本大学研究室の圧縮性流体解析プログラムを活用するた

め，そのコードに”擬似圧縮性法”を組み込むことによって，非圧縮流体の問題を解いてい

る．擬似圧縮性法とよばれる方法は，連続方程式に擬似圧縮性項を加え，この式から新し

い時間の圧力 pを求めることができるようにしたものである．

圧縮性流れの連続方程式，

∂ρ

∂t
+

∂ρu

∂x
+

∂ρv

∂y
+

∂ρw

∂z
= 0 (2.42)

に等エントロピー流れの音速の式 c2 = dp/dρとし，密度変化が小さいとすると，

1

c2

∂p

∂t
+ ρ

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z

)
= 0 (2.43)

となる．これより次の擬似圧縮性法の基礎方程式が導かれる．

1

β

∂p

∂t
+

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0 (2.44)
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∂u

∂t
+

∂u2

∂x
+

∂uv

∂y
+

∂uw

∂z
= −1

ρ

∂p

∂x
+ ν

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

)
(2.45)

∂v

∂t
+

∂uv

∂x
+

∂v2

∂y
+

∂vw

∂z
= −1

ρ

∂p

∂y
+ ν

(
∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2
+

∂2v

∂z2

)
(2.46)

∂w

∂t
+

∂uw

∂x
+

∂vw

∂y
+

∂w2

∂z
= −1

ρ

∂p

∂z
+ ν

(
∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
+

∂2w

∂z2

)
(2.47)

ただし，β = ρc2は擬似圧縮性係数とよばれるものである．この方法は，時間発展法で定

常流れを求めるもので，式 (2.44)から圧力 p，式 (2.45)から式 (2.47)で速度 u, v, wが同時

に計算される．解が収束すれば ∂p/∂t = 0となるので，このようにして求められた解はも

との非圧縮性流れの方程式を完全に満足するものである．しかしながら収束に至る過程の

流れは物理的に意味のない仮想的なものである．[49]

ベクトル形で表示すれば，

∂Q

∂t
+

∂E

∂x
+

∂F

∂y
+

∂G

∂z
=

1

Re

{
∂Ev

∂x
+

∂Fv

∂y
+

∂Gv

∂z

}
(2.48)

ここでQは解ベクトル，E, F, Gはそれぞれ x方向，y方向，z方向への非粘性流束ベク

トル，Ev, Fv, Gvはそれぞれ x, y, z方向への粘性流束ベクトルである．それぞれの成分を

書き下すと，

Q =




p

u

v

w




, E =




βu

u2 + p

uv

uw




, F =




βv

vu

v2 + p

vw




, G =




βw

wu

wv

w2 + p




(2.49)

Ev =




0

τxx

τxy

τxz




, Fv =




0

τyx

τyy

τyz




, Gv =




0

τzx

τzy

τzz




(2.50)

となる．

また，粘性流束ベクトルの中の τijは次式のように計算できる．

τxx =
2

3
µ

(
2
∂u

∂x
− ∂v

∂y
− ∂w

∂z

)

τyy =
2

3
µ

(
2
∂v

∂y
− ∂w

∂z
− ∂u

∂x

)

τzz =
2

3
µ

(
2
∂w

∂z
− ∂u

∂x
− ∂v

∂y

)

τxy = τyx = µ

(
∂u

∂y
+

∂v

∂x

)
(2.51)
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τyz = τzy = µ

(
∂v

∂z
+

∂w

∂y

)

τzx = τxz = µ

(
∂w

∂x
+

∂u

∂z

)

ここで，長さ x, y, zは基準長さLで，速度成分 u, v, w，粘性係数 µはそれぞれ一様流での

値U∞, µ∞で，擬似圧縮性係数 βはそれぞれ ρ∞U2
∞で無次元化されている．また，圧力 p

は，(p− p∞)/ρ∞U2
∞の様に無次元化する．非圧縮性流体の場合は圧縮性流体に比べ，圧

力変化が小さいので，一様流圧力からの差を用いるのが一般的である．さらに，Reはレ

イノルズ数で，Re = ρ∞U∞L/µ∞で定義される無次元量である．

2.2.2 一般座標変換

節 2.1.2と同様にして，一般座標変換することができる．擬似圧縮流体方程式の一般

座標における保存形のNavier-Stokes方程式は，

∂Q̂

∂t
+

∂Ê

∂ξ
+

∂F̂

∂η
+

∂Ĝ

∂ζ
=

1

Re

{
∂Êv

∂ξ
+

∂F̂v

∂η
+

∂Ĝv

∂ζ

}
(2.52)

と表される．

ここで，一般座標における解ベクトル Q̂，非粘性流束ベクトル Ê, F̂ , Ĝ及び粘性流束

ベクトル Êv, F̂v, Ĝvは具体的には以下のようになる．

Q̂ = J−1




p

u

v

w




(2.53)

Ê = J−1




βU

uU + ξxp

vU + ξyp

wU + ξzp




, Êv = J−1




0

ξxτxx + ξyτxy + ξzτxz

ξxτyx + ξyτyy + ξzτyz

ξxτzx + ξyτzy + ξzτzz




(2.54)

F̂ = J−1




βV

uV + ηxp

vV + ηyp

wV + ηzp




, F̂v = J−1




0

ηxτxx + ηyτxy + ηzτxz

ηxτyx + ηyτyy + ηzτyz

ηxτzx + ηyτzy + ηzτzz




(2.55)

Ĝ = J−1




βW

uW + ζxp

vW + ζyp

wW + ζzp




, Ĝv = J−1




0

ζxτxx + ζyτxy + ζzτxz

ζxτyx + ζyτyy + ζzτyz

ζxτzx + ζyτzy + ζzτzz




(2.56)
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τijに含まれる x, y, z微分（式 (2.51)参照）は全て ξ, η, ζ微分に変換して計算する．また，

U, V,W は反変速度成分で，次式で定義される．

U = ξxu + ξyv + ξzw

V = ηxu + ηyv + ηzw

W = ζxu + ζyv + ζzw

(2.57)

また，格子が移動・変形する時は，節 2.1.3と同様であり，一般座標系でのナビエ・

ストークス方程式での変更点は反変速度成分が次のようになる.[41]

U = ξt + ξzu + ξyv + ξzw

V = ηt + ηzu + ηyv + ηzw

V = ζt + ζzu + ζyv + ζzw

(2.58)

また,非粘性流束ベクトルは具体的に以下のようになる.

Ê = J−1




β(U − ξt)

uU + ξxp

vU + ξyp

wU + ξzp




, F̂ = J−1




β(V − ηt)

uV + ηxp

vV + ηyp

wV + ηzp




, Ĝ = J−1




β(W − ζt)

uW + ζxp

vW + ζyp

wW + ζzp




(2.59)

擬似圧縮性法を用いた式は，ポアソン方程式を別に解く必要がなく，圧縮性流体方程式と

同じ様に解くことができる．その手法を次章に述べる．

2.3 平板支配方程式

2.3.1 大変形平板曲げ方程式

平板の大変形を扱う問題の場合，構造の支配方程式は von Karman方程式である．こ

れは，板の大たわみ理論の基礎方程式である [50]．本計算で扱うパネルフラッタ問題では，

たわみが板厚程度の大きさでリミットサイクル振動を起こす．このような問題に対して

は，微小変形理論ではなく板の面内応力と曲げ応力が連成する大たわみ理論を用いなけれ

ばならない．

ここで板は，等方性で一様な板厚を持ち，初期たわみのない完全な平面と仮定する．

板に垂直方向のたわみは板厚のオーダーで，接線方向のたわみは微小とする．板の長さに

比べ板厚は微小と考え，そのため変形に関して”中央面に垂直な直線上の点は，変形後も

変形した中央面の法線上にある (Kirchhoffの仮定)”が成立するとする．これらの仮定を用

いると，平板の大たわみ支配方程式は以下のようになる．

ρ
∂2w

∂t2
+ D

(
∂4w

∂x4
+ 2

∂4w

∂x2∂y2
+

∂4w

∂y4

)
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= p +

(
Nx

∂2w

∂x2
+ 2Nxy

∂2w

∂x∂y
+ Ny

∂2w

∂y2

)
(2.60)

∂Nx

∂x
+

∂Nxy

∂y
= 0,

∂Nxy

∂x
+

∂Ny

∂y
= 0 (2.61)

ただし，xy平面上に平板があり，z方向の変位をwとしている．Dは板の曲げ剛性で

D =
Eh3

12(1 − ν2)
(2.62)

ここで，ρは単位面積あたりの板の質量，wは板に垂直方向のたわみ，Eはヤング率，ν

はポアソン比，hは板の厚さ，pは板に加わる単位面積当たりの力を表す．Nx, Ny, Nxyは

合応力で，

Nx =
Eh

1 − ν2


∂u

∂x
+ ν

∂v

∂y
+

1

2

(
∂w

∂x

)2

+
ν

2

(
∂w

∂y

)2

 (2.63)

Ny =
Eh

1 − ν2


∂v

∂y
+ ν

∂u

∂x
+

1

2

(
∂w

∂y

)2

+
ν

2

(
∂w

∂x

)2

 (2.64)

Nxy =
1 − ν

2

Eh

1 − ν2

[
∂u

∂y
+

∂v

∂x
+

∂w

∂x

∂w

∂y

]
(2.65)

となる．式 (2.60)から式 (2.65)に次の無次元化を施す．

ŵ =
w

h
, û =

au

h2
, v̂ =

av

h2
, p̂ =

pa4

Eh4
, x̂ =

x

a
, ŷ =

y

a
, ρ̂ =

ρa4

Eh3T 2
, (2.66)

N̂x =
a2Nx

Eh3
, N̂xy =

a2Nxy

Eh3
, N̂y =

a2Ny

Eh3
, t̂ =

t

T
(2.67)

aはパネル長さ，T は代表時間である．すると，

12(1 − ν2)ρ̂
∂2ŵ

∂t̂2
+

∂4ŵ

∂x̂4
+ 2

∂4ŵ

∂x̂2∂ŷ2
+

∂4ŵ

∂ŷ4

= 12(1 − ν2)

[
p̂ + N̂x

∂2ŵ

∂x̂2
+ 2N̂xy

∂2ŵ

∂x̂∂ŷ
+ N̂y

∂2ŵ

∂ŷ2

]
(2.68)

∂N̂x

∂x̂
+

∂N̂xy

∂ŷ
= 0 (2.69)

∂N̂xy

∂x̂
+

∂N̂y

∂ŷ
= 0 (2.70)

N̂x =
1

1 − ν2


∂û

∂x̂
+ ν

∂v̂

∂ŷ
+

1

2

(
∂ŵ

∂x̂

)2

+
ν

2

(
∂ŵ

∂ŷ

)2

 (2.71)

N̂y =
1

1 − ν2


∂v̂

∂ŷ
+ ν

∂û

∂x̂
+

1

2

(
∂ŵ

∂ŷ

)2

+
ν

2

(
∂ŵ

∂x̂

)2

 (2.72)

N̂xy =
1

2(1 + ν)

[
∂û

∂ŷ
+

∂v̂

∂x̂
+

∂ŵ

∂x̂

∂ŵ

∂ŷ

]
(2.73)
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となる．

2.3.2 微小変形平板曲げ方程式

微小変形の場合，つまり変形が板厚に比べてずっと小さい場合，平板の方程式は，線

形の方程式になる．そして，面内荷重と曲げ問題に分離することができる．具体的に，解

くべき平板の曲げ方程式は，以下のようになる．

ρ
∂2w

∂t2
+ D

(
∂4w

∂x4
+ 2

∂4w

∂x2∂y2
+

∂4w

∂y4

)
= p (2.74)
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第3章 数値解析法の概要

3.1 格子形成法

本研究は計算対象が非常に単純な形状であるので，構造格子を用いている.構造格子

の利点は物体表面に沿った,かつ，物体表面から垂直方向に細かい格子が作成できること

であり、今回のように境界層の影響の大きい細部の流れの解析には有用である.物理面で

定義される計算領域を先の一般座標への変換により長方形の計算面に写像し,計算空間に

張られた等間隔格子上にて支配方程式を数値計算をする.そのために差分式が比較的簡潔

に記述され,汎用性を持つことも構造格子の特徴である。また，連成計算は，格子を移動

させることが必要なので，その移動が容易にできるという利点もある．

ここでは格子生成の概要を述べる. 生成法には数多くの方法があるが、ここでは、格

子を代数的な方法により求めている.それは代数法によれば、格子の制御が明確であり,か

つ短時間で結果が得られるという長所を考慮したからである.ただし、その過程には試行

錯誤的なパラメータの調整が必要である.そのステップは大きく二つに分けられる.

まずはじめに境界の線上に格子点を分布させる。このときに特に変動が大きい、ある

いは細かく見たい部分の格子幅を狭くとる.すなわち、不等間隔格子にする.また、格子点の

重なりがないようにしなくてはならない.これには, １次元補間関数 (Stretching Function)

による配置が論理的でかつ効率がよい.本研究ではVinokurによる補間関数を用いた [52]

[51].これは線分両端での格子幅がパラメータとして定義できる便利さがある.段差のある

形状にあわせてMulti-block的に格子を組んでいる.

次に境界上に配置した点のうち対応する２点を結ぶ線分上に点を置き,内部格子を定

める.これにより空間内にすきま無く格子点が配置される.ここでは Erikssonにより実用

化された Transfinite法 [51][53]参照を用いている.これは混合関数 (blending function)と

ベクトルをのばしていくやり方で,混合関数は目的に応じていろいろ考えられるが,今回は

曲線部がないので,単純な線形補間で混合関数を定義した. これら格子生成の詳しい式や

手順については文献 [51]を参照されたい.

また，本研究の格子作成については，形状が簡単なものに対しては，in-houseの格子生

成プログラムを用いたが，複雑なものに対しては，商用ソフトウェアである米国Pointwise
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社開発のGirdgenを用いた．Gridgenが用いている方法や手順も同じであるが，Graphical

User Interface(GUI)で操作することができ，格子を容易に作成できる．また，格子をス

ムージング，直交化する機能が充実している．

3.2 メトリックの評価について

一般座標を用いた場合,これら座標変換により生じた項を差分化のプロセスで計算す

る時に,メトリックの評価法によっては一様流が保存されない場合がある．そこで，本計

算では，文献 [44]を参考にし，以下の方法で評価することにした．

一般座標における各方向の面要素ベクトルは，メトリックを用いて次のように表現で

きる．

Sξ = J−1∇ξ =




ξx

ξy

ξz


 , Sη = J−1∇η =




ηx

ηy

ηz


 , Sζ = J−1∇ζ =




ζx

ζy

ζz


 , (3.1)

これらの面ベクトルは位置ベクトル ri,j,k = [xi,j,k, yi,j,k, zi,j,k]
t を用いて次の様に求めら

れる．
Sξ

i,j,k = 1
8
(ri,j+1,k+1 − ri,j−1,k−1)(ri,j−1,k+1 − ri,j+1,k−1)

Sη
i,j,k = 1

8
(ri+1,j,k+1 − ri−1,j,k−1)(ri+1,j,k−1 − ri−1,j,k+1)

Sζ
i,j,k = 1

8
(ri+1,j+1,k − ri−1,j−1,k)(ri−1,j+1,k − ri+1,j−1,k)

(3.2)

ヤコビアンはセルの体積であり，面ベクトルを用いて次式で計算される．

V1 = 1
12

(Sξ
i+1,j,k + Sξ

i+1,j,k)(ri+1,j+1,k+1 + ri,j,k)

V2 = 1
12

(Sη
i,j+1,k + Sη

i,j+1,k)(ri+1,j+1,k+1 + ri,j,k)

V3 = 1
12

(Sζ
i,j,k+1 + Sξ

i,j,k+1)(ri+1,j+1,k+1 + ri,j,k)

(3.3)

J−1 = V = V1 + V2 + V3 (3.4)

3.3 流体の計算法

圧力変動のような微小擾乱を含む流れ場の数値解析シミュレーションでは, 数値拡散

を抑えた高次精度での計算法が要求される. 格子点数を増やして格子間隔を狭くとる方法

もあるが、その場合にはメモリー使用量の増大,またCFL条件により時間刻みが大きくと

れないなどの欠点が生じる.理想的にはなるべく少ない格子点数を使ってメモリーを節約

し,時間刻みを大きくとり,かつ精度よく計算できるスキームが望ましい. また, 圧縮性流

では，衝撃波等の不連続面も計算できる方法が必要となる.
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ここでは, 本研究で用いた数値解法について説明する. 前章で述べたように，擬似圧

縮性法を用いて導いた式は，圧縮性流体解析法と同じように解くことができる．まず，圧

縮性流体の数値解析法を一通り説明する．そして，本章の最後に，非圧縮流体の解析法を

述べる．

3.3.1 空間の離散化

式 (2.26)，式 (2.52)における ξ 方向の移流項は次のように離散化される.

∂Ê

∂ξ
=

Ê∗
i+1/2,j,k − Ê∗

i−1/2,j,k

∆ξ
(3.5)

ここで,簡単のために ∆ξ = 1 とする. Ê∗
i+1/2,j,k は数値流束であって,セルの境界での解ベ

クトルから計算される.

Ê∗
i+1/2,j = Ê(QL

i+1/2,j,k, Q
R
i+1/2,j,k) (3.6)

QL
i+1/2,j,k, Q

R
i+1/2,j,k は２つのセル（(i, j, k)のセルと (i + 1, j, k)のセル）境界（ξ = ξi+1/2）

での左右における解ベクトルであり,一般には異なる値をもつ.

3.3.2 セル境界における解ベクトルの補間-MUSCL法

セル境界における解ベクトル（QL
i+1/2, Q

R
i+1/2）(図 3.1)を高次精度で近似する方法は

いくつか提案されている.重要なのは離散値Qiをもとに構成される補間多項式Q(x)に致

命的な振動を生じさせないことで,それにより解は安定となる.高次精度化の手法として，

例えば，MUSCL法 [54][55]，ENO法 [57][58][59]，ENO法を簡略化したKRC法 [62][61]，

WENO法 [63][64]などが挙げられる．流体音響計算では，WENO法を用いた 4次あるい

は 5次精度の補間法が通常用いられるが，本研究では，そこまでの精度を必要としない．

計算効率を考えて，3次精度のMUSCL法を採用した．

具体的には，以下の式を用いて，セル境界における解ベクトル（QL
i+1/2, Q

R
i+1/2）を内

挿により求める．

QL
i+1/2 = Qi +

1

4
[(1 − κ)δ− + (1 + κ)δ+]i

QR
i+1/2 = Qi+1 −

1

4
[(1 − κ)δ+ + (1 + κ)δ−]i+1 (3.7)

ここに，δ+,i = Qi+1 − Qi及び δ−,i = Qi − Qi−1である．さらに，制限関数を導入するこ

とで，解の単調性を維持することができる．実際に，van Albadaの制限関数 [56]を使用
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すると，

QL
i+1/2 = Qi +

s

4
[(1 − κs)δ− + (1 + κs)δ+]i

QR
i+1/2 = Qi+1 −

s

4
[(1 − κs)δ+ + (1 + κs)δ−]i+1 (3.8)

s =
2δ+δ− + ϵ

(δ+)2 + (δ−)2 + ϵ

(3.9)

と表せる．ここで，ϵは 0でない小さな数である．κ = 1/3で風上側にバイアスした 3次

精度，κ = −1で純粋な風上 2次精度になる．また，この内挿により，境界での物理量を

決定するのに際し，保存量（密度，運動量，全エネルギー）ではなく，基本量（密度，速

度，圧力）を用いた．経験上，全エネルギーよりも，圧力の方が変化が大きいので，それ

を内挿に用いることで，安定性が向上する．

i-1 i i+1 i+2

i+1/2i-1/2

Qi-1

Qi

Qi+1

Qi+2

QR

QL

Ei+1/2Ei-1/2

図 3.1: セル内の物理量分布と近似精度
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3.3.3 数値流束の計算法-Roeの近似Riemann解法

前節で示した補間法により,セル内の分布が求められた.その次のステップは, セル境

界での数値流束を求めることである. セル境界の両側における解ベクトル QL
i+1/2, Q

R
i+1/2

を用いて，Roeの方法により数値流束を決定する．左右で異なる解ベクトルをセル境界で

どう評価するかは，等価的に全てのセル境界においてRiemann問題を解くことに相当す

る (図 3.1)．

数値流束の求めかたとしては, Riemann問題の厳密解を用いるGodunov法，Roeの

近似Riemann解法 [66]に代表されるFlux Diffrence Splitting(FDS)と, Steger，Warming

の方法 [67]，Van Leerの方法 [68]に代表されるFlux Vector Splitting(FVS)の二つが一般

的である. また，Liouはそれとは異なるAUSM法 [69]を提案し，その後，AUSM法はさ

らに改良されて，AUSM+[69], AUSM-DV[65], SHUS[71], AUSM-up+[70] などが今まで

に開発されている．

本研究ではできるだけ数値粘性を抑えるためにRoeの方法により数値流束を求めた.

Roeの方法は，強い膨張波で現実には起こり得ない膨張衝撃波ができてしまったり，強い

衝撃波でカーバンクル現象が起きるとうような良くない面も持ち合わせているが，本計算

では，そのような現象が顕著に起こらなかったので，この方法を用いた．計算コストと，

精度を考えるとこのスキームは非常に良いものであり，現在よく使われているスキームの

一つである．

RoeのRiemann解法は線形分解によるもので，平均の値Qaveが左右の状態QLとQR

の非線形関数と定義され，それらは次の三つの条件を満たすものとする [44]．

1. F (QR) − F (QL) = A(QR, QL)(QR − QL) = Aave(Q
R − QL)

2. A(QR, QL)は実固有値と線形独立な固有ベクトルを持つ．

3. A(Q,Q) = A(Q)

ここで，F,Aは流束ベクトル，流束ベクトルのヤコビアンマトリックスである．そして，

具体的に ξ方向の数値流束は,

Ê∗
i+1/2 =

1

2
(Ê(QR

i+1/2 + Ê(QL
i+1/2)) −

1

2
|Aξ|i+1/2(Q

R
i+1/2 − QL

i+1/2) (3.10)

と表される.ここでAはヤコビアンマトリックスであり,

|Aξ|i+1/2 = (Rξ)1+1/2|Λξ|i+1/2(Lξ)i+1/2 (3.11)

により計算される．η，ζ方向についても添字 ξを η, ζと入れ換えるだけで,同様の式である.
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(Λξ)i+1/2 は固有値行列, (Rξ)i+1/2, (Lξ)i+1/2 はそれぞれセル境界における Roe 平均

に基づく右固有ベクトル行列（right eigenvector matrix）及び左固有ベクトル行列（left

eigenvector matrix）である. 固有値行列はそれぞれ波の伝播の特性速度を表し,その伝播

方向の正負が差分において重要となる.

また,

αi+1/2 = (Lξ)i+1/2(Q
R
i+1/2 − QL

i+1/2) (3.12)

はセル境界での物理量の跳びを表し,式 (3.10)の右辺最後の項はその跳び量に応じた数値

粘性を意味している.逆にいえば物理量の跳びが無い,解が滑らかに変化する所では余計な

数値粘性が付加されない.よってFDSは粘性の効果に注目する流れ場では優れた特性を示

す.固有値行列 (Λξ)i+1/2,および固有ベクトル行列 (Rξ)i+1/2, (Lξ)i+1/2 の式について以下の

節で説明する.

3.3.3.1 Roe平均

Λ, R, L を計算するのに使用する, Roe 平均された各物理量は, セル境界の左右の値か

ら次のように求められる.

ρave =
√

ρL
√

ρR

uave =

√
ρLuL +

√
ρRuR

√
ρL +

√
ρR

vave =

√
ρLvL +

√
ρRvR

√
ρL +

√
ρR

(3.13)

wave =

√
ρLwL +

√
ρRwR

√
ρL +

√
ρR

Have =

√
ρLHL +

√
ρRHR

√
ρL +

√
ρR

ただし，Hは総エンタルピーで

H =
γp

(γ − 1)ρ
+

u2

2
(3.14)

と定義される.また,音速 caveは

c2
ave = (γ − 1)(Have −

u2
ave

2
) (3.15)

により計算される.
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3.3.3.2 固有値行列Λ

ξ方向のみ示すが，η，ζ方向についても添字 ξを η, ζと入れ換えるだけで, 同様の式で

ある. 式 (2.32)の反変速度は，

U = ξt + ξxu + ξyv + ξzw (3.16)

と表すことができて，固有値は以下のようになる．

λ1 = U − c
√

ξ2
x + ξ2

y + ξ2
z

λ2 = U

λ3 = U

λ4 = U

λ5 = U + c
√

ξ2
x + ξ2

y + ξ2
z

(3.17)

これを用い，固有値行列Λξは，

(Λξ) =




λ1 0 0 0 0

0 λ2 0 0 0

0 0 λ3 0 0

0 0 0 λ4 0

0 0 0 0 λ5




(3.18)

と定義される．

また,セル境界でのメトリックは代数平均した値を用いる．例えば，(ξx)i+1/2 = ((ξx)i+

(ξx)i+1)/2である. そして，Roe平均した値を上式に代入すれば，(Λξ)i+1/2が求まる．

3.3.3.3 右固有行列R及び左固有行列 L

右固有行列R及び左固有行列Lは以下のものを用いて計算した．以下の行列のu, v, w, H, c

に，Roe平均によって求めた uave, vave, wave, Have, caveを代入して，セル境界での固有行

列，(Rξ)i+1/2, (Lξ)i+1/2を求める．

Rξ =




1 ξ̄y ξ̄z ξ̄x 1

u − ξ̄xc ξ̄yu + ξ̄zc ξ̄zu − ξ̄yc ξ̄xu u + ξ̄xc

v − ξ̄yc ξ̄yv ξ̄zv + ξ̄xc ξ̄xv − ξ̄zc v + ξ̄yc

w − ξ̄zc ξ̄yw − ξ̄xc ξ̄zw ξ̄xw + ξ̄yc w + ξ̄zc

H − cŪ ξ̄y
1
2
q2 + ξ̄zuc − ξ̄xwc ξ̄z

1
2
q2 − ξ̄yuc + ξ̄xvc ξ̄x

1
2
q2 − ξ̄zvc + ξ̄ywc H + cŪ




(3.19)

ただし，

ξ̄x =
ξx√

ξ2
x + ξ2

y + ξ2
z

, ξ̄y =
ξy√

ξ2
x + ξ2

y + ξ2
z

, ξ̄z =
ξz√

ξ2
x + ξ2

y + ξ2
z

, Ū =
U√

ξ2
x + ξ2

y + ξ2
z
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また，

Lξ =




1
2

(
b1 + Ū

c

)
−1

2

(
ξ̄x

c
+ b2u

)

ξ̄y(1 − b1) + 1
c
(ξ̄xw − ξ̄zu) ξ̄yb2u + 1

c
ξ̄z

ξ̄z(1 − b1) + 1
c
(ξ̄yu − ξ̄xv) ξ̄zb2u − 1

c
ξ̄y

ξ̄x(1 − b1) + 1
c
(ξ̄zv − ξ̄yw) ξ̄xb2u

1
2

(
b1 − Ū

c

)
1
2

(
ξ̄x

c
− b2u

)

−1
2

(
ξ̄y

c
+ b2v

)
−1

2

(
ξ̄z

c
+ b2w

)
1
2
b2

ξ̄yb2v ξ̄yb2w − 1
c
ξ̄x 　− ξ̄yb2

ξ̄zb2v + 1
c
ξ̄x ξ̄zb2w −ξ̄zb2

ξ̄zb2v − 1
c
ξ̄z ξ̄xb2w + 1

c
ξ̄y −ξ̄xb2

1
2

(
ξ̄y

c
− b2v

)
1
2

(
ξ̄z

c
− b2w

)
1
2
b2




(3.20)

ただし，

b1 =
q2

2

γ − 1

c2
, b2 =

γ − 1

c2
(3.21)

である．

この様な固有行列を手計算で求めることは，大変な作業である．しかし，今ではMath-

matica等の数学ソフトウェアを用いれば，容易に求めることができる．ただし，分母に 0

となる可能性のある変数がないように式変形する必要がある．

3.3.4 粘性項の評価

粘性流束 Êv, F̂v, Ĝvに含まれる ∂u/∂x等の微分は，2次精度の中心差分を用いて計算

した．

3.3.5 乱流モデル

圧縮性流体なので，Favre平均を用いる．Favre平均Navier-Stokes方程式は，以下の

様になる [74]．

∂ρ̄

∂t
+

∂ρ̄ũj

∂xj

= 0 (3.22)

∂ρ̄ũi

∂t
+

∂ρ̄ũiũj

∂xj

= − ∂p̄

∂xi

+
∂τ̃ij

∂xj

+
∂(−ρu′′

i u
′′
j )

∂xj

(3.23)

∂(ẽ + k)

∂t
+

∂(ẽ + p̄ + k)ũj

∂xj

= − ∂q̃j

∂xj

+
∂τ̃ijũi

∂xj

+
∂(−ρu′′

i u
′′
j )

∂xj

+
∂ρu′′

jh
′′

∂xj

+
∂τiju′′

i

∂xj

+
1

2

∂ρu′′
ju

′′
i u

′′
i

∂xj

(3.24)
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ここで，·̃はFavre平均，·̄はReynolds平均，kは乱流運動エネルギー 1/2 · ρu′′
i u

′′
i である．

f̄ = lim
T→∞

1

T

∫ T

0
fdt (3.25)

f̃ = lim
T→∞

1

T

1

ρ̄

∫ T

0
ρfdt =

ρf

ρ̄
(3.26)

Favre平均をすることで，非圧縮性 Navier-Stokes方程式で Reynolds平均をとった時と

似た形になる．式 (3.23)，式 (3.24)の ∂(−ρu′′
i u

′′
j )/∂xj はレイノルズ応力，式 (3.24)の

∂ρu′′
jh

′′/∂xj は熱の乱流輸送，∂τiju′′
i /∂xj，1/2 · ∂ρu′′

ju
′′
i u

′′
i /∂xj は乱流運動エネルギーの

分子拡散，乱流輸送である．レイノルズ応力は，Boussinesq近似に基づき，渦粘性係数µt

でモデル化される．

−ρu′′
i u

′′
j = 2µt

(
∂ũi

∂xj

+
∂ũj

∂xi

− 1

3
δij

∂ũk

∂xk

)
− 2

3
ρkδij (3.27)

また，熱の乱流輸送は，乱流プラントル数 Prtと µtでモデル化する．

ρu′′
jh

′′ = −κt
∂T̃

∂xj

= −Cpµt

Prt

∂T̃

∂xj

(3.28)

乱流プラントル数Prtは 0.9とした．また，本研究は代数モデルを使用するので，式 (3.24)，

式 (3.27)に含まれる乱流運動エネルギー k，その分子拡散，乱流輸送は無視する．超音速

までの速度域では，一般的に ρ̄k ≪ p̄, k ≪ h̃ なので，これらの効果は無視することがで

きる [74]．しかし，極超音速では考慮する必要がある．

以上のことから，乱流計算する場合には，粘性係数 µ，熱伝導率 κを以下のように変

更すれば良いことになる．

µ → µ + µt (3.29)

κ → κ + κt = Cp

(
µ

Pr
+

µt

Prt

)
(3.30)

一般的にフラッタ振動数は小さく，準定常的な流れ場であるので，簡単な代数モデル

を使用できる．本研究では，乱流計算をする際に，Baldwin-Lomaxモデル [72]を用いた．

付着した境界層については，このモデルでも問題ない [73][74]．

Baldwin-Lomaxモデルは，航空宇宙分野で非常に広く使われている．この方法の長

所として，境界層厚さを計算する必要がなく，乱流スケールを境界層内の渦度分布から計

算する．この乱流モデルを用いて，渦粘性係数 µtを決定した．以下に詳細を述べる．

まず，境界層を 2層（内層と外層）に分けて考える．

µt =

{
(µt)inner y ≤ ycrossover

(µt)outer y > ycrossover

(3.31)
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ここで，yは壁面からの距離で，ycrossoverは (µt)inner = (µt)outer となる最も近い壁からの

距離である．次式により (µt)inner が求まる．

(µt)inner = ρl2mix|ω| (3.32)

lmix = κy
[
1 − e−

y+

A+

]
(3.33)

y+ =
ρwτwy

µw

(3.34)

下添字 wは壁面での値を示す．式 (3.32)は混合距離理論と比較すると，速度勾配が渦度

になっているだけで，ほぼ同じ式の形である．また，式 (3.33)では，van Driestの減衰関

数を含む混合距離が使用されている．|ω|は渦度の大きさで，

|ω| =

√√√√
(

∂u

∂y
− ∂v

∂x

)
+

(
∂v

∂z
− ∂w

∂y

)
+

(
∂w

∂x
− ∂u

∂z

)
(3.35)

外層に関しては，

(µt)outer = αCcpρFwakeFKelb(y) (3.36)

となる．ここで，αはClauser定数，Ccpは付加定数である．また，Fwake, FKlebはそれぞ

れ以下の式で表される．

Fwake = min
[
ymaxFmax, CwkymaxU

2
diff/Fmax

]
(3.37)

FKleb =


1 + 5.5

(
CKleby

ymax

)6

 (3.38)

Fwakeは，境界層と後流の切り替えをする関数で，境界層のモデル ymaxFmax，後流のモデ

ル CwkymaxU
2
diff/Fmax を含む．また FKlebは，Klebanoffの間欠関数であり，境界層の端

付近で，乱流流れが間欠的に存在する効果を考慮している．Udif は，境界層の最大流速と

最小流速の差である．一般的に，最小流速は 0であるので，最大流速になる．また，Fmax

は，

Fmax =
1

κ

[
max

y
(lmix|ω|)

]
(3.39)

であり，ymaxは，Fmaxとなる yの値である．κはカルマン定数である．本研究で用いた

定数は以下の通りである．

A+ = 26, Ccp = 1.6, CKleb = 0.3,

Cwk = 0.25, κ = 0.40, α = 0.0168,
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3.3.6 時間積分

陽解法（explict method）は１ステップにかかる計算時間は少ないが，クーラン数の

制限が厳しい．そして，特に境界層が薄くなる高レイノルズ数流れでは計算量が非常に多

くなる．一方，陰解法（implicit method）は，１ステップの計算時間は増大するが，クー

ラン数が１を超える大きな時間刻み∆tがとれる

代表的な陽解法は，多段Runge-Kutta法 [76][75]である．また，陰解法には，Beam-

Warming法 [77]を始め，様々なものが提案されているが，代表的なものは，LU-SGS法

[78][79]，LU-ADI法 [80]，MFGS法 [84]である．ちなみに，LU-SGS法は非構造格子用に

も拡張されている [81][82][83]．

一般的に，構造の特性時間 Tsは流体の特性時間 Tf に比べ大きい．フラッタ振動数

を f，パネルあるいは翼弦長を L，流速を V とすると，特性時間はそれぞれ，Ts = 1/f，

Tf = L/V となり，無次元パラメーター St = fL/V = Tf/Tsは小さい．パネルフラッタ

では，St = 0.03 ∼ 0.1，デルタ翼フラッタでは，約 0.2である．よって，流体計算で時間

刻みを大きくとって，効率的に計算する必要がある．さらに，表面上の乱流境界層を解像

しようとすると，10−6L ∼ 10−5Lの最小格子幅が必要になり，陽解法で計算するのは，実

用的に不可能である．そこで，本研究では，陰解法のLU-SGS法を用いた．以下に，この

手法について述べる．

3.3.6.1 LU-SGS法

本研究では，LU-SGS法（Lower-Upper Symmetric-Gauss-Seidel method）[78][79]と

Dual Time Stepping法を組み合わせて時間発展させる．ここでは，その手法の説明をする．

式 (2.26)は,

∂Q̂

∂t
+

∂Ê

∂ξ
+

∂F̂

∂η
+

∂Ĝ

∂ζ
=

1

Re

{
∂Êv

∂ξ
+

∂F̂v

∂η
+

∂Ĝv

∂ζ

}
(3.40)

∂Q̂

∂t
+

∂

∂ξ

(
Ê − 1

Re
Êv

)
+

∂

∂η

(
F̂ − 1

Re
F̂v

)
+

∂

∂ζ

(
Ĝ − 1

Re
Ĝv

)
= 0 (3.41)

と変形できる．陰解法で非定常解を得るために，擬似時間 τ を導入すると，

∂Q̂

∂τ
+

∂Q̂

∂t
+

∂

∂ξ

(
Ê − 1

Re
Êv

)
+

∂

∂η

(
F̂ − 1

Re
F̂v

)
+

∂

∂ζ

(
Ĝ − 1

Re
Ĝv

)
= 0 (3.42)

∆τ を大きくとれるように，オイラー陰解法により離散化を行う．

Q̂m+1 − Q̂m

∆τ
+

[
∂Q̂

∂t
+

∂

∂ξ

(
Ê − 1

Re
Êv

)
+

∂

∂η

(
F̂ − 1

Re
F̂v

)
+

∂

∂ζ

(
Ĝ − 1

Re
Ĝv

)]m+1

= 0

(3.43)
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上添字mは擬似時間ステップを表す． E, F,Gに対して時間方向に線形化を施すと，

Êm+1 ≅ Êm +

(
∂Ê

∂Q̂

)m

(Q̂m+1 − Q̂m) = Êm + Âm∆Q̂m (3.44)

ここで，

Âm =

(
∂Ê

∂Q̂

)m

, ∆Q̂m = Q̂m+1 − Q̂m (3.45)

Âmは非粘性流束のヤコビアンである．同様に，

F̂m+1 ≅ F̂m + B̂m∆Q̂m, B̂m =

(
∂F̂

∂Q̂

)m

(3.46)

Ĝm+1 ≅ Ĝm + Ĉm∆Q̂m, Ĉm =

(
∂Ĝ

∂Q̂

)m

(3.47)

となる．以上の線形化を式 (3.43)に適用すると，∆形陰解法が次のように得られる．
[
I +

∂Â

∂ξ
+

∂B̂

∂η
+

∂Ĉ

∂ζ

]m

∆Q̂m

= −
[

∂

∂ξ

(
Ê − 1

Re
Êv

)
+

∂

∂η

(
F̂ − 1

Re
F̂v

)
+

∂

∂ζ

(
Ĝ − 1

Re
Ĝv

)]m

−
(

∂Q̂

∂t

)m+1

　(3.48)

ただし，

I =




1/∆τ 0 0 0 0

0 1/∆τ 0 0 0

0 0 1/∆τ 0 0

0 0 0 1/∆τ 0

0 0 0 0 1/∆τ




= diag[1/∆τ, 1/∆τ, 1/∆τ, 1/∆τ, 1/∆τ ]

(3.49)

式 (3.48)の右辺最後の項は，2次の後退差分を用いる．完全に収束した時に 2次精度にな

る．この手法は，フラッタ解析の様な時間精度を保ちつつ，時間刻みを大きくとりたい時

によく使われる方法である [43][22]．
(

∂Q̂

∂t

)m+1

=

[
1

J

∂Q

∂t
+ Q

∂

∂t

(
1

J

)]m+1

=
1

J

3Qm+1 − 4Qn + Qn−1

2∆t
+

[
Q

∂

∂t

(
1

J

)]m+1

　 (3.50)

=
1

J

3

2

∆Qm

∆t
+

1

J

3Qm − 4Qn + Qn−1

2∆t
+

[
Q

∂

∂t

(
1

J

)]m+1

≅ 1

J

3

2

∆Qm

∆t
+

1

J

3Qm − 4Qn + Qn−1

2∆t
+

[
Q

∂

∂t

(
1

J

)]m

=
3

2

∆Q̂m

∆t
+

3Q̂m − 4Q̂n + Q̂n−1

2∆t
+

[
Q

∂

∂t

(
1

J

)]m
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上添字 nは物理時間ステップを表す．ここで，ヤコビアンの時間微分（体積の変化率）を

以下のGeometric Conservation Law(GCL)[42]により求める．
(

1

J

)

t
= −




(
ξt

J

)

ξ

+
(

ηt

J

)

η
+

(
ζt

J

)

ζ


 (3.51)

式 (3.50)と式 (3.51)を式 (3.48)に代入して，最終的に以下の式を得る．
[
I ′ +

∂Â

∂ξ
+

∂B̂

∂η
+

∂Ĉ

∂ζ

]m

∆Q̂m

= −
[

∂

∂ξ

(
Ê − 1

Re
Êv

)
+

∂

∂η

(
F̂ − 1

Re
F̂v

)
+

∂

∂ζ

(
Ĝ − 1

Re
Ĝv

)]m

−3Q̂m − 4Q̂n + Q̂n−1

2∆t
+ Qm




(
ξt

J

)

ξ

+
(

ηt

J

)

η
+

(
ζt

J

)

ζ




m

≡ RHS　 (3.52)

ただし，

I ′ = diag
[

3

2∆t
+

1

∆τ
,

3

2∆t
+

1

∆τ
,

3

2∆t
+

1

∆τ
,

3

2∆t
+

1

∆τ
,

3

2∆t
+

1

∆τ

]
(3.53)

である．この式を LU-SGS法を用いて時間積分する．内部反復つまり擬似時間で収束し，

左辺の∆Q = 0となれば，RHS = 0となり，その解は n + 1ステップでの非定常解とな

る．まず，式 (3.52)の左辺を以下の様に 1次精度の風上化をする．
[
I ′ +

∂Â

∂ξ
+

∂B̂

∂η
+

∂Ĉ

∂ζ

]
∆Q̂

=
[
I ′ + (D−

ξ Â+ + D+
ξ Â−) + (D−

η B̂+ + D+
η B̂−) + (D−

ζ Ĉ+ + D+
ζ Ĉ−)

]
∆Q̂ (3.54)

ここで，D−，D−は後退差分オペレーター，前進差分オペレーターである．例えば，

D−
ξ Â+ =

Â+
i,j,k − Â+

i−1,j,k

∆ξ
, D+

ξ Â− =
Â−

i+1,j,k − Â−
i,j,k

∆ξ
(3.55)

となる．また，A+, A−は，それぞれ非負，非正の固有値を持つ流束ヤコビアン行列である．

A+ = RξΛ
+
ξ Lξ, A− = RξΛ

−
ξ Lξ (3.56)

B+, B−, C+, C−も同様である．そして，式 (3.54)は，以下のように分解できる．
[
I ′ +

∂Â

∂ξ
+

∂B̂

∂η
+

∂Ĉ

∂ζ

]
= L + D + U (3.57)

L = −
Â+

i−1,j,k

∆ξ
−

B̂+
i,j−1,k

∆η
−

Ĉ+
i,j,k−1

∆ζ
(3.58)

D = I +
Â+

i,j,k

∆ξ
−

Â−
i,j,k

∆ξ
+

B̂+
i,j,k

∆η
−

B̂−
i,j,k

∆η
+

Ĉ+
i,j,k

∆ζ
−

Ĉ−
i,j,k

∆ζ
(3.59)

U =
Â−

i+1,j,k

∆ξ
+

B̂−
i,j+1,k

∆η
+

Ĉ−
i,j,k+1

∆ζ
(3.60)
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ここで，L,U,Dは，下三角行列，上三角行列，対角行列である．さらに，近似的 LDU分

解を用いる．
[
I ′ +

∂Â

∂ξ
+

∂B̂

∂η
+

∂Ĉ

∂ζ

]
= L + D + U ≈ (L + D)D−1(D + U) (3.61)

L + D = I ′ + D−
ξ Â+ + D−

η B̂+ + D−
ξ Ĉ+ − Â− − B̂− − Ĉ− (3.62)

D = I ′ + Â+ − Â− + B̂+ − B̂− + Ĉ+ − Ĉ− (3.63)

D + U = I ′ + D+
ξ Â− + D+

η B̂− + D+
ξ Ĉ− + Â+ + B̂+ + Ĉ+ (3.64)

ここでは，∆ξ, ∆η, ∆ζを 1としている．また，全ての添え字が i, j, kであるため，省略し

た．近似的 LDU分解を用いて，3段階で解くことができる．具体的には，

(L + D)∆Q̂∗ = RHS (3.65)

D−1∆Q̂∗∗ = ∆Q̂∗ (3.66)

(D + U)∆Q̂ = Q̂∗∗ (3.67)

それぞれの式を書き下すと，

D∆Q̂∗
i,j,k = RHS + (Â+∆Q)i−1,j,k + (B̂+∆Q)i,j−1,k + (Ĉ+∆Q)i,j,k−1 (3.68)

D−1∆Q̂∗∗
i,j,k = ∆Q̂∗

i,j,k (3.69)

D∆Q̂i,j,k = ∆Q̂∗∗
i,j,k − (Â−∆Q)i+1,j,k − (B̂−∆Q)i,j+1,k − (Ĉ−∆Q)i,j,k+1 (3.70)

これらは，以下の様に 2段階にすることができる．

∆Q̂∗
i,j,k = D−1

(
RHS + (Â+∆Q)i−1,j,k + (B̂+∆Q)i,j−1,k + (Ĉ+∆Q)i,j,k−1

)

: forwardsweep (3.71)

∆Q̂i,j,k = ∆Q̂∗
i,j,k − D−1

(
(Â−∆Q)i+1,j,k + (B̂−∆Q)i,j+1,k + (Ĉ−∆Q)i,j,k+1

)

: backwardsweep (3.72)

ここで，以下のように流束ヤコビアン行列を近似する [78]．

Â± ≅ 1

2
(Â ± ρ̃(Â)I)　 (3.73)

Iは単位行列である．ただし，

ρ̃(Â) = σ max
[
|λ(Â)|

]
= σ

[
|U | + c

√
ξ2
x + ξ2

y + ξ2
z

]
(3.74)

34



であり，λ(Â)は Âの固有値であり，ρ̃(Â)は，行列Aのスペクトル半径その絶対値の最大

値である．また，σは 1以上の定数であり，本計算では σ = 1.01を用いた．B̂±, Ĉ±に対

しても同様である．式 (3.73)の近似を用いると，

D =
[
I ′ + Â+

i,j,k − Â−
i,j,k + B̂+

i,j,k − B̂−
i,j,k + Ĉ+

i,j,k − Ĉ−
i,j,k

]
= I ′ + (ρ̃(Â) + ρ̃(B̂) + ρ̃(Ĉ))I

(3.75)

となり，対角行列になる．行列反転は割り算になり，演算量が格段に減る．さらに，以下

の様に変形すると，全く行列演算のない陰解法がつくられる．(Matrix-free LU-SGS)

Â±∆Q̂ ≈ (Â ± ρ̃I)∆Q̂ (3.76)

= Â∆Q̂ ± ρ̃∆Q̂ (3.77)

= ∆Ê ± ρ̃∆Q̂　 (3.78)

=
[
Ê(Q + ∆Q) − Ê(Q)

]
± ρ̃∆Q̂　 (3.79)

そして，これまで流束ヤコビアンは非粘性流束のみを考慮していたが，近似的な粘性

流束の効果を固有値の最大値 ρ̃に加える [85]．例えば，ξ方向は以下の式で表される．

(ρv)ξ =
2µ(ξ2

x + ξ2
y + ξ2

z )

Re ρ∆ξ
(3.80)

乱流計算の時は，µではなく，乱流渦粘性である µtを代わりに用いる．乱流粘性は分子

粘性に比べずっと大きく，その効果も大きい．この項を加えないと，収束が遅くなったり

収束しなくなる．特に，フラッタ計算の様な非定常問題では，収束が遅れると，時間遅れ

の力が働き，フラッタが起きやすくなる．

3.3.7 境界条件

3.3.7.1 壁面条件（静止している場合）

Euler計算の場合は，壁に垂直方向に流入が無いように壁上の流速を決定する．

−→
Vw · −→n = 0 (3.81)

−→
Vwは流速ベクトル，−→n は壁面から垂直に伸びるベクトルである．

Navier-Stokes計算の場合は，壁面上で滑べり無し (no slip)条件とした.

[uw, vw, ww] = [0, 0, 0] (3.82)

35



温度に関しては断熱条件 (ηは壁に垂直方向で)

∂T

∂η
= 0 (3.83)

より,これを２次精度の片側差分で近似して

Tw =
4

3
Tw−1 −

1

3
Tw−2 (3.84)

となる.圧力に関しても壁に垂直方向 (今は η方向)への変化が無いとして,

∂P

∂η
= 0 (3.85)

Pw =
4

3
Pw−1 −

1

3
Pw−2 (3.86)

密度はこれらと状態方程式より,

ρw =
Pw

γM2
∞

Tw (3.87)

のように決定される.

3.3.7.2 壁面条件（移動している場合）

境界条件にすべり無し条件と,さらに物体が加速度運動をしたときの流体に与える力

を考慮する. 計算するときの,実用的な問題として,この効果を外力として与えるのは難し

い. よって,モデル化した式が必要となる. 2次元に対しては現在までに,一般座標系に対

しての式が提案されている [86][87]が, 3次元のものは調べた限りでは,詳細に述べられた

文献はない．ここでは,簡単に今回採用した境界条件 [88][22]を導く.

検査体積が速度Wsで移動する場合,連続の式と運動量の式は積分の形で以下のよう

にかける.

−
∮

S
ρ

(
V⃗ − W⃗s

)
· d⃗S =

∂

∂t

∮

V
ρdV (3.88)

∮

S

(
ρ

(
V⃗ − W⃗s

)
· d⃗S

)
V⃗ +

∮

V

∂
(
ρV⃗

)

∂t
dV = −

∮

S
pd⃗S (3.89)

ここで,境界上では

V⃗ = W⃗s (3.90)

となるので,これを式 (3.88)と式 (3.89)に代入すると,

−ρ
∂W⃗s

∂t
= grad p (3.91)

36



となる.実際,計算で使うときには以下のような形で使う.

∂p

∂n
= −ρa⃗ · n⃗ (3.92)

ここで,n⃗は表面から垂直方向に伸びるベクトルである. この境界条件を用いて,表面の圧

力を決めることによって, 構造の加速度が流体に作用する力を考慮できる.

3.3.7.3 流入および流出条件

流入と流出の取り扱いは，その流れが，超音速なのか，亜音速かによってかわる．つ

まり，特性の理論を考えれば，超音速の場合は全ての特性波が流れ方向にでて，流れとは

逆方向に出ていないのに対し，亜音速の場合は，流れ方向にも，その逆方向にも出る．

本解析では，超音速に限定しているので，流入は全ての保存量を流入境界で与える．

逆に，流出は全ての保存量を 0次外挿する．流出境界において，境界層は亜音速であるが，

その部分も 0次外挿している．

3.3.8 非圧縮性流体解析

擬似圧縮性法を用いれば，圧縮性流体とほぼ同じように解くことができる．実際に，

使用したスキームは同じであり，非粘性項に，MUSCL法，Roeの方法，粘性項に 2次中

心差分，時間積分に LU-SGS法である．ここでは，変更点のみを述べる．

3.3.8.1 数値流束計算法

非圧縮の場合でも，同様にRoeの近似リーマン解法を用いる．

Ê∗
i+1/2 =

1

2
(Ê(QR

i+1/2 + Ê(QL
i+1/2)) −

1

2
|Aξ|i+1/2(Q

R
i+1/2 − QL

i+1/2) (3.93)

ここで，固有ベクトル，固有値を求める際には，以下の値を用いる．

pave =
pL + pR

2
(3.94)

uave =
uL + uR

2
(3.95)

vave =
vL + vR

2
(3.96)

wave =
wL + wR

2
(3.97)

例えば ξ方向では，反変速度 U は以下のようになる．

U = ξt + ξxu + ξyv + ξzw (3.98)
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そして，固有値は以下のようになる．

λ1 = U + ξt (3.99)

λ2 = U + ξt (3.100)

λ3 = U +
ξt

2
+ c (3.101)

λ4 = U +
ξt

2
+ c (3.102)

また，cは擬似音速と呼ばれるもので次のように定義される．

c =

√

(U +
ξt

2
)2 + β(ξx

2 + ξy
2 + ξz

2) (3.103)

3.3.8.2 時間積分法

圧縮性同様に LU-SGS法を用いる．ただし，解くべき方程式は以下の様になる．
[
I ′ +

∂Â

∂ξ
+

∂B̂

∂η
+

∂Ĉ

∂ζ

]m

∆Q̂m

= −
[

∂

∂ξ

(
Ê − 1

Re
Êv

)
+

∂

∂η

(
F̂ − 1

Re
F̂v

)
+

∂

∂ζ

(
Ĝ − 1

Re
Ĝv

)]m

−3Ĥm − 4Ĥn + Ĥn−1

2∆t
+ Hm




(
ξt

J

)

ξ

+
(

ηt

J

)

η
+

(
ζt

J

)

ζ




m

≡ RHS　 (3.104)

ここでQ,Hは，

Q = J−1




p

u

v

w




, H = J−1




0

u

v

w




(3.105)

である．また，流束ヤコビアンを以下のように近似する．

Â± ≅ 1

2
(Â ± ρ̃(Â)I)　 (3.106)

Iは単位行列である．ただし，

ρ̃(Â) = σ max
[
|λ(Â)|

]
= σ




∣∣∣∣∣U +
ξt

2

∣∣∣∣∣ +

√

(U +
ξt

2
)2 + β(ξx

2 + ξy
2 + ξz

2)　


 (3.107)

である．

3.3.8.3 境界条件

流入境界では，流速を固定し，圧力を内側から外挿した．一方，流出境界では，圧力

を固定し，流速を内側から外挿した．
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3.4 並列計算

本研究では，計算時間のかかる問題に対し，本大学研究室で構築したPCクラスタを

使用し，並列計算を行った．使用した PCクラスタの概要は以下の通りである．

表 3.1: PCクラスタの諸元
CPU Pentium D (3.0GHz)及びCore 2 Duo(2.4GHz)

メモリ 2.0GB(DDR2 533及び 677)

転送方法 Gigabit ethernet

総CPU数　 22(44コア）
OS CentOS Linux (X86-64bit用)

PentiumDやCore 2 Duoといった最新のプロセッサを使用しており，Intel Extended Mem-

ory 64 Technology(EM64T)を用いた 64ビット環境である．また，それぞれ，1CPUに 2

コア搭載したデュアルコアプロセッサである．

プログラムは Fortranで書かれており，Intel Fortran Compiler(Ver. 9.1)でコンパ

イルした．また，並列計算プログラムはフリーのMPIライブラリーであるMPICH(Ver.

1.2.7)を使用した．本計算プログラムを本PCクラスタで 4CPU(8コア)で計算した時，名

古屋大学所有の大型計算機 (HPC2500)を 8CPU使用した計算に比べて約 1.2倍速く計算

できることを確認している．ちなみに，JAXA所有の大型計算機 (CeNSS)より約 4倍速

い．メモリが多く必要になる問題には向いてないが，本大学研究室で通常計算する規模の

流体解析では十分な性能である．約 1000万点用いた流体計算を 8CPU(16コア)用いて計

算できることを確認している．

並列計算する際には，領域を等分割して，それぞれを各CPUに振り分ける．本計算

では，3次精度MUSCL法を使用しているので，分割された境界で値Qを 2つずつ転送し

た (図 3.2参照)．Block1，Block2を分割された領域とする．Block1からは，Qn−1, Qnを

転送し，Q−1, Q0に格納する．同様に，Block2からは，Q1, Q2を転送し，Qn+1, Qn+2に

格納する．そして，Block1で流束 Fn+1/2を求めるために必要なQR
n+1/2を決定する際に，

Qn, Qn+1, Qn+2を使用する．そのため，境界で 2つのQを転送する必要がある．

また，並列計算用の陰解法には様々な方法が提案されているが，今回用いた方法は，

DP-LUR法 [89][90]と同様の方法を用いた．ちなみに，嶋 [91]は，MFGS法を使用した並

列計算を提案している．その方法は，境界のみでデータをやり取りするという点で類似し

ている．
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Block 1

Block 2

QnQn-1 Qn+1 Qn+2

Q-1 Q0 Q1 Q2

Fn+1/2=F(Q
L
, Q

R
)

図 3.2: 分割された領域間での転送

Block 1

Block 2

RHSn RHSn+1

RHS0 RHS1

図 3.3: 分割された領域間での転送 (LU-SGS)

式 (3.72)において，境界上では∆Q = 0とする．しかし，分割境界で∆Q = 0としてし

まうと，境界上で収束が遅くなる．そこで，式 (3.52)の右辺RHSだけをスイープの前に境

界でやり取りする (図 3.3参照)．Block1からBlock2にRHSを転送し，∆Q∗
0 = RHS0/D

とする．流体構造連成計算する時には，構造計算は流体計算に比べほとんど時間がかから

ないため，流体計算だけを並列計算している．

3.5 構造の計算法（大変形平板曲げ方程式）

大変形非線形方程式に対しては，本節で述べる有限差分法により解く．一方，微小変

形線形方程式は有限要素法を用いた．これは，次節に述べる．

3.5.1 空間の離散化

式 (2.68)から式 (2.70)を有限差分法により数値的に解く [92]．式 (2.71)から式 (2.73)

を式 (2.69)と式 (2.70)に代入すると，
[
∂2û

∂x̂2
+ ν

∂2v̂

∂x̂∂ŷ
+

∂ŵ

∂x̂

∂2w

∂x2
+ ν

∂ŵ

∂ŷ

∂2ŵ

∂x̂∂ŷ

]
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+
1 − ν

2

[
∂2û

∂ŷ2
+

∂2v̂

∂x̂∂ŷ
+

∂ŵ

∂x̂

∂2ŵ

∂ŷ2
+

∂ŵ

∂ŷ

∂2ŵ

∂x̂∂ŷ

]
= 0 (3.108)

[
∂2v̂

∂ŷ2
+ ν

∂2û

∂x̂∂ŷ
+

∂ŵ

∂ŷ

∂2ŵ

∂ŷ2
+ ν

∂ŵ

∂x̂

∂2ŵ

∂x̂∂ŷ

]

+
1 − ν

2

[
∂2v̂

∂x̂2
+

∂2û

∂x̂∂ŷ
+

∂ŵ

∂ŷ

∂2ŵ

∂x̂2
+

∂ŵ

∂x̂

∂2ŵ

∂x̂∂ŷ

]
= 0 (3.109)

式 (2.68)，式 (3.108)，式 (3.109)の空間微分を全て 2次精度中心差分で離散化する．

12(1 − ν2)ρ̂
∂2ŵ

∂t̂2
+

δ4
xŵ

(∆x̂)4
+ 2

δ4
xyŵ

(∆x̂)2(∆ŷ)2
+

δ4
yŵ

(∆ŷ)4

= 12(1 − ν2)

[
p̂ + N̂x

δ2
xŵ

(∆x̂)2
+ 2N̂xy

δ2
xyŵ

∆x̂∆ŷ
+ N̂y

δ2
yŵ

(∆ŷ)2

]
(3.110)

[
δ2
xû

(∆x̂)2
+ ν

δ2
xyv̂

∆x̂∆ŷ
+

δxŵ

∆x̂

δ2
xw

(∆x)2
+ ν

δyŵ

∆ŷ

δ2
xyŵ

∆x̂∆ŷ

]

+
1 − ν

2

[
δ2
yû

(∆ŷ)2
+

δ2
xyv̂

∆x̂∆ŷ
+

δxŵ

∆x̂

δ2
yŵ

(δŷ)2
+

δyŵ

∆ŷ

δ2
xyŵ

∆x̂∆ŷ

]
= 0 (3.111)

[
δ2
y v̂

(∆ŷ)2
+ ν

δ2
xyû

∆x̂∆ŷ
+

δyŵ

∆ŷ

δ2
yŵ

(∆ŷ)2
+ ν

δxŵ

∆x̂

δ2
xyŵ

∆x̂∆ŷ

]

+
1 − ν

2

[
δ2
xv̂

(∆x̂)2
+

δ2
xyû

∆x̂∆ŷ
+

δyŵ

∆ŷ

δ2
xŵ

(∆x̂)2
+

δxŵ

∆x̂

δ2
xyŵ

∆x̂∆ŷ

]
= 0 (3.112)

δは中心差分のオペレータを表す．つまり，格子点 (i, j)でのwの 2次精度 1次中心差分は，

δxwi,j =
1

2
(wi+1,j − wi−1,j) (3.113)

δywi,j =
1

2
(wi,j+1 − wi,j+1) (3.114)

同様に 2次精度 2次中心差分は，

δ2
xwi,j = wi+1,j − 2wi,j + wi−1,j (3.115)

δ2
ywi,j = wi,j+1 − 2wi,j + wi,j−1 (3.116)

δ2
xywi,j =

1

4
(wi+1,j+1 − wi−1,j+1 + wi−1,j−1 − wi+1,j−1) (3.117)

2次精度 4次中心差分は，

δ4
xwi,j = wi+2,j − 4wi+1,j + 6wi,j − 4wi−1,j + wi−2,j (3.118)

δ4
ywi,j = wi,j+2 − 4wi,j+1 + 6wi,j − 4wi,j−1 + wi,j−2 (3.119)

δ2
xywi,j = 4wi,j − 2(wi+1,j + wi,j+1 + wi−1,j + wi,j−1)

+wi+1,j+1 + wi−1,j+1 + wi−1,j−1 + wi+1,j−1 (3.120)
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u, vの差分もこれと同様である．ここでは，正方形格子∆x = ∆y = ∆l を考え，x方向

にm + 1点，y方向に n + 1点で等間隔に離散化する．このようにして得られた差分式は，

繰り返し計算により解かれる．

式 (3.110)においてwに関する項を左辺にまとめ，全格子点についての式を行列形式

で示せば，

∂2

∂t2

[
12(1 − ν2)(∆l)4ρ[I]{w}

]
+ [B(Nx, Ny, Nxy)]{w} = 12(1 − ν2)(∆l)4[I]{p} (3.121)

となる．[I]は単位行列，[B(Nx, Ny, Nxy)]はN × N 行列，{w}, {p}はN × 1の行列で，

{w} = [w0,0 · · · wi,j · · · wm,n]T (3.122)

{p} = [p0,0 · · · pi,j · · · pm,n]T (3.123)

また，式 (3.111)について，u, vに関する項を左辺に，wに関する項を右辺にまとめ，全

格子点を考えると行列形式で以下のように書ける．

[A1]{uv} = {k1(w)} (3.124)

N = m× nとすると，[A1]はN × 2N の行列，{uv}, {k1(w)}はN + 1の行列である．た

だし，

{uv} = [u0,0 · · · ui,j · · · um,n v0,0 · · · vi,j · · · vm,n]T (3.125)

同様にして，式 (3.112)も行列形式で以下のようになる．

[A2]{uv} = {k2(w)} (3.126)

式 (3.124)と式 (3.126)は次のようにまとめられる．

[A]{uv} = {k(w)} (3.127)

ただし，

[A] =

[
A1

A2

]
, {k(w)} =

{
k1(w)

k2(w)

}
(3.128)

この時，[A]は 2N ×2Nの行列，{k(w)}は 2N×1の行列である．式 (3.121)及び式 (3.127)

の 2組の連立方程式が解くべき方程式である．

式 (3.121)を解く時には，Nx, Ny, Nxyを既知として扱い wについて解く．（これは線

形問題を解くことに相当する．ちなみに，計算開始時には 0とする．）そして，得られた
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wを既知として式 (3.127)を u, vについて解く．得られた u, vからNx, Ny, Nxyを求めるに

は，式 (2.71)から式 (2.73)を中心差分で評価し，

(Nx)i,j =
1

2(1 − ν2)∆l
[(ui+1,j − ui−1,j) + ν(vi,j+1 − vi,j−1)

+
1

4∆l
(wi+1,j − wi−1,j)

2 +
ν

4∆l
(wi,j+1 − wi,j−1)

2
]

(3.129)

(Ny)i,j =
1

2(1 − ν2)∆l
[(vi,j+1 − vi,j−1) + ν(ui+1,j − ui−1,j)

+
1

4∆l
(wi,j+1 − wi,j−1)

2 +
ν

4∆l
(wi+1,j − wi−1,j)

2
]

(3.130)

(Nxy)i,j =
1

2(1 − ν2)∆l
[(ui,j+1 − ui,j−1) + ν(vi+1,j − vi−1,j)

+
1

4∆l
(wi,j+1 − wi,j−1)

2 +
ν

4∆l
(wi+1,j − wi−1,j)

2
]

(3.131)

(3.132)

により求める．得られたNx, Ny, NxyをB[Nx, Ny, Nxy]に代入し，再び式 (3.121)を解き始

める．この一連の計算を繰り返し，解が許容誤差まで収束すると非線形解が得られる．式

(3.127)の連立方程式の計算において [A]行列の反転をする必要がある．本計算では行列

反転に Intel Math Kernel Libraryの LU分解法を用いた．

3.5.2 時間積分

時間積分には線形加速度法の延長である陰解法のNewmarkβ法を用いた [93]．Newmarkβ

法では以下の式を用いる．

wt+∆t = wt + ∆tẇt +
[(

1

2
− β

)
ẅt + βẅt+∆t

]
∆t2 (3.133)

ẇt+∆t = ẇt +
ẅt + ẅt+∆t

2
∆t (3.134)

ただし，0 ≤ β ≤ 1/2である．本研究では β = 1/4を採用する．このとき，時間 2次精度，

無条件安定のスキームとなる．これは時刻 tから t + ∆tまで平均的な加速度で一定に加

速したことになる．これと組み合わせると式 (3.121)は次のように整理できる．

[M ]{ẅ}t+∆t + [B(Nx, Ny, Nxy)]{w}t+δt = {P}t+δt (3.135)

ただし，

[M ] = 12(1 − ν2)(∆l)4ρ[I]{w} (3.136)

{P} = 12(1 − ν2)(∆l)4{p} (3.137)
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である．式 (3.133)と式 (3.134)を式 (3.135)に代入して，{ẅ}について解くと，
[
[M ] +

(δt)2

4
[B]

]
{ẅ}t+∆t = {P}t+∆t − [B(Nx, Ny, Nxy)]

[
{w}t + ∆t{ẇ}t +

(∆t)2

4
{ẅ}t

]

(3.138)

式 (3.133)，式 (3.134)，式 (3.138)から時刻 t + ∆tでの板の変位，速度，加速度が得られ

る．また式 (3.138)の行列反転には，Intel Math Kernel Libraryの LU分解法を用いた．

3.6 構造の計算法（線形平板曲げ方程式）

本節では，線形の板曲げ方程式を有限要素法を用いて解く方法を述べる．

3.6.1 有限要素法

有限要素法は構造の分野で確立されており, 研究, 企業の製品開発等で広く用いられ

ている. 構造解析には，MSC/NASTRAN等の多くの商用ソフトウェアが存在し，精度や

機能も十分である．しかし，本研究では，流体構造連成させるため，解析に必要な板曲げ

要素，平面シェル要素を作成した．そして，効率的に解くために，モード分解し，低次の

モードのみ使用した．以下に，それぞれの要素の概要，モード分解について述べる．

3.6.2 板曲げ要素

板曲げ要素は，長方形及び三角形の非適合要素を用いた．具体的には，以下の様にな

る．これらの要素を作成するにあたって，文献 [94]-[98]を参考にした．

3.6.2.1 長方形要素

本研究で用いた要素は，ACM非適合長方形要素と呼ばれる，Adini, Clough, Melosh

による 12自由度の非適合長方形要素である．この要素は，辺に沿っての法線方向微分 ∂w
∂n

は 3次多項式になってしまい，一般的には要素間で不連続になる．モーメントやたわみの

近似精度は良好であり，非適合要素ではあるが，収束は証明されているものである．以下，

この要素についての説明を述べる．この有限要素法は変分法に基づいて計算されている.

図 3.4にあるような，要素の座標系で考えることにする．番号 1から 4は節点の番号であ

る．各節点で，(w, ∂w/∂y, ∂w/∂x)という３つの値をもつ．1要素につき 4節点存在し，1

要素に対しては 12個の値を持つことになる，そして，要素内変位を以下の関数を用いて
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図 3.4: 要素の座標系

近似する．

w(x, y) =
(
1, x, y, x2, xy, y2, x3, x2y, xy2, y3, x3y, xy3

)
×




α1

α2

. . .

α12




(3.139)

これを次のように定義する．

w(x, y) = [H(x, y)] · {α} (3.140)

H(x, y)は要素内を近似する関数で，{α}は一般化変位である．そして，変位ベクトルを
以下の様に定義する．

{U} =




u1

u2

u3

u4




, ui =




wi
∂w
∂y i
∂w
∂x i


 , (i = 1 ∼ 4) (3.141)

さらに，

{U} = [C]{α} (3.142)

とすると，[C]マトリックスは以下の様になる．

[C] =




c1

c2

c3

c4




, ci =




H(x, y)
∂H(x,y)

∂y
∂H(x,y)

∂x


 , (i = 1 ∼ 4) (3.143)

具体的に，

ci =




1 xi yi x2
i xiyi y2

i x3
i x2

i yi xiy
2
i y3

i x3
i yi xiy

3
i

0 0 1 0 xi 2yi 0 x2
i 2xiyi 3y2

i x3
i 3xiy

2
i

0 1 0 2xi yi 0 3x2
i 2xiyi y2

i 0 3x2
i yi y3

i


 (3.144)
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である．そして，形状マトリックス [N ]は以下の様に導くことができる．

{α} = [C]−1{U} (3.145)

w = [H(x, y)]{α} = [H(x, y)][C]−1{U} = [N ]{U} (3.146)

[N ] = [H(x, y)][C]−1 (3.147)

以上より，有限要素内部の変位wはその要素を構成する節点の変位 {U}を用いて

w = [N ]{U} (3.148)

と書くことができる．

一方，微小変形理論より，モーメントと曲率の関係式（一般化応力ー歪関係式）は以

下の様になる．

[σ] = [D][ϵ] (3.149)

[σ] =




Mx

My

Mxy


 , [ϵ] =




κx

κy

κxy


 , [D] =

Eh3

12(1 − ν2)




1 ν 0

ν 1 0

0 0 1
2
(1 − ν)


 (3.150)

ここで，(Eh3)/(12(1− ν2))は板の曲げ剛性である．そして，Eはヤング率，hは板厚，ν

はポアソン比である．式中の平板の曲率 (κx, κy)，ねじり率 (κxy)は，

κx = −∂2w

∂x2
, κy = −∂2w

∂y2
, κxy = −2

∂2w

∂x∂y
(3.151)

であり，モーメント (Mx,My,Mxy)は，

Mx =
∫ t

2

− t
2

σxzdz, My =
∫ t

2

− t
2

σyzdz, Mxy =
∫ t

2

− t
2

τxyzdz (3.152)

である．

そして，歪 {ϵ}と一般化変位 {α}の関係を表す [B]マトリックスは，

{ϵ} = [B]{α} (3.153)

{ϵ} =




−∂2w
∂x2

−∂2w
∂y2

−2 ∂2w
∂x∂y




= [B]{α} = [B][C]−1U, [B] =




b1

b2

b3

b4




(3.154)

bi =




0 0 0 −2 0 0 −6xi −2yi 0 0 −6xiyi 0

0 0 0 0 0 −2 0 0 −2xi −6yi 0 −6xiyi

0 0 0 0 −2 0 0 −4xi −4yi 0 −6x2
i −6y2

i


 , (i = 1 ∼ 4)

(3.155)
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となる．以上のマトリックスを用いて，長方形要素の要素剛性マトリックスは以下の様に

表される．

[Ke] = ([C]−1)T
(∫∫

[B]T [D][B]dxdy
)

[C]−1 (3.156)

積分は，Gauss積分を用いて計算した．

3.6.2.2 三角形要素

Tocherは 9個の自由度を持ち，xと yとの対称性も考慮して，次のようなたわみ形状

関数を提案した．

w(x, y) =
(
1, x, y, x2, xy, y2, x3, x2y + xy2, y3

)
×




α1

α2

. . .

α9




(3.157)

すなわち，x2yと xy2の項を一緒にして，同一の任意定数を乗じ自由度を 1個節約してい

る．そして各節点で，w, ∂w/∂y, ∂w/∂x を持つ．剛性マトリックスを求める方法は，長方

形の場合と同じであるので，省略する．

x

y 

1

2

3

X

Y

図 3.5: 三角形要素の座標変換

ただし，三角形要素の場合は，座標変換が必要になる．まず，局所座標 (x, y)で要素

を作成し，その後，全体座標 (X, Y )に変換する (図 3.5参照)．



w
∂w
∂y
∂w
∂x


 =




1 0 0

0 cos(x,X) cos(x, Y )

0 cos(y,X) cos(y, Y )







w
∂w
∂Y
∂w
∂X


 = [L2]




w
∂w
∂Y
∂w
∂X


 (3.158)
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[L2]が変換マトリックスであり，それを用いて変位ベクトルUに対する変換マトリックス

[R]は以下の様になる．

[Re] =




L2 0 0

0 L2 0

0 0 L2


 (3.159)

その変換マトリックスを用いて，局所座標での剛性マトリックス [K̄e]から，全体座標で

の剛性マトリックス [Ke]を計算する．

[Ke] = [Re]
T [K̄e][Re] (3.160)

3.6.3 平面シェル要素

シェル構造は曲面板で構成された構造物であるから，要素自身も曲面形状のものが望

ましいが複雑な計算を避けるために，平面と膜要素と曲げ要素とを組み合わせた平面シェ

ル要素 (planner shell element)でシェル要素を近似する手法が開発された．簡易的な方法

を用いているので，精度は劣るが，十分な要素数を用いれば問題ない．

本解析では，前節に述べた長方形板曲げ要素と 8自由度長方形膜要素を組み合わせ

て，平面シェル要素を構築した．以下，平面シェル要素の概略を述べる．

長方形膜要素では，各節点に変数 u, vを持つ．一方，長方形板曲げ要素では，各節

点に変数w, θx, θyを持つ．ここで，θx = ∂w/∂y, θy = ∂w/∂xである．それぞれの要素で，

剛性マトリックスを作成し，それらを組み合わせる．図 3.6に平面シェル要素の組み合わ

せ方を示す．膜要素で要素剛性マトリックス [KP ]を作成し，平板曲げ要素で要素剛性マ

トリックス [KB]を作成する．そして，それぞれを組み合わせて，平面シェル要素 [KS]を

得る．

また，本研究では航空機のアクセスパネルを模擬した，曲面板のフラッタ計算を行

う．その際，パネルの境界条件として自由端を設定する縁がある．ところが，シェル要素

で縁に自由端境界条件を適用すると，剛性マトリックスや慣性マトリックスが非正則とな

り方程式が解けなくなる．これは Zienkiewiczによっても報告されており [99]，すなわち

同一平面内に１つの節点を共有する要素が並ぶとこのような問題が起こる．この問題に対

して Zienkiewiczは三角形平面シェル要素の剛性マトリックスに対して擬似的な回転剛性

を付加することを提案した．これは方程式を解く際に，特異点を避け円滑に数値計算を行

わせるためのものであり，力学的根拠は薄い．本研究ではこれを参考に，長方形平面シェ

ル要素の剛性マトリックス，慣性マトリックスにそれぞれ次のような擬似回転剛性，擬似
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図 3.6: 平面シェル要素

回転慣性を加えた．




Mz1

Mz2

Mz3

Mz4





= αEhA




1 −1
3

−1
3

−1
3

−1
3

1 −1
3

−1
3

−1
3

−1
3

1 −1
3

−1
3

−1
3

−1
3

1








θz1

θz2

θz3

θz4





(3.161)





Mz1

Mz2

Mz3

Mz4





= βρhA




1 −1
3

−1
3

−1
3

−1
3

1 −1
3

−1
3

−1
3

−1
3

1 −1
3

−1
3

−1
3

−1
3

1








θ̈z1

θ̈z2

θ̈z3

θ̈z4





(3.162)

ここで，数値実験により，α = 0.03, β = 0.03 × 10−5 を最適値として選んだ．このとき，

剛性マトリックス，慣性マトリックスは縁に自由端境界条件を適用しても，正則を保つ．

全周単純支持された円筒形シェルの固有振動数を計算した時，擬似回転剛性・慣性を付加

しても，解は十分な精度を保っていることを確認している．

また，局所座標から全体座標に変換する必要がある．まず，局所座標 (x, y, z)で要素
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を作成し，その後，全体座標 (X,Y, Z)に変換する．

[L3] =




cos(x,X) cos(x, Y ) cos(x, Z)

cos(y, X) cos(y, Y ) cos(y, Z)

cos(z, X) cos(z, Y ) cos(z, Z)


 (3.163)

[L3]が変換マトリックスであり，それを用いて変位ベクトル Ueに対する変換マトリック

ス [Re]は以下の様になる．

[Re] =




L3 0 0 0 0

0 L3 0 0 0

0 0 L3 0 0

0 0 0 L3 0

0 0 0 0 L3




(3.164)

その変換マトリックスを用いて，局所座標での剛性マトリックス [K̄e]から，全体座標で

の剛性マトリックス [Ke]を計算する．

[Ke] = [Re]
T [K̄e][Re] (3.165)

3.6.4 質量マトリックス及び外力マトリックス

要素質量マトリックス，要素荷重マトリックスはそれぞれ以下の様になる．

[Me] =
∫∫

[N ]T ρt[N ]dxdy (3.166)

{Fe} =
∫∫

[N ]T q(x, y)dxdy (3.167)

q(x, y)は荷重分布である．

3.6.5 全体のマトリックス

これらの要素内で作られたマトリックスを重ね合わせ，全体のマトリックスを作成

する．

[K] =
∑

i

[Ke]
i (3.168)

[M ] =
∑

i

[Me]
i (3.169)

{F} =
∑

i

{Fe}i (3.170)
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静的解析では，

[K]{U} = {F} (3.171)

を解けば，荷重に対する変位が得られる．その後，変位と歪の関係式（例えば，式 (3.153))

を使えば歪が求まり，さらに歪と応力の関係式 (例えば，式 (3.149))を使えば，応力を求

めることができる．

3.6.6 モード分解

動的解析において，解くべき方程式は以下のようになる．

[M ]{Ü} + [K]{U} = {F} (3.172)

ここで，[M ]は質量マトリックス，[K]は剛性マトリックス，{F}は外力ベクトル，{U}
は解ベクトルである．

ここでは，この方程式から得られる固有値や固有ベクトルを利用して，以下のように

モード分解し，計算の効率化を図る．固有値を求める計算には，Intel Math Kernel Library

を用いた．まず，固有値，固有ベクトルは以下の固有値問題を解くことで得られる，

([K] − ω2[M ]){U} = 0 (3.173)

得られた固有値を小さいものから，ω1, ω2, · · ·, 固有ベクトルを，φ1, φ1, · · ·とする．そし
て，それらを用いて，以下のように独立なスカラーの方程式を得る．

mnξ̈n + knξn = fn, {U} =
∑

n

ξn{φn} (3.174)

ここで，

mn = {φn}T [M ]{φn}, kn = {φn}T [K]{φn},

fn = {φn}T{F} (3.175)

ξn, mn，kn, fnはそれぞれ n次の，モード係数，モード質量，モード剛性，外力である．

この式をNewmark β法を用いて時間発展させる．

3.7 流体構造連成解析法

この節では，流体構造連成解析に必要な要素技術を述べる．
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3.7.1 連成手法

流体と構造の連成計算には，弱連成 (weak coupling, loose coupling)と強連成 (strong

coupling, tight coupling)がある．弱連成は，毎回または数回に一回データをやり取りして

交互に時間発展させる方法である (図 3.7(a))．この方法では，各時間ステップで流体と構

造で同期させず，前の時間ステップの情報のみ使用するため，常に位相のずれが生じる．

例えば，(N+2)ステップ目を解く時，(N+1)ステップ目の情報のみ使用する．一方，強連

成は，データをやり取りしながら，流体及び構造を同時に時間発展させる方法である (図

3.7(b))．この方法は，(N+1)ステップ目を求める時，お互いに (N+1)ステップ目の情報

を用いて解く必要があるため，流体，構造共に陰解法を用いて解く必要がある．非線形方

程式を陰的に解く場合，通常反復解法が用いられる．その内部反復中にデータをやり取り

しながら，計算を進める．強連成は，各時間ステップで同期させることができ，流体・構

造間の位相のずれを小さくすることができる．強連成の方が弱連成に比べ，大きな時間刻

みを使用しても，高い精度を保つことができる [100]．

本研究では，強連成方式を採用し，流体と構造を同時に解く．流体計算から構造計算

へは，物体表面圧力による流体力を，構造計算から流体計算へは，構造の変位，速度，加

速度を与える．また，この構造変位に合わせて格子を移動・変形し，メトリックを毎回計

算している．そして，本計算では反復回数を 3回と限定し，時間刻み∆tを調節して，解

の収束性を調べた．フラッタ境界の計算では，時間刻みを半分にしても結果が変化しない

ことを確認してから計算を行った．

3.7.2 格子の移動・変形方法

格子を構造の変形に応じて移動及び変形する方法はこれまでに様々方法が提案されて

いる [101]．特に複雑な形状，例えば戦闘機などの形状で，翼の変形に合わせて格子を移

動・変形させると，格子がねじれてしまったり，格子が重なってしまう恐れがある．さら

に，滑らかに移動・変形しなければ，格子の質が悪化し，それによる数値誤差が発生し精

度も落ちる．

代表的な方法は，(1)代数式を使って変形・移動させる方法 [22]，(2)格子生成の時に

用いたTransfinite Interpolation(TFI)法を使って変形・移動させる方法 [102]，(3)格子を

弾性体だとみなし，有限要素法を解いて格子を変形・移動させる方法 [103][104]がある．3

番目が最もロバストであるが，その分コストも大きい．

本研究の対象は，単純な形状なので，代数式を用いて変形・移動させる方法を用い

た．物体表面近くの格子点は構造変位と同じだけ移動させ，それより外側の格子点は，外
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図 3.7: 連成手法

部境界との間で滑らかに内挿させる．具体的に，k = 0を変形する構造表面，k = kmaxを

外部境界とすると，0 < k < k1は構造変位と同じだけ移動させ，k2 < k < kmaxの外部境

界付近は動かさない．そして，k1 < k < k2を以下の 3次関数を用いて内挿する．

g1 =
k2 − k

k2 − k1

, g2 = −2g3
1 + 3g2

1 (3.176)

k = k1, k2で分布の一階微分が 0になっており，滑らかに分布させることができる．

パネルフラッタの場合には，パネルの垂直方向にこの方法を用いて，格子の変形・移

動の計算をした．ただし，デルタ翼の場合は，スプライン関数も用いている．

3.7.3 流体構造間のデータの受け渡し

パネルフラッタの場合には，流体と構造で同じ格子を用いたので，データの受け渡し

は容易に行える．しかし，デルタ翼の場合は，流体と構造で異なる格子を使用しているの

でデータの補間が必要である．一般的に，流体と構造の特性は異なり，細かい格子が必要

となる場所も異なる．よって，このデータをいかに受け渡すかというのも連成計算に必要

な技術課題の１つである．さらに，一般的に構造格子は流体格子に比べ少ないので，流体

から構造へ受け渡す時に，補間する必要がある．実際，この補間法によって，フラッタ計
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図 3.8: 流体構造連成解析の流れ

算の結果が異なることも示されている [106]．

Smithら [105]は，様々な補間法を実用問題に適用し，どの方法がロバストであるか

調べた．方法としては，Infinite-Plate Spline(IPS)法，Multiquadric-Biharmonic(MB)法，

Thin-Plate Spline(TPS)法，Nonuniform B-Splines(NURBS)法が試されており，これら

の中では，MB法，TPS法がロバストであると結論づけている．しかし，構造の格子が

流体の格子に比べ非常に粗い時，あるいは外挿が必要になる時のみに誤差が大きくなる

とも述べている．よって，本研究対象の様に，格子の差が小さく，外挿の無い問題では，

どの方法をつかっても特に問題はないと思われる．そこで本研究では，文献 [105]の中で

AGARD翼の補間に対して，最も良い性能を示していたB-spline法を用いた．

B-splineは数値計算ライブラリ DIERCKX(http://www.netlib.org/dierckx/)を用い

て計算した．ここでは，流体の格子から構造の格子へデータを補間して転送する時を考え

る．流体の持っているデータは，圧力 p, 座標 x, yである．

p = p(i, j) (3.177)

x = x(i, j) (3.178)

y = y(i, j) (3.179)

構造の格子の座標 x0, y0の pの値を補間して求めたい時には，まず

x0 = x(ξ0, η0) (3.180)
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y0 = y(ξ0, η0) (3.181)

を満たす ξ0, η0を求めなければならない．そこで，x(i, j), y(i, j)をスプライン補間し，以

下のNewton-Rhapson法を用いて ξ0, η0を求めた．

dξ⃗ =

[
∂X

∂ξ

]−1

dX⃗ (3.182)

ξ⃗n+1 =

[
∂X

∂ξ

]−1

(X⃗0 − X⃗n) + ξ⃗n (3.183)

具体的には，以下の様になる．

ξn+1 = ξx(x0 − xn) + ξy(y0 − yn) + ξn (3.184)

ηn+1 = ηx(x0 − xn) + ηy(y0 − yn) + ηn (3.185)

実際，(i, j)の離散点のみの値を使うと，なかなか収束しないが，スプライン補間するこ

とで，非常に良い収束性が得られる．

最後に，求めた ξ0, η0と，p(i, j)のスプライン補間を用いて，

px0,y0 = p(ξ0, η0) (3.186)

を求めることができる．この計算をすべての流体と構造の接触面を構成する格子で行う．

また，構造から流体へのデータ補間も同様である．

3.7.4 検証 (流体解析)

本流体解析コードを検証するために，理論解と比較した．圧縮性流体の場合は衝撃波

管問題で厳密解と比較し検証した．さらに，粘性効果を検証するために，層流ではBlasius

解と比較し検証した．乱流モデルの検証は，乱流境界層の摩擦係数を検証に用いた．一

方，非圧縮流体の場合でも，Blasius解との比較，Re = 200のカルマン渦 [107]を計算し

実験値，他者の計算結果と比較し良い一致を示した．ここでは，フラッタ解析で重要な移

動格子法の検証を示す．

移動格子上で本解析コードを用いて一様流保存問題を解く．検証には，Visbal[108]と

同じ方法を用いる．格子点を以下の式により，時間と共に動的に変形させる．

xi,j,k(t) = xmin + ∆x0

[
(i − 1) + Axsin(2πωt)sin

nxyπ(j − 1)∆y0

Ly

sin
nxzπ(k − 1)∆z0

Lz

]

yi,j,k(t) = ymin + ∆y0

[
(j − 1) + Aysin(2πωt)sin

nyxπ(i − 1)∆x0

Lx

sin
nyzπ(k − 1)∆z0

Lz

]

zi,j,k(t) = zmin + ∆z0

[
(k − 1) + Azsin(2πωt)sin

nzxπ(i − 1)∆x0

Lx

sin
nzyπ(j − 1)∆y0

Ly

]
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ここで，i = 1 · · · imax, j = 1 · · · jmax, k = 1 · · · kmax，∆x0 = Lx/(imax − 1), ∆y0 =

Ly/(jmax−1), ∆z0 = Lz/(kmax−1)である．各定数はそれぞれ，imax = jmax = kmax = 31，

Ax = Ay = Az = 1.5，Lx = Ly = Lz = 12，nxy = nyz = · · · = 4とする．振動周波数は

ω = 1とする．格子の移動速度は上式を微分することにより解析的に与えられる．

このように動的に変形する格子上 (図 3.9)で，一様流 (u = U∞, v = w = 0)を計算

する．この時，格子の最大速度は 3.78U∞に達する．時間刻み∆t = 0.002で，t = 60(約

50サイクル分の振動)まで計算を行う．結果は，流れ場に数値振動を生じることなく，主

流方向速度に対する誤差 δv = max(v/U∞は 10−15 ∼ 10−16程度で小さい (図 3.10)．また

クーラン数を 1以上にとっても問題なかった．以上より，本流体解析コードが移動格子上

で一様流保存特性を満たしていることが示された．

図 3.9: 検証用移動変形格子

3.7.5 検証 (構造解析)

全ての要素について静的解析及び動的解析して，解析解との比較する検証をした．こ

こでは，最も計算精度が懸念される平面シェル要素の検証する．

動的な検証問題として全周単純支持された円筒形シェルの振動特性（固有振動数，固

有モード）を計算する．アスペクト比 a/b = 1，パネル長さ板厚比 a/h = 100，ポアソン
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図 3.10: 一様流誤差

表 3.2: 固有振動数

モード FEM 解析解
(1,1) 38.49 38.44

(2,1) 51.11 51.06

(1,2) 72.30 72.30

(2,2) 85.54 85.56

(3,1) 98.86 98.89

(1,3) 115.1 115.2

比 ν = 0.3，パネル長さ曲率比 a/R = 0.2とする．用いた要素数は 841(29× 29)である．

図 3.11に 1次から 6次までの固有モード，表 3.2に固有振動パラメータの解析解 [109]と

の比較を示す．モードの (m,n)は x方向，y方向に含まれる半波長の数がm個，n個であ

ることを示す．本計算法が動的に正しく円筒シェルの挙動を捉えることが示された．
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(a) (1,1)モード (b) (1,2)モード

(c) (2,1)モード (d) (2,2)モード

(e) (1,3)モード (f) (3,1)モード

図 3.11: シェルの固有振動モード
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第4章 境界層のパネルフラッタへの影響

4.1 はじめに

本章では，CFDを用いた流体構造連成解析コードを開発し，パネルフラッタ問題に

適用し検証する．そして，そのコードを用いて，その上面の境界層厚さとフラッタ限界と

の関係を調べる．

まず，コード検証として，空気力の計算に線形ポテンシャルを用いたDowellの解析

結果と比較する．その後で，パネル上面速度境界層のフラッタ境界への影響について述

べる．

4.2 計算方法

4.2.1 流体計算法

流体の支配方程式は，移動格子に基づく一般座標系のEuler方程式，Navier-Stokes方

程式 (式 (2.26)及び 2.1.3参照)で，これらを理想気体の状態方程式とともに解く．時間発

展計算には，Dual Time Stepping法を組み込んだ二次精度 LU-SGS法 (3.3.6.1節参照)を

採用する．

非粘性流束の計算では，セル境界での解ベクトルを Van Albadaの limiterを用いた

MUSCL法 (3.3.2節参照)により 3次精度で求め，Roeの近似Riemann解法 (3.3.3節参照)

を適用した．一方，粘性流束は二次の中心差分で計算した．また，プラントル数は一定と

し，粘性係数は Sutherlandの式で近似した．

また，乱流計算する際には，乱流モデルとしてBaldwin-Lomaxモデル (3.3.5節参照)

を用いた．乱流モデルを用いた計算では，LU-SGS法の中で乱流渦粘性拡散の効果を特性

速度 (式 (3.80))で考慮する事が重要である．これをしないと，収束が遅れ，時間遅れによ

る力が発生し，低い動圧でもフラッタが起こる．
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4.2.2 構造計算法

構造の支配方程式には，平板の大たわみ理論の基礎方程式である von Karman方程式

(式 (2.60)～(2.61))を用いる．本計算で扱うパネルフラッタ問題では，変位wが板厚より

ずっと大きくなるリミットサイクル振動や，パネル上下面の圧力差による大変形が起こる

可能性がある．このような問題に対しては，線形の微小変形理論ではなく板の面内変形と

曲げ変形が連成する非線形大たわみ理論を用いなければならない．

本研究では，式 (2.60), (2.61)を有限差分法によって解く (3.5節参照)．空間を 2次精

度中心差分で離散化し，時間積分には，陰解法のNewmark法を適用する．各時間ステッ

プで，式 (2.60), (2.61)を交互に解いて，収束するまで反復する．その際，パネル上下面

の圧力差を外力として与える．せん断力は考慮していない．

また，パネルの境界条件は，単純支持か固定端とする．両方とも，変位は u = v =

w = 0である．単純支持の場合，モーメントが 0なので，∂2w/∂n2 = 0であり，固定端支

持の場合，勾配が 0なので，∂w/∂n = 0である．ここで nは境界に垂直方向の座標である．

4.2.3 連成計算法

本研究では，強連成方式を採用し，流体と構造を同時に解く (3.7.1節参照)．流体計

算から構造計算へは，物体表面圧力による流体力を，構造計算から流体計算へは，構造の

変位，速度，加速度を与える．また，この構造変位に合わせて格子を移動・変形させる．

具体的には，物体表面近くの格子点は構造変位と同じだけ移動させ，それより外側の格子

点は，外部境界との間で滑らかに内挿させる．時間ステップ毎に格子を移動させるため，

3次関数 (式 (3.176))を用いる．

流体解析における境界条件は，物体表面上で，

v⃗w · n⃗ = v⃗s (4.1)

∂p

∂n

∣∣∣∣∣
w

= −ρwa⃗s · n⃗ (4.2)

となる．ここで，vw, ρwは物体表面上での流体の速度と密度である．また，n⃗は物体表面

での単位法線ベクトル，vs, asは構造物表面の変形速度と加速度である．壁での圧力勾配

は，構造の加速度に依存する．
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4.3 解析コードの検証

4.3.1 計算条件

パネルフラッタ現象における重要なパラメーターは，マッハ数M，無次元動圧 λ，パ

ネルのアスペクト比 a/b (主流方向長さ/横方向長さ)，質量比 µである．

λ =
ρ∞u2

∞a3

D
, µ =

ρ∞a

ρsh
(4.3)

hはパネルの厚さである．また，ρ∞，u∞は一様流の密度と速度である．

検証計算として，主流方向のパネル両端を単純支持した場合を計算した．質量比を一

定として（µ = 0.1），各マッハ数で無次元動圧λを変化させた．マッハ数はM = 1.2 ∼ 1.8

とした．流体計算にはEuler方程式を用い，計算開始時に微小な初期速度を擾乱としてパ

ネルに与え，その応答からフラッタ限界を決定した．パネル下面の圧力は一様流の静圧と

した．

スパン方向に一様な 2次元問題を考える．計算コードは 3次元コードとして作製され

ているので，スパン方向には周期境界条件を適用した．

4.3.2 計算領域および計算格子

計算領域は図 4.1の点線で囲まれた領域とする．領域の主流方向長さは，パネル長さ

aに対し，パネル前方に a，パネル後方に 4aとした．パネル垂直方向長さは 20aとした．

また，解析コードは 3次元用であるので，スパン方向 (紙面垂直方向)長さを 0.1aとして，

2次元的な特性を解析した．

計算格子は，主流方向に 112 点（パネル上に 40点)，物体表面から垂直方向に 96 点，

スパン方向に 5 点用いた．データのやりとりを容易にするため，流体格子は構造格子に合

わせて作製している．

4.3.3 計算結果 (フラッタ限界)

図 4.2は，パネルに擾乱を与えた後の初期応答の結果である．変位はパネル前縁から

下流方向にコード長の 75%（0.75a）位置で計測した．λ = 10の場合は安定な状態を（図

4.2(a)），λ = 18は中立な状態を（図 4.2(b)），λ = 24は不安定な状態を（図 4.2(c)）示

す．この結果から，フラッタ限界は λ = 18と判断される．

同様にして，M = 1.414, 1.6, 1.8の場合のフラッタ限界を計算し，流体計算に線形ポ

テンシャル方程式を用いたDowell[18]の結果と比較する（図 4.3）．プロットされた線や
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図 4.1: 計算領域

点よりも上側で不安定，下側で安定となる．両者は良く一致し，本計算法の妥当性が確認

された．線形ポテンシャル理論を用いると，音速点で流体のモデル化が不十分なため，フ

ラッタ限界が 0となる．ちなみに，実験結果では，マッハ数M=1付近においても，発散

する傾向は見られない [110]．

4.3.4 計算結果 (リミットサイクル振動)

マッハ数M = 1.2でのフラッタ限界動圧 λ = 18よりかなり大きい λ = 100における

パネル前縁から下流方向 0.75a 位置でのパネル変位の時間履歴を図 4.4に示す. 横軸は無

次元時間，縦軸は変位量 wを板厚 hで無次元化したものである．フラッタ限界を超えて

いるので，パネルの振幅は最初急激に増大するが，その後，一定の振幅に落ち着く．つま

り，リミットサイクル振動となる．振幅は板厚の 1.5倍になっているため，構造の幾何学

的非線形性の影響が現れていると考えられる．このような大振幅リミットサイクル振動の

解析には，構造の非線形計算が要求される．

マッハ数M = 1.2, 1.414, 1.8におけるリミットサイクル振動時のパネルの変形と，パ

ネル周辺流れ場における圧力場を図 4.5に示す．マッハ数M = 1.2では，主に 1次モード

で変形し，これまで報告された結果 [18][22]と一致している．パネルが下方ににたわむと

きには，パネルの前縁と後縁に膨脹波が，また上方にたわむときには，パネルの前縁と後

縁に衝撃波が発生する．

マッハ数M = 1.414の場合は，パネルは高次モードで振動する．本計算では初期に

1次モードの擾乱を与えたので，計算が収束するまでに時間を要した．マッハ数M = 1.8

の場合は，パネル振動は低次のモードに戻る．パネルの最大たわみ位置は，M = 1.2の
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(a) 減衰 (λ = 10)

(b) 平衡 (λ = 18)

(c) 発散 (λ = 24)

図 4.2: フラッタ限界の求め方
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図 4.3: 線形空気モデルとの比較

場合よりも下流側に移動し，パネルの上流側部分での振動は減少する．流れ場の特徴は，

パネルの後縁での強い衝撃波と膨脹波の発生である．

図 4.6に各マッハ数でのリミットサイクル振動の振幅をDowellの結果と比較する．本

計算結果はDowellの結果とほぼ一致し，大変形を含む振動でも，同様な傾向が得られる

ことが分かった．

4.4 境界層のフラッタ限界への影響

4.4.1 計算条件

上記の結果はEuler計算によるものである．ここでは，粘性効果として，境界層のフ

ラッタ限界に対する影響を調べる．

2次元パネルフラッタの実験 [110]では，流れ方向のパネル両端を固定し，両サイド

は自由端としている (図 4.7)．本計算では，2次元問題として扱い，図 4.7に示したA-A’

断面のみを考える．計算領域は図 4.7の点線で囲まれた領域であり，下方境界に壁面境界

を適用することで模型を考慮する．パネル長さを aとすると，平板先端はパネル前縁から

0.6aだけ上流側にある．この長さは，石井らの実験 [110]を参考にしている．また，パネ

ル下流方向の長さは 3aである．

また，実験ではパネルの下面には空洞があり，計算では下面全体に一定圧力を与える．

パネルは，主流方向の両端を固定支持し，材質は鋼鉄とする．パネルの物性値を表 4.1
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図 4.4: マッハ数M=1.2の時のリミットサイクル振動

表 4.1: パネルの物性値

パネル長さ a(mm) 171

ポアソン比 ν 0.3

ヤング率E (Pa) 2.05 × 1011

密度 ρ (kg/m3) 7.84 × 103

に示す．流体は空気とし，海面上の値を用いる．質量比は，h/a = 0.01の時，µ = 0.015

である．

本研究では，板厚 hを変化させて，マッハ数M = 1.05 ∼ 1.6の範囲で，フラッタ限

界を求める．また，Re数を 104 ∼ 107の範囲で変化させ，Re数のフラッタ限界への影響

も調べる．Re数の定義は，Re = ρ∞U∞a/µ∞である．Re数が 105 ∼ 107に対して乱流計

算，104 ∼ 105に対して層流計算を行った．比較のため非粘性計算も行った．

4.4.2 初期流れ場

境界層が完全に発達するまで，流体場のみを計算し，その後，連成計算を実行した．

図 4.8にM = 1.2，Re = 104の場合のパネル上面の速度分布を示す．パネル先端から弱

い衝撃波が発生し，パネル上面に境界層が発達していることが分かる．この解を初期条件

として，連成計算を開始した．パネル上流にある弱い衝撃波や平板上の境界層のため，パ

ネル上面の圧力分布は一様ではなくなる．そのため，連成計算では，パネル上面での圧力

65



(a) M=1.2 (b) M=1.414

(c) M=1.8

図 4.5: リミットサイクル振動時の圧力場

66



図 4.6: リミットサイクル振動における振幅と無次元動圧の関係

分布の平均値をパネル下面に均等に与えた．

パネル上面の境界層は 2つの効果があると考えられる．一つは，境界層の存在によ

る，振動に対するパネル表面圧力の応答変化である．もう一つは，境界層が原因で発生し

た衝撃波による，パネル上面での主流方向圧力勾配である．パネル上下面の圧力差は，パ

ネルの変形を増大させる．ちなみに，この変形がさらに大きくなると，パネルの非線形性

により，パネルの剛性は増大する．

4.4.3 結果

図 4.9 は Re数をパラメータとした場合の各マッハ数におけるフラッタ限界である．

横軸はマッハ数，縦軸はフラッタ限界での板厚 hをパネル長さ aで無次元化したもので

ある．プロットした線より上は安定で，下は不安定である．ほとんどの Re数において，

マッハ数M = 1.2 ∼ 1.3でフラッタ限界は増大する．また，Re数が小さいほど，つまり

境界層が厚くなるほど安定になり，特にM = 1.2 ∼ 1.35の領域でその効果は大きい．ま

た，Re数 105で層流と乱流で比較すると，層流の方が安定効果が大きい．層流に比べて

乱流の方が境界層厚さは大きいが，乱流境界層では，壁付近まで速い速度が存在するた

め，その抑制効果が小さいと思われる．このように，境界層厚さだけでなく，境界層の速

度分布もフラッタ限界を決定する要因となる．

以上の結果を実験 [29][110][112]及び Fungの計算結果 [29]と比較したものを図 4.10

に示す．Fungの計算結果は，線形超音速空気力モデル使用のため，音速付近で発散して
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図 4.7: 計算領域

図 4.8: パネル上面の境界層
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図 4.9: フラッタ限界

いる．

本研究での非粘性計算結果は，Fungの計算結果と，マッハ数がM=1.35以上で非常

良く一致している．これは，Fungの用いた線形超音速空気力のモデルが通常M=1.4以上

で有効であることから，納得できる結果である．また，本非粘性計算結果は，マッハ数 1

付近で実験結果と良く一致しており，CFDを用いた流体構造連成計算法が，低超音速領

域で有効であることが確かめられた．また，マッハ数M = 1.2付近で実験との大きな差

が生じているが，マッハ数M = 1.2付近で最大値となる定性的な傾向は一致している．

次に，乱流計算結果と実験を比較する．石井らの論文 [110]では，Re数を示していな

いが，同じ風洞を用いた報告書 [111]から，実験のRe数は，3 × 106 ∼ 7 × 106であると

推測される．Re数 106及び 107の計算結果は，非粘性計算よりも実験に近い値を示すが，

まだ実験結果との差はある．この違いは，実験の誤差や流れの 3次元性などに起因してい

ると考えられる．

4.4.4 パネル下面圧力の影響

以上の計算では，パネル上面の圧力の平均をパネル下面に与えていたが，ここではパ

ネル下面に一様流の静圧を与え，パネル下面の圧力の影響を調べる．マッハ数はM = 1.2

とする．

図 4.11 にパネル下面に上面圧力の平均値を与えた場合と，一様流静圧を与えた場合

69



 0

 0.002

 0.004

 0.006

 0.008

 0.01

 0.012

 0.014

 0.8  1  1.2  1.4  1.6  1.8

h/
a

Mach number

Inviscid
Re=10

7
 (Turbulent)

Re=10
6
 (Turbulent)

Re=10
5
 (Turbulent)

Re=10
5
 (Laminar)

Re=10
4
 (Laminar)

Sylvester (Exp.)
Fung (Exp.)
Ishii (Exp.)

Fung (Theory)

図 4.10: フラッタ限界の実験との比較

の各Re数に対するフラッタ限界を示す．Re数が 105 ∼ 107は乱流計算，104は層流計算

の結果である．Re数が小さく境界層が厚くなるほど，平板前縁での圧力上昇が大きくな

るため，下面の圧力の影響が大きくでる．そのとき，下面に一様流静圧を与えた方が，フ

ラッタ限界が下がり安定化する．これは，上面と下面の圧力差により，パネルが大きく変

形し，構造の非線形効果により，見かけの剛性が増大するためである．しかし，その差は

大きくてもRe数 104で h/a = 0.001程度であり，今回の計算条件では，境界層自体の効

果の方が支配的であることが分かった．

4.4.5 3次元パネルフラッタ

本計算法をさらに確固たるものにするために，3次元パネルフラッタ問題を計算し，

実験と比較する．Muhlsteinらの実験 [113]では，乱流境界層の厚さを制御して，その影

響を調べている．そこでは，流れの物理量，パネル特性値，境界層厚さ等が全て示されて

おり，本計算はそれと同じ条件で行った．その際，実験と同じ境界層厚さがパネル上に再

現できるように，平板の前縁の位置を調節した．

図 4.12にパネルを横から見た図と，上から見た図を示す．パネル上面の境界層厚さ

を δとし，パネルの主流方向長さを a，スパン方向長さを bとする．パネルは全ての辺を

固定支持されている．石井らのパネル両サイドを自由端とした 2次元パネルフラッタの実
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図 4.11: 下面圧力の影響

験と異なり，Muhlsteinらの実験は全ての辺を固定した 3次元問題である．また，石井ら

の実験ではスティングで支持された平板にパネルを設置しているが，Muhlsteinらは風洞

壁にパネルを取り付けているので，境界層は厚くなる．さらに，Muhlsteinらは吸い込み

により境界層厚さを制御して，そのフラッタ限界に対する影響を調べた．

パネルのアスペクト比 a/b = 0.5，マッハ数M = 1.2で，境界層厚さ δとパネル長さ

aの比 δ/aを 0 ∼ 0.1で変化させた場合を考える．フラッタ限界の計算値と実験値との比

較を図 4.13に示す．縦軸は無次元動圧 λ(式 (4.3))である．また，横軸の δ/a = 0での結

果は，Euler計算の結果である．この図には，4.4.3節で議論した 2次元パネルフラッタの

実験結果と計算結果や、境界層厚さを仮定して微小擾乱方程式を用いた，Dowellの計算

結果 [30]も参考のため示されている．3次元問題でも，2次元と同様，境界層を厚くする

とフラッタ動圧が大きくなる．さらに，3次元では定量的にも実験と良く一致している．

一方，2次元問題での比較では，実験と計算で大きな差が生じている．しかし，Dowellの

計算結果は本計算結果に近い．このように，3次元の実験は計算値と一致し，境界層の効

果でフラッタが抑制されることを示すことができた．しかし，2次元実験データは，自由

端の影響が大きく，実際は 3次元的な影響を含む可能性がある．

さらに，マッハ数M = 1.1 ∼ 1.4の範囲で，マッハ数の依存性も調査した．実験デー

タは同様にMuhlsteinらの実験 [113]である．図 4.14にフラッタ限界動圧を示す．その図

で，本計算結果，Dowell[30]の計算結果，実験データを比較する．境界層厚さ δ/a = 0（図
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4.14(a)）の実験データは，異なる境界層厚さ 0 < δ/a ≤ 0.1で数回実験行い，それらの

データから外挿して得た境界層厚さ δ = 0でのフラッタ動圧である．この結果と比較する

計算結果として，本計算では非粘性計算を，Dowellは線形ポテンシャル方程式を用いた．

一方，境界層厚さ δ/a = 0.1の場合 (図 4.14(b))は，本計算は乱流計算であり，Dowellは

境界層厚さを仮定して微小擾乱方程式を用いた計算である．δ/a = 0の場合，本計算結果

はマッハ数を大きくすると，フラッタ限界が大きくなり，安定域が増大する (図 4.14(a))．

この傾向は，Dowellの結果と似ている．そして，本計算結果を実験と比較すると，同じ傾

向を示しているが，大きな値を示している．そして，マッハ数M = 1.4で最も差が大き

い．一方，δ/a = 0.1の結果 (図 4.14(b))では，多少実験値よりも，低く予測しているが，

実験と良く一致している．本計算では，構造減衰を考慮していないので，低く評価される

のは妥当である．また，Dowellの結果では，δ/a = 0の結果と同様に，M = 1.4で急に大

きくなっている．Dowellは粘性の影響を考慮しておらず，δ/a = 0と同じ傾向が δ/a = 0.1

でも表れていると考えられる．

図 4.15にフラッタ振動数を示す．縦軸は，無次元振動数でKf = ωf (ρs(ha4/D))1/2

である．振動数Kf はフラッタが起きた時の振動数であり，図 4.14に示したフラッタ動

圧に対応する．本計算結果を実験と比較すると，δ/a = 0では差が大きいが (図 4.14(a))，

δ/a = 0.1は非常に良い一致を示す (図 4.14(b))．

以上より，本計算結果で境界層を考慮することによって，実験と良く一致する結果が

得られた．フラッタの実験と計算との比較で, これほど良く一致する結果はあまりない．

この実験データは，乱流計算する時の検証用データとして優れていると考えられる．

また，本計算では境界層厚さ δ/a = 0に対して非粘性計算を，境界層厚さ δ/a = 0.1

に対して乱流計算を適用した．これを比較すると，特性が大きく異なり，乱流計算の方が

実験に良く一致している．境界層厚さを 0に外挿して得たフラッタ限界は，非粘性計算の

解に一致するとは限らない．ちなみに，本計算では，乱流計算結果を境界層厚さ 0に外挿

した場合，非粘性計算結果と同じにならない (図 4.13)．

また，図 4.16は，非粘性計算結果と乱流計算結果をまとめてプロットしたものであ

る．図 4.16(a)に示されているように，マッハ数M = 1.1 ∼ 1.3では境界層があることに

よって，フラッタ限界動圧が上昇し，安定化する．ただし，マッハ数M = 1.4だけ，境

界層厚さ δ/a = 0と δ/a = 0.1のフラッタ限界動圧が逆転している．つまり，図 4.13及び

Muhlsteinらの実験 [113]が示す様に，境界層が厚いほど抑制される効果があるが，境界層

が存在することで非粘性計算の結果よりも抑制されているとは限らない．そもそも，境界

層厚さ 0に外挿されたデータは，乱流境界層を厳密に考慮することができなかった時代に，

ポテンシャル流の計算結果と比較するために使われた [114]．その研究報告 [114]によると，
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M = 1.1 ∼ 1.3では，外挿された実験データと解析解は良い一致を示すが，M = 1.4で大

きな差が存在する．そして，M = 1.4では実験データの境界層厚さを小さくすればする

ほど，解析結果との差が大きくなる逆の現象が起きていると述べている．この現象は他の

マッハ数では表れておらず，不可解な現象だとされた．本計算結果も同じ現象が現れてお

り，境界層厚さを 0に外挿して得たフラッタ限界は，非粘性計算の解に一致しない可能性

がある．
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図 4.14: フラッタ限界動圧

75



 0

 10

 20

 30

 40

 50

 1  1.1  1.2  1.3  1.4  1.5

K
f

Mach number

Present(Comp)
Dowell(Comp)

Muhlstein(Exp)

(a) δ/a = 0

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 1  1.1  1.2  1.3  1.4  1.5

K
f

Mach number

Present(Comp)
Dowell(Comp)

Muhlstein(Exp)

(b) δ/a = 0.1

図 4.15: フラッタ振動数
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4.5 まとめ

CFD を用いた流体と構造の連成計算を行い，フラッタ限界動圧とリミットサイクル

振動に関して計算コードの検証を行った．また，この計算コードを用いて，境界層のフ

ラッタ現象への効果を調べた．得られた結果をまとめると，以下のようになる．

• 非粘性計算で，フラッタ限界とリミットサイクル振動を解析した．線形ポテンシャ
ル理論を用いた計算結果と比較し，良い一致を得られ，本計算法の妥当性が確認さ

れた．本研究での非粘性計算結果は，他の計算結果よりも実験に近い値が得られ，

CFDを用いた流体構造連成計算法の有効性が示された．

• 粘性計算を行い，境界層のフラッタ限界に与える影響を調べた．境界層が厚くなる
と，フラッタ発生が抑制される．特に，M=1.2 ∼ 1.35の範囲において，境界層の効

果によるフラッタ限界の大きな変化が存在する．

• 今回の計算条件下では，下面圧力のフラッタ限界への影響は，せいぜい h/a = 0.001

程度である．下面圧力の影響よりも，上面での境界層の影響の方が大きい．

• 2次元問題では不十分であった実験と計算との定量的一致が、3次元問題では得られ

た．2次元問題を模擬した実験は，自由端の影響が大きく，3次元的な影響を含んで

いる可能性がある．

• 3次元問題でマッハ数効果を解析し，実験と良い一致を得た．そして，マッハ数M =

1.4ではフラッタ限界が非粘性流解析と乱流解析で逆転し，乱流計算の方が不安定に

なる．境界層厚さを 0に外挿して得たフラッタ限界は，非粘性計算の解に一致する

とは限らない．

78



第5章 曲面パネルの解析

5.1 はじめに

本章の目的は，曲率半径が板厚に比べてかなり大きい曲面パネルに対して，そのフ

ラッタ特性を明らかにすることである．平板のフラッタ限界は，マッハ数，無次元動圧

（一様流動圧とパネル剛性の比），質量比，パネルのアスペクト比などにより決定される

[18][20]．本研究では，さらに曲率というパラメータが加わる．

これまでの研究は，超音速空気力モデルを使用しているため，音速に近い超音速領域

（低超音速領域）の解析はない．本章では，CFDを用いた流体構造連成解析を用いて曲面

パネルの解析をする．

コード検証として，超音速の領域で，超音速空気力モデルを用いた解析と比較する．

その後，低超音速領域でのフラッタ特性を調べる．さらに，実用的な解析例として，アク

セスパネルの解析を行う．

5.2 解析対象

　本研究では，剛体である円筒の一部分に弾性体のパネルがある場合を考える (図

5.1(a))．主流方向は円筒の軸方向とし，円筒内部の圧力は一様流の静圧とする．

パネル寸法は，主流方向長さを a，スパン方向の幅を b，板厚を hとする (図 5.1(b))．

スパン方向に曲率が付いており，湾曲による最大高さをHとする．曲率半径をRとする

と，以下の関係式が成り立つ．

R =
4H2 + b2

8H
(5.1)

用いる座標系は，流れ方向に x，スパン方向に y，高さ方向に zとし，各方向のパネ

ル変位を，それぞれ u, v, wと定義する (図 5.1(b))．
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5.3 曲面パネルフラッタの特性

超音速空気力モデルでは，次式で表面圧力を与える．

p − p∞ =
ρ∞U2

∞√
M2

∞ − 1

(
∂w

∂x
+

M2
∞ − 2

M2
∞ − 1

1

U∞

∂w

∂t

)
(5.2)

上式と曲面パネルの方程式を用いると，フラッタ限界動圧は，以下に示す特性量で決定さ

れる [31]．

λM = λM (µ/FM , H/h, a/b)　 (5.3)

ここで，

λ =
ρ∞U2

∞a3

D
(5.4)

λM =
1√

M2
∞ − 1

λ (5.5)

　µ =
ρ∞a

ρsh
(5.6)

FM =
(M2

∞ − 1)2.5

(M2
∞ − 2)2

(5.7)

である．λは無次元動圧で，動圧と剛性の比を表し，λM は，超音速領域で使用される無

次元動圧である．µは，質量比，ρ∞, U∞,M∞は，一様流密度，速度，マッハ数，ρs, Dは，

板の密度，曲げ剛性である．ちなみに，曲げ剛性Dは，Eh3/12(1 − ν2)で定義され，E

はヤング率，νはポアソン比である．

M∞ ≫ 1とすると， µ/FM → µ/M∞となるため，µ/FM の代わりに µ/M∞が使用さ

れている論文 [31]もあるが，本研究では，厳密性を維持するために，µ/FM を用いる．

5.4 計算方法

5.4.1 流体計算法

本解析コードにおける流体の支配方程式は，移動格子に基づく一般座標系のEuler方

程式 (式 (2.26)及び 2.1.3参照)で，これを理想気体の状態方程式とともに数値的に解く．

時間発展計算には，Dual Time Stepping法を組み込んだ二次精度 LU-SGS法 (3.3.6.1節

参照)を採用する．

非粘性流束の計算では，セル境界での解ベクトルを Van Albadaの limiterを用いた

MUSCL法 (3.3.2節参照)により 3次精度で求め，Roeの近似Riemann解法 (3.3.3節参照)

から数値流束を決定している．
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格子は，x, y, zの各方向にそれぞれ 100点，90点，95点用いた．パネル上には，x,

yの各方向に 30点ずつある．

5.4.2 構造計算法

　構造計算には有限要素法を用いた．曲面パネルが外力を支える仕組みでは，平板

とは異なり，板の曲げと面内力の両方を考慮する必要がある．そのため，長方形曲げ要素

と膜要素をそれぞれ製作し，それらを重ね合わせて平面シェル要素 [94]を得る (3.6.3節

参照)．

また動的解析する際に，モード解析を用いて効率的に計算する．本計算では，20次

までのモードを使用している．

この構造解析コードで，曲面パネルの固有振動数を求め，厳密解 [109]と比較した．

a/b = 1，a/R = 0.2，a/h = 100の場合に対して，29 × 29要素で計算すると，誤差は

最大 0.1%となり，十分な精度を持っていると言える (3.7.5節参照)．本研究の解析は全て

29 × 29要素を用いている．

5.4.3 連成計算法

本計算では，流体と構造をともに陰解法で反復計算する強連成法を用いる (3.7.1節

参照)．

また，構造変位に合わせて格子を移動・変形させる．具体的には，物体表面近くの格

子は構造変位と同じだけ移動させ，それより外側にある格子は，外部境界との間で 3次関

数 (式 (3.176))を用いて滑らかに分布させる．

5.5 結果及び考察

5.5.1 検証

a/b = 1，µ/FM = 0.1, M∞ = 3, a/h = 1000の場合に対して，パネル周囲境界が単

純支持された場合のフラッタ限界動圧 λM を求める．ここで，曲率はH/h = 1 ∼ 5のよ

うに変化させる．

単純支持では，面内零応力の境界条件から，

w =
∂2w

∂x2
= Nx = v = 0 (x = 0, a) (5.8)
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w =
∂2w

∂y2
= Ny = u = 0 (y = −b/2, b/2) (5.9)

となる．ここで，Nx，Nyは，x方向，y方向の合応力である．

この条件のもとに構造解析を行い，固有振動数 (図 5.2(a))と固有モード (図 5.2(b))を

求めた．無次元固有振動数Ωは，有次元振動数 ωから，Ω = ωa2
√

ρs/Dと表される．図

5.2(b)において，破線は固有モードの節を示しており，半波長の数が主流方向 (x方向)に

m個，スパン方向 (y方向)に n個ある時は，固有モードを (m,n)としている．

基本的には，曲率が増大すると剛性が大きくなり，その結果，固有振動数は大きくな

るが，その変化の仕方はモードによって異なる (図 5.2(a))．(1,2)や (1,3)等の y方向モー

ドは，曲率の影響が小さい．これに対して，x方向モードは大きく変化する．その結果，

曲率が大きくなると，各モードの順序が入れ替わる．

無次元動圧 λM を 50ずつ変化させて計算し，フラッタが発生する動圧 (フラッタ限界

動圧)を求めた．フラッタ解析では，計算の時間刻み∆tが計算精度上，重要となる．本

計算では，時間刻みを半分にしても，結果が変わらないことを確認して，解析を行った．

曲率の大きいパネルでは，高次のモードでフラッタが起こるため，低次モードから比

較的高次のモードまで，初期擾乱を与えた．具体的には，初期条件として，1次から 10次

モードまでに微小な初速度を与えた．

本計算結果と，Dowell[31]，松崎 [33]，Bismark[35]の計算結果と比較する (図 5.3)．

CFDを用いた本計算結果は，曲率を大きくするほど，フラッタ限界動圧が大きくなり，安
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定化する．この傾向は，他者の計算結果とも一致している．

さらに，曲面フラッタでは，フラッタ振動モードが曲率によって急激に変化し，フ

ラッタの特性が変化する現象が起こる．図 5.3の結果では，H/h = 2.5あたりで高次モー

ドへ遷移し，傾きが変化している．これに関して，本計算は，松崎，Bismarkの結果と同

じ傾向を示しており，本計算法の妥当性が確認できた．

また，CFDの代わりに空気力モデル (式 (5.2))を用いた計算も行ったが，同じ結果が

得られた．このことから，本計算結果と他者の計算結果との差は，空気力計算法の違いで

はなく，構造計算法の違いであると考えられる．本計算では，29× 29要素用い，計 20次

までのモードを使用しているが，松崎の計算では，変位を主流方向に 6次，スパン方向に

2次のフーリエ級数で近似しており，Bismarkの計算では，4 × 4要素の有限要素法で近

似している．

5.5.2 質量比の影響

　質量比µを変化させて，その影響を調べた．図 5.4(a)に，M∞ = 3，µ/FM = 0.1及

び 0.37でのフラッタ限界動圧を示す．質量比が大きくなると，安定になり，フラッタ限界

動圧が大きくなる．また，高次モードへ遷移する曲率の値も異なってくる．µ/FM = 0.1

に比べて 0.37の方が小さい曲率で遷移している．このことは，図 5.4(b)のフラッタ振動

数を見ると，より良く理解できる．µ/FM = 0.1の場合は，H/h = 3で，µ/FM = 0.37で

は，H/h = 2で高次のモードに遷移している．

図 5.4(b)には，固有振動数も一緒に示している．曲率が大きくなるほど，固有振動

数は大きくなり，フラッタ振動数も，同様に大きくなる．遷移する場所以外では，フラッ

タ振動数は，固有振動数と同じ傾きで大きくなる．

5.5.3 低超音速領域での特性

　一様流マッハ数M∞ = 1.2，質量比 µ = 0.1の場合において，曲率をH/h = 1 ∼ 5

のように変化させて，フラッタ限界動圧への影響を調べた．

図 5.5(a)に，M∞ = 1.2と 3の比較を示す．比較のため，縦軸は超音速で用いられる

無次元動圧 λM としている．M∞ = 1.2では，遷音速領域特有の不安定性により，フラッ

タ限界動圧が下がる．一方，曲率の影響は，M∞ = 3の場合と同様に，曲率が大きくなる

ほど安定化する．ただし，高次モードへの遷移は，M∞ = 1.2では，より大きい曲率で起

こる．
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図 5.5(b)に，フラッタ振動数の比較を示す．平板の場合は，M∞ = 1.2では，1次モー

ドが支配的なフラッタとなる [18][22]．曲面パネルの場合においても，曲率が小さい時は，

モード (1,1)で振動し，平板と同じ特性を示す．しかし，H/h ≥ 4では，高次のモードと

連成し，周波数も増大し，平板とは異なる特性が現れる．

図 5.6に，M∞ = 1.2，H/h = 1及び 5でのフラッタ振動モードを示す．等高線は，圧

力の分布を表している．H/h = 1の場合は，モード (1,1)で振動する．図 5.6(a)は，上方

向に変形した時を示している．上流側は，圧縮波ができるため，圧力が増大し，下流側は，

膨張波により圧力が減少する．一方，図 5.6(b)のH/h = 5では，モード (2,1)と (3,1)の

連成モードで振動し，下流側で大きく変形する．本計算では，初期擾乱として，(1,2)や

(1,3)等のスパン方向のモードも与えたが，それらはすぐに減衰した．発達するモードは，

(1,1), (2,1), (3,1)等の主流方向のモードのみである．

これまでは，超音速領域で用いられる動圧 λM で比較したが，動圧 λで比較すると，

マッハ数の影響がよく分かる．図 5.7は，µ = 0.1，H/h = 5の場合のフラッタ限界動圧 λ

である．図中の線は，質量比の効果を無視して，µ/FM を一定とし，M∞ = 3のフラッタ

限界動圧 λM と式 (5.6)から求めたものである．音速からある程度離れた超音速領域では，

この理論が成り立つが，音速付近では，線形超音速理論が適用できない．CFDによる結

果で，音速付近を補うと，音速付近からのフラッタ特性を見ることができる．音速付近で

は，遷音速領域特有の不安定性により，動圧 λが小さい値を示すことが分かる．

5.5.4 アクセスパネルの特性

　航空機には，アクセスパネル（点検用のドア）が多く存在する．ここでは，それを

模擬した境界条件を用いて，フラッタ解析を行う．

図 5.8に，その境界条件を示す．前述した計算と同様に，スパン方向に曲率がある場

合を考える．リンク機構を伴う固定部を固定端とし，軸にして扉が開くヒンジ部を単純支

持端とする．つまり，パネル四辺の境界条件として，上流側を固定端 (A)，スパン方向の

一端を単純支持端 (B)，残りの二つの端を自由境界 (C,D)とする．

M∞ = 1.2及び 3の時の，フラッタ限界動圧 λM を計算した (図 5.9(a))．全周を単純

支持した結果 (図 5.5)よりも，かなり不安定で，限界動圧は減少する．H/h = 5の場合，

M∞ = 3では，約 1/4に，M∞ = 1.2では，約 1/3になる．このように，境界条件により，

フラッタ境界は大きく変化する．さらに，全周単純支持の場合は，マッハ数により大きな

違いが見られた (図 5.5(a))が，アクセスパネルの場合では，その差は小さい (図 5.9(a))．

このように，マッハ数の影響も，境界条件によって変化する．
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(a) H/h = 1

U

(b) H/h = 5

図 5.6: 振動モード及び表面圧力分布 (M∞ = 1.2)
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図 5.8: アクセスパネルの境界条件
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図 5.9(b)に，フラッタ振動数の変化を固有振動数と一緒に示す．アクセスパネルの境

界条件においては，低次モードの固有振動数は曲率による変化が小さい．それゆえ，フラッ

タ振動数も，曲率を大きくしても，低い振動数を維持する．M∞ = 1.2の場合，H/h = 1

では，(1,1)のモードが支配的であるが，H/h = 2で遷移し，(1,2), (2,1)の成分が急に増

加する．図 5.9(a)のフラッタ限界動圧が，H/h = 2で急激に変化しているのは，この影

響である．

図 5.10に，M∞ = 1.2，H/h = 1及び 5でのフラッタ振動モードを示す．等高線は

圧力の分布を表している．H/h = 1では，(1,1)のモードで振動するが，H/h = 5では，

(1,1), (2,1), (1,2)の連成モードで振動する．
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図 5.10: 振動モード及び表面圧力分布 (M∞ = 1.2)
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5.6 まとめ

より実際的な形状である曲面パネルのフラッタ特性を CFDを用いて連成解析した．

そして，今までに報告されていない低超音速領域でのフラッタ特性を調べた．さらに，実

際の境界条件を用いて，アクセスパネルの解析を行った．得られた結果をまとめると以下

のようになる．

• CFDを用いて流体構造連成解析し，低超音速領域の曲面パネルのフラッタ特性が明

らかになった．

• 曲率が小さい時は，平板パネルフラッタと同様の傾向を示すが，曲率を大きくする
と，特性が変化する．M∞ = 1.2で，全周単純支持の場合，曲率が小さい時は，1次

モードが支配的なフラッタとなるが，しかし，曲率がH/h = 4以上になると，高次

のモードと連成する連成モードフラッタとなる．

• アクセスパネルを模擬した境界条件では，全周単純支持した場合に比べて，フラッ
タ限界動圧は，M∞ = 3では約 1/4に，M∞ = 1.2では約 1/3に減少する．このよう

に，境界条件により，フラッタ境界は大きく変化する. また，低次モードの固有振

動数は曲率による変化が小さいため，フラッタ振動数の変化も小さい．
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第6章 低速デルタ翼フラッタ現象におけ
る大変形振動流れ場の解析

6.1 はじめに

CFDを用いた流体解析により，B-1航空機 [12]や超音速機 [13][14]の解析結果に見ら

れるように，剥離渦が干渉するような問題，つまり流体場が複雑で粘性が影響及ぼす空力

弾性問題は未だに難しい．

そこで，本章では剥離渦と干渉するデルタ翼フラッタを対象とする．デルタ翼は低ア

スペクト比の翼に分類され，平板フラッタの一種である [15]．低アスペクト比の非線形空

力弾性の研究は高アスペクト比に比べ，少なく，最近になって行われているものが多い．

本研究では，小さな振幅のみならず，大きな振幅までを考慮し，デルタ翼フラッタ現

象の特性を明らかにする．また，フラッタ振動時における流れ場を，実験測定とCFDか

ら詳細に解析する．

6.2 実験方法

本研究の実験は名古屋大学航空宇宙工学専攻のゲッチンゲン型低速風洞で行った．風

洞の計測部は開放型で，吹き出し口は長径 900mm，短径 750mmの楕円である．また，風

速は 0 ∼ 40m/sの間で無段階に変更可能である．

本研究では後退角Λ = 45◦，前縁切り落とし（前縁断面形状は矩形）の半載，片持ち

デルタ翼模型を使用した．模型概要を図 6.1，翼の諸元を表 6.1に示す．また，翼はアク

リル製で，その物性値は表 6.2のとおりである．翼模型は固定端をストラットで支持し，

振動計測のため固定端付近に歪みゲージを貼付した．

本実験では，歪ゲージによる翼の振動計測と，後流に垂直な断面における総圧損失分

布計測を行った．図 6.2は，本実験装置の概要図である．風洞の一様流方向を x軸，翼模

型の振動方向を y軸，それらに垂直な鉛直上向きを z軸とする直交座標系を採用する（図

6.2）．

歪ゲージとして，プラスチック用箔歪ゲージ (共和電業，KEP-2-120-C1-65L1M2R)
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図 6.1: 模型概要

表 6.1: 諸元

アスペクト比AR 4

半翼幅 b[mm] 400

最大翼弦長Cr[mm] 400

厚み h[mm] 1

後退角Λ[deg] 45

前縁形状　 矩形

表 6.2: アクリルの物性値

密度 ρwing[kg/m3] 1145

ポアソン比 ν 0.45

ヤング率E[N/m2] 3.3 × 109
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図 6.2: 実験装置

を使用し，56%翼弦の位置で，かつ，曲げモードの節である固定端付近に，2アクティブ

ゲージ法 (曲げ歪測定法)で貼付した．歪ゲージ出力はローパスフィルタを通過後，増幅

器によって増幅され，PCに内蔵されたDAQボードによりA/D変換され，PCに取り込

まれる．その後，改めてデジタルフィルタを使用して，アナログフィルタと同じ通過周波

数のローパスフィルタを通過させることによりノイズを遮断している．

翼模型の振動と，後流に形成される渦の大きさや位置との関係を調べるために，総圧

損失分布計測を行った．測定には半導体式非定常圧力センサ (Kulite，XCS-062-15D)を使

用した．センサ出力は増幅器によって増幅されたあと，歪みゲージの場合と同様に，PC

に内蔵されたDAQボードによりA/D変換され，PCに取り込まれる．ちなみに、この総

圧測定法の精度は，以前当該研究室で行った検定によれば，主流に対して 10◦のずれで，

2%の誤差である。

後流面での流れを再構築するために，圧力センサをトラバース装置で移動させ，分布

データを採取した．そのとき，各計測点で位相平均を取るために，翼模型の振動を同時計

測した．

総圧計測は後縁から，50mm下流の断面で行った．測定範囲として，水平方向に y =

−220 ∼ 220mmまでを 10mm間隔で，鉛直方向に z = 0 ∼ 450mmまでを 30mm間隔で，
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計 720点で総圧を計測した．

6.3 計算方法

6.3.1 流体計算法

本数値解析コードにおける流体の支配方程式は，移動格子に基づく一般座標系のEuler

方程式または Navier-Stokes方程式で，これらの方程式を擬似圧縮性法で数値的に解く

(2.2.1節参照)．時間発展にはDual Time Stepping法を組み込んだ二次精度LU-SGS(3.3.6.1

節及び 3.3.8.2参照)を用いる．

非粘性流束の数値流束は，まず，セル境界での解ベクトルを Van Albadaの limiter

を用いたMUSCL法により 3次精度で計算し，それを使って Roeの近似 Riemann解法

(3.3.8.1節参照)により求める．粘性流束は，二次精度の中心差分で計算する．なお，本計

算では乱流モデルを用いていない．

6.3.2 構造計算法

構造は，9自由度の三角形線形板要素を用いて，有限要素法で解く (3.6.2節参照)．ま

た，動的解析する際にモード解析を用いて効率的に計算する．時間積分には，陰解法であ

るNewmark法を採用している．本計算では，10次までのモードを用いている．

6.3.3 連成計算法

本計算では，流体と構造をともに陰解法で反復計算する強連成法を用いる (3.7.1節

参照)．

また，構造変位に合わせて格子を移動・変形させる．具体的には，物体表面近くの格

子は構造変位と同じだけ移動させ，それより外側にある格子は，外部境界との間で 3次関

数 [22]とスプライン関数を用いて滑らかに分布させる．図 6.3はグリッドの変形例で，グ

リッドが滑らかに変形していることが確認できる．

本計算では流体格子と構造格子が異なるため，データを受け渡す時に，B-Spline補間

を用いて補間している (3.7.3節参照)．
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図 6.3: グリッドの変形

6.4 デルタ翼の固有振動モード

デルタ翼の固有振動モードと固有振動数を，上述した構造解析法を用いて計算した

(図 6.4)．振動数の小さい順に，1次曲げ (3.2Hz)，2次曲げ (12.0Hz)，1次捩り (16.5Hz)，

3次曲げ (28.7Hz)のモードとなる．図中の太線は，各モードの節を示している．実験では

1次曲げモードで 3.3Hzで，本計算モデルによる結果と良く一致している．

6.5 結果及び考察

6.5.1 リミットサイクル振動及び遷移

フラッタ速度と振動特性を調べるために，各流速において歪ゲージで翼の振動を計測

した．迎角が α = 0 ∼ 4◦，一様流速度が V∞ = 0 ∼ 27m/sにおける結果を図 6.5 に示す．

縦軸は歪ゲージ出力で，振幅の大きさに対応する．

α = 0◦の場合，フラッタ速度は VF = 13m/sで，その後，速度を上げると小さな振

幅でリミットサイクル振動となる．さらに速度を上げると，21m/s付近で急に振幅が増大

し，大振幅振動に遷移する．α = 1◦の場合は，この遷移がより高速側にシフトする．さ

らに迎角を α = 2◦，3◦と増加させると，さらに高速側にずれる．ただし，遷移後の振幅

は，α = 0◦の時とほぼ同じである．

以上のことから，2つの平衡状態，つまり小振幅振動モードと大振幅振動モードが存

在し，その遷移位置は，迎角とともに高速側に移動することが明らかになった．また，迎
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(a) 一次曲げモード (3.2Hz)
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(b) 二次曲げモード (12.0Hz)
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(c) 一次捩りモード (16.5Hz)
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(d) 三次曲げモード (28.7Hz)

図 6.4: デルタ翼の固有振動モード
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図 6.5: リミットサイクル振動及び遷移 (実験値)

角が増すほど，遷移位置での振幅増加がよりシャープになる．このような場合，大振幅へ

の遷移は急に起こるので，翼にとっては危険な現象である．柔軟構造翼を用いる場合に

は，小さな振動のリミットサイクル振動は許容できるとしても，この破壊につながる大振

幅振動は避ける必要がある．

α = 0◦における後流での総圧損失分布 (実験）を図 6.6に示す．この結果は，各速度

での，デルタ翼が最大変形した時の後流である．本実験では，翼の変形量を計測していな

いが，この結果から変形量を見積もることができる．ちなみに，ここには示していない

が，後縁から 5mmの場合も測定し [115]，ほぼ同じ結果を得ている．

流速がV∞ = 19m/sの時の振幅はYamp = 20mm，23m/sで 90mm，27m/sで 180mm

である．この結果から，小振幅振動モードの振幅（図 6.5）は，20mm程度であると推測で

きる．また，このことから，α = 3◦では，振動モード遷移時に，振幅が 20mmから 180mm

まで一気に増大することになる（図 6.5）．

V∞ = 19m/sの場合には，大きな前縁剥離渦は見られない（図 6.6）．一方，速度を

増して大振幅モードになると，大きな剥離渦が発生する．これは，翼の変形と翼の振動に

より，局所的な有効迎角が変化し，渦が周期的に形成されるためである．一様流速度を増

すと，翼の変形量も増大し，それに伴い剥離渦も大きくなり，この渦が翼の振動に影響を

及ぼすようになると考えられる．
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(a) V∞=19m/s

(b) V∞=23m/s

(c) V∞=27m/s

図 6.6: リミットサイクル振動時の後流（α = 0◦）102



 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 10  12  14  16  18  20  22

S
tr

ai
n(

-)

Velocity(m/s)

α=0deg
α=1deg
α=2deg
α=3deg

f

Flutter velocity(Computation; Euler)

Flutter velocity(Computation; NS)

Experiment

図 6.7: フラッタ速度

表 6.3: フラッタ速度指数 (α = 0◦)

本実験 　　　　　　　　　　 0.54 ∼ 0.58

Doggettらの実験 [37] 0.55 ∼ 0.57

本計算 (Euler) 0.45 ∼ 0.49

本計算 (NS) 0.49 ∼ 0.54
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6.5.2 フラッタ速度

フラッタの開始速度であるフラッタ速度について考察するために，フラッタ速度付近

での図 6.5の拡大図を示す (図 6.7)．α = 0◦の時は，V∞ = 13m/sから小さなリミットサ

イクル振動が発生し，迎角を増大するとともに，フラッタ速度は大きくなる．迎角がある

と，振動開始前に，翼は静的に変形する．この変形は板圧の数 10倍にもなるので，構造

の幾何学的非線形効果により，見かけの剛性が上昇する．これによりフラッタ速度が増加

するものと思われる．

本実験で得られた α = 0◦ でのフラッタ速度を他者の実験結果と比べるために，式

（6.1）のフラッタ速度指数 [37](flutter velocity index) VI を採用する．これは，翼の物性

値や寸法が異なる場合の結果を比較するときに便利である．

VI =
VF

2πbreffref
√

µ
(6.1)

VF はフラッタ速度，bref は平均半翼弦長，fref は 1次の捩りの固有モード振動数である

（図 6.4)．µは質量比で，デルタ翼の質量を，周りの空気の質量（デルタ翼翼根翼弦長を

底面直径とし，高さをデルタ翼のスパンとした円錐内の空気質量 [37]）で割ったものであ

る．本実験および他者の実験におけるフラッタ速度指数を表 6.3 に示す．

本実験では，V∞ = 13m/sからリミットサイクル振動が確認できたので，フラッタ速

度を VF = 12 ∼ 13m/sとした．これを用いて，式（6.1）からフラッタ速度指数を計算す

ると，VI = 0.54 ∼ 0.58となる．これは表 6.3から，Doggettら [37]の結果とほぼ同じで

あることが確認できる．

計算に関しては，連成計算する際に，構造に 1次モードで初速度を与え，その応答

からフラッタ速度を算出した．非粘性計算の結果を図 6.8に，粘性計算の結果を図 6.9に

示す．図の履歴は，翼先端での変位wを板厚 hで無次元化した値w/hの時間履歴である．

非粘性計算では，V∞ = 10m/sの時は減衰するが，V∞ = 11m/sの時は発散する．その結

果，フラッタ速度は，VF = 10m/sと 11m/sの間にあると推定される．

一方，粘性計算の場合は，翼周りに境界層が存在することにより，フラッタが抑制さ

れ安定化する．この場合，フラッタ速度は VF = 11m/sと 12m/sの間に存在する．ちな

みに，V∞ = 10m/sの場合，翼根翼弦長を基準長としたレイノルズ数は，Re = 2.7 × 105

である．

本計算で得られたフラッタ速度をフラッタ速度指数に変換したものを表 6.3に示す．

計算結果は実験結果に近い値となり，本連成計算法の妥当性が検証された．

また，図 6.7にも矢印で α = 0◦の場合の計算結果を示している．この図からも，計

算結果がフラッタ速度を精度良く予測していることがわかる．
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6.5.3 大振幅振動について

以下では、デルタ翼の大振幅振動における特徴的な現象を説明する．

6.5.3.1 後流

6.5.1節で述べたように，デルタ翼フラッタでは，小振幅モードと大振幅モードの 2

つのモードが存在する．ここでは，大振幅振動時の流れ場を調べるために，V∞ = 25m/s，

α = 0◦の場合について，後流の流れ場を測定した．

図 6.10は実験で得られた総圧損失分布で，計測場所は，翼後縁から 50mm下流の断

面である．一様流動圧で無次元化した総圧損失 (pt − pt∞)/(1
2
ρ∞V 2

∞)の分布を-1.1 ∼0.2の

範囲で示している．また，図中に示した時刻は，翼端が y=0の時を t=0とし，一周期T

で無次元化している．これらは翼を下流側から見た図で，翼は振動中心 y=0から y軸の

正の方向に曲がり，その後中心 y=0に戻ってくる場合を表している．

図 6.10(a)では翼端付近に小さな渦が形成され，図 6.10(b)，(c)では，その渦が大き

くなり，渦中心が下方に移動している．さらに，(d)では，翼がより中心方向に移動し，変

形量も小さくなっているが，渦はまだ翼表面近くに残っている．

ここで，リミットサイクル振動している V∞ = 14m/sの場合の計算結果を参考にし

ながら，流れ場を考察していく．図 6.11に翼先端での振動履歴を示す．本計算では，構造

解析のモデルとして線形モデルを用いているが，翼が大変形した場合には，流体力の非線

形性により，リミットサイクル振動が発生している．

本計算では線形モデルを採用したため，大振幅振動の振幅予測ができない．よって，

V∞ = 14m/sという比較的低速で大変形振動となっているが，計算での振動モードは，実験

での振動モードと定性的に同じである (図 6.13)．さらに，フラッタ振動数を一様流速度と

翼根翼弦長で無次元化した無次元周波数 St(≡ fflutterLchord/V∞)は，実験（V∞ = 25m/s）

では St = 0.19，計算 (V∞ = 14m/s)では St = 0.16となり，そんなにかけ離れていない．

以降，この計算結果をもとに，実験での流れ場を考察する．

図 6.12に計算での総圧損失分布を示す．実験結果よりも渦の挙動が鮮明であるが，定

性的に実験と一致している．図 6.12(a)の状態では，翼先端付近に小さな渦が発生し，図

6.12(b)，(c)では，渦が大きくなり，渦中心が下方に移動している．さらに，(d)になる

と，多少総圧損失が減少している．また，(a)では，翼が右方向に移動しているため，翼

の右側で全体的に圧力が高くなり，総圧も増大する．この傾向は，実験と計算で一致して

いる (図 6.10，6.12)．
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6.5.3.2 翼形状の時間変化

図 6.14から、デルタ翼の大振幅振動時における形状の時間変化を見ることができる．

また，図 6.15は，図 6.14(a)に示されている翼先端 (点A)と前縁中間点 (点B)における変

位の時間履歴である．翼先端部は，1次モードの影響が，また，前縁中間部は，2次のモー

ドの影響が大きい (図 6.4)．計算としては 10次まで考慮したが，1次と 2次の曲げモード

が支配的な結果となっている．翼先端部と前縁中間部で振動に位相差が生じているのは，

この 1次モードと 2次モードの位相が異なるためである．

図 6.14(a)から (b)に進む時，翼先端部は，y軸の正の方向に変形するが，前縁中間部

は，逆の方向に変形する．(c)になると，これらの変形量が最大となる．さらに時間が進

み，(d)になると，翼先端部は中心側に戻ってきて，その変形は小さくなる．しかし，前

縁中間部では，位相の異なる 2次モードの影響で，その変形はまだ比較的大きい．

6.5.3.3 翼面上に発生する渦

図 6.14には，デルタ翼の表面圧力分布と後流断面における圧力分布が描かれている．

この図から，上述した各時刻における形状に対する，渦の発生過程を知ることができる．

図 6.14(a)では，翼先端付近で流れが剥離し，そこで小さな縦渦が発生している．ま

た，(b),(c)では，時間とともにその縦渦が成長し，inboard側に移動している．これは，

図中に矢印 Cで示した縦渦の先端が時間とともに，デルタ翼の頂点方向に移動すること

と関連している．

図 6.14(d)では，翼先端部の変形量は小さくなり，かつ，y軸の負の方向の速度も大

きいので，翼先端部付近の有効迎角は減少する．しかし，前縁中間部では，その変形が

残っているため，縦渦が維持されている．

これらの縦渦がある場所は，渦の特性から負圧領域となり、翼に対して空気力を誘起

する．デルタ翼が振動中心から離れて変形していくときには、この空気力は変形に対し

て抵抗となる．一方、翼が中心側に戻ってくるときには，逆に振動を助長する働き，つま

り，翼を y軸の負の方向に引っ張る作用がある (図 6.14(c)，(d))．このようにして，デル

タ翼の大振幅振動が維持されていると考えられる．
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図 6.8: インパルス応答 (Computation; Euler)
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図 6.9: インパルス応答 (Computation; NS)
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(a) t/T=0.09 (b) t/T=0.21

(c) t/T=0.32 (d) t/T=0.44

図 6.10: 後流での総圧損失実験結果（V∞ = 25m/s, α = 0◦）
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図 6.11: リミットサイクル振動
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(a) t/T=0.09 (b) t/T=0.21

(c) t/T=0.32 (d) t/T=0.44

図 6.12: 後流での総圧損失計算結果（V∞ = 14m/s, α = 0◦）
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(a) 実験

(b) 計算

図 6.13: 振動モードの比較
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(a) t/T=0.09 (b) t/T=0.21

(c) t/T=0.32 (d) t/T=0.44

図 6.14: デルタ翼の変形と渦の発生・発達
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6.6 まとめ

本章では，剥離渦が干渉するような問題として低速デルタ翼フラッタを取り上げ，実

験と計算により解析した．得られた結果をまとめると以下のようになる．

• デルタ翼のフラッタモードに，小振幅振動モードと大振幅振動モードが存在するこ
とが明らかになった．小振幅振動モードから大振幅振動モードへの遷移速度は，迎

角に依存し，迎角の増加とともに，遷移速度は増大する．遷移後，振幅が不連続的

に増大するので，実機でこのような現象が起こると危険である．

• フラッタ速度に関する本計算結果は，本実験結果や他者の実験結果と良い一致を示
した．これにより，本研究で開発された流体構造連成数値計算法の妥当性が検証さ

れた．

• 大振幅振動時には，振動するデルタ翼前縁付近に縦渦が発生する．この縦渦の発生
は，翼の振動モードと密接に関連している．また，渦の負圧による空気力がデルタ

翼大振幅振動の原動力となっている．

本計算では，構造に線形モデルを使用しているため，振幅の予測をすることができな

かった．非線形モデルを使用し，フラッタ解析することが今後の課題である．
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第7章 結論

本博士論文研究では，CFDに基づき，高精度・高効率な流体構造連成計算コードを

開発した．流体を有限体積法で，構造を有限差分法や有限体積法を用いて解いた．両者と

もに陰解法を用い，データの授受を繰り返し，時間発展させる強連成法を採用した．

検証として，この方法をパネルフラッタ問題に適用した．CFD を用いた流体・構造

の連成計算を行い，フラッタ限界動圧とリミットサイクル振動に関して計算コードの検証

を行った．また，境界層のフラッタ現象への効果を調べた．得られた結果をまとめると，

以下のようになる．

• 非粘性計算で，フラッタ限界とリミットサイクル振動を解析し，線形ポテンシャル理
論を用いた計算結果と比較し，良い一致を得られ，本計算法の妥当性が確認された．

本研究での非粘性計算結果は，他の計算結果よりも実験に近い値が得られ，CFDを

用いた流体構造連成計算法の有効性が示された．

• 粘性計算を行い，境界層のフラッタ限界に与える影響を調べた．境界層が厚くなる
と，フラッタ発生が抑制されることが分かった．特に，M=1.2 ∼ 1.35の範囲におい

て，境界層効果によるフラッタ限界の大きな変化が存在する．

• 今回の計算条件下では，下面圧力のフラッタ限界への影響は，せいぜい h/a = 0.001

程度である．下面圧力の影響よりも，上面での境界層の影響が大きく反映される．

• 2次元問題では不十分であったが，3次元問題では，実験と計算との定量的一致が得

られた．2次元問題を模擬した実験は，自由端の影響が大きく，3次元的な影響を含

んでいる可能性がある．

• 3次元問題でマッハ数効果を解析し，実験と良い一致を得た．マッハ数M = 1.4で

はフラッタ限界が非粘性流解析と乱流解析で逆転し，乱流計算では，より早く不安

定になることが示された．境界層厚さを 0に外挿して得たフラッタ限界は，非粘性

計算の解に一致するとは限らない．
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次に，実用的な問題である曲面パネルのフラッタ特性をCFDを用いて連成解析した．

得られた結果をまとめると以下のようになる．

• CFDを用いて，低超音速領域の解析が可能なツールを作製した．これを適用した結

果，音速付近のフラッタ特性が明らかにされた．

• 曲率が小さい場合は，平板パネルフラッタと同様の傾向を示すが，曲率が大きくな
ると，特性が変化する．M∞ = 1.2で，全周単純支持の場合には，曲率が小さい時

は，1次モードフラッタが支配的であるが，曲率がH/h = 4以上になると，高次モー

ドと連成する連成モードフラッタとなる．

• 実際のアクセスパネルを模擬した境界条件では，全周単純支持した場合に比べて，
フラッタ限界動圧は，M∞ = 3では約 1/4に，M∞ = 1.2では約 1/3に減少する．こ

のように，境界条件により，フラッタ境界は大きく変化する. また，低次モードの

固有振動数は曲率による変化が小さいため，フラッタ振動数の変化も小さくなる．

最後に，剥離渦と干渉するフラッタ現象として，低速デルタ翼のフラッタを解析し

た．実験と計算から，得られた結果をまとめると以下のようになる．

• デルタ翼のフラッタモードに，小振幅振動モードと大振幅振動モードが存在するこ
とが明らかになった．小振幅振動モードから大振幅振動モードへ遷移する速度は，

迎角に依存し，迎角の増加とともに，遷移速度は増大する．遷移するとき，振幅が

不連続的に増大するので，実機でこのような現象が起こると危険である．

• フラッタ速度に関する本計算結果は，本実験結果や他者の実験結果と良い一致を示
した．

• 大振幅振動時には，振動するデルタ翼前縁付近に縦渦が発生する．この縦渦の発生
は，翼の振動モードと密接に関係している．また，渦の負圧による空気力がデルタ

翼大振幅振動の原因となっている．

本研究では，実際的な問題というよりも，流体粘性のフラッタに対する影響を調べる

ため，基礎的な研究に重点を置いた．本研究の様に，乱流境界層の効果を詳細に論じた論

文は他にはなく，これが本研究の成果である．また，デルタ翼の大振幅流れ場の解析は，

最近話題になってる剥離を含む流れ場を伴うフラッタ現象に対応するもので，流れ場に特

化し，剥離渦の非定常運動を詳細に論じた点に新しさがある．しかしながら，本研究で

行ったデルタ翼の連成解析では，構造に線形モデルを使用しているため，振幅の予測が困
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難であった．今後の課題として，非線形モデルを使用したフラッタ解析を行い，現在困難

な問題の 1つである，デルタ翼の大振幅リミットサイクルの振幅予測や，迎角の効果を調

べる必要がある．
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