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第1章 緒 論

1.1 本研究の意義と目的

渦巻ポンプは､本来､液単相流用に設計されており､気液二相流時には羽根

車の作･用が一般に低下し､運転不能に陥ることもある｡したがって､二相流に

対する使用は極力避けるよう配慮されている｡しかし､例えば､加圧水形原子

炉の一次冷却材循環系の配管に亀裂が生じると､循環系内の圧力が低下して冷

却材が蒸発し､冷却材循環用ポンプ内が気液二相流状態となる｡また､海底油

田の汲上用ポンプや廃液処理用ポンプは､液相中にとけ込んでいた気体が析出

するため､気液二村流を扱わなければならない｡したがって､原子炉の安全解

析法や海底油田用ポンプなどの設計方法を確立する立場から､気液二相流時に

おける渦巻ポンプ内の流動状態やポンプ特性を解明し､これらの予測法を提示

することが重要かつ緊急な課題となっている｡

気液二相流時のポンプ特性を解明するため､従来より系統的かつ多角的な実

験的研究がなされ､ポンプ入口における気液体積流量比α8とポンプ性能の関係

や､ポンプ内の二相流動状態などが詳細に調べられてきた｡その結果､羽根車

内に複雑な圧力勾配や気液間相対速度が存在し､流れが著しい三次元性を示す

こと､また流動状態がポンプ特性と密接に関連することなどが明らかにされた0

さらに､羽根車内二相流に対する理論的考察と実験データに基づいて､α8と二

相流時の揚程低下量の関係を与える実験式が導かれ､広範囲のαaに対するポン

プ性能予測法が提示された｡しかし､ポンプ特性を支配する羽根車内の二相流

動機構は極めて複雑であること･から､このような実験的予測法は､比速度や運

転条件が異なるポンプに対しては適用が困難であり､ポンプ特性に及ぼすポン

プの設計変数の影響を個別に吟味できない欠点をもつ0

上述のように､二相流時の流動状態やポンプ特性を実験的に統一的に調べる

ことには限界があ.ることから､近年､ポンプ内二相流に関する数値解析的研究

への期待が高まり､流動状態やポンプ特性を数値解析する試みが活発になって

きた｡しかし､従来より提示されている方法は､羽根車内二相流の複雑な挙動

を単純化して一次元および二次元問題とした解析に留まり､三次元流れの詳細

や､それに関連するポンプ特性を高精度に解明できる解析方法が未だ提示され

ていないのが現状である｡

本研究の目的は､渦巻ポンプ内の気液二相流を三次元数値解析し､得られた

解析結果を基にして二相流ポンプの性能予測法を確立することにある0
ただし､

ポンプ内二村流の数値解析の基礎となる､羽根車内単相流に対する高精度な数

値解析法の確立も､本研究の目的に含まれる0

以下では､まず羽根車内単相流の数値解析に関する過去の研究を概説し､つ

ぎに渦巻ポンプ内の気液二相流に関して過去になされた実験的および数値解析

的研究の概要を述べる｡
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1.2 羽根車内単相流の数値解析に関する過去の研究の概要

回転羽根車内の流れの数値解析は､Navier-Stokes方程式(N-S方程式)を解く

粘性流解析と､羽根車内のレイノルズ数(Re)が大きいことに着目して､N-S方程

式においてReを無限大と仮定して得られるEuler式を解く非粘性流解析に大別で

きる｡羽根車内の境界層は､流路の曲がりや回転の影響を強く受け､静止した

流れ場の境界層とは異なる極めて複雑な挙動を示す(l〉｡この挙動を正確に求め

ようとする粘性流解析では､静止場に対する解析と比較して､一般に膨大な計

算時間や記憶容量が必要とされる｡許容される計算時間や記憶容量には限界が

あることから､粘性流解析に比べ､現象をモデル化した非粘性流解析が過去に

多くなされた｡本節では､準三次元解析を含めた三次元解析法をおもな対象と

して述べるが､まず非粘性流解析の概要を述べる0

羽根車内の流れが軸対称流面をもつものと仮定すれば､流れを二次元問題と

して扱うことが可能となり､子午面流れと羽根聞流れの組合せにより表現でき

る｡この場合には､子午面流れと羽根聞流れの連立反復計算､すなわち準三次

元解析により羽根車内の流れが定まる0

まず､子牛面流れと羽根聞流れの解析法を個別に眺めてみよう0 子牛面流れ

の解法としてはKatsanis･McNallyL2〉による差分解法があり.､公表された計算プ

ログラムは多方面に利用された｡また､三次元解析への拡張性を考慮して､

Hirsh･Warzee`3)はGalerkin法による有限要素法を示した0
また､Adler･

臣imerman(一)は反復法による有限要素法を提示し､差分法による解析結果と良

く一致した解が得られることを示している0

羽根聞流れの解法としてはEatsanis(5)の差分法が有名であり､羽根前縁の計

算精度を確保するために前縁近傍の格子を細分割した計算プログラム川〉も公表

されている｡このプログラムはDeshpande(7〉により改良され､計算の収束性が

高められた｡なお､Katsanisの解法(5〉(仁∴では､境界条件として羽根車が流体

に与えた仕事量を表す羽根車下流の流出角度を与えなければならず､羽根車仕

事を解析結果として得ることができない0 このような欠点を解決するため､大

宮司(9)は､羽根後縁をよどみ点と一致させる方法を差分法に採用し､流れが

Kuttaの条件を満たすような計算手法を示した0 一方､Adler･Krimerman(9〉は､

三次元解析への拡張性を考慮して､子年面流れの解析と同様の､節点配置の自

由度が高い有限要素解法を示した0

っぎに､上述の二次元計算を組み合わせた準三次元解析に関する研究につい

て述べる｡Eatsanis(川)は､子牛面と羽根間の流れに対して準直交曲線法を用

いた解析法を示した｡ただし､準直交線に沿う曲率の変化が線形であること､

流れ角度が一定であるなどの多くの仮定を用いている0 中瀬･妹尾==は､子午

面流れを準直交曲線法､羽根聞流れを特異点法により解析した0 この方法は､

設計点以外の流量に対しても流れの詳細を求めることができる0 その後､流れ

の損失を考慮に入れたマトリックス法(12)､流線法(13)､有限要素法(】d)によ

る解析法が提奏された0 また､Krimerman･Adler(15〉は､前述の有限要素法刷
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(9)を組み合わせ､より厳密な準三次元解法を提示した｡

さて､回転角速度uをもつ回転場の相対流れに注目すると､主流方向に垂直

な流路断面内に場の回転方向と逆向きの循環流れ(渦皮:-2血りが存在する=6㌔

また､羽根の負荷が羽根高さ方向に一様でない場合､つま り非一様負荷分布時

には羽根後縁から離脱する渦により羽根車下流には随伴渦面が形成されるI17〉｡

これら流れの三次元的挙動は､軸対称流れを仮定した上述の準三次元解析では

全く捕らえることができない問題であり､流れの三次元性を解明･しようとする

完全三次元解析が検討されるようになった｡完全三次元解法には､遷音速流れ

に対するDenton(l昏〉による有限体積法を用いた時間進行法(Denton法)､Rae

(19)による微小じょう乱ポテンシャル理論に基づく緩和法があり､羽根面圧力

分布の解析結果が実験結果と良く一致することなどが示された｡Fruehauf(28=､

Martinon(21)､Grainger(22〉は､遷音速や超音速流れに対する特性の方法を提

案した｡複雑な境界形状をもつ羽根車に対しては､節点の配置が容易な有限要

素法の適用が有効である｡長藤は､回転場の絶対流れに非圧縮･渦なし流れを仮

定した有限要素解法を示し(2:=､フランシス水車ランナ内の流れを三次元解析

して実験結果と良く一致する羽根面圧力分布を得た(24>(25,｡Laskarisi已6)は

亜音速流れの有限要素解法を提案した｡さらに､三宅ら(27)(=≧衰)は､非圧縮･渦

なし流れの仮定を用い､計算領域の境界面上にのみ格子点を配置する境界要素

法による解析法を示した｡

完全三次元解析により､流れの三次元性や流路断面内の循環流れが求められ

た｡しかし､羽根車下流の随伴渦面に関しては､渦面を近似表現するRaeく】9ンや

三宅ら(27)-2台)の方法を除き､いずれの解析方法においてもその取扱方法が不

明確であり､非一様負荷分布をもつ羽根車の解析において､渦面を正確には評

価し難い｡これを解決するため､大宮司(29バー(き1iは､長藤の方法く2ヨ)を拡張

することにより､有限要素法の計算過程に渦面を理論的に取り入れる解法を示

した｡つまり､一つの羽根聞流路とこの羽根1ピッチに相当する上流および下流

の流路部分を計算領域とし､随伴渦面すなわち羽根後縁を通過する相対岐点流

面が羽根車下流の周期境界に一致するよう､渦面の形状を収束計算により定め

た｡

一方､非粘性流解析では､羽根後縁におけるKuttaの条件､すなわち羽根車が

流体に与えた仕事量に相当する羽根車下流の循環量を如何に与えるかが問題と

なる｡循環真の測定値を境界条件として用いた解析(2=(25●)があるが､この方

法では解析結果から羽根車仕事を評価できない｡そこで､後縁の圧力側と負圧

側の圧力が一致するように羽根車下流の循環重を定める方法が､長藤(2…25)

および三宅ら(27〉(28)により提案された｡また､大宮司(29)～(31)は､後縁に

おける流出角度が羽根のカンパ線の方向と一致するように循環量を収束計算に

ょり定める手法を示した｡しかし､Eutta条件の取扱方法が解析結果に及ぼす影

響を詳細に調べた研究がなく､Kutta条件の扱いが未だ完全には確立していない

のが現状である｡

また､羽根車は三次元的な複雑な境界形状をもつため､有限要素解析におい
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て要素分割が適正でない場合､要素の歪みが大き く なり､解析精度や計算の収

束性が著しく低下することがある｡したがって､通常は､要素歪みを小さ く抑

えるために要素分割数を増す手法が用られる｡この場合には､多大な記憶容量

や計算量が必要とされるため､実務的計算の障害となるこ とがある｡大宮司ら

は､三次元有限要素解析(29〉において､羽根車上流と下流に軸対称流れを仮定

することにより計算量の削減と解の安定化を図る手法を示した``主2j｡また､要

素の歪を最小化することにより､流路の曲がりが大きい羽根車に対しても解析

が有効に適用できるようにした(33)｡しかし､解析精度を要素歪みのみで評価

する方法に留まっている｡

つぎに､粘性流解析に関する研究の概要を述べよう｡1970年代から三次元粘

性流解析に関する研究が活発になったが､最近の関心は回転羽根車内の三次元

乱流解析に向けられており､その研究成果がHabく34)､McⅣallyりいおよ-び井上

(36〉の解説に紹介されている｡k-£モデルなど種々の乱流モデルを用いた三次

元解析は､羽根車内の二次流れや低エネルギ流体の集積(ウェークの形成)など

実験結果と定性的に一致する結果を与え､非粘性流解析では得ることができな

い粘性効果の詳細が求められるようになった｡

しかし､たとえば半径流ポンプ羽根車内の流れを並列コ ンピュータによりk-

eモデルを用いて三次元有限要素解析する場合(37〉､計算に要するCPU時間は約

25時間であり､膨大な計算時間が要求される｡また､壁面近傍の流れの詳細(二

次流れが巻上がる位置や損失の分布など)が計算手法ばかりか乱流モデルによっ

ても大きく異なる場合が多く､採用した乱流モデルの良否が解析精度を決定す

る(3モ=｡したがって､解析の実行が計算時間により制約を受けたり､解析結果

の信頼性に多くの問題点が残されているのが現状である｡粘性流解析に関する

このような状況から､現在では､形状設計などにおける工学的問題の解析には､

もっぱら非粘性完全三次元解析が用いられているのが現状である｡

1.3 渦巻ポンプ内の気液二村流に関する過去の研究の概要

1.3.1 実験的研究

気液二相流時の渦巻ポンプの特性は､パルプ液や石油のポンプ輸送時に液中

の気体が遊離する場合､ポンプ動力の制御やキャビテーショ ン発生時の防振を

目的として外部より空気を送入する場合などに関連して､古くから調べられて

おり､1960年ごろまでの研究はStepanoff(3宕)(39〉の著書に紹介されている｡

1960年代になされた研究には､羽根車内流れに均質な圧縮性流体を仮定して

二相流動や衝撃発生の機構を説明したもの(4〔=､ポンプのキャビテーショ ン性

能に及ぼす吸入空気の影響を調べたものり【j､ポンプ特性と空気吸入様式の関

係を明らかにしたもの(42)､多段ポンプの特性に及ぼす段数および吸入気体の

種頬(空気あるいはアルゴン)の影響を調べたもの(43)がある｡

1g70年代になる■と､原子炉の一次冷却材(軽水)循環系の破断により生ずる冷

却材喪失事故(Loss'of Coolant Accident,略してLOCA)の安全解析を行う立場
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から､蒸気を含む冷却材が循環用ポンプに流入した場合のポンプ特性が問題と

なり､二相流時におけるポンプの静特性や､LOCAにより冷却材が噴出する､い

わゆるブローダウン時の過渡特性に関する研究が､アメリカ合衆国を中心に行

われるようになった｡このうち､1980年代初頭までの研究成果は､Runstadler

f44)､村上･峯村(45〉､Minenura･Murakami(…)ぉよぴKim(47)(一4e〕らにより展望

されている｡

まず､合衆国において行われた研究の概要を述べよう｡

Aerojet Ⅳuclear Co.(現在､EG&G Co.)の01sonは､蒸気と水からなる二相流

に対する半径流ポンプ(比速度:ns=140[rp爪,m3/min,m】)の特性を､ポンプ入口に

おける気液体穣流量比(入口ポイド率)が0から1の範囲において測定した(4与り｡

また､測定結果に基づき､二村流時における揚程やトルクの単相流時に対する

低下量を､ポンプ内の平均ポイド率のみの関数により表されるものと仮定して

モデル化し､ポンプ性能変化の予測に関する実験式を与えた(58)｡この予測モ

デルはAⅣCモデルと呼ばれ､原子炉の代表的な安全解析プログラム(51i～(54)に

採用されている｡

その後､電力研究所(Electric Pover ReseachInstitute､略してEPRI)が推

進役となり､Babcock & Wilcox Co.(B&W)､Combustion Engineeringlnc.

(C-E)､CreareInc.､MassachusettsInstitute of Technology(MIT)の合衆国

における4つの研究機関と共同で､多角的かつ組織的な研究を大々的に展開した
(55)

B&甘(56)～(59)は､加圧水形原子炉の冷却材循環用ポンプ【斜流ポンプ(n5=

655)]を1/3の寸法に模型化し､ポンプ吐出側から吸込側へ流体が流れる逆流時

や､羽根車が通常とは逆方向に回転する逆回転時を含む広範囲の運転条件にお

いて､空気/水の二相流に対する静特性や動特性を測定し､測定結果をホモロガ

スパラメ一夕(流量や揚程などを正規状態の値で除して正規化したもの)により

整理した｡この整理法は種々の運転条件に対するポンプ特性を簡潔に表すこと

ができる長所をもつ｡なお､二柏流時のポンプ性能の低下量を､01sonの方法と

同様に､ポンプ内の平均ポイド率のみの関数として表した｡

C-EのKennedyらは､斜流ポンプ(n5=637)の1/5模型を用い､窒素/水二村流時

の性能低下主に及ぼす吸込圧力の影響を調べ､吸込圧力が高いほど性能低下量

が減ずる結果を得た‖=‖｡これは､吸込圧力が高いほど､キャ ビテーショ ンが

発生し難いことや､羽根車内において多量の蒸気が凝縮して平均ポイド率が低

下することなどによるものと考察された｡また､測定されたポンプの二相流特

性を､′ホモロガスパラメータによる表示と等価な極座標表示により整理した

(61)｡この整理法は､ポンプの吐出流量Qを横軸に､羽根車の回転速度Nを縦軸

にとり､QとNで定まるポンプ作動点を横軸の正方向からの角度㊤つま り極座樟

により表し､逆流時(Qが負の場合)や逆回転時(Ⅳが負の場合)も含めて､ポンプ

特性を㊤に対して表示する0.したがって､ホモロガスパラメ一夕による整理法

より もさらに簡潔に､幅広いポンプ運転状態における二相流特性を表示できる

利点をもつ｡
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CreareInc.では､以下の研究が行われた｡Kamath･Svift(〔;2)は､冷却材循環

用ポンプに使われている斜流ポンプ(n5=637)の1/20模型を対象に､空気/水およ

び蒸気/水二相流時のポンプ特性を測定した｡Runstadler･I)olan=さ3)(6｣=は､模

型ポンプで測定された空気/水二相流時の特性を実機の特性解析に適用する際の

問題点を探るため､1/20模型ポンプの二村流(空気/水)性能と1/5模型ポンプの

二相流(蒸気/水)性能をホモロガスパラメ一夕を用いて比較した｡その結果､ポ

ンプ入口ポイド率の増加に対して性能が低下する傾向は両ポンプと もほぼ同じ

であるが､低下量の絶対値に違いが見られることを示した｡ この原因と して､

圧力が上昇する羽根車内では蒸気が凝縮することや､二相流時の寸法効果が無

視できないこと､すなわち羽根車内二相流に相似則が厳密には成立しないこと

を推察している｡Patel･Runstadler(65)は､空気/水二村流時における1/20模型

ポンプの性能測定と羽根車内部の流動状態の観察を行い､性能は羽根車内流動

状態と密接に関連し､羽根車入口部に空洞が発生すると性能が急低下するこ と

などの知見を得ている｡また､Rotbeら(66〕は､ポンプと配管系の振動問題を扱

い､ポンプ特性が､たとえ単相流時に安定している場合でも､二柏流時には不

安定になりサージング現象が生ずる場合があることを指摘した｡

MITでは､二相流時の揚程予測法が提示された(67)(6史〉｡すなわち､羽根車内

二相流を分離流モデルに基づいて理論的に考察し､液単相流時のポンプ水力損

失に対する二相流時の水力損失の比により損失ヘッド比H㌧を定義し､H-がおも

に入口ポイド率α8と液相流量¢の関数であるものと仮定して､¢をパラメータ

にとりα8とE岬の関係を実験的に定めた｡この方法によれば､αaとH●の関係が

既知の場合には､二相流時の理論揚程を与える理論式と単相流時のポンプ性能

から､二相流時のポンプ揚程を予測できる｡また､正転正流時や逆転逆流時の

ポンプ作動点における､流動状態とポンプ性能との関連も調べられた(=り｡

合衆国では､上記の研究機関の他にも二相流特性が調べられた｡Brookhaven

NationalLaboratoryのRohatgi(78)は､ブローダウン時や原動機人力が急停止

する場合におけるポンプの過渡特性を理論的および実験的に調べ､過渡現象の

予測法を示した｡EG&G Co.では､ブローダウン時のポンプ特性が測定され､計

算結果と比較され(71)､またChen･Quapp(72〉は､窒素/水の二相流を用いて斜流

ポンプ(n5=630)の特性を測定し､半径流ポンプから得られた州Cデータに基づく

安全解析コードRELAPりMOD5(51)より予測される値と比較した｡その結果､性能

低下量の測定値が予測値よりも小さいことから､ポンプ特性がポンプ型式(半径

流､斜流､軸流)により異なることを指摘した｡GeneralElectric Co.のSozzi

･Burnette(73〉は､蒸気/水の二村流を用い､ポンプ性能に及ぼすポンプ配管系

の圧力の影響を調べた｡

一方､合衆国以外でも､系統的な研究が精力的に行われてきた｡カナダでは､

沸騰水形原子炉用ポンプの二相流特性(74ンや､蒸気/水二相流時のポンプ特性に

及ぼす流体の温度の影響が調べられた(7ら)｡また､Heidrickら{.7`≡;)は､蒸気/水

二相流に対するポンプ特性を調べて凝縮の影響を検討し､入口ポイド率が0.2以

下の場合には羽根車内で全蒸気が凝縮し､空気/水二相流時よりも性能低下量が
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小さ く なることを示した｡また､ポンプ軸が水平および垂直､また正流および

逆流の運転条件に対しても実験を行った｡東ドイ ツのEosmowskiは､ポンプ特性

が急低下するときのポンプ入口ポイド率は､羽根出口角度を大きくすると大に

なり､半径方向を向く放射状羽根車の場合に最大になることIT7〉､種々のケー

シングに対する実験結果から､羽根車とケーシングの適合性が重要であるこ と

を指摘し(T章)､二相流輸送に適するポンプの設計法を提案した(79)｡フランス

では､Grison･Lauro(き8)がポンプ内の臨界二相流を理論的かつ実験的に調べ､

Bonnin(昏1)がターボ機械内の非平衡二相流に対する相似則を検討した｡西ドイ

ツでは､軸流ポンプ(n3=1018)の1/4およぴ1/5の模型ポンプを用いて蒸気/水の

二相流特性が調べられ(昏2)､吸込圧力と入口ポイド率がポンプ特性を決定する

重要なパラメータであることが示された｡

以上､海外で過去に行われた研究の多く は､ポンプ入口ポイド率とポンプ特

性の関係の解明に主目的をおき､その関係を実験式として与えたものであり､

Patel･Runstadler(65)の観察実験を除き､ポンプ内部の流動状態とポンプ性能

の関連を詳細に論じた研究が見あたらないのが現状である｡

さて､日本では､1970年代初頭より現在に至るまで､多くの詳細な研究が行

われてきた｡まず､二相流時のポンプ特性の解明を主目的にした研究を概説し

よう｡

村上･峯村は､空気/水二相流笹対する半径流ポンプ(比速度:ns=180〔rpm.mり

min,m】)を対象に､系統的研究を行った｡すなわち､性能変化と羽根車内の流動

状態の関係を詳細に検討し､羽根車入口部の高ポイド率領域の発生がポンプ性

能を低下させることを明らかにし､性能変化の定量的予測法を提案した(告:=｡

二相流時のポンプ性能に及ぼす羽根枚数(台4〉の影響を調べ､羽根数が著しく少

ないポンプでは､液単相流時よりも二相流時のはうが高い揚程が得られる場合

があることを示し.た｡また､羽根車とケーシング間の隙間の大きさ(窒5∴や吸込

圧力(宕6)が二相流時のポンプ特性に及ぼす影響を調べ､ポンプが吐出可能な空

気量を最大にする条件を検討した｡さらに､細流ポンプ(n5=1920)l宕7)や斜流ポ

ンプ(ns=813)(事B)を用いた実験により比速度の影響を検討し､比速度が大きい

ポンプほど二相流時の揚程低下割合が大きくなることなどの知見を得た｡また､

キャビテーション性能に及ぼす吸入空気の影響を調べ(事9)､ポンプ性能に及ぼ

すキャ ビテーショ ンと吸入空気の影響の類似性を示した｡

金子ら(98)は､沸騰水形原子炉用ポンプ[立て形遠心ポンプ(ns=813)]の1/2模

型を用いて､空気/水二相流に対するポンプ静特性を測定し､過去の研究結果と

ほぼ同一の結果を得た｡湊･富永(91〉は､蒸気/水二相流における正転正流時や

逆転逆流時など幅広いポンプ運転条件に対してポンプ特性を測定し､結果を極

座標表示により整理した｡

また､二相流時のポンプ特性とポンプ内の流動状態の関連をより詳細に解明

するため､流動状態が測定された｡村上ら(∈,2)は､半径流羽根車内の圧力分布

を測定し､二相流時における羽根車入口部の圧力分布の変化がポンプ性能の低

下をもたらすことを解明した｡峯村らは､半径流や･軸流(93)および斜流(尊台}羽
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根車内の気泡寸法の分布､半径流(9月コや斜流===羽根車内の流速やポイド率の

分布を測定して､二相流動状態とポンプ特性の関係を明らかにした｡世古口ら

(95)は､半径流羽根車(n5=120)内の空気/水二相流を対象にポイド率分布を測定

し､大庭ら(96｣は､汚水処理用曝気槽に用いられる細流ポンプ(n≡;=2256)内の空

気/水二相流を対象に流速や圧力分布を測定し､ポンプ性能との関連を調べた0

一方､ブローダウン時のポンプ過渡特性をおもに扱った研究には､二相流時

に生ずる吸込管内の脈動流を遅れの入った微分方程式で表し､その線形化数値

解により脈動周期の測定結果をよく説明できることを示した金子･大橋(97)の研

究､ブローダウン時のポンプ入口における圧力やポイド率の過渡特性を測定し､

一次元理論による数値解と比較したNarabayasbiら(9台)の研究がある｡

また､二相流時のポンプ特性の実験的予測法を提示した研究には､Wilsonら

が提案した揚程損失比による予測法川7)を､ポンプの設計変数や運転条件を考

慮可能な予測法に拡張した峯村ら(93)の研究､羽根車内流れに関する保存則に

基づいて予測法を開発し､予測値をC-E社の実験結果(68)と比較した藤江(99)

(188)の研究､ポンプ相似則を検討したFujie･Yamanouchi(川=の研究がある0

ポンプ性能と二相流動状態の関係をより簡単な体系のもとで明らかにするた

め､峯村ら(川2)は､鉛直軸回りに回転する水平円坂上に回転中心から半径方向

外向きに設けた直管流路内を流れる気泡流を対象に､流動損失とポイド率や圧

力分布の関係を調べた｡その結果､回転場流れの無次元数であるロスピー数に

ょり､流動状態と損失の関係を整理できることが示された0

以上は､気液二相流時のポンプ特性を解明し､その予測法を提示することに

主眼をおいた研究であるが､近年､深い海底油田の汲上用ポンプ="==針=な

どの設計方法を確立する目的から､二相流時のポンプ性能の改善方法が以下の

ように検討された｡

古川らは､半径流ポンプ羽根車に対して､羽根を二重に設置したタンデム巽

の採用(185)や羽根車上流へのインデューサの取付け(186｣により､性能低下を

引き起こす羽根車内の気泡滞留領域を縮小化する､揚水性能改善法を検討した0

また､自給式‖87}やIL型(川e〉ポンプによる研究もなされた0 なお､ポンプ入

口でポイド率が0.4-0.5の二相流体を､ターボ形ポンプにより輸送可能である

と報告く用9〉(1川〉された｡

一方､ポンプの二村流特性を積極的に利用■しようとする研究が近年盛んにな

ってきた｡Pulpitel･Sob(111)､後藤(112}､鈴木ら(113}は､ポンプの振動波形

を用いた､空気吸入時の故障モード診断の可能性を考察した0 また､降雨時の

急激な水位上昇に備え､雨水排水用ポンプを先行待機運転させる方式が注目さ

れているが､吸込深さが不足した状態でポンプを運転するため､吸込渦の発生

により著しい振動を伴う場合がある｡これを回避するため､空気吸入により揚

水を遮断する方法がBrada(114)､小西ら(=5=16)､Maehara(=7〉により検討

された｡

上述の研究により､気液二相流時におけるポンプの静特性や動特性およびポ

ンプ内の二相流動状態が調べられ､ポンプ特性に関する実験的予測法が示され
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た｡しかし､ポンプ特性を支配する羽根車内の二相流動機構は極めて複雑であ

ることから､汎用性や精度の面で実験的予測法には限界がある｡事実､二相流

時には流れの相似則が厳密には成り立たないため､実機を小型化したモデルポ

ンプで得られた実験結果をそのまま実機に適用できない場合があること､実験

結果がポンプの比速度､設置条件(吸上式あるいは押込式)､運転条件(吸込圧力

や液相の吐出流量)､作動二相流体(蒸気/水あるいは空気/水)などにより大きく

異なることなどが､上述の研究で指摘されている｡したがって､実験的予測法

は､ポンプ特性に及ぼすポンプの設計パラメータの影響を個別に評価できない

欠点をもつ｡この欠点を克服するため､ポンプ性能と密接に関連する羽根車内

の二相流動状態を数値解析により明らかにし､その結果に基づいてポンプ特性

を解明する､数値解析的方法に大きな期待が寄せられている0

1.3. 2■ 数値解析的研究

本節では､羽根車内二相流の数値解析に関する過去の研究の概要を述べるが､

まず一般的な流れ場における気液二相流の数値解析法を概説する0

二相流を解析するには､まず現象を基礎方程式として定式化する必要がある0

単相流の場合と異なり､気液二相流中には気液界面が存在する0 この界面の気

相側と液相側で物理量(流速や圧力など)が一般に異なるため､界面はいわゆる

不連続面となる｡したがって､二村流の基礎方程式は､気液各村に対する保存

式と､とびの条件(Jump condition)と呼ばれる不連続面における保存式から構

成される(l-昏=l19)｡適当な初期条件と境界条件のもとこの基礎式を解析すれ

ば､二相流動状態が求められる｡しかし､複雑に運動する不連続面の挙動を解

の一部として求める必要上､移動多境界問題に対する解析が要求され､解析は

一般に極めて困難である(ll宕〉｡

そこで､解析を可能にするため､二相流動機構をモデル化して基礎方程式を

簡単化する研究がなされてきた0 この気液二相流解析モデルを分類t=7〉すると､

表1.1のようになる｡各モデルは､片岡(l19川28)により詳細に解説されている0

気液二相流

解析モデル

混合体モデル

(Mixture model)

二流体モデル

(Two-fluid model)

均質流モデル

(Hpnogeneous flow model)

スリ･ッ プ流モデル

(Slip flow model)

ドリ フト フ ラ
ック スモデル

(Drift-flux model)

気泡流モデル

(Bubbly flow model)

表1-1気液二相流解析モデル
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気液二村流解析モデルは､混合体モデルと二流体モデルの2つのモデルに大

別できる｡混合体モデルは二相流体を1つの混合流体としてモデル化するもの

で､モデル化により得られる基礎方程式は､混合流体の質量､運動量およぴエ

ネルギに関する3つの保存式からなる｡一方､二流体モデルは､各相を別個の

流体とみなして各相の挙動を個別にモデル化するもので､質量､運動量､エネ

ルギに関する3つの保存式が各相に対して導かれ､二相流全体としては6つの

基礎方程式が得られる｡

これら基礎方程式では未知数に対する式数が不足するので､方程式系を閉じ

させるため､未知数聞の関係を記述する構成方程式(相関式)がさらに導入され

る｡この構成方程式に用いる仮定により､表1.1のように､混合体モデルは､均

質流モデル(Homogeneous flow model)､スリ ウプ流モデル(Slip flow model)､

ドリ フトフラ
ック スモデル(Drift-flux model)､気泡流モデル(Bubbly flow

model)に細分される｡以下に､各モデルの概要を述べよう｡

均質流モデルは､気液各相の速度が等しい､すなわち気液間の相対速度が零

であるものと仮定する最も簡単なモデルである｡このモデル化により得られる

基礎式は解析が容易であり､原子炉の熟流動解析コード｢RELAP4｣(51〉など､広

い分野の解析コードに用いられている｡なお､このモデルは､二相が十分混合

しており､気液間相対速度が両相の速度に比べ無視し得るはど小さい場合の解

析に適している｡ただし､得られる解は混合流体全体としての平均値であり､

各相の挙動を個別に予測できない｡

スリ ップ流モデルは､各相の速度が同一方向をもつものと仮定し､気液間相

対速度をスリップ速度として定義するモデルである｡スリ ップ速度は､一般に

液相に対する気相の速度比により表されるため､速度比を与える相関式が必要

とされる｡このモデルは､気液間相対速度を考慮していることから､均質流モ

デルよりも正確な解析結果を与える｡しかし､液相速度が零の場合には､スリ

ップ速度を定義できず､解析が不可能となる欠点をもつ｡

ドリフトフラックスモデルは､気液間相対速度を一般的な速度として考慮し､

混合流体全体の運動量流束に対する各相の運動量流束をドリフト速度として定

義するモデルである｡このモデルは､汎用性が高く､原子炉の熟流動解析コー

ド(たとえば､｢TRAC-PD2｣く54))等に広く用いられている｡しかし､ドリフト速

度の相関式を基礎実験などにより正確に与えておくことが要求される0

気泡流モデルは､混合流体の連続式および運動量式において､気相の質量お

よび運動量を液相の値に比べ十分小さいものと仮定して無視し､さらに単一気

泡に対する運動方程式および膨張･収縮方程式により気液間相対速度を定め､

気相の質量保存則を考慮するモデルである｡このモデルは､気泡が分散して流

れる気泡涜状態にある流れ場の解析に適用できる｡しかし､液相に対する気相

の体積流量比が増し､気泡の合体が生ずる流れ場に対しては解析精度が低下す

る｡

一方､二流体モデルは､各村の挙動を個別にモデル化するため､気液間の質

量､運動量､エネルギの授受を精度よく考慮できる｡したがって､混合体モデ
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ルでは解析が困難である熟的に非平衡状態にある流れや過渡現象も扱うことが

できる｡しかし､混合体モデルを用いる場合に比べ､基礎方程式や気液間の輸

送量に関する構成方程式の数が多く､解析の難易度が著しく増す｡

つぎに､羽根車内の気液二相流の数値解析に関連する過去の研究の概要を述

べよう｡ただし､本格的な数値解析は緒に就いたばかりであり､研究例は前節

の実験的研究に比べ著しく少ない｡

ポンプ内二相流の理解を深める目的から､峯村らは半径流形(12】)～(12月=､

斜流形(125)およびスクリュー形(】261の各ポンプを､村上らi127jは軸流形ポン

プを対象に､ポンプ内の気泡の挙動を解析した｡ただし､非粘性･非圧縮流れの

仮定のもと解析した水単相流の場において､気泡がこの場を乱さないものと し

て単一気泡の運動方程式を解析した｡その結果､気泡の運動がおもに粘性抗力

と圧力勾配による力により支配されることや､羽根車人口部の羽根負圧側に気

泡が滞留する領域があることなどの知見が得られた｡しかし､ポンプ性能の定

量的な予測法までは言及していない｡また､峯村らは､同様の手法により､半

径流ポンプ内の固体粒子の運動(12昏)(129〉や､軸対称物体回りの気泡の挙動

(138)を数値解析した｡

ポンプ内二相流の数値解析は､流動状態の解明に関する解析と､ポンプ特性

の予測に関する解析に分類され､さらに前者は､ポンプを構成する基本的要素

に対する解析と､ポンプ羽根車内における解析に細分される｡まず､流動状態

の解明に関する研究について述べよう｡

流体機械要素に対する二相流動状態を基礎的な立場から明らかにする目的で

なされた研究には､単独巽､巽列､半径流形単一流路における解析がある｡

単独巽回りの二相流を二次元解析したIsay(131)は､微細な気泡が均質に分散

し､気液間に相対速度がないものと仮定する均質流モデルを用い､非粘性流れ

を仮定した亜音速気体流の理論および解析手法を拡張して適用した｡その結果､

気相の存在により音速が低下する領域では圧力分布が単相流時と著しく異なる

ことや､この傾向が実験結果と一致することなどが示された｡

Shidaら(132)は､均質流モデルをEulerの式とNavier-Stokesの式にそれぞれ

適用して､単独巽回りの二村流を二次元解析し､巽回りの衝撃波の挙動に及ぼ

す流体の粘性の影響が大きいことなどを示した｡

西山(哲)(133)および西山(哲)･東野=3d〕は､部分または超空洞状態にある直

線軸翼列における亜音速および超音速二相流を二次元解析し､羽根面上の空洞

長さや圧力分布などを求めた｡ただし､均質流モデルにより微細な気泡が均一

に水流中に混入しているものと仮定し､非粘性圧縮性気流の線形解析に用いる

ホドグラフ解法を拡張して用いた｡その結果､亜音速空洞巽列と超音速空洞巽

列の二相流特性が全く異質なものであることが明らかにされた0

西山(哲)･西山(秀)(135)は､部分空洞状態にある直線軸巽列における二相流

を二次元解析し､羽根面上の空洞の厚みや体積､圧力分布などを求めた0 ただ

し､文献(133)(134)と同一の均質流モデルにより非粘性非定常水流に対する基

礎式を導出し､これを特異点法により解析した｡その結果､節弦比が小さい翼
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列はど､巽列の非定常特性に及ぼす空気含有による圧縮性の影響が顕著になる

ことなどの知見が得られた｡

以上の解析は､気液間相対速度を零と仮定する均質流モデルに基づいたもの

であり､二相流動状態に及ぼす気液間相対速度の影響を調べることができない｡

そこで､相対速度が巽列や半径流形単一流路内の流れに及ぼす影響を明らかに

する目的から､以下の研究が行われた｡

松本ら(136)は､Noordzij･Wijngaarden(l‥∋T)が鉛直管内の気液二相流の一次

元解析に用いた気泡流モデルを二次元場に拡張し､直線軸巽列内の二相流を二

次元解析した｡すなわち､二村流は微細な気泡が分散した気泡流状態にあり､

気液聞に相対速度に基づく粘性抗力を考慮しながらも､二相流全体としては非

粘性流れであるものと仮定するモデルにより､圧力､マッハ数､ポイド率およ

び気液間相対速度の分布を､有限体積法の一種であるDenton法(l昏)により求め

た｡その結果､巽回りの気泡流は圧縮流の特徴をもつことや､流れに及ぼす気

液間相対速度の影響が大であることなどが明らかにされた｡

Zakem(13台)(13;,)は､Hench･Johnston(148〉が二相流時のディ フユPザ特性の

一次元解析に用いた理論および手法を回転場に拡張することにより､半径流形

単一回転流路内の二相流を一次元解析した｡すなわち､二流体モデルにより一

次元流路内の二相流の基礎式を導き､得られた式から流路に沿う未知変数をポ

イド率のみとする運動方程式を求め､これを有限体積法により解析した0 その

結果､流路の回転角速度が高まると､気液間相対速度が増加して流路内に気相

が滞留し､流路内の平均ポイド率が増すことを示した｡また､二相流体の慣性

力に対する気相に作用する遠JL､力の比で表される無次元数を用いた､圧力ヘッ

ド低下真の予測法を提案し､実験結果との良好な一致を得た0

以上の基礎的研究で得られた解析手法に基づき､ポンプ羽根車内の流動状態

がFuruya(1Al>(142)および西山(秀)ら(1A3)により解析されたo

Furuya(1月l)(1-2)は､Zakemの二流体モデルに基づく方法(13鋸(1:≧9)を拡張す

ることにより､ポンプ形状や羽根車内の流動様式(気泡流またはチャーン流)の

考慮が可能な一次元解析法を示した｡さらに､回転場の二相流に対するベルヌ

イ式をもとに二相流時の揚程低下量を予測する理論式を導き､種々の比速度の

ポンプに対して一次元解析を行った｡その結果､羽根車出口部における液相速

度の増加が二相流時の揚程低下をもたらすこ上が明らかにされた0 また､ポン

プ入口ポイド率α8が増して羽根車内の流動様式が気泡流からチャーン流へ変化

する場合に生ずる性能急低下現象がシミュレートされ､広範囲のα8に対して実

験結果と高精度で一致する解析結果が得られた0

西山(秀)ら‖43)は､半径流形羽根車内の二柏流を二次元解析した0 ただし､

均質流モデルに基づいて導いた非粘性亜音速水流の基礎式を特異点法により解

析し､圧力およびポイド率分布､気液体積流量比の増加による羽根車仕事の変

化などを求めた｡その結果､羽根車入口の羽根負圧側に高ポイド率領域が存在

し､この領域で圧縮流の特徴が顧著になることなどが示された0 しかし､気液

間相対速度や羽根出口端の剥離を無視していることなどに起因して､得られた
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羽根車仕事が測定値と良好な一致を示さなかった｡

一方､ポンプ特性の予測を主目的と した解析には､Minatoら(14∠=､湊く】4ら〉､

Samiら(1月6)(1月7〉の研究がある｡

Minatoら〔lA4〕および湊(1J5〉は､入口ポイド率が0.1以上の二相流に対して一

次元理論による解析を行い､二相流時のヘッドやトルクを予測した｡すなわち､

二流体モデルにより導かれたポンプ内一次元流路における気液各相の運動方程

式を､羽根車出口のポイド率や流速の値を仮定して数値積分するこ とによ り､

羽根車出入口間の各相の圧力上昇量を求め､得られた圧力上昇量が二相聞で等

しく なるように羽根車出口のポイド率や流速を繰り返し修正する､繰り返し計

算法により､ポンプ性能を予測した｡その結果､静止管内気泡流のドリ フト速

度から算出した相関式により気液問の相聞摩擦力を評価する場合には､解析結

果が実験結果と良く一致することが示された｡

Samiら(1月6HIJ7〉は､原子炉冷却用ポンプのブローダウン時の特性を解析し

た｡すなわち､羽根車出入口間の一次元流路上で二相聞の相変化を考慮して基

礎式を導き､ これらを解析してポンプの過渡特性を求め､実験結果とよ く一致

する結果を得た｡

ポンプ羽根車内の二相流は､気液間の密度の相違などに起因して､流路の回

転による遠心力やコリオリカ､また流路の曲がりの影響を強く受け､著しい三

次元性を呈することが前節で述べた測定結果より明らかにされている｡ したが

って､上述の気液間相対速度を無視した均質流モデルによる解析および一次元

や二次元の解析により､羽根車内二相流の本質が解明できたとは言い難い｡ し

かし､相対速度を考慮した羽根車内二相流の三次元数値解析法が未だ提示され

ていないのが実状である｡

本研究は､前述した羽根車内単相流の数値解析法や渦巻ポンプ内の気液二相

流に関する研究状況を考慮して､渦巻ポンプ内の気液二相流を三次元数値解析

し､二相流時のポンプ性能を数値的に予測することを目的とする｡そこで､ま

ず曲線境界からなる羽根車に対し､その内部流れの線形一次有限要素解法を確

立するため､第2章では曲線境界からなる領域に対する線形一次有限要素解析に

おける節点数低減法や解析精度向上法を検討し､第3章では第2章で得られた解

析手法を羽根車内流れに適用し､【utta条件の適正な扱い方を提示する｡つづい

て､第4章では渦巻ポンプ内の気液二相流を理論的に考察して気泡流モデルによ

る三次元数値解析法を提案し､流動状態を三次元数値解析する｡第5章では､第

4章で得られた解析結果を基にして､ポンプ入口の気液体積流量比α8とポンプ

性能の関係などを求める｡さらに､第6章では､α8に対する気泡流モデルの適

用可能範囲を拡張するため､空洞を伴う気泡流モデルを提案し､気液二相流時

の揚程喪失現象などの解析を可能とする｡最後に､第7章で以上の結果を総括し､

結論とする｡
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第2章 曲線境界をもつ領域に対する線形一次有限要素解析(1月葺)

2.1 緒言

近年､各種工学問題の解析･設計に有限要素法が多用される傾向にある｡設

計された形状は一般に円弧や自由曲線により構成されている場合が多いが､こ

のような境界形状に対して有限要素法では､高次要素の採用が推奨されている

(14日=｡しかし､たとえば二次要素を用いる場合､節点数が同一であれば一次要

素を用いる場合に比べ､約2倍の記憶容量を必要とするため､複雑な境界形状や

境界条件を伴う実務的大規模計算では､一般に境界を折れ線や平面で近似する

線形一次要素を用いることが多い｡一方､解析領域の要素分割方法が結果に大

きな影響を及ぼすことがあるため､形状の急変部分や変数の急峻な変化が予測

される領域の要素分割が細分化され､節点数は否応なく増す傾向にある0 この

ため､実務的計算では著しく大きな記憶容量を必要とするが､容量限界から十

分に増すことができない場合が多く､記憶容量が少なくてすむアルゴリズムの

開発は切実な課題である｡

線形一次要素による有限要素解析では､境界での既知量を与える第1種境界条

件に対しては､境界上に節点をとれば境界形状の折れ線や平面近似による誤差

は少ない｡しかし､境界に垂直方向の微分値を与える第2種境界条件､たとえば､

流体および熱伝導解析における流体や熱の流束､あるいは応力解析における表

面荷重などに関しては､これらの分布が一般に境界の位置や形状に依存して大

きく変わるので､境界形状の折れ線や平面近似による誤差が大になる0 とくに､

移動または回転する曲面から構成されるターボ機械の解析においては､その影

響が大きいものと考えられる｡

本章では､二次元問題に対して最もよく用いられる三角形一次要素を用いた

有限要素解析において､自由曲線形状をもつ境界上に作用する第2種境界条件の

影響を検討し､節点数の低減法を示した｡また､この方法を回転羽根車内の流

れ解析に適用し､二次要素を用いた場合とも比べて､その有用性を明らかにし

た｡

2. 2 基礎式

2.2.1 有限要素方程式

流体の渦なし流れ､熱伝導､弾性体のねじりなど場の変数¢で表される物理

現象は､一般に準調和方程式により記述され､二次元定常状態の場合には次式

矢(K:く一許)･缶(Eゝ･一語)+Q=0
(2-1)

ただし､係数【x､Ⅹりは一般には場の関数であり､Qは領域内部の生成量である0

境界slでは第1種境界条件として¢の値¢1が与えられ､残りの境界s2では第
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2種境界条件として外向き法線方向の¢の微分値が与えられるものとする｡

E>=仁普)n>:･Ih(一浩)mゝ･=q(ons2)
(2-3)

ただし､mXおよぴmリは境界に垂直なべクトルの方向余弦である｡

有限要素法では､解析領域を有限の大きさの要素に分割し､各要素内の¢を

要素節点における値◎により表す｡すなわち､

¢=川](◎I (2-4)

ここで､川]は形状関数マトリ ックス､(◎Iは節点値を表す行ベクトルである｡

式(2-1)の残差をとり､境界条件式(2-3)を考慮し､重み関数に[N]を用いる

Galerkin法を適用して残差の重み平均が零になるように定式化すれば､次式を

JA【N]Tは(Kx普)･覿(Kリー許)･Q]dA

-Js2川]T巨‥(普)皿>‥用ぃ(一浩)nリーq]ds=0
(2-5)

式(2-5)をGau$Sの定理により変形し､式(2-4)を代入して離散化すれば､つぎの

有限要素方程式を得る｡

川](◎1=lFI (2-6)

ここで､領域全体の節点値ベクトル(◎I､係数マトリ ックス【K]および右辺ベク

トル(FIに､境界条件式(2-2)が代入される(151)｡また【K】および(FIは､すべて

の要素について集め､組み立てることにより得られる｡すなわち､

川]=亨【k]

=亨JAe[K>:(⊇許T)(禦ユ)･机(良計T)(良肝)]dA
(2-7)

(FI=∑(f白い= りqI

=亨JA｡Q[Ⅳ]TdA･芋Js2eq[N]Tds
(2-8)

式(2-8)の右辺第1項は要素の境界形状(境界の傾きなど)に依存しない内部生成

量Qに関する面積分であり､第2項は第2種境界条件が与えられる境界上の線積分

である｡

2.2. 2 境界形状

設計曲線は円弧も含めて点列を通る補間曲線としてのスプライン関数により

表現できる｡図2-1において､Ⅲ個の節点Pl､･･･､Pi､･‥､Pr●が与えられ､こ

れら点列を通る境界曲線をCとする｡PiからPい】の区間の部分曲線上の位置Ciは､

定数ベクトル山:i(k=1-4)とこの区間において正規化された助変数tiに関する三

次スプライン関数により表される(152)｡すなわち､

4

Ci== Al:;ti(巨】)

k=1
(0≦ti≦1)
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ここで､定数山ニiは､2点Pi､Pい1の座標値､これら2点における曲線Cの一次お

よび二次導関数の連続性､およぴCの両端(Pl､Pn)における境界条件(傾きある

いは曲率)より決定される｡

三角形一次要素を適用する場合､部分曲線C;を線分P==･lで直線近似し､内

部に節点Riを設けて図2-◆1に破線で示すような三角形要素をつく る｡PiPい1上の

位置Sjは､定数ベクトルBki(k=1～2)と､この区間において正規化された助変数

si=皇B-‥iT`(k-1)k=1
(0≦ Ti≦1) (2-10)

ただし､定数Bkiは2点Pi､Pいlの座標値より定まる｡

また､節点PiからPいlの方向に曲線Ciに沿った距離をc､点Pいlにおいてはc

=L｡とする｡同様に､直線Siに沿った距離はs､点Pいlにおいてはs=Lsとする0

この場合､線素dcおよびdsは､

dc=leildti (2-11)

ds=l豆ildT; (2-12)

ここで､eiはCiのti､豆;はSiのTiに関する微分を表す｡

2.2. 3 境界条件の代入

図2-1において､自由曲線Cが第2種境界条件の作用する境界s2を表し､境界に

垂直方向の¢の微分値である第2種境界条件として､ここでは流束qiを考える0

ベクトルqiは境界の外向き法線mと同一方向をもち､曲線の位置Ciと傾きei､す

なわち助変数いの関数qi(ti)として分布する｡

三角形一次要素では境界が折れ線で近似され､位置Siにおいて定まる流束

qi･(Ti)が分布する｡すなわちCiをSiで近似するときqi'の値は折れ線上で与え

られ､曲線上の値q;とは異なり､境界形状の近似精度に依存する誤差が生ずる0

このため､普通は境界上での節点数を増して近似精度を高める方法がとられる0

三角形一次要素の節点番号を節点Ri､Pいl､P;の順に1､2､3と割り振れば､

境界PiPいl上での形状関数マトリックス【N]は次式で表される0

川]=【O s/L5 卜s/Ls】 (2-13)

したかって､当該要素の要素内節点番号1､2､3に対する右辺ベクトルIFIの第

2項､fql､fq2およびf･]3は､

fq2･=J:5q;･(た)ds

fq3･=J:5qi･(1-た)ds
式(2-14)のf｡2●およぴfq3●は式(2-12)を用いると､

fq2･=(己)J

f･コ3･=(た)J

1

8

1

8

lSi(T;卜Si(0)lqi●(Ti)l豆;ldT

ISi(Ti卜Si(1)lqi'(T;)I豆;ldT
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さて､第2種境界条件と して境界上に分布する流束を外力とみなせば､式(2-

15)は節点まわりの偶力の釣合式に相当する｡すなわち､境界上の分布流束をエ

ネルギー的に等価な換算流克と して節点に割り当てたものと言える｡ したがっ

て､解析精度を高めるには､境界上の節点数を増す方法のほかに､境界曲線に

分布する流束qiに等価な換算流束を右辺ベクトルに用いる方法が考えられる｡

この場合､式(2-15)は､

fq2=(己)Jこ
Ci(ti)-Ci(0)lx qi(ti)lCiIdti

fq3:(た)JこIcj(ti)-Ci(1)■×qi(ti)lei-dti
(2-16)

ここで､演算子×は外構を示す｡

本章は､線形一次要素を用い､このような換算右辺ベクトルを用いる手法の

有用性について述べようとするものである｡その際､左辺マトリ ック ス[式(2-

7)]および右辺ベクトル【式(2-8)】第1項の面積積分にかかわる値も曲線形状を折

れ線で表すことの影響を受けるが､その影響は小さ く無視し得るものとみなし､

三角形一次要素に対する値をそのまま用いることにする｡

2. 2. 4 境界条件と解の関係

有限要素方程式(2-6)は､全節点数に等しい元数をもつ連立一次方程式であり､

左辺の係数マトリ ックス【E】は節点の座標値より､右辺ベクトル(FIは境界条件

より定まる｡ したがって､上述の境界条件の差が解に及ぼす影響は､式(2-6)の

解析手法を調べることにより予測できる｡

式(2-6)を解くには､川]の対称かつバンド状の性質を利用したLU分解法が最

も効果的である(153〉｡すなわち､式(2-6)の川】を下三角マトリ ックス【L]と上

三角マトリ ックス川】に分解し､行ベクトル(Zlを導入して以下のように変形す

る｡

[L](ZI=(FI (2-17)

川]†¢I=(ZI (2-18)

式(2-17)よりIZIを求めれば､式(2-18)より式(2-6)を満たす(◎Iが得られる0

いま､Z個の全節点のうち第k節点に対応する右辺ベクトルFkが△Fl:だけ変化

したとする｡この場合､ベクトル†ZIの成分Zj(j=1.2.･‥.Z)の変化量△Zjを式

(2-17)より求めると､

A Zj= 〈或禦泊塩川.:kJ
jj,棚

(2-19)

ただし､Jjkは[L]の成分である｡また､¢;(i=1.2,･‥,Z)の変化量△¢iは､式

(2-18)を変形した次式により与えられる｡

=(uji△◎i)=△Zj
i=1

ただし､u｣iは川]の成分である｡

式(2-20)に式(2-19)を代入すると､△◎iは､
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碧｣=(等㌢) ･α=ij,uij)
(2-21)

ここで､◎■は代表値であり､αりij,uij)は要素形状と節点の座標値より定ま

る無次元定数である｡また､川]は(FIの変化に対して不変であるから式(2-21)

右辺の◎■は右辺ベクトルの代表値F-で代替できる｡よって､k節点でのFkで代

表させると次式を得る｡

碧｣=(豊ヒ)･α==･uij)

2.3 解析結果と考察

(2-22)

2.3.1 右辺ベクトルの変化が解に及ばす影響

式(2-22)より､第2.種境界条件を反映する右辺ベクトルの値が変化すると､解

にはこれに比例した誤差が生ずる｡いま､場の関数¢を定常渦なし流れの速度

ポテンシャルとすれば､¢は式(2-1)においてⅨ,:=Kリ=0､Q=0としたラプラス式を

満足する｡一例として､図2-2(a)に示す長方形領域において､X=0の一辺に第1

種境界条件¢､y=0､Lリおよびx=L,‥の各辺に第2種境界条件qが作用するものとす

る｡すなわち､X=0において¢=¢8､y=0､y=Lゝ･､X=L)=においてそれぞれq=0､0､

-W3が与えられているものとする｡なお､領域境界が直線のため､式(2-15)と式
(2-18)は一致する｡

Ⅹ方向を(M-1)等分､y方向を川-1)等分し､二辺の長さの比を∠リ/Jxとする三角

形一次要素を生成するo M=4､Ⅳ=3の場合の二等辺三角形の要素りり/Jx■=1)に対し､

節点◎(Ⅹ=Lx,y=0)における右辺ベクトルFを△Fだけ変化させたときの各節点に

おける¢の相対変化量β(=【△¢/(¢3-¢8)]/(△F/F)Iを求め､その等値線を示

すと図2-2(b)のようになる｡ただし､式(2-22)の◎●にはⅩ=0､X=L):における解

¢8､¢3の差を用いた｡右辺ベクトルの影響は領域全体に及んでいるが､右辺

ベクトルが変化した節点◎においてeは最大値をとり､この点から離れるにし

たがい£が低下する｡

っぎに､∠リ/∠xの値を一定つまり要素形状を相似に保ったまま節点数MとNを変

えて△¢の最大値△¢maxを求め､相対変化量の最大値e ma:(を1/Mに対して示す

と､図2-3の○印のようになる｡1/Mすなわち節点間距離が減ずるはど､ど川a)二は

低下し､解に及ぼす右辺ベクトルの変化の影響が減ずる｡図2-3には､三角形要

素の形状を変化させ､Jゝ./J:くの値を変えたときの結果も併記してある0 ∠リ/J‥･ての

値が大きい､すなわち¢の変化方向(流れ方向)と直角方向に長い辺をもつ要素

ほど､右辺ベクトルの変化による影響を大きく受ける0

2.3.2 境界形状が右辺ベクトルに及ぼす影響

曲線境界形状に三角形一次要素を適用した場合､一般的な式(2-15)から求め

た右辺ベクトルの値と､本章で提案した式(2-16)から求めた値は通常異なる0
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本節では､Bezier曲線により境界曲線を与えた場合を例にとり､式(2-15)と式

(2-16)を用いたときの右辺ベクトルに及ぼす影響の差異を調べてみる｡

三次Bezier曲線は4つの制御点により定まるが､本解析では図2-4(a)に示すよ

うに曲線の端点P8を原点に､他端P3をx:L5に固定し､残る2つの制御点(Pl.P2)

は任意の位置に指定した点P4と曲線の両端点との各中点とする｡つま り､P4の

座標のみを制御して曲線形状を変えることにより曲線の頂点C…:くの位置(x川a,‥.

ymax)をⅩ､y方向に変化させる｡ここでは､図2-4(b)に示した12種類の曲線形状

に対する結果について述べる｡ただし､頂点の座標(xm｡‥く.y…X)はそれぞれL5で

無次元化して示してある｡図2-1と対比して､X軸が境界曲線の近似直線に相当

するものとする｡また､P8に要素内節点番号3､P3に節点番号2を割り振ること

にする｡

一方､曲線上に分布する流束qとして､つぎに示す3種類を考えることにする｡

(1)線形分布 重力場における水中の圧力のように､qがⅩ方向に線形変化

する場合､つまり､P8におけるq8からP3におけるq3まで直線的に変化するとき､

q:[a(㌔)+1]･qD･[a=(q珊)/q8】
(2-23)

(2)ベクトル内横形分布 並進運動する面に接する流体のように面に垂直

な速度成分をもつ場合､すなわちqが面の法線ベクトルmと壁面の速度ベクトル

Y｡の内積により定まる場合､

q=n･†｡ (2-24)

(3)スカラ三重横形分布 回転する面に接する流体のように面に垂直な速

度成分をもつ場合､すなわちqが､動径ベクトルr､回転ベクトル山､面の法線

ベクトルmのスカ ラ三重積により定まる場合､

q=m･U X r (2-25)

ただし､動径ベクトルの始点の座標を卜bL5.0)と し､曲線境界はこの点を中心

に一定角速度uで反時計方向に回転するものとする[図2-4(a)】｡

(1)の流束分布に対し､式(2-15)､(2-16)より右辺ベクトルf,〕'､fqを求めて

その比をとり､P8における値fq3●/f.]3を3種のxma)‥に対して示すと図2-5(a)の左

側のようになる｡流束が一定の場合(a=0)､曲線の頂点の座標x-爪a‥〔およぴy川a):を

変えてもその影響ははとんど現れない｡しかし､a=-1､1に対してはyn､a)‥が増す

とその影響が大になる｡‡m8Xの変化による影響はほとんどないから､右辺ベク

トルの値は曲線の両端を結ぶ弦からの曲線の最大変位量y…:<に大き く依存する｡

図2-5(a)の右側は節点P3に対する値fq2■/fq2であるが､影響がP8の場合と逆に

現れる｡よって､円弧のように頂点に関して対称な曲線の場合､すべての要素

に対する結果を集めて得られる有限要素方程式の右辺[式(2-8)]には､隣接する

要素間で影響が打ち消し合うため､式(2-15)､(2-16)の違いによる影響は少な

くなる｡

(2)の流束分布の場合f.13●/fq3はVaに依存せず,P臼における結果は図2-5(b)の

左側のようになる｡Xma‥くにははとんど影響されないが､y川a二くが増すと急増大し､

増加量は線形分布【図2-5(a)]の場合に比べ相当に大きい｡P:‡における結果は図
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2-5(b)の右側に示してあるが､P8の場合とほぼ同じである｡隣接要素間でy=:く

の影響が打ち消し合うことなく､式(2-15)と(2-16)を用いたときの結果に大き

な差が生ずることになる｡

(3)の流束分布の場合は図2-5(c)のようになる｡f･〕3●/･f･]:≧およぴfq2●/f.12は､

Ⅹm｡,:や回転中心の位置bにはとんど依存しないが､yma‥くが増すと急増大し､その

増大割合はベクトル内横形分布の場合よりも大きい｡

式(2-15)と式(2-16)を用いたときの結果に大きな相違が生ずる境界条件は､

(2)のような並進移動面およぴ(3)のような回転面における条件であるから､以

下ではこのような境界面をもつ流路内の流れを例にとり有限要素解析し､結果

を検討してみる｡式(2-15)と式(2-16)の違いは曲線の最大変位量に依存するの

で､曲線の分割数すなわち節点数に関係することは言うまでもない0

2.3. 3 並進移動面の場合

図2-6(a)に示すような､軸回りに回転し､同一円周上にある水車のバケット

状の環状流路内の流れを考える｡流路は上方に速度Vaで移動しており､絶対速

度3V8の水が左側下端の境界より上方へ流入し､右側の下端境界より下方へ流出

するものとする｡円弧壁面における絶対速度はベクトル内横形分布となり､式

(2-24)で表される｡流路内の絶対流れに渦なし流れを仮定すれば､流れは式(2

-1)のラプラス式で与えられる｡流路を流れ方向(i)に(M-1)等分､流れと垂直方

向(j)に(N-1)等分する三角形一次要素に対し､i=1の断面で第1種境界条件¢が､

またi=Mの断面と円弧壁面では第2種境界条件qが作用する0 図2-6(b)は､M=25､

Ⅳ=7に対し式(2-16)を用いたときの結果である｡流路入口の値(¢8)を基準にし

た等ポテンシャル線[(¢-¢8)/(¢3-¢8)=一定]を実線で､また相対速度ベクト

ルを矢印で示してある｡

解に及ぼす節点数の影響を調べるため､種々のⅣの値に対してMの値を変え､

数値解と解析解との差の絶対値△¢を求め､その相対誤差△¢/(¢8一¢3)をM

に対して示すと図2-7の上段のようになる｡ただし､2.3･1節で述べたように､

右辺ベクトルの影響は当該節点で最大に現れるので､△¢には境界曲線上の全

節点に対する平均値を用いてある｡式(2-16)を用いたN=3､7､9に対する結果を

太い実線で示してある｡Nが同一の場合､Mを増すと相対誤差は減少するが､あ

る値以上にMを増しても誤差は変わらず､一定値に収束するo N=9に対する収束

値はⅣ=7の場合とはぼ同じである0

図2-7には､式(2-15)を用いたときの結果(N=3､g)を破線で示してある0 同一

節点数の場合には､本方法[式(2-16)】を用いたほうが誤差が小さく､とくに節

点数が小さい範囲でその効果が著しい｡図2-7には､三角形二次要素を用いた場

合の結果も一点鎖線で併記してある｡N=9に対する結果を示してあるが､N=3の

場合にもはぼ同一結果が得られる｡節点数が同一の場合､収束値の相対誤差は

上述の式(2-16)の結果よりも小さいが､Mが小さい範囲では式(2-15)を用いた一

次要素の結果より も大になる｡

ほぼ満足すべき結果が得られるN=9のとき､式(2-15)の代わりに式(2-16)を一
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次要素に用いれば､相対誤差を0.004に留めるにはMを8(低減率42%)､0.005の

場合5(36%)､0.01の場合1(22%)だけ低減できる｡すなわち､より小さい相対

誤差を望む場合はど低減効果が大きい｡､`また､節点数Mに関する限り､本方法は

二次要素を用いる場合に比べてもほぼ同様な節点数低減効果がある｡ただし二

次要素の場合､Nの影響をはとんど受けないので､本解析とほぼ同じ高精度を得

るにも流れと垂直方向の節点数を9から3(1/3倍)に減ずることができるが､一次

要素を用いる場合に比べ有限要素方程式の係数マトリ ックスのバンド幅が約2倍

となり､有限要素方程式(2-6)を解く際に必要とする記憶容量の面からははとん

ど効果がない｡

境界に面する三角形一次要素において境界曲線の最大変位量y打Ia二･‥を求め､要

素辺の長さLsで無次元化した値ym｡:く/Ls[図2-4参照]をMに対して示すと､図2-7

の下段のようになる｡ただし､境界は円弧であるからⅩ川∂):=0.5である｡N=gにお

いて､相対誤差△¢/(¢由一¢3)を0.005に留めようとすると､式(2-16)にはy-=

,:/Ls≦0.058､式(2-15)にはymax/Ls≦0.035(二次要素に対してもはぼ同程度)
なる条件を満たすようにMの値を定めればよい｡また､式(2-16)を用いる場合､

ほぼ収束解(相対誤差=0.003)を得るには､y…X/L5≦0.016ととればよい｡

2.3.4 回転面の場合

図2-8に示すような渦巻ポンプ羽根車内の流れ解析においては､曲線形状の羽

根が軸回りに反時計方向に一定角速度山で回転するので､羽根面上の絶対流れ

の流速分布は式(2-25)で表されるスカラ三重横形分布の場合に相当する｡

羽根車内の流れを定常非圧縮･非粘性流と仮定し､その絶対流れに渦なし流

れを仮定すれば､速度はポテンシャル¢をもち､式(2-1)においてⅩ‥(=Kリ=1､Q=

0とおいたラプラス式により表される｡図2-8に示した一つの羽根聞流路とこの

羽根1ピッチ分の上流および下流の流路部分の計算領域に対して､以下の境界条

皿･▽a¢=q=(二萱書∑×r
(2-26)

ただし､羽根後縁では羽根両面の流れが滑かに合流するという､Kuttaの条件を

満足しなければならない｡このため､繰り返し計算により羽根車下流の循環r

を定める(29)(31)｡ここで用いた羽根面形状用3,B4)は二つの円弧(xma):=0.5)の

接続により構成されている｡この形状を図2-8に○印で示した点列を通るスプラ

イン曲線で表し､節点をスプライン補間により定める｡

羽根面上の流れ方向の節点数狛を種々に変えて羽根車内の流れを解析し､そ

の際の羽根面上の節点における速度ポテンシャルの絶対値の平均値¢を求め､

収束値¢8(Mi=23)との差(¢-¢8)の相対誤差(¢-¢8)/¢8をMiに対して示すと､

図2-9の上段のようになる｡ただし､周方向の節点数Nが9のときの結果である0

図2-9にはN=7に対して式(2-16)を用いた結果も実線で示してあるが､Ⅳ=9の結果

とはぼ一致しており､十分なⅣの値に対する結果である｡本方法[式(2-16)】によ

る結果を○印で､式(2-15)を用いた結果を△印で示してある｡M;がある値Mi¢｢
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よりも増すと､いずれの方法においても相当誤差(¢-¢8)/¢8は一定値に収束

する0 肌¢｢の値は式(2-15)に対しては19､式(2-16)に対しては17である‥l｡し

たがって､式(2-15)の代わりに式(2-16)を用いることにより､節点数狛を11%

低減できる0 図2-gには､三角形二次要素を用いた結果も●印で示してあるが､

式(2-15)を用いた場合とほぼ同じ値を示す0 図2-6の場合に比べ二次要素を用い

る効果が顕著でないが､図2-8の場合､¢の変化の方向が境界曲線の方向と一致

しないことによる影響が大きいものと考えられる｡

図2-9の下段には､羽根面上の各要素に対する曲線の最大変位量yma:(/L5をMi

に対して示してある0 収束値¢Bに対する¢の相対誤差を零とするにはy.na)‥/L5

≦0･012､0･03とするにはym8‥く/Ls≦0.022なるように肌の値を定めればよい｡

流れ解析においては､速度ポテンシャル¢よりも､その微分値である流速や

流速により定まる圧力が重要である｡とくに羽根車上下流断面における流れの

周速度成分に基づく-循環は､羽根車のなす理論仕事に関係する｡そこで､羽根

車下流(r≧r2)の循環r(=2方川au)に閲し､Ⅳ=9に対する収束値r8仙=23)の相

対誤差(r8-r)/r8をMiに対して示すと図2-10のようになる｡計算方法の違い

を区別する記号法は図2-9の場合と同じであり､いずれの方法においても収束時

には同一のr8が得られる｡収束時のMiは､式(2-15)ではM;い･=23､式(2-16)で

はMicr=15であり､肌に関する節点数の低減率は35%である｡節点数の低減率が

ポテンシャル¢を基にして定めた図2-9の場合と異なるが､これは図2-gの¢が

境界曲線上の平均値であるのに対し､図2-10では後縁近傍の節点における¢の

数値微分より求まる循環を用いていることによる｡図2-10には二次要素を用い

た結果も示してあるが､限界節点数Mト｡｢は式(2-16)の結果と同一(肌鳥｢=15)で精

度がよい｡二次要素の場合､Ⅳ=7においてもはぼ同じ結果が得られるが.､N=5の

ときは正常な解が得られなかった｡

‥lこの場合､流れとほぼ直角方向の要素辺長さに対する流れ方向の要素辺長さ

の比は1.41である｡
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2.4 結言

自由曲線で境界形状が与えられる領域に対する三角形一次要素を用いた有限

要素解析において､第2種境界条件に基づく右辺ベクトルを従来の方法よりも少

ない計算節点数により算出する手法を示し､以下の事柄を明らかにした｡

(1)右辺ベクトルの変化が解に及ぼす影響は式(2-22)で与えられる｡この影

響は当該節点で最も大きく現れるが､節点間距離の減少とともに低下する｡ま

た､■¢の変化方向に対して直角方向に長い辺をもつ要素ほどその影響が大にな

る｡

(2)曲線境界に対する右辺ベクト/レを式(2-15)､式(2-16)で表す場合､両者

の差は曲線の最大変位量の増大とともに大になるが､最大変位の弦方向の位置

には依存しない｡両者の差は第2種境界条件が線形分布の場合には小さいが､並

進移動面や回転面に作用する場合には著しく大きい｡

(3)第2種境界条件が並進移動面上に作用する場合､式(2-15)の代わりに式

(2-16)を用いて右辺ベクトルを求めることにより､計算精度が向上し､第2種境

界条件が作用する曲線!こ沿う節点数を低減できる0 低減率は高精度の解を要求

するほど大きい｡収束解は､yma,ノL5≦0.016となるように節点数をとるときに

得られた｡

(4)第2種境界条件が回転面に作用する場合の流れ解析においては､式(2-1

6)を用いることにより羽根面に沿う節点数を12%程度低減できる0 収束解は､

ym｡,‥/L5≦0.012となるように節点数をとるときに得られた0

(5)式(2-16)を用いる方法は二次要素を用いる場合とはぼ同量の記憶容量を

必要とし､ほぼ同じ精度が得られるが､節点数が過少なときの誤差は相当に小

さい｡
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図2-1 境界$2の形状と境界条件
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図2-2 右辺ベクトルの変化に対する解の変化量
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1/M

図2-3 節点数に対する解の変化量
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図2-4 第2種境界条件が作用する曲線形状
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(a) 線形分布の場合

(b) ベクトル内積形分布の場合

(c) スカラ三重横形分布の場合

図2-5 曲線形状の影響
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図2-6 環状流路への適用
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図2-7 相対誤差に及ぼす節点数の影響
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図2-8 渦巻ポンプ羽根車の形状と境界条件
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図2-9 羽根面上の速度ポテンシャルに及ぼす節点数の影響
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図2-10 羽根㌧車下流の循環に及ぼす節点数の影響
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第3章 羽根車内単相流の線形一次有限要素解析(lら4)(15E●ン

3.1 緒言

円弧や自由曲線により設計された形状の領域に対して一次要素を用いた有限

要素法を適用する場合には､境界形状を折れ線で近似することになる0 線形微

分方程式の解析においては､有限要素方程式の右辺ベクトルは境界に垂直方向

の微分値を与える第2種境界条件に基づいて定めることから､この境界形状の近

似精度に依存した誤差が結果に生ずる｡第2章では､二次元問題でよく用いられ

る三角形一次要素による解析において､曲線形状を考慮して第2種境界条件を右

辺ベクトルへ導入する方法を示し､第2種境界条件が作用する曲面境界が並進ま

たは回転する場合､つまり曲面形状の羽根車からなるターボ機械の解析に対し

ては､従来の方法よりも少ない節点数でかつ高精度に計算できることを示した0

ターボ機械内流れの有限要素解析では､羽根後縁が一般に有限の厚みをもつ

ため､従来は計算上この後縁部分を尖らして､後縁で羽根厚みが零となるよう

な仮想的な羽根形状に対する解析を余儀なくされている｡しかし､流れは後縁

でKuttaの条件を満たさなければならないので､この後綾部の形状変更は解析結

果に敏感に反映するはずであるが､形状変更の影響については従来ほとんど検

討されていない｡

本章では､Ⅹutta条件の扱いを吟味するとともに､上述の問題に対して羽根後

縁部の形状を最大限考慮した曲線セグメントで表す方法により､任意の羽根形

状をもつ羽根車内流れが解析できることを明らかにした0

3.2 基礎式と数値解析法

3.2.1 回転羽根車内の流れの基礎式

本章では､ターボ機械内の流れが軸対称流面をもつものと仮定したときに現

れる､二次元巽列流れの問題を扱うことにする0

羽根車内の流れに定常非圧縮･非粘性流を仮定し､その絶対流れに渦なし流

れを仮定すれば､絶対速度■aはポテンシャル¢をもち､相対速度甘との間には次

式が成り立つ｡

■a=■+山×r=-▽｡¢ (3-1)

このような流れの支配方程式は､式(3-1)を連続の式に代入して得られるラプラ

ス式により表される｡つまり､

▽a2¢=a諌･整=0
(3-2)

また､圧力pは式(3-1)より定まる速度■を用いて､次式に示す回転場におけるベ

ルヌイの式より求められる｡

p=pl-P W入+p[(■12一■2)-(u12-u2)】/2
(3-3)

ここで､入は羽根車入口における流体の単位質量あたりの角運動量である0
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計算領域を図3-1で示すように､一つの羽根聞流路とこの羽根1ピッチに相当

する上流および下流の流路部分とする｡この計算領域において､式(3-2)は以下

の境界条件を満足しなければならない｡すなわち､第2種境界条件として､境界

に垂直方向の¢の微分値つまり境界に垂直な速度qが入口(Bl)､出口(B2)および

羽根面(B3.B4)において､次式で与えられる｡

m･▽8¢=q=〈二望…Lxr
(3-4)

また､残りの羽根車上流(B5)および下流(Bt∋)の周方向側面においては､つぎの

周期性の条件が成立する｡

¢(r,β+2方/N)=¢(r,β)-r/N

∂d(r.β+2汀/Ⅳ)_
_

∂d(r.β)

∂m ∂n
(3-5)

ただし､Ⅳは羽根枚数である｡式(3-5)の循環rは羽根後縁においてKuttaの条件

が満足されるように決定される｡

3.2.2 有限要素方程式

羽根車内の流れは､境界条件式(3-4)､(3-5)のもと､式(3-2)を有限要素解析

することにより得られる｡この有限要素方程式は､第2章で導いた準調和方程式

に対する式をもとに次式で表される｡

[E](◎I=†FI (3-6)

ここで､係数マトリックス【E]および右辺ベクトル(FIは､各要素内の¢を直交

座標系(x,y)を用いた形状関数マトリックス【Ⅳ】で表せば､次式で与えられる0

[X]=亨JAe[(響T)(響)+(a鮮丁)(且㌘)]dA(3-7)

(FI=亨{fq}:亨Js2eq[N]Tds
(3-8)

ただし､Aは要素面積､Sは境界線の長さである｡

第2種境界条件は､式(3-8)から知れるように､境界上に分布する速度q[式(3

-4)]に関する線積分として右辺ベクトル(Flに与えられる0

3.2.3 第2種境界条件の扱い

図3-2に示すように､n個の節点Pi(i=1～n)を通る曲線Cにより第2種境界条件

が作用する境界形状が与えられるものとする｡三角形一次要素を用いる有限要

素解析においては､境界上の2点PiおよぴPいlと内部領域に設けた1点Riを3節点

とする､図3-2に破線で示すような三角形要素により領域を分割する0 従来の方

法では､部分曲線Ciは線分P=Pいりにより直線近似され右辺ベクトルを式(3-8)か

ら求める際､第2種境界条件により規定される速度qに対して､線分PiPいl上の

速度q●を用いることになる｡つまり､節点Ri､Pトり､Piに対する右辺ベクトル

fql●､fq2'､fq3'は次式で表される｡
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f.]l●=0

fq2'=

f.]3●=

J

J

L

B

し

8

Sqi･(己)d$

5qi･(卜己)ds

(3-9)

ここで､Sは線分PiPい1に沿う長さ､L5はその全長である｡

曲線Cが回転する羽根曲線の場合には､第2種境界条件により規定される速度

qが､式(3-4)から知れるように､半径位置rとその位置における羽根面の法線ベ

クトルmの内積と して与えられる｡すなわち､Ci上の速度qiが曲線の位置C;と傾

きei(:dCi/dt)､つまり曲線に沿った長さの助変数tiの関数qi(ti)と して分布す

る｡ したがって､第2章で示したように､線分上の値q'は羽根面上の値qと異な

り､右辺ベクトルには羽根形状の直線近似に依存する誤差が生じることになる｡

境界上に作用する速度を外力と見なせば､式(3-9)は節点まわりの偶力の釣合

式に相当するから､第2章では､曲線境界上の分布速度をエネルギ的に等価な換

算速度として節点に割り当て､右辺ベクトルを求める方法を提案した｡この場

fq2=(た)JこIci(tj)-Ci(0)lxqi(ti)一ei-dti(3_1｡)

fq3=(た)Jこル(tり→い(=-×qi(tり■ei=い
ここで､演算子×は外積を表す｡

ただし､式(3-7)で表される係数マトリ ックス川]の面積分に関する値も曲線

形状を折れ線近似することの影響を受けるが､その影響は小さく無視し得るも

のと見なし､三角形一次要素に対する値をそのまま用いる｡

3.2.4 羽根形状の扱い

第2種境界条件qが作用する境界は､入口(Bl)､出口(B2)､羽根面(B:∋.B4)であ

る｡入口および出口の境界形状は円弧であり､かつqは一般に境界上で一定であ

るから､境界形状を折れ線近似することの影響は第2章により微小であり､無視

できる｡影響が大き く現れる回転羽根面に対してのみ､式(3-10)を用いて右辺

ベクトルを求めればよい｡

羽根面の形状は点列(図3-1の○印)を通る三次スプライ ン曲線により表し､羽

根面上の有限要素節点の位置はスプライン補間により定める｡前縁形状は本計

算の場合円弧であ'り､前縁の一つ下流の圧力面上の節点を円弧と羽根曲線の接

点位置におく｡また､一般に羽楓後縁(点線)は有限の厚みをもつから､そのま

までは計算上､E山taの条件を実現し難い｡そのため､図3-3(a)に示すように､

後縁部の羽根形状が円弧の場合には､この円弧上に後縁点(●印)を設け､後縁

の羽根厚みを零とし､節点間を直線で結んだ折れ線(破線)により近似表現する

方法がとられている｡本方法を用いれば､この円弧形状をそのまま式(3-10)に

用いることになる｡ただし､後述するように後縁点の位置は羽根車下流の循環

真に関係するので､この点は3.2.5節で述べる計算手順の中で繰り返し修正され
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る｡

後縁が図3-3(b)に示すように､羽根車外周上で有限幅をもつ場合､後縁点を

羽根車外周上に設けて後縁近傍の羽根形状を折れ線で近似する｡本章では､こ

のような羽根形状を解析の対象とするが､その際､後線形状をできる限り正確

に表現する観点から､この後縁部形状を後縁の一つ上流の節点における座標､

曲線の傾き､曲率および後縁点の座標から定まる三次曲線セグメ ントにより表

し(図3-3(b)の破線)､この間を滑らかな曲線で結ぶ方法を用いる=1｡また､後

線形状をより忠実に表現する立場から､羽根後縁部下流に生ずる剥離流域を仮

想して､図3-3(c)に示すように､羽根後縁点を羽根車の下流に設けた場合も扱

う｡この場合には､後縁点における座標と流体の相対流出角度､羽根車外周上

の節点の座標より定まる二次曲線セグメ ントで領域の境界形状を表す｡

3. 2. 5 Eutta条件と羽根車下流の周期境界の扱い

回転翼列の非粘性流解析においてⅨuttaの条件を実現するには､次の方法が考

えられている｡

(1)後縁における圧力側と負圧側の圧力が周方向に連続であると考え､両側

の圧力すなわち速度の絶対値を一致させる(23)(27)(2暮)｡

(2)流れが羽根から滑らかに流出し､滑らかに合流すると考え､後縁の圧力

側と負圧側の平均速度ベクトルの方向をカンパ線の方向に一致させる=29)(3=｡

(3)上記(2)と同様な観点から､圧力側と負圧側の速度ベクトルの方向を一致

させる｡

これらの条件は羽根車下流における循環r2の値を変えることにより実現する｡

すなわち､循環r2jを仮定して流れ場を有限要素解析し､後縁の圧力側および

負圧側における結果より相対誤差eが得られたとすれば､修正後の値r2.j･lを

次式により求め､繰返し計算によりr2の収束値を定める｡

r2jり=r2j+γ β r2j (3-11)

ここで､γは計算の収束性を高めるための減衰係数である｡

条件(1)の場合､圧力側と負圧側の圧力をpp､pSとすれば､判定誤差eはe=

1-pp/p5である｡条件(2)においては､羽根車に対する後縁の圧力側および負庄

側の相対速度ベクトルの合成方向をβ､カンパ線の相対角度をβc･amとすれば､

ど=1-β/β¢8mである｡条件(3りこおいては､後縁の圧力側および負圧側の相対

速度ベクトルの方向をβp､β5とすれば､e=1一β｡/βsである｡本計算では､

=l 後綾部の三次曲線セグメ ントの形状は､羽根面形状を定める三次スプライ

ン曲線の点列データに後縁点座標を加え､後縁点における曲率を零と仮定し

た自由端末条件のもとで三次スプライ ン補間したときの曲線と一致する｡
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いずれの条件においても減衰係数γはγ=0.1とした‥2｡

一方､式(3-5)から知れるように､羽根車下流における周期境界(B仁i)において

速度ポテンシャルが不連続に変化する｡よって､上記の繰返し計算において､

この境界形状を周期境界上の平均速度ベクトルより定まる相対岐点流線に一致

するようにその都度修正する｡この扱いは､翼列流れの三次元有限要素解析の

場合､この周期境界が随伴渦面に相当することから重要である(29)(31)0 周期

境界上の節点の座標(r.β)は､r2jに対して求められた境界上の平均速度(Wr･.

Wu)を用いて､流線を表す次式から求める0

JS3d∂=Jニ｡(普｢)dr (3-12)

ただし､式(3-12)の積分の始点は後縁点である｡ここで､修正後のβjりは次式

によ り定める｡

βj.1=βj+γ(βjり-βj) (3-13)

ただし､γは減衰係数であり､本計算ではγ=0.gとした0

後縁点の位置･は解析結果に大きく影響を及ぼすので､後縁が円弧[図3-3(a)】

の場合には､羽根後縁の圧力側および負圧側を通る流線と後縁円弧の接点を求

め､これら接点に対する円弧上の中点を始点として､式(3-12)により岐点流線

を求めることになる‥3｡

羽根後縁部の下流に翻離領域を仮定する場合には､後縁点を羽根車下流にお

き､この点と羽根車出口の圧力端と負庄端を結び､空洞領域を設ける0 その際､

後縁点の半径座標を規定し､その周方向座標を前述した循環r2jを求める繰返

し計算と連立させて定める｡後縁点の座標(r:‡.β3j)と循環r2jを仮定すれば､

羽根車下流(r≧r2)では､連続および角運動量保存則が成り立つので､半径rに

おける平均速度成分は､

r3Wr3jd∂

A∂r32vr3j(u3+軋3j)dβ

r(rAβ-t)urj

(3-14)

(3-15)

ただし､tは空洞の周方向厚みであり､半径rの関数である0

式(3-14)､(3-15)を式(3-12)に代入し､後縁点から羽根車外周まで半径方向

‥2 減衰係数γの値は循環の初期値と収束値との差に依存し､この差が小さい､

すなわち初期値の見積が正確な場合には､γをより大きくとることができる0

循環の初期値にその収束値よりも約10%大きな値を用い､繰返し計算毎にγ

の値を0.1づつ増して収束を加速させた場合､条件(1)では4回､条件(2)､

(3)では6回の繰返し計算により収束解が得られた｡ただし､収束判定条件は､

1£l≦0.3×10~2とした｡

･-3 図3-6の結果から､後縁点を平均カンパ線上に置けばよいことから､循環

を定める繰返し計算毎に後縁点の位置を変更する必要はないことになる0
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内向きに積分することにより､羽根車外周上における後縁点を通過する相対流

線の周方向座標β2jが求まる｡よって､β2jが羽根車外周上のカンパ線の周方

向座標∂｡｡mと一致するようにβ3jを修正し､繰返し計算によりβ3の収束値を

定める｡

3.3 解析結果と考察

3. 3.1 Eutta条件の検証

解析の対象として､古川ら(15〔=が実験した低比速度[187(n.m3/min.rpm)]の

半径流形渦巻ポンプを用いる｡その羽根車の形状は図3-1に示したものであり､

羽根車外径は190mm､羽根数は6枚､羽根の溝深さ(13mm)が半径方向に変わらな

い二次元羽根をもち､羽根厚みは､､一定である｡ここでは､定格回転数(1600rpm

)における定格流量(¢=0.106)時の流れを解析する｡

まず､後縁点を羽根車外周上においた場合[図3-3(b)]を考える｡このとき､

羽根後綾部の形状が後縁点の周方向位置と後縁点とこの一つ上流の節点との半

径距離△r2により変化することになる｡本解析では､羽根面に沿う節点数を同

一にして十分多く
とり､後縁部を除く羽根面境界を折れ線近似することによる

誤差が生じないようにした場合の結果について述べる｡

後縁点をカンパ線上におき､Ar2を種々に変えた場合に対しKutta条件(1)を

満たすように羽根車下流の循環r2を定め､その無次元値r2/r2u2を無次元半径

距離△r2/t2に対して示すと図3-4のようになる｡有限要素方程式の右辺ベクト

ルを式(3-10)より求める本方法による結果を○印と太い実線で示してあるが､

r2/r2u2はAr2/t2=0.25で極大値をとりAr2/t2≦0.17においてははば一定値に

収束する｡図3-4には､WiesnerおよぴStodolaのすべり係数から求まる循環を一

点鎖線で示してあるが､本解析により得られた収束値はこれらの中間の値をと

り､ほぼ妥当なr2が得られているものと思われる｡図3-4には､式(3-9)を用い

る従来の方法による結果を△印と太い破線で示してある｡r2/r2u2は△r2/t2〈

0.25では本方法とほぼ同一の値をとるが､△r2/t2が大きい範囲ではより大きく

低下し､△r2/t2の影響をより大きく受けることが知れる｡△r2ハ之の小さい範

囲で本方法による結果と一致する理由は､節点間距離が短く境界曲線のたわみ

割合が少ないためである｡

上述の結果は､判定誤差βに用いる後縁点の圧力側および負圧側の圧力とし

て､後縁点の近傍要素[図3-3(b)に示した要素⑳およびく診]における値を用いた

場合のものである｡近傍要素の値で代表させた理由は､一次要素を用いた有限

要素解析において直接求まる速度ひいては圧力が要素内では本来一定であると

いうことからである｡一方､各節点における速度は､要素内では一定である速

度を要素の垂Jいこ集中的に分布するものとみなして､当該節点を共有する各要

素の垂心までの距離に応じた最小二乗法により定めるか､あるいは当該節点を

含む各要素の全節点における速度ポテンシャルを最小二乗法により微分して求

めるく29)(31〉｡本解析ではより高い精度をもつ後者の方法を用いているが､後

-36-



縁節点における圧力側と負圧側の圧力を用いてr2を求めてみると､細い破線で

示したように､r2/r2u2は過小となる｡ただし､△r2/t2の小さい範囲における

本方法[式(3-10)】と従来の方法【式(3-g)]による差異は小さいので､従来の方法

による結果のみを図示してある｡r2が過小となるのは､羽根面や羽根車下流の

ポテンシャルの不連続面の存在により､速度を求める際の数値微分上の誤差が

生じやすいことや､後縁点の圧力にはその求め方から羽根車内の圧力も反映し

ていることな一どの理由によるものと考えられる｡

Kutta条件(2)に対して従来の方法[式(3-9)]を適用し､r2/r2u2を求めると血

印を結んだ細い実線のようになる｡後縁点近傍要素の代わりに後縁点の速度ベ

クトルを用いた場合には△印を細い破線で結んだ曲線のようになるo r2/r2u2

は△r2/t2によらずほぼ一定で､図3-4に二点鎖線(r2/r2u2=4･84)で示した羽根

車出口ですべりがないときのr2/r2u2に近いかなり大きな値となる0 条件(2)の

方法はr2を過大､すなわちすべりを過小に与えることがわかるo

Eutta条件(3)に対して従来の方法を適用し､r2/r2u2を求めると▲印を結ん

だ細い実線のようになる｡これは後縁点の近傍要素における速度ベクトルを用

いた場合の結果であるが､r2/r2u2はKutta条件(1)を用いた場合とほぼ同じ値

が得られる｡しかし､後縁点の値を用いた場合には▲印を結ぶ細い破線のよう

に､r2/r2u2はかなり小さくなり､同一条件でも用いる圧力によりかなりの差

が生ずる｡

後縁近傍要素における圧力を用い､【utta条件(1)に対して本方法[式(3-10)]

を適用すると(ただし､Ar2/t2=0.169)､後縁点近傍の水流の相対速度ベクトル

は図3-5の矢印のようになる｡ただし､図3-5(a)は要素垂心､図3-5(b)は節点に

おける結果を示す｡相対岐点流線(周期境界)は実線で示してある0 この線上の

下流領域におけるベクトルの方向差はわずかであるが､後縁点近傍における速

度ベクトルの方向は圧力側と負圧側で大きく異なる｡これは上流の羽根厚みの

影響によるものであり､後縁部の形状変更の影響をかなり受けることが考えら

れるので､条件(3)の方法は必ずしも適切でないことが知れる0 図3-5には､後

縁点の速度ベクトルが条件(2)を満たすように解析した場合に対する､羽横車下

流の周期境界の形状を破線で示してある｡羽根車に対するこの境界の相対角度

は条件(1)に対する結果よりも相当に大きく､条件(2)では､相対岐点流線の方

向をカンパ線の方向に一致させていることから､羽根車出口におけるいわゆる

流れの角超過が過小になる0

上述の結果より､Euttaの条件としては後縁点の圧力側および負圧側の近傍要

素における圧力を一致させる条件(1)が妥当であると考えられる0 この方法は､

羽根車内流れに対する三次元問題に対してもそのまま適用できる0 以下ではこ

のような条件によりr2を定めた場合について述べる0

3.3.2 羽根車下流の循環に及ぼす後縁位置の影響

羽根車外周上の後縁点の位置を周方向に変えるとともに､後縁点の一つ上流

の節点位置すなわちAr2も変えると､後縁の形状は相当に変化し､同時に後縁
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点を通るカンパ線の角度β■も変わることになる｡そこで､後縁点の位置をカン

パ線上､カンパ線と羽根圧力面との中央､負圧面との中央のいずれかの位置に

おき､△r2の値を△r2/t2が0.085から0.423の範囲で変えた場合に得られた循環

の収束値r2をβ事に対して示すと､図3-6の○印のようになる｡ただし､β■は

羽根後縁における本来のカンパ線角度β｡こ｡mで無次元化し､△r2/t2を大き く し

たときに結果が変化する方向を矢印で示してある｡上記･3種類の後縁位置に対す

る結果は記号を変えてあるが､後縁点をカンパ線上や羽根負圧面よりに置いた

場合､△r2/t2が小さいときのr2/r2u2に及ぼすβ'の影響は小さく､図3-4で求

めた収束値を表す実線(r2/r2u2=3.52)にほぼ一致する｡折れ線近似による従来

の方法の結果も△印で示してあるが､本方法による結果に比べてβ'の違いによ

る影響が大きく現れ､後線形状に対しより敏感であることが知れる｡

後縁点をカンパ線上に設け､後縁点の一つ上流の節点の位置Ar2をA r2/t2=

0.169にとるとき(r2/r2u2=3.52)の羽根面圧力分布を求めると図3-7の一点鎖線

のようになる｡ただし､羽根車入口の静圧を基準にした無次元圧力係数△¢r･を

無次元半径r/r2に対して示してある｡図3-7には､圧力面および負圧面の測定値

(156)を○印およぴ●印で､また境界層排除厚さを考慮した特異点法による解析

結果=56)を細い破線で併記してある｡本解析結果はこれらと比較的よく一致し

ているが､羽根車後半部(r/r2≧0.72)の圧力側における△¢rがやや過大である0

この欠点は次節で述べる方法によりかなり是正される｡

3.3.3 後縁点を羽根車下流に置いた場合

後縁点を羽根車外周の下流におき､羽根出口端下流に剥離領域を想定して空

洞部を設けた場合を考える｡ただし､領域の境界形状を二次曲線セグメントで

表し､3.3.1節で述べたⅩutta条件(1)に対する方法はそのまま適用できるものと

する｡

後縁の半径座標r3を種々に変えた場合に対し､Eutta条件を満たすようにr2

を定め､その無次元値r2/r2u2を無次元半径r3/r2に対して示すと図3-8のよう

になる｡本方法[式(3-10)]を用いた場合の結果を○印で示し､■太い実線で結ん

である｡r2/r2u2はr3/r2≦1.053(2節点下流)の範囲では変化が少なく､r3/r2

〉1.053では急増大する｡r2が急増大する理由は､後縁点と羽根車外周との区間

が有限要素解析では羽根の一部であることかち､式(3-15)の角運動量保存則が

正確には満足されないためである｡このため､後縁点と羽根車外周との距離は

最小にとる必要がある｡境界形状を折れ線近似する従来の方法[式(3-9)】による

結果を図3-8に△印と太い破線で示してあるが､後縁点と羽根車外周との距離が

小さい場合(r3/r2≦1.023)､本方法による結果と一致する｡後縁点を羽根車外

周上に置いた場合の図3-4から見られるように､節点間距離が小さい場合には直

線による曲線境界の近似精度が高くr2/r2u2が一致することから､羽根厚みが

比較的薄い羽根車に対しては､後縁点を羽根車外周の1節点下流に置くことがで

きる ものと考えられる｡

後縁点を1節点下流(r3/r2=1.026)に置き､本方法を用い■てKutta条件を満たす
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とr2/r2u2=3.64(β3/△β=-1.62)となり､後縁点を羽根車外周上に置いた場合

に比べ3.4%高い値になる｡この場合の羽根面圧力分布は図3-7の実線のようにな

る｡羽根車後半部(r/r2≧0.72)の圧力面における△¢｢が低下し､後縁点を羽根

車外周上に置いた解析結果(一点鎖線)に比べ､実験結果とより良く一致するよ

うな結果が得られる｡

3.3.4 後縁の羽根厚みが大きい羽根車への適用

一般に､羽根形状は半径方向流速がはぼ一定となるように設計される`157>の

で､二次元羽根の場合には後縁の羽根厚みが相当に大きくなる｡ここでは､こ

のような羽根車の流れ解析に対しても､3.3.3節で述べた羽根出口端の下流に仮

想的な剥離領域を設ける方法が有効に適用できることを示す0

解析の対象として､低比速度の半径流形渦巻ポンプ[比速度‥180(m.mりmin.

rpm)､流量:0.9m3/min､揚程:19m､回転数:1750rpm]を選び､その定格回転数､

定格流量(¢=0.08)時の流れに対する解析結果について述べる｡羽根車は図3-9

に示すように､羽根の溝深さ(18mm)が半径方向に変わらない二次元羽根をもつ0

この場合､羽根の負圧面が羽根車出口部で削除されているため､圧力側と負圧

側の羽根後流に対する曲線セグ.メントが交差してしまい､剥離領域が設定でき

ない｡そこで､負圧側の羽根形状も破線で示すような後方に傾いた形状として､

滑らかに外挿した曲線として定めることにする｡また､後縁点を羽根車外周の

1節点下流の半径位置(r3/r2=1.044)に置いた場合には､後縁点と圧力側の羽根

出口端を結ぶ直線の一部が羽根車外周領域よりも内側に位置してしまい､従来

の折れ線近似による方法では要素分割が不可能となる｡そこで､後縁点を外周

の2節点以上下流の半径位置に置いて解析することにする0

後縁点の無次元半径座標=/r2に対して循環の無次元値r亡/r2u已を示すと､図

3-8のようになる｡本方法による結果を(p印と細い実線で示してあるが､後縁点

を羽根車外周の2節点下流(r3/r2=1.089)に置いた場合の値は外周上に置いた場

合の値とほぼ一致し､r2/r2u2=3.34(β3/△β=-1.86)を得る0 また､従来の方

法による結果を血印と細い破線で示してあるが､2節点下流に匿いた場合に得ら

れるr2/r2u2の値の本方法による値に対する比は1.015である｡しかし､3節点

を超えて下流に置いた場合には､r2/r2u2はいずれの方法を用いても急増大し､

結果に及ぼす方法の違いによる影響が増す0

後縁点を2節点下流に置いて本方法により求めた羽根車内の水流の相対速度ベ

クトルと､羽根車人口を基準とした無次元圧力係数`の等しい点を結んだ等圧線

を図示すると､図3-10のようになる｡また､羽根面上の無次元圧力係数△¢rを

無次元半径r/r2に対して示すと､図3-11の実線のようになる0 図3-11には､圧

力面および負圧面の測定値(g2〉を○印およぴ●印で､また特異点法による解析

結果仁卜==を破線で併記してあるが､本解析結果は実験結果とかなり良く一致し

ている｡
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3.4 結言

三角形一次要素を用いた有限要素法により羽根車内の流れを数値解析する際

に､羽根車後縁部の羽根形状を曲線セグメントにより表し､Ⅸutta条件の扱いを

吟味し､以下の事柄を明らかにした｡

(1)羽根後縁でEuttaの条件を実現するには､後縁の圧力側および負圧側の

近傍要素における圧力を一致させるように循環r2を定めればよい0 得られるr

2は､WiesnerやStodムIaのすべり係数より与えられる値にはば等しい0

(2)後縁点を羽根車外周上のカンパ線上もしくは羽根負圧側よりに置◆く場合

には､後縁点とその一つ上流の節点間の半径距離△r2の変化による影響は軽微

である｡また､境界形状を折れ線近似する方法を用いると△r2の変化による影

響がより大きく現れる｡

(3)羽根後縁部に小さい剥離領域を仮定し､羽根車下流で角運動量保存則が

満足される周方向位置に後縁点を置くことにより､後縁の羽根厚みによらず､

羽根面上の圧力分布が実験結果とかなり良く一致する結果が得られる0
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図3-1 渦巻ポンプ羽根車の形状と計算領域

図3-2 第2種境界条件と座標系
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図3-3 羽根後縁部の扱い
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図3-4 r2に及ぼすKutta条件の扱い方の影響
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図3-5 後縁近傍の水流の相対速度ベクトル
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図3-6 r2に及ぼす後縁位置の影響
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図3-7 羽根面圧力分布
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図3-8 r2に及ぼす後縁位置の影響

図3-9 羽根車の形状と寸法
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図3-10 水流の相対速度ベクトルと等圧線
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図3-11 羽根面圧力分布
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第4章 気泡流モデルによる渦巻ポンプ羽根車内気液二相流の

数値解析(15葛=159〕

4.1 緒言

原子炉の一次冷却材喪失事故に対する安全解析に関連して､気液二相流時の

渦巻ポンプの特性を精度良く予測することが重要であり､多くの性能予測法が

提案されている｡たとえば､液単相流時と二相流時の実験データに基づく単相

流時と二相流時の水力損失の比､いわゆる損失ヘッド比による方法川吊り■;;iや

無次元相似別に基づく極座標表示による方法($=t9=､羽根車内の二相流動現

象の理論的な解析に基づいて二相流方程式を二相流の流線上､つまり一次元流

路に対して数値解析したFuruya(1月2)の方法などがある0

ポンプ特性を正確に予測するには､それと密接に関連する羽根車内の二相流

動状態を把握することが必要である｡流動状態を理論的に求めたものとしては､

気液間相対速度を零とした均質流モデルを用いて､巽列特性を解析し圧縮性の

影響を調べた西山(133)の研究､均質流モデルをEulerの式とNavier-Stokesの式

に適用し､単独巽まわりの衝撃波の挙動に対する粘性の影響を解析したShidaら

(132)の研究がある｡気液間相対速度をもつ気泡流七対し､松本ら(13tさ)は局所

的な密度変化を考慮して二次元翼列まわりの流れをDenton法を用いて解析し､

巽列性能に及ぼす気液間相対速度の影響が大きいことを示している0

回転する羽根車内の流れは強い三次元性をもつことから､上述のような一次

元や二次元の解析法では羽根車内二村流の本質を見失う恐れも多い0 そこで本

章では松本らの解析モデル､すなわち羽根車流路の代表長さに比べ微細な気泡

が均質に分散した気泡流を仮定することにより､二相流を液相の流れで代表さ

せて表すモデルを､三次元の羽根聞流路の流れ解析に拡張できるようにした0

この流れ場に対する循環保存則の考察から､ポンプ人口での絶対流れ｣こ渦なし

流れを仮定すれば､速度がポテンシャルをもち､準調和方程式で表される0
こ

の式を有限要素法により数値解析して液相の速度や圧力などを求め､得られた

流れ場において気泡の運動方程式を数値積分することによりポイド率分布を求

める､三次元連立数値解析法を示した｡また､この手法を半径流形渦巻ポンプ

に適用し､得られたポイド率および圧力分布が実測値とかなり良く一致するこ

とを示した｡

4.2 基礎方程式

4.2.1 仮定

本計算に用いる仮定を以下に示す0

(1)二相流は羽根車の代表長さに比べ微細な気泡が比較的均質に分散した気

泡流状態にあり､Basset-Bousinesq-Oseenの式により気泡の運動が定まる0

(2)二相流全体の絶対流れは定常であり､気液間の粘性抗力を除いて非粘性
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流である｡

(3) 流れに含まれる気泡の分裂や合体がない｡

(4)気泡は球形であり､気泡の体積は重力の影響を考慮した気泡の周囲圧力

に応じて断熱変化する｡また､液相は非圧縮性である｡

(5)気泡の抵抗係数は固体粒子に対する値と同一であり､気泡相互の干渉の

影響は固体粒子群中で単一粒子が受ける影響と同｣である0

(6) 気液間には物質および熱の移動がない｡

(7)気相の密度および運動量は､液相の値に比べ十分小さく､無視し得る0

4.2.2 気液二相流の基礎式

4.2.2.1 単一気泡の運動方程式 水流の速度■aの場を質量Mの気泡が

速度†aで運動するとき､仮定(1)および(4)に基づけば､気泡の運動方程式は次

式で与えられる=2=｡

da(M†a)

dt
=fp+fY+f【)十fI) (4-1)

ただし､単一気泡が受ける圧力勾配による力fp､浮力ftr･､流動抗力fD､および

慣性質量に作用する力flJは次式で与えられるo

fp=一(4/3)汀Rb3▽ap

fY=(pJ/p g-1)Mg▽a(r･Sinβ)

fD=(1/2)β∠(汀Rb2)CDTP t甘a-†8

fしI=(4/3)方.pJCIJ･ [Da(琵琶3!a)

(■｡-†8)

da(恥3†a)
dt

(4-2)

渋=朱･･a･▽a
一定角速度uで回転する回転座標系(図ト1)においては､式(4-1)の左辺およ

び式(ト2)の液相の加速度項は以下のようになる0

da†8 d†

dt dt +2血〉×†+㈲×(山×r)

｣址｣=

一粁･2uX･･山×(心×r)Dt

また､絶対流れの速度ベクトルと相対速度ベクトルとの関係は､

■a=■+山 ×r.†a=†+山 ×r

気泡の抵抗係数CDTPはポイド率αの気泡群中における単一気泡に対する値で

あり､仮定(5)に基づいて空隙率(卜α)の場における固体粒子の液相に対する相

対速度の実験値(168)から求めると､

CDTP:(1-α)●qCD (4-3)

ただし､CDは干渉の影響がないときの単一気泡の抵抗係数であり､qは気泡レイ

ノルズ数Reの関数として次式で表される｡

8.9Re~8･1(1くReく500)
4.78 (500≦Reく7000)
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4.2.2.2 連続式 気液二相流の絶対流オ′=こ対する連続式は､仮定

(2)より､次式で表される｡

▽a[(1一α)pJ■8+αp g†a]=0

仮定(1)､(7)を用いれば､式(ト4)より気泡流に対する連続式を得る0

▽8【(1-α)βJ■8]=0

(ト4)

(4-5)

4.2.2.3 運動方程式 仮定(2)のもと､気液二村流の絶対流れの単位

体積に対して運動量の収支をとると､次式を得る0

▽｡[(1-α)pJ■a■a+αβg†a†a】=一▽8p (ト6)

式(ト6)の関係を各村について表せば､液相に対しては

▽｡[(卜α)βJ■a■｡】=-(卜α)▽ap-F (卜7)

気相に対しては

▽a(αβgYa†｡)=-α▽ap叩 (4-8)

ここで､Fは単位流体要素申における､気泡と水流の相対速度により生じる流動

抗力の総和である｡

いま､式(ト6)に仮定(1)､(7)を用いると､気泡流に対する運動方程式を得る0

▽a[(1-α)βJ■a■｡]=-▽ap (4-9)

式(4-9)に連続式(ト5)を代入し､液相の密度pJは一定とする仮定(4)を用いて

変形整理すると､気泡流の絶対流れに対するオイラーの運動方程式を得る0 す

なわち､

(卜α)甘a･▽｡■8=-▽ap/pJ (巨10)

式(ト10)を相対速度ベクトルで表すと､

(1-α)■･▽■+(1-α)u x(2■+心×r)+▽p/β/=0 (ト11)

4.2.3 ポイド率の定義

本章では､後述するように三次元有限要素法により液相速度を求めるため､

流れの領域を有限要素に分割する｡要素の体積が単一気泡の体積に比べて十分

大きい場合には､ポイド率αは､要素体積に対する要素に含まれる気泡の総体

構の比により定義できる｡すなわち､気泡の数密度がn､気泡の平均半径が巨ヒiで

ある要素に対するαは､次式で与えられる｡

α=(り3)方羅b3･n
(卜12)

ただし､Rbの値は､仮定(4)より､気泡の周囲圧力から定める｡この圧力は重力

の影響を含んでいるが､気泡の寸法は一般に小さく気泡の運動に及ぼすその影

響はきわめて微少である(121】から､実質的には重力の影響を考慮しない圧力p

により宍bの値が変化する｡したがって､αはpおよびnの関数とみなすことがで

きる｡すなわち､

α=α(p.n)
(4-13)

4.2.4 循環保存則

液単相流時に循環保存則が成り立つ場合､羽根車上流のポンプ人口の絶対流
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れに渦なし流れを仮定すれば､羽根車内の流れも渦なしとなり､液相速度がポ

テンシャルをもつ｡以下では､気泡流に対する循環保存則を考察する｡

絶対流れ場における任意の閉曲線(線素d∠､面素dS)に沿う循環rを時間に関

して微分し､Stokesの定理たより変形すれば次式を得る｡

Da r D8( ■a･dり

Dt Dt =.｢▽ax
(■a･▽a■a)･dS (ト14)

さて､式(4-10)で表される絶対流れの気泡流に対して式(4-14)を適用し､pJが

一定の仮定を用いれば､次式を得る｡

幣ニー(1/p′)J▽ax普･dS
(4-15)

式(4-13)よりaはpおよびnの関数であるから､▽ax▽ap=0､▽apx▽ap=0なる

関係を用いて式(4-15)を変形し､無次元化して表すと､

且活†=-(1′p′)J(怒)(▽aヰp*×▽a*n*)･dS蝉(卜16)

ただし､r-=r/(rlul)､t■=t/(1/w)､n*=n/(1/r13)､P岬=P/(plu12)､▽a◆=

▽a/(1/rl)､dS'=dS/r12｡

ここで､式(ト16)の右辺の披積分項のオーダを評価してみる｡∂α/∂n-に関し

者=(4/3)方･用箋呈〈忘1;…(叩′D)≒0(10--1)
つぎに､気泡は慣性力が極めて小さいため圧力勾配の存在する方向に水流と相

対速度をもって流れ(121)､その方向に気泡の数密度n事の勾配が生じるので､定

常流では▽a-pソ/▽a●n■なる関係が成り立っ｡よって､▽｡*p●×▽a岬n■くく0(1)｡

したがって､式(4-16)の左辺は以下のような関係にある｡

｣kユニ
く0(10-11)Dt●

すなわち､気泡流状態では時間に対する循環r岬の変化割合は極めて微少であ

り､一定であると見なすことができる｡よって､羽根車上流のポンプ入口での

絶対流れに渦なし流れを仮定すれば､羽根車内においても渦なし流れとなり､

その速度W8はポテンシャル¢をもつ｡速度ベクトル■｡と相対速度ベクトル■､な

らびに三次元速度ポテンシャル¢の間には､次の関係が成り立っ｡

■a=■+u X
r=-▽a¢ (4-17)

式(4-17)を連続式(ト5)に代入すると､pJは一定であると仮定しているから､

気泡流の絶対流れは準調和方程式で表される｡すなわち､

▽a[(トα)▽a¢]=0 (4-18)

4. 3 数値解析法

4. 3.1 計算条件お.よび境界条件

解析の対象としたポンプは､低比速度の半径流形渦巻ポンプ[比速度:180(m.

m3/min.rpm)､流量:0.9m∋/min､揚程:19m､回転数:1750rpm]である｡これは､
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既報(g2)の実験で用いたポンプとはぼ同一形状である=】｡

計算領域は､図4-1に示すように､一つの羽根聞流路とこの羽根1ピッチに相

当する上流および下流の流路部分とする｡ポンプ吸込側は同心円簡間の環状流

路､吐出側は平行板流路である｡本解析では､定格回転数での定格流量(¢=0.

08)の状態において､ポンプ吐出質量流量は二相流時においてもつねに一定に保

ち､ポンプの入口断面(z8/rl=-1.8)での気液体構流量比α臼を種々に変えた場合

の流動状態を求めた0 ただし､入口断面における気.泡の初期直径2Rヒ･8は､この

ポンプの運転条件のとき羽根車入口で観察される最も頻度の高い値0.3mm(9:≧)と

した｡また､入口断面において､気泡は水流と同一速度で均一に分散して流入

し､ポイド率分布が一様であるものと仮定した｡

つぎに､式(ト18)が満たすべき境界条件について述べる｡入口断面と出口断

面の境界Bl､B2､羽根表面B3､B4､ハブとシュラ ウド面B5､B6における境界条

件は､境界面の単位法線ベクトルをmとすると､半径流ポンプの場合､次式で与

えられる｡

(卜α)且･▽a¢

;(ゴ喜……紬
残りの境界B7～B18ではつぎの周期性の条件が成立する｡

¢(r.β+2汀/Ⅳ.z);¢(r.β.z)-r/Ⅳ

∂d(r.β+2方/Ⅳ.z) a∂(r.β.z)
-

+

∂m ∂m

(ト19)

(ト20)

ただし､羽根後縁においてⅩuttaの条件が満足されねばならないから､後縁の圧

力側と負圧側の圧力が一致するよう.に､循環rの値は繰り返し計算(l!シd=により

定める｡

ポンプ入口(Bl)では､流れに予旋回がなく圧力およびポイド率分布は一様と

する｡すなわち､速度川az)分布は一様とする｡また､ポンプ出口(B2)における

速度卜Ⅳar)分布は､この断面内で軸方向速度成分がなく､流速およぴポイド率

分布が周方向に一様と仮定して式(ト11)より得られる半径平衡式

豊L2=(山/汀)(浩)-(2≡r)｣(婁) (ト21)

および流れの連続式とより定める｡

ポンプ入口(Bl)で初期位置を異にする多数の気泡に対し､各気泡の運動方程

式を解くことにより､Bl上で一様なポイド率分布を得ることができる‥:2｡なお､

=l
実験で用いたポンプ羽根車は二次元羽根であり羽根後縁が厚い｡そのため､

後縁におけるⅩuttaの条件を実現し難い｡そこで､本解析では羽根厚みは一

定(=6mm)とし､流路断面積がほぼ一定となるように羽根の溝深さ(軸方向間

隔)のみを半径方向に変えてある｡

=2 気泡の初期位置は周方向に16列､半径方向に8列の合計128箇所とし､気泡

間の半径方向距離A r8および周方向角度△β8はα8によらず一定(△r8/rl=

0.088,△㊤8/△β=0.063)と した｡
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Bl上のポイド率α(入口ポイド率α8)は以下の方法により求められる｡すなわち､

単一気泡の運動方程式を解くことにより気泡の軌道､つまり境界Blに面する各

検査体積における気泡の滞在時間△tや平均半径宍bが求められる｡また､入口ポ

イド率α8は､入口断面の気相の体積流量を規定し､単位時間当りの流入気泡数

百を与える…㌔ したがって､各検査体積における△tと戸.の積の総和を検査体積

の体積で除した値が気泡の数密度nを表すので､式(4-12)から各検査体積におけ

るポイド率αが求められる｡

4.3. 2 有限要素法

境界条件式(4-1g)～(ト21)のもと､式(ト18)を有限要素解析することにより

液相速度■が求められる｡本計算では､四面体一次要素を用いて解析するため､

得られる速度は各要素内で一定値をとる｡しかし､各節点における速度を､当

該節点を共有する全要素に対する速度を用いて最小二乗法により求めることが

できる｡また､同様な方法により節点におけるポイド率αが得られる｡

速度■とポイド率αが全節点で求まれば､式(4-11)により各節点の圧力勾配が

知れる｡ したがって､境界条件と してポンプ入口断面(Bl)で入口圧力を与え､

FEMの形状関数を用いた最小二乗法により圧力勾配を数値積分(川1)すれば､ポ

ンプ内の圧力分布が求められる｡

4.3. 3 数値解析法

本解析の仮定の下で導かれた二相流の基礎方程式は､ポイド率[式(4-12)】､

圧力[式(ト11)]および液相の速度ポテンシャルに関する方程式[式(ト18)】に帰

着した｡図ト2に示すように､これらの式を連立反復解析することにより､ポイ

ド率α､速度■および圧力pの収束解が得られる｡以下に計算手順を示す｡

(1)初期値(i=0)として､ポイド率が零(αi=0)の場における■i､piを求める｡

これには4.3.1節で述べた境界条件のもとで三次元有限要素法(122〉を用いる｡

(2)ポイド率分布を求めるために､αi､■i､piの流れ場において初期位置を

異にする多数の単一気泡の運動方程式(ト1)を解き､各検査体積でのαいlを式

(4-12)から求める｡

(3)αい1を用いた式(ト18)から､¢い1を有限要素法により求める｡なお解

の発散を防止し､かつ収束性を高めるため､'αいl=αi+β(αいl-αi)とした｡

ここでβは減衰係数であり､本解析ではβ=0.5と した｡

(4)¢いlを微分して‖22)､式(4-17〉からWいlを求める｡

(5)ai.l､Yj+lを用いて式(4-11)から圧力勾配▽p;+1を求め､これを数値積

†●き
F●の値は､気泡の軌道上における隣接気泡間の軸方向距離△z8に相当する｡

たとえば､ α8=0.01のとき､最も管壁寄りの初期位置では△zo/r】=0.012で

ある｡気泡間距離が､半径方向､周方向および軸方向で異なるにもかかわら

ず､初期断面からやや下流(囲ぃ1のi=1～3の断面)の位置までの一様な軸方

向流れ場における各要素にお.いて､ほぼ同一のポイド率が得られた｡
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分することによりpいlを求める｡

(6)羽根後縁における圧力がⅩuttaの条件を満足するように循環r2い】･iを修

正してステップ(3)へ戻り､再び流れ場を求める｡修正後のr2いIjりは､

r;=.1い1=r2い1j+β(卜p｡/p5)･r≦=.1j (ト22)

ただし､pPおよびp5は後縁の圧力側および負圧側の圧力であり､減衰係数βは

1と した｡

(7)(2)から(6)の計算を､ポイド率分布が一定値に収束するまで､すなわち

r2iが収束するまで反復する｡

4.4 解析結果と考察

4.4.1 ポイド率分布

入口ポイド率α8が0.05のときのポイド率αの分布を図ト3に示す｡ただし､

子午面流路内におけるα/α8に対する等ポイド率線を示してあり､図ト3(a)は

羽根の負圧面(図ト1のk=9の断面)､(b)は羽根聞流路中央(k=5)､(c)は圧力面(k

=1)上の結果である｡αは羽根車入口領域で局所的に高く､とく にシュラウド側

の負圧面上で著しく､その最大値はα8の4倍以上に達する｡しかし､αはハブ

側でははとんど零である｡このように羽根車入口の羽根負圧面上に高ポイド率

領域が存在するのは､ポンプ入口より流入した気泡が､羽根車入口直前の流路

曲がり部において曲がり内側の低圧領域へ移動し､そのまま羽根車内をシュラ

ウド面に沿って流れる(121)からである｡

図4-4は､α8=0.05に対する羽根聞流路内のポイド率分布であり､図ト4(a)は

シュラウド面(図4-1のj=5の断面)､(b)はシュラウドとボスの中央断面(j=3)上

の結果を示す｡シュラウド面上のほうが中央断面上よりもαが高い｡また､羽

根圧力側から負圧側に向かってαが増加し､羽根車入口近傍の負圧側に高ポイ

ド率領域が存在する｡この領域では､気泡の流れ方向に対して圧力勾配の正負

の符号が反転するため､気泡の密集が生じやすいI12】)からである｡このような

分布の状態は､測定値の傾向(g4〉(95)とよく一致する｡しかし､ポイド率の最

大値は測定値の約1/2である｡これは､流体の粘性の影響が考慮されていないこ

とによる ものだろ う｡

羽根車入口直後の流路断面(r/rl=1.1)におけるポイド率分布を示すと図ト5の

ようになる｡ただし､入口ポイド率α8が0.02､0.05､0.07のときの結果を併記

してある｡α8が増すとポイド率の絶対値も増すが､いずれのα8においても､

分布形状ははぼ相似であり分布が著しく不均一である｡

4.4. 2 圧力分布

図4-6は､ポンプ入口の静圧を基準とした無次元圧力係数△¢｢の等しい点を

結んだ子牛面内の等圧線■を､種々の入口ポイド率α8に対して線の種類を変えて

示してある｡図4-6(a)は羽根負圧面(図ト1のk=9の断面)､(b)は羽根聞流掲中央

(k=5)､(c)は圧力面(k=1)上の結果を示す｡水単相流時(αめ=0)には､一点鎖線
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で図示してあるように､羽根車内の全域で等圧線がポンプ軸にほぼ平行である｡

しかし､α8が増すとシュラウド側でポイド率が高く圧力低下が大になるため等

圧線は右下りになり､α8の増大とともに傾きが大になる｡この傾向は下流ほど

顕著であり､羽根車出口の圧力側【図ト6(c)]でと く に著しい｡

羽根聞流路内の圧力分布を図ト7に示す｡図ト7(a)はシュラ ウド面(図卜1のj

=5の断面)上の結果である｡△¢｢≦-0.05なる低圧領域が羽根車人口の羽根負庄

側に存在する｡α8が増すとこの領域は羽根車入口方向に縮退し､圧力側の前縁

近傍を除いて､α8≧0.05に対する●等圧線が羽根車出口方向に大きく移動する｡

このような傾向は､気液二相流時に測定された本ポンプの羽根車内圧力分布の

傾向(92)と良く一致する｡ただし､羽根車出口部の領域では両者の傾向が異な

る｡これは､流体の粘性により生ずる二次流れの影響がこの領域で顕著に現れ

るからである｡図4-7(b)は､シュラウドとボスの中央断面(j=3)上の結果である｡

α8に対する等圧線の変化の様子はシュラウド面上の結果とはは同じであるが､

変化量はかなり小さい｡

4. 5 結言

羽根車内二相流を気泡流モデルに基づいて理論的に考察し､流動状態を求め

る三次元数値解析法を示すとともに､これを低比速度の半径流ポンプに適用し

て､以下の事柄を明らかにした｡

(1) 羽根車の流路の代表長さに比べ微細な気泡が均質に分散した気泡流は､

与えられたポイド率分布をもつポテンシャル場として準調和方程式で表すこと

ができる｡

(2)ポイド率は羽根車入口部で著しく高く､かつ不均一である｡その最大値

は入口ポイド率の4倍以上に達する｡

(3)半径流形羽根車内の圧力上昇量は､水単相流時には軸方向にほぼ一定で

あるが､二相流時にはポイド率が高いシュラウド側で低下し､軸方向に不均一

となる｡この傾向は羽根車出口においてとくに顕著に現れる｡

(4) ポイド率および圧力分布の解析結果が測定値とかなり良く一致すること

から､本数値解析法により､任意形状をもつ羽根車内の気泡流を三次元解析で

きる｡
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図4-1 流れの領域
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図4-2 計算の流れ図
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図4-3 子午面流路内のポイド率分布(α8=0.05)
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(a)Resultonshrovd (b)1.Resultonmid-Channel

図ト4 羽根聞流路内のポイド率分布(α8=0.05)
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ぢ

図4-5 羽根車入口直後の断面(r/rl=1.1)内のポイド率分布
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丁十･言=デイ

(a)Suction-Surface(b)Mid,Channel
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z/r10･5

(c)pressure-Surface

図ト6 子午面流路内の圧力分布
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¢=0∴08

(a)Resdtonsbroud (b)Resultonmid-Channel

図ト7 羽根聞流路内の圧力分布
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第5辛 気抱流モデルによる気液二相流時の

ポンプ性能の数値解析(162)(163)

5.1 緒言

原子炉の安全解析に関連して､気液二村流時の渦巻ポンプの特性を知ること

が重要であり､これにはポンプ特性と密接に関連する羽根車内部の流動状態を

詳細に把接することが必要不可欠である｡第4章では､羽根車内での二相流動現

象を理論的に明らかにするための､二村流全体としては非粘性流を仮定した気

泡流モデルに●基づく三次元数値解析法を示した｡また､この手法を低比速度の

半径流ポンプに適用し､種々の入口ポイド率に対して羽根車内のポイド率分布

や圧力分布を求め､その結果が実測値とかなり良く一致することを示した0

本章では､第4章で得られた羽根車内における速度およびポイド率分布に基づ

いて入口ポイド率に対する二相流時の羽根車ヘッドの変化を求め､実験値け;;i

と比較検討した｡その結果､気泡流モデルが成り立つ程度に入口ポイド率が低

い場合には両者の値が一致すること､また二相流時にも水力損失が零であると

仮定して求めた気液間の運動量の交換量に相当するヘッドが､実験値と良く一

致することにより､本手法により二村流時のポンプ性能変化の予測が可能であ

ることなどを示した｡

5. 2 基礎方程式

5.2.1 気液二村流時の羽根車ヘッドとポンプ揚程

第4章では､羽根車流路の代表長さに比べ微細な気泡が均質に分散した気泡流

を仮定し､気泡の運動にのみ粘性による流動抗力を考慮し､二相流全体として

は非粘性流を仮定した気泡流モデルに基づいて､回転座標系における二相流に

対するEulerの式を導いた｡すなわち､

(1-α)■･▽■+(1-α)u x(2■+山×r)+▽p/β/=0
(5-1)

式(5-1)と流線素dsとの内穣をとり､液相の密度pJは一定として､流線sに沿っ

てポンプ入口から出口まで積分すれば､回転座標系における気泡流に対する

Bernoulliの式を得る｡すなわち､

[誓];･(1′p`)J:喜普=0 (5-2)

式(5-2)の左辺第2項すなわち二相流体の圧九ヘッドを､1/(卜α)=1+α/(1-α)

なる関係を用いて変形すれば､式(5-2)は次式で表される0

[聖2･苦];･(1′p∠)J:喜丁告･dp=0 (5-3)

気泡流は一般に分散した少量の気泡を含むため､連続体を成す液相を媒体とし

て圧力が伝播する｡したがって､式(5-3)の左辺第1項および第2項は液相のみが

ポンプ内を流れている場合に対する見かけのヘッドを､また第3項は気液間の運
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動量の交換真に相当するヘッドを表すものと考えられる｡

速度三角形から得られる関係､■2-u2=CL2-2uC｡L､を用いれば､式(5-3)は次

u2Cu2/;uaCu白′=岩㌣･C3′;…C8∠2･(1/plg)J:喜7㌃･dp
(5-4)

いま､液単相流時(α8=0)において､ポンプ出入口間の一次元流路に対して式

(u2Cu3′;u8Cu8′)8(誓≡…8)8･(C急′2;…辺′2)8(5-5)

本解析ではポンプ内の流れに渦なし流れを仮定しているので､羽根車の上流と

下流ではrCu=一定の関係が成り立ち､式(5-5)の左辺は羽根車ヘッド侶m川に相

(u享Cu3′;u8Cuo∠)臥川=-lu2Cu2/;ulCul/)0≡H両8 (5-6)

液体が粘性をもつ場合には､水力損失ヘッドb8を考慮して式(5-5)は次式で表

されねばならない｡

H‖mpQ=H8+b8 (5-7)

ただし､H8はポンプ実揚程であり､式(5-5)の右辺に相当す'る｡すなわち､

Ⅲ8=(D宕テ≡8'}BトーC3′;;C8′2)8
(5-8)

ここで､p3●､p8●は摩擦損失に応じて圧力p3､pBが低下した値であることを示

す｡当然､損失の影響はC3J､C8Jにも現れるが､ここでは損失の有無を区別す

るために圧力の記号法のみを変えることにする｡

同様にして､粘性をもつ気泡流に式(5-3)を適用すると､流体と壁面との流動

u3Cu3′;u8Cu8LD;'テ…8●･C3盲…-C白L2･(1/plg)J::喜:T㌢-dp･･h
(5-9)

こ こで､

Himp=‡+Hb+b

ただし､

Himp =

H=

u3Cu3/-u8Cu8L
g

P3 ~p8

pJg

Hb=(1/p′g).J

C3∠2-C8∠2

2g

P3●
≠

p8● 1-α
dp■

(5-10)

(5-11)

(5-12)

(5-13)

気液間相対速度が零の場合には､ポイド率αは気相および液相の体積流量qお

よぴQで定まりα=q/(q+Q)であるから､式(5-13)の右辺をH8とすれば､H8は次式

で表される｡

Ha=(1′p′gQ)J:喜乙dp･
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Raは空気の排出に要するヘッドであり､その値は実験的に求めることができる
(B3)

0

5.2.2 速度分布と羽根車ヘッドの関係

羽根車入口および出口の断面における二相流体の角運動量MlおよぴM2の差は､

羽根車が二相流体に与えたトルクTに相当する0 すなわち､

T;M2-M- (5-15)

Ml:r12J:lJfO[α1PgCrlgCulg･(1-α1)pICrlECu=】dOdz(5-16)

M2=r22J三2JfO[a2PgCr2gCu2g･(1-a2)pICr2LCu2L]dOdz
ただし､第4章の羽根車内気泡流に対する仮定によれば､式(5-16)の被積分項に

おいて､第1項は第2項に比べ十分小さく無視し得る｡

したがって､羽根車が単位質量流量当りの二相流体に与えた仕事量､すなわ

ち羽根車ヘッドHim｡は､質量流量を血(=向l=向2≒pJQ)とすれば､

臥mp=告=山(望荒~Ml)
(い17)

ここで､血は任意の流路断面を通過する質量流束から求められるが､たとえば羽

机=nJ:lJ£β【αlpgCrl轟1-αl)βルー誹βdz
(5-18)

ただし､羽根車内気泡流に対する仮定によれば､式(5-18)の被積分項において､

第1項は第.2項に比べ十分小さく無視し得る0

羽根車入口および出口断面における速度およびポイド率分布は第4章で述べた

手法により既知であるから､これらを式(5-16)､(5-18)に用いると､式-(5-17)

により二相流時のHimpが求められる0

式(5-3)の右辺第3項､気液間の運動量の交換量に相当するヘッドは､各水流

線に沿って羽根車入口から出口まで数値積分することにより定まり､羽根車出

口断面上におけるヘッドの分布を与えることができる｡これら各流線の質量流

束を[α2`)｡Cr2g+(1一α2)βJCr2J]であると見なして､この断面上におけるヘッ

ドと質量流束の積の面積積分をとり､全質量流量血で平均化することにより全ヘ

ッドHbが定まる｡すなわち､

Hb= 揖.
汀Ip ∠g

(5-19)

5.2.3 二村流時の揚程変化

液単相流時のポンプ実揚程H8から二相流時の実揚程Hを差し引いて得られる揚

程低下量△｣は､式(5-7)から式(5-10)を引くことにより次式で与えられる0

△H=Hヒ.+△h-△Him｡ (5-20)
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ただし､

△H=H8-H

△h=h-h8

A H;mp=H=.p-H;mpa

(5-21)

(5-22)

(5-23)

式(5-20)を(u22/g)で無次元化して表せば､

△¢=¢b+△¢l､-△¢im｡ (5-24)

式(5-24)より､二村流時に生じるポンプ揚程の低下量△¢は､気液間の運動

量の交換圭に相当するヘッド¢b､水力損失ヘッドの増加量△¢hおよび羽根車

ヘッドの減少量(-A¢im｡)の和として表される｡この関係は､恥が式(5-14)で

与えられる空気排出ヘッドHaであると見なすと､空気吸入によるポンプ性能の

変化量を実験的に求めた場合の関係式(eき〉に一致する｡

5.3 解析結果と考察

5. 3.1 計算条件

第4章で述べたように､低比速度の半径流形渦巻ポンプ[比速度:180(m,mり

min,rpm)]において､定格運転時の流れを解析の対象とする0
ポンプの形状と寸

法を図5-1に示す｡ポンプ入口断面(z8/rl=-1.3)において､気泡は水流と同一速

度で均一に分散して流入するものとする｡また､気泡の初期直径(2R摘)はこの

ポンプの運転条件において羽根車入口で観察される頻度の最も高い値0･3mmとし

たが､気泡直径の影響は後述する｡

5.3.2 羽根負荷

図5-2は､種々の入口ポイド率α8に対するシュラウド面(図5-1のj=5の断面)

上の羽根面圧力分布である｡ただし､ポンプ入口の静圧を基準とした無次元圧

力係数△¢｢を無次元半径r/r2に対して示してある｡α8が増すと､圧力が羽根

圧力面で低下し負圧面で上昇するため羽根両面の圧力差が減じ､羽根面負荷が

低下する｡この羽根面負荷の低下は､羽根後半部(r/r2≧0･6)でとくに顕著であ

る｡α8の増加による圧力分布のこのような変化の傾向は､実験結果(ウ2}とよく

一致する｡

軸方向に単位長さをもつ羽根面素に作用す･るトルクATjは､羽根圧力面と負

圧面の圧力差をAp､半径rにおける半径方向の微小長さをdrとすると､次式で

ATj=(1/g)J:…Aprdr
(5-25)

第4章の数値解析より得られた圧力pを式(5-25)に代入して△Tjを求め､シュ

ラウド面からの無次元軸方向距離z/tに対して示すと図5-3のようになる0
ただ

し､式(5-15)より求められる羽根一枚当りに作用するトルクT/Nと羽根高さt2に

ょりATjを無次元化した値､ATj/[(T/N)/t2]を種々のa8に対して示してある0

水単相流時(α8=0)には､△Tj/【(T/N)/t2]すなわち羽根面負荷は軸方向に一定
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であるが､α8の増大とともにシュラウド側(z/t<0.5)で低下し､ハブ側(z/t>

0.5)で増大する｡これは､ハブ側ではポイド率が極めて小さいため△Tjは単相

流時とほとんど変わらないが､二相流時には(T/N)/t2が低下するからである｡

つまり二相流時には､シュラウド側においてのみ羽根負荷が低下し､羽根車仕

事の減少をもたらす｡

5.3.3 羽根車ヘッドの変化

第4章の数値解析より得られた速度とポイド率の分布を式(5-16)､(5-18)に.代

入し､式(5-17)から二村流時の羽根車へ｣,ドHim｡を求め､その無次元値¢=､.)の

水単相流時の値¢imp8に対する比､¢imp/¢imp8､を人口ポイド率α8に対して

示すと､図5-4の○印のようになる｡ヘッド比¢imp/¢imr,8は､α8の増大とと

もに緩やかに低下し､α8≧0.07ではほぼ一定値(¢i.np/¢;町川=0.92)をとる｡

気泡の抵抗係数は気泡群中で単一気泡が受ける粘性抗力を基にして定めてい

るので､高ポイド率領域では抵抗係数が著しく増大し､水流に対する気泡の相

対速度を低下させる｡ したがって､α8が増すとき､と く に局所ポイド率αの大

きな領域において､αの増加割合がα8の増加割合に比べて小さ く なる｡高ポイ

ド率領域の存在は羽根負荷の低下をもたらすから､αaが高く なるはどこの抵抗

係数の影響により羽根車ヘッドの低下割合が減ずることになる｡

試みに､抵抗係数CDTPとして､つねに単一気泡に対する値CDを用いたときの

ヘッド比を求めてみると､図5-4の‡印のようになる｡α8≧d.07の領域で前述の

結果との差が現れ､α8が増すほど¢=町/¢imp8がより大きく低下するが､その

差はかなり少ない｡

図5-4には､形状や寸法が解析に用いたポンプとはぼ等しいポンプに対する実

験結果(93)も□印で併記してある｡α8の小さな領域(α8≦0.06)において本解

析結果の傾向とよく一致しているが､低下割合は本計算値より も多少小さい｡

α8≒0.07を越す領域で実測値が急低下し､本解析結果の傾向と大き く異なって

くる｡羽根車内流れの観察(台3〉によると､羽根車入口部において気泡の滞留に

より大きな空洞が生じていることから､本解析に用いた気泡流モデルをこのよ

うなα白の大きな領域にまでそのまま適用できないことを示すものである｡

羽根車ヘッドに及ぼすポンプ入口における気泡の初期直径(2Rヒ･8)の影響を調

べるため､本解析に用いた初期直径の2倍に相当する2Rb8=0.6mmの気泡に対して

も解析してみたが､その結果は図5-4のくD印のようになる｡ただし､入口ポイド

率α臼=0.05､0.07､0.09に対してのみ結果を示してある｡気泡径が大きい場合

には羽根車ヘッドの低下も大になるが､その影響は微小であると言える｡

第4章で述べたように､羽根車入口のシュ ラウド側のポイド率αは局所的に入

口ポイド率α8の4倍以上にも達する｡本解析においては､気泡の抵抗係数C【●TF･

を局所ポイド率を考慮して次式から求めている｡

CDTP:(1-a),q･CD (q:8.9Re~B･l)

二相流動様式が変わると､CDTPの値も当然変化する｡Hench･Johnston(1…〉は､

気液二村流時のディ フユーザ性能を測定し､α≧0.35のチャー ン流の流動様式
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に対してつぎの抵抗係数を与え､それを用いた一次元数値解析結果が測定結果

とよく一致することを示した｡

CDTP:0.11Rb(1-a)3 [mm]

試みに､高ポイド率領域(α≧0.35)ではチャーン流であると仮定して抵抗係

数を上式より定めヘッド比を求めてみると､図5-4の●印のようになる｡¢i.n..

/¢imp8はαa≧0.07の領域で相当に低下するが､実測値に比べると低下割合は

少ない｡二相流時のポンプ性能の解析に際して､Furuya(142〉もこの方法を二相

流方程式の一次元解析に用い､入口ポイド率α8が増して流動様式が気泡流から

チャーン流へ変化することにより性能が急低下することを示している｡ しかし､

本解析が扱う三次元流路に対しては､局所的な高ポイド率領域にチャーン流の

抵抗係数を採用しても､一次元解析の場合ほど顕著にはその影響が現れないこ

とが知れる｡

図5-4には､上述のFuruyaの一次元理論による解析結果も細い実線で示してあ

る｡ただし､図示の入口ポイド率α8の範囲は最大でもα8=0.09であるから､す

べて気泡流の領域に属し､チャーン流の領域(α≧0.35)を含まない｡Furuyaの

結果は本解析結果とはぼ一致するが､本解析結果より低下量がやや過大である｡

5.3.4 気液間の運動量交換に基づく ヘッド

水力損失ヘッドhを零と仮定して､式(5-19)により気液間の運動量の交換真に

相当するヘッドHbを求め､その無次元値¢bを入口ポイド率αaに対して示すと

図5-5の○印のようになる｡5.2.1節で述べたように､気液開梱対速度を零と仮

定すれば､Hbは空気排出ヘッドHaに相当し､その値は式(5-14)から求められる｡

図5-5にはHaの無次元値¢aも点線で示してある｡α8の増大とともに¢aおよぴ

¢bは増すが､¢bは¢aの約2～3倍であり､気液間の運動量の交換量が相当に大

きいこ とが知れる｡

実測値からHbを単独に求めることは難しいが､いま二相流時にポンプ壁面で

生ずる摩擦損失bが単相流時の値b8と等しい､すなわちb=b8(△h=0)であると仮

定すれば､△Hと△Himpの測定値を式(5-20)に用いることにより､恥が求められ

る｡このようにして得られたHbの無次元値¢ヒ.を図5-5に□印で併記してあるが､

αB<0.05において計算値と良く一致している｡したがって､摩擦のない理想的

な流れの場において求められる気液間の運動量交換による損失ヘッドが､二相

流時に生じる全損失にlまぼ相当することが知れる｡図5-5には､初期直径が大き

い気泡(2Rb8=0.6mm)に対する結果､前述のチャーン流に対するCDTPを用いた結

果および単一気泡に対するCDTPを用いた結果も併記してあるが､これらの影響

はα8≧0.05の領域で現れる｡ しかし､その変化量は微小である｡

5. 3. 5 損失ヘッド比

二相流時のポンプ揚程を予測する方法として､Mikielevicz(6昏)らは損失ヘッ

ド比H-を提案している｡すなわち､
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H事=
b Himp一班

h8 Himp8-H8
(5-26)

ここで､H●はおもに入口ポイド率α8の関数である｡

本解析では5.3.3節で示したようにαaとH;m〔･の関係が既知であるから､α8と

H-の関係が知れている場合には､次式により二相流時のポンプ実揚程Hの変化が

予測できる｡すなわち､

H=Himp-H雷･(Ⅱimp8-H8)

式(5-20)～(5-23)の関係を用いると､式(5-26)は次式に変形される0

H■=1+
月b+△h

h臼

(5-27)

(5-28)

図5-5で述べたように､水力損失ヘッドhの増加量△hを零と見なし､Hbを求める

ことができた｡また､単相流時の水力損失ヘッドh8を求めるには種々の予測法

が提案されているので､これを用いることができる｡いま､Hヒ･には図5-5の計算

値を用い､本ポンプに対する測定値からE8川imp8=(Himp8-ba)/Hin川臼=0･75の関

係を用いると､式(5-28)からα8とH-の関係を求めることができ､図5-6の○印

のようになる｡図5-6には/実測値も□印で併記してある｡α8<0.05の領域で両

者は良く一致している｡

一方､一般管路系における二相流時の性能解析では､損失をおもに摩擦圧力

として求め､損失圧力倍数として整理する場合が多い｡したがって､ポンプを

含む管路系の性能解析にも損失をヘッドでなく圧力で評価するはうがより直接

的である｡損失圧力倍数E●は次式で与えられる0

R●= _△｣L△p8
(5-29)

ここで､Ap8､△pはそれぞれ単相流時と二相流時におけるポンプの損失圧力で

ある｡

したがって､損失ヘッド比H事とR†は次式により換算できる('H=｡

R･=(令TP/p`)･H-
(5-30)

ただし､令TPはポンプ内二村流の平均密度であり､平均ポイド率企を用いた次

式で与えられる｡

令TP=会食g+(1一会)争J

このように､ポンプ内のポイド率からR-を計算できるが､複雑な圧力勾配が

存在するポンプ内において令TPあるいは企を正確には測定し難い0 そこで､ポ

ンプ入口での値(p T掴またはα8)または入口と出口の平均値が便宜上用いられ

ている｡しかし､これらの値はポンプ内の値を必ずしも代表しているとは考え

難い｡pTP8とサTPの相違を調べるため､第4章の解析より得られたポンプ内の

ポイド率分布を用いてpTPの平均値サTPを求め､ポンプ入口での密度p TP8に対

する比令TP/pTP由をa8に対して示すと図5-7のようになる0 令TP/p T川はa8と

ともに増大するが､その増加割合は小さく､α8≦0.09の範囲では2%以下である0

これより､羽根車の回転速度が比較的低い(1750rpm)ポンプ内の気泡流に対して

は､ポンプ入口での値p T川がポンプ内二相流の平均密度をはぼ代表しているも

のとみなせる｡
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5.4 結言

気泡流モデルにより数値解析した半径流形羽根車内の二相流の速度､圧力お

よびポイド率分布に基づいて､入口ポイド率に対する羽根面負荷､羽根車ヘッ

ド､損失ヘッド比の変化などを求め､以下の事柄を明らかにした｡

(1) ポンプ入口ポイド率α8が小さく羽根車内の流れが気泡流状態にある場合

には､計算より得られた速度やポイド率を用いて､二村流時の羽根車ヘッドを

求めることができる｡

(2)気液間の運動量の交換真に相当するヘッドが､気泡流領域においては実測

値より求めた全損失ヘッドの増加量とほぼ等しいことから､この値に基づきポ

ンプの損失ヘッド比や損失圧力倍数を求めることができる｡

(3)羽根車ヘッド､気液間の運動量交換による損失､損失ヘッド比に及ぼす気

泡の初期直径の影響は極めて少ない｡

(4) 高ポイド率領域(α≧0.35)においてチャーン流に対する気泡の抵抗係数を

用いると､羽根車ヘッドの低下量が大になるが､実測値はどの低下は生じない｡

(5) 気泡群中の気泡に対する抵抗係数の代わりに単一気泡に対する抵抗係数を

用いると､入口ポイド率が高い場合(α臼≧0.07)においてのみ運動量交換による

ヘッドがわずかに小さく なる｡
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仙皿血er of■blade$:5

図ト1 ポンプの形状と寸法

0･8
r/r,･1

図5-2 羽根面圧力分布
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Z/t

図5-3 αaと羽根面負荷分布の関係

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

α0

図5-4 α8と羽根車ヘッドの変化
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図5-5 α8と気液間の運動量交換真に相当するヘッドの関係
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図5-6 α8と揚程損失比の関係
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図5-7 α8と二相流体の平均密度の関係
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第6章 空洞を伴う気泡流モデルによる数値解析(l=)(lら5〉

6.1 緒言

原子炉冷却用ポンプの安全解析法(ld2)や海洋油田汲上用ポンプ=れ=などの

設計方法を確立する立場から､気液二相流時の渦巻ポンプの特性を知ることが

重要な課題となっている｡

第4章では､流路の代表長さに比べ微細な気.泡が比較的均質に分散した流れを

仮定した気泡流モデルにより､半径流形渦巻ポンプ内の二村流動状態を三次元

数値解析した｡また第5章では､第4章で得られた解析結果を基に入口ポイド率

の増加に対する羽根車ヘッドの変化などを求めた｡その結果は実験結果の傾向

とよく一致するが､入口ポイド率が増すと羽根車内に局所ポイド率が著しく高

い気泡密集領域が現れる｡このような領域は気泡流モデルの適用限界を超えて

いるものと考えられるので､本章では､高ポイド率領域においては気泡が羽根

車壁面に付着して固着空洞が生ずるものと仮定する､空洞を伴う気泡流モデル

を提案する｡そして､本モデルを半径流ポンプに適用して､入口ポイド率に対

するポイド率や圧力分布､羽根車ヘッドの変化などを求め､測定値と比較検討

した｡その結果､空気によりポンプが揚水能力を失うときの､すなわち空洞が

羽根車流路を急閉塞するときの現象もシミ ュレートできることなどが知れた｡

6.2 基礎方程式

6. 2.1 仮定

本章で提案する空洞を伴う気泡流モデルでは､以下の仮定を用いる｡

(1)気相の密度､運動量および角運動量は､液相の値に比べ十分小さく､無

視し得る｡

･(2)二相流全体の絶対流れは定常であり､気液間の粘性抗力を除いて非粘性

流である｡

(3〉 気泡は球形であり､気泡の体積は塵力の影響を考慮した気泡の周囲圧力

に応じて断熱変化する｡また､液相は非圧縮性である｡

(4)気液間には物質および熟の移動がないd

(5)ポイド率がある限界値を超している羽根車内の高ポイド率領域において

は､気泡は羽根車壁面に付着して､壁面上に空洞を形成する｡

(6)空洞領域を除いた流れ場は､羽根車の代表長さに比べ微細な気泡が比較

的均質に分散した､気泡流状態にあり､Basset-Boussinesq-Oseenの式により気

泡の運動が定まる｡

ただし､上記(5)以外は､第4章の気泡流モデルに対する仮定と同一である｡

6.2.2 気泡の運動方程式とポイド率

仮定(3)､(6)より､気泡の挙動は､ポンプ入口において初期位置を異にする
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多数の単一球形気泡の運動を解析することにより求められる｡

絶対座標系において､水流の速度■の場を質量Mの気泡が速度Ⅴで運動するとき､

気泡の運動方程式は次式で与えられる｡

da(M†｡)

dt =fp+fl･(+fD+fu

こ こで､

fp=-(4/3)打Rb3▽ap

f､/=(βJ/βg-1)Mg▽a(r･Sinβ)

fD:(1/2)p L(7T Rb2)CDTPIYa-Ya

fしl=(4/3)方.pJCIJ･ [Da(琵…3-a)

(■a一†a)

da(恥3†a)

dt

(6-1)

(6-2)

決=覿･･a･▽a
ただし､気泡の抵抗係数CDTF･には､ポイド率αの気泡群中における単一気泡に

対する値を用いた｡すなわち､

CDTP=(卜α)~qCD (6-3)

ここで､CDは気泡相互の干渉がないときの単一気泡の抵抗係数であり､qは気泡

レイ ノルズ数理eの関数と して次式で表される｡

q = ( …:写冨e~…‡…吉富登孟…2与｡｡｡) (6-4)

ただし､式(6-3)の代わりに単一気泡に対する抵抗係数を用いても､第4章の結

果から､解析結果に及げす影響は顕著ではない｡

式(6-1)を一定角速度で回転する回転座標系に対する式に変換し､ポンプ入口

で初期条件(気泡の位置､速度､半径)を与え､仮定(3)､(4)に基づいてポンプ

入口から出口まで数値積分することにより､ポンプ内の気泡の軌道や寸法が求

められる｡

本章では､四面体要素による三次元有限要素法を用いる｡そこでは､流れの

領域をまず六面体に分割し､ついでこれを6つの四面体に分割して要素とする｡

ポイド率αは､隣接する6つの四面体要素からなる六面体を検李体積として､こ

れに含まれる全気泡の体積割合により定義し､同一六面体に属する各四面体要

素のポイド率は同じとする｡よって､式(6-1)の解から気泡の軌道とその軌道に

沿っての気泡体積(4/3)方Rヒ.3の変化が求まり､各検査体積に含まれる気泡数す

なわち気泡の数密度nが定まるので､検査体積であるすべての六面体におけるα

が次式により求められる｡

α=(4/3)汀Rbきn (6-5)

6.2.3 気液二村流の基礎方程式

二村流の絶対流れの連続式は､仮定(1)～(3)､(6)のもとでは､液相速度甘.iと

ポイド率αを用いた次式で表される｡

▽a･【(トα)■a]=0 (6-6)

第4章の羽根車内気抱流に対する循環保存則の考察から､ポンプ入口で渦なし
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流れを仮定すれば､■｡がポテンシャル¢をもつので､式(6-6)はつぎの準調和方

程式で表される｡

▽a･[(1-α)▽a¢]=0 (6-7)

一方､一定角速度uで回転する回転座標系における二相流の運動方程式は､

仮定(1)-(3)､(6)のもとでは､次式で表される｡

(1-α)■･▽■+(1-α)u x(2■+u X r)=-▽p/pJ (6-8)

流速■およびポイド率αが有限要素各節点で既知の場合には､式(6-8)左辺の

各項の値が定まり､右辺は各節点での圧力勾配を与える｡ ポンプ入口断面では

一般に圧力の一様分布を仮定するので､その圧力値を境界条件とし､各節点で

の■およびαを用いれば式(6-8)は数値積分可能であり(16=､ポンプ内の圧力分

布が求まる｡なお､空洞表面では､α=1が成り立つから式(6-8)より圧力勾配が

零となり､圧力は一定である｡

6. 2. 4 計算領域と境界条件

本解析では､与えられたポイド率分布の流れ場において､未知数を速度ポテ

ンシャル¢とする式(6-7)を､四面体一次要素を用いた三次元有限要素法により

解析する｡計算領域は､図6-1に示すように､一つの羽根聞流路とこの羽根1ピ

ッチに相当する上流および下流の流路部分とする｡

計算領域入口および出口断面の境界Bl､B2､羽根面B3､B4､ハブおよびシュ

ラウド面B5､B6における境界条件は､半径流ポンプの場合､次式で与えられる｡

(卜α)n･▽a¢

(ぜ姦;uxr紬
残りの境界B7～B川では流れの周期条件が成立する｡

¢(r,β+2方/Ⅳ.z)=¢(r,β.z)-r/Ⅳ

〕d(r.β+2方/N.z) ∂d(r.β.z)

∂几 - ∂m

(6-9)

(6-10)

ただし､羽根後縁においてKuttaの条件が満足されねばならないから､後縁の圧

力側と負圧側の圧力が一致するように､循環rの値は繰り返し計算により定め

る｡

ポンプ入口(Bl)では､流れに予旋回がなく圧力およぴポイド率分布は一様と

する｡すなわち､速度川az)分布は一様とする｡また､ポンプ出口(B2)における

速度(-War)分布は､この断面内で軸方向速度成分はなく､流速およぴポイド率

分布iま周方向に一様と仮定して式(6-8)より得られる半径平衡式

豊L2=(揖/汀)(浩卜｢すゎF(止だ) (6-11)

および流れの連続式により定める｡

6.2. 5 計算条件

計算対象は口径80mmの半径流形渦巻ポンプ[比速度180(m.m3/min,rpm)]である｡

このポンプでは､二相流時の羽根車内流動状態の観察(衰:=､半開放羽根車に対
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するケーシング内壁面の圧力測定(92〉､羽根車内の気泡寸法(93〕およびポイド

率分布く9月)の測定などを行い､二相流時のポンプ特性がよく知れているからで

ある｡ポンプを定格回転数(1750rpm)で運転し､単相流時の規定流量(¢=0.08)

とともに低流量(¢=0.06)と高流量(¢=0.1)の運転状態における流れを解析した｡

ただし､二相流時にも吐出質量流量は単相流時と同一という条件で求めた｡ ポ

ンプ入口静圧は､いずれの場合にも54kPaであり､キャ ビテーショ ン発生はない｡

ポンプ入口断面(Bl)における気泡の初期速度は水流と同一であり､気泡の初

期位置は､周方向に18列､半径方向に10列の合計180箇所と し､同一位置での単

位時間当りの流入気泡数を変えることにより､α8が規定値になるよ うにした｡

また､この断面における気泡の初期半径(R=)は､羽根車入口で観察される最も

頻度の高い値を与える実験式くg3〉より定めた｡

6.2. 6 羽根車ヘッド

羽根車が単位質量流量当りの二相流体に与えた仕事量すなわち羽根車ヘッド

Himpは､羽根車入口直前および出口直後の断面における二相流体の角運動量Ml

およぴM2､質量流量向をもとにして､次式で表される｡

H;mp = 山(M2-Ml)

g斤l

ただし､仮定(1)､(2)のもとでは次式が成り立っ｡

Ml=rlPIJAl(1-al)YarlWauldA

M2:r2PIJA2(1-a2)War2Wau2dA

向=PIJAl(1-α1)WarldA=PEJA2(1-α2)War2dA

6.3 空洞モデルと数値解析法

(6-12)

(6-13)

(6-14)

(6-15)

6. 3.1 空洞モデル

気泡流モデルによる数値解析によれば､高ポイド率領域が羽根車の壁面近傍

で生ずるので､仮定(5)によりポイド率αが限界値α.｡rを超えた領域で現れる空

洞形状を図6-2のように定める｡

図8-2(a)は､壁面上の検査体積の1つのみがα〉α.｡｢となる場合の例を､壁面

上の隣接する検査体積とともに示す｡○印およぴ△印は壁面上および内部領域

の格子点であ､る｡説明の便宜上､壁面は平坦で各体積は同一寸法と し､その底

面積をA､高さをhとする｡当該検査体積に占める気相の全体積VIJ･(=αAh)が壁面

に付着し､空洞となるものとする｡ この気相体積部分は､検査体積の垂JL､を含

む壁面に垂直な断面では､図い2(b)に斜線部で示すように壁面から高さαhの凸

状をなす｡実際の空洞表面は滑らかであるから､本解析では､これを多面体で

近似する｡この際､まず各検査体積の底面の中心から気相体積部分に相当する

距離にある点(●印)をとり､これを三次スプライ ン曲線(実線で示す)で表し､
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この曲線と検査体積境界(節点Nl､N2)の交点(○印)を求め､これを結ぶ折れ線

(破線)で空洞表面を表すことにする｡検査体積をさらに6つに分割して四面体有

限要素としているので､空洞は図6-2(c)に破線で示す面で囲まれる領域となる｡

羽根車壁面から交点までの距離つま り節点の移動量を∂ とすると､この領域の

全体積Vp(=4∂A)は､一般に､Vvに比べて過大となる｡したがって､Ⅴ仁.とⅤ､一′の値

を等しくするため∂を∂●に修正する必要がある｡図6-2のような矩形の検査体

積の場合､この無次元修正量(∂-∂')/∂は0.5である｡

同様にすると､壁面上の隣接する4つの要素がα〉α｡:rとなる場合は図6-2(d)､

直角をなす2面に接する1つの要素の場合は図6-2(e)の例のような空洞が得られ

る｡ただし､6.3.2節で述べるように､流動状態と空洞領域を求める解析を連立

させて収束解が得られるまで繰り返すので､解の発散や過大な空洞を生じさせ

ないように､節点移動量∂●には減衰係数γを乗じた値(γ ∂●)を用いて空洞領

域を定める｡本解析ではγ=0.2とした｡なお､空洞領域の構成法と しては､等

ポイド率曲線より求める方法も考えられる｡すなわち､検査体積のポイド率か

ら各節点での値を求め､これを線形補間すれば等ポイド率曲線が得られるので､

α≧α｡｢となる領域が空洞に相当する｡後述するように空洞表面は等ポイド率

曲線とほぼ平行であることから知れるように､両者の方法はほぼ同一の空洞形

状を与えることを付記しておく｡

6. 3. 2 数値解析法

計算は入口ポイド率α8に対し以下のような手順で行う｡図6-3にはその概略

を示してある｡空洞形状に対する収束解が得られた場合､ α8を△α8(=0.001)

だけ増して同じ計算を繰り返す｡

(1)初期値(i=0)として､前段階の計算から得られた収束値､即､一日および空

洞形状を用い､αiの分布を求める｡

(2)空洞モデルにより空洞形状を定める｡

(3)空洞形状が収束していない場合には､空洞を除いた残りの流れ場を分割

して有限要素を再構成し､各要素のポイド率αi●を要素垂心の座標値をもとに

αiを補間して求める｡

(4)αi●の場において､式(6-7)より¢iを有限要素解析して甘iを求め､つい

でα;●､■iを用いて式(6-8)よりpiを求める｡

(5)羽根後縁の圧力がEuttaの条件を満たさない場合には､循環r;を修正し

てステップ(4)へ戻り､流れ場を再計算する｡

(6)αi'､■■i､piの流れ場において､式(6-1)､(6-5)よりαiを求め､ステッ

プ(2)に戻り空洞形状を修正する｡

6.4 解析結果と考察

6.4.1 入口ポイド率による空洞形状の賓化

気泡流モデルによる数値解析によれば､規定流量(¢=0.08)に対する羽根車人
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口直後の流路断面内におけるポイド率分布は､図6-4のようになる｡3種の入口

ポイド率α8に対する結果を示してあるが､ポイド率αはシュラウド側とくに羽

根負圧側で大きな値をもつ｡この分布形状は測定結果く94)の傾向とかなりよく

一致しているが､αは測定値より小さく約4害uでしかない｡流体の粘性の影響が

考慮されていないことによるものであろう｡α8=0.05においてα≧0.2となる領

域が同一のポンプ運転条件において観察されるシュラウド面上の空洞領域(卓3)

とはぼ一致しているので､本章では､気泡が羽根車壁面に付着して固着空洞が

生ずる限界ポイド率α.｡rを0.2と仮定する｡この値を変えたときの影響について

は後述する｡

規定流量(¢=0.08)に対する空洞領域および等ポイド率線を求めると図6-5の

ようになる｡ これは､収束解が得られる最大の入口ポイド率α8=0.075のときの

結果であり､羽根負庄面から圧力面までの周方向に異なる9つの子午面断面に対

し､空洞領域は斜線部により､α/α8に対する等ポイド率線は線の種頬を変え

て示してある｡空洞は羽根車入口直後のシュ ラ ウド面上の羽根負圧側に存在し

ており､その領域は気泡流モデルにより得られたポイド率の高い領域(図6-4)に

ほぼ一致している｡ポンプ軸方向(z方向)の空洞厚さはそれはど大き く なく､最

大で流路幅の22%である｡また､空洞近傍の等ポイド率線は空洞形状にはぼ平行

である｡

規定流量時の空洞形状を立体的に示すと図6-6のようになる｡ただし､空洞の

厚みが薄いので､周方向(β)に比べ軸方向(z)の縮尺をやや大き く とってある｡

空洞が初生するα8の値は0.05であるが､図6-6(a)は､α由がこの値よりやや大

きい､α8=0.06のときの結果である｡羽根車入口直後のシュラ ウド面上に羽根

間中央部から羽根負圧側にかけて空洞が存在している｡

図6-6(b)は､α8がやや大きいα臼=0.068のときの結果である｡空洞領域が羽

根負圧側に沿って半径方向に大きく拡大し空洞の厚みも増している｡図6-6(c)

は､α8が最大の､αa=0.075のときの結果であり､空洞領域が羽根圧力側へも

拡大し､厚みも増している｡これと同一のポンプ運転条件で観察される用3)シ

ュラ ウド面上の空洞領域と比べると､周方向ははぼ同様であるが､半径方向の

広がりはかなり少ないようである｡

ポンプ流量¢の異なる¢=0.06､0.1の場合における空洞形状や等ポイド率線

のα臼による変化は¢=0.08の場合とはぼ同様な傾向を示すので､これらの図示

は省略した｡空洞領域は､観察結果(葛3)と同様､いずれの¢の場合にも羽根負

圧側に生じた｡また､負圧側に高ポイド率領域が存在する こと もポイド率測定

結果(g4)(95)の傾向と一致する｡

6.4. 2 空洞体積の変化

入口ポイド率α8を増したときの空洞の全体積Vvの変化を求めると図6-7のよ

うになる｡ただし､Vvは羽根車入口半径rlで無次元化してあり､3種のポンプ流

量､¢=0.06､0.08､･0.1に対する結果を記号を変えて併記してある｡

規定流量(¢=0.08)時は､○印で示すようにα臼=0.05で空洞が初生し､0.05≦
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α8≦0･071ではαBの増加に対してⅤ∀ははぼ直線的に増すが､α8〉0.071でⅤ.､′の

増加割合が急増する｡このため､α8≧0.071に対しては､α8の増分値△α臼を

小さくし､0･0005毎に計算を進めた｡しかし､α8〉0.075の場合には､羽根車入

口直後の空洞部がシュラウド側からハブ側に向けて単調に急拡大し､収束解が

得られなかった0 空洞体積の急増大がこのα臼近傍で生ずることは図6-7から明

らかである0 実験結果(舎3)によれば､はぼ同じα8(=0.07)からαaをわずかに増

すだけで揚程が急低下し(図6-11参照)､ポンプが揚水能力を失う｡これは､羽

根車入口直後における気泡滞留領域がα8の増加とともに成長し､ついには大き

な空洞となって羽根車入口部を閉塞して､水流を遮断するためである｡図6-7に

見られる空洞体積急増大は､この揚水不能現象に対応しているものと考えられ

る｡

図6-7には､低流量(¢=0.06)時の結果を△即､高流量(¢=0.1)時の結果を□

印で併記してある｡α8に対するVvの変化の傾向は¢=0.08の場合とほぼ同様で

あるが､¢が大きいはど空洞が初生するα8が小さくなり､かつα8に対するⅤ､､一･

の増加割合は大となって､より小さいα8で空洞体積の急増大が生ずる｡この空

洞急拡大時のα8は､いずれの¢の場合にもポンプが揚水能力を失うときのα臼

にはぼ等しい(図6-11参照)｡

図6-7には､規定流量(¢=0.08)時に対して､限界ポイド率α.｡｢を0.18､0.22

に変えたときの結果も二点鎖線および一点鎖線で併記してある｡α｡:｢を増すと

空洞が初生するα匂および空洞急拡大を示すαBはより大きくなるが､α‥が大

なるはど結果に及ぼす影響は減ずる｡

6.4. 3 圧力分布

気泡流モデルにより求めた規定流量(¢=0.08)時の子午面流路内圧力分布を図

6-8に示す0 ただし､ポンプ入口の静圧を基準とした無次元圧力係数△¢rの等

しい点を結んだ羽根負圧面の等圧線を図6-8(a)に､流路中央断面の結果を図6-

8(b)に､圧力面の結果を図6-8(c)に示す｡水単相流時(α8=0)には､一点鎖線で

示してあるように､3断面とも等圧線が羽根車全域でポンプ軸にはぼ平行である｡

二村流時には､α0の増加とともにシュラウド側のポイド率が高くなるので､シ

ュラウド側の圧力上昇量がより大きく低下し､曲線は右下がりの傾向を増すよ

うになる｡

空洞モデルにより求めた規定流量(¢=0.08)時の子年面流路内圧力分布は､図

6-9のようになる｡空洞が存在するαB=0.06､空洞が流路を閉塞する直前のα8

=0･075に対する結果が併記してあり､空洞領域は斜線部で示し､その形状を等

圧線と同じ線の種類で表してある｡空洞近傍の上流側の等圧線が羽根車入口方

向に湾曲し､圧力低下が空洞上流端から始まっているが､羽根車後流部にはそ

の影響が顕著に現れず､等圧線の右下がり傾向は気泡流モデルによる結果(図6

-8)とほぼ同様である｡

図6-9の結果に相当する羽根聞流路内圧力分布を図6-10に示す｡図6-10(a)は､

αaの影響が顕著に現れるシュラウド面上の結果である｡空洞(斜線部)の存在に
l･､
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より空洞部の等圧線が下流方向に移動し､この影響は流れとともに羽根負圧側

から流路中央部へと及んでいる｡このため､羽根車出口近傍の流路中央部で凸

形の等圧線が見られるが､気泡流モデルによる結果でははぼ平行である｡圧力

分布の測定結果(92〉に比べるとα8による等圧線の移動量は少ないが､変化の傾

向は図6-10(a)の結果とよく似ている｡図6-10(b)は流路中央断面内の結果であ

るが､ α8の影響はシュラウド側ほど顕著ではない｡

低流量(¢=0.06)時および高流量(¢=0.1)時における圧力分布の状態は､規定

流量(¢=0.08)時の結果(図6-9､図6-10)とはぼ同様である｡

6.4. 4 羽根車ヘッドの変化

羽根車入口直前および出口直後の流路断面における液相の速度分布とポイド

率分布を式(6-13)～(6-15)に用い､これらを式(6-12)に代入して二相流時の羽

根車ヘッドⅢimpを求めると図6-11のようになる｡水単相流時のヘッドHi.np8に対

するHimpの比､Himpノ用imp8を入口ポイド率α8に対して太い実線で示し､空洞を

考慮し′ない気泡流モデルによる結果(○印を結ぶ点線)と比較してある｡規定流

量(¢=0.08)時の結果は図6-11の中段である｡空洞モデルと気泡流モデルによる

違いは空洞初生値(αB=0.05)より大きいα8≧0.05の領域で生ずることになるが､

両者はこの領域でも実質的にはぼ同一である｡すなわち､ α8の増大とともに

Himp/E;mp8は緩やかに減少し､α8≧0.06では一定値川in､-)/Hin叩臼=0.978)をとる｡

羽根車ヘッドに及ぼす空洞の影響についてはキャ ビテーショ ン空洞に対する計

算結果とよく似ている｡すなわち､定常･非粘性流れの仮定のもと､羽根前縁

部のキャ ビテーショ ン領域を空洞で表し､特異点法により二次元数値解析した

研究(166ト(16台)によれば､空洞が前縁負圧側に存在する場合､空洞の大きさを

変.えても羽根車ヘッドはほとんど変わらず､空洞がない場合の値とほぼ同じで

ある｡

図6-11には測定値(93)を□印で併記してある｡¢=0.08の場合､測定値はα8

≦0.04において本モデルの結果と一致するが､α8≧0.05では測定値がより大き

く低下する｡観察によればα臼=0.051のとき既に空洞が存在し､α8≒0.071で性

能が急低下する｡

図6-11の最上段は低流量(¢=0.06)時の結果である｡臥.∩〔ノHimp8とα8の関係

は規定流量の場合と同様であるが､収束解が得られる最大入口ポイド率はα8=

0.0805であり､この値は実験より得られる性能急低下時のα8(=0.07)よりやや

大きい｡図6-11の最下段は高流量(¢=0.1)時の結果である｡空洞急拡大時の入

口ポイド率はα8=0.058であり､性能急低下時のα臼(=0.06)よりやや小さい｡

6. 5 結言

羽根車内気液二相流に対する空洞を伴う気泡流モデルによる三次元数値解析

法を示し､これを低比速度の半径流ポンプに適用して､以下の事柄を明らかに

した｡

(′〝
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(1) ポンプ吐出量¢(0.06≦¢≦0.1)に応じたある人ロボイド率α8で､羽根

車入口直後のシュ ラ ウド面上に空洞が発生し､α8の増加に対して空洞体積は直

線的に増大する｡ さ らにα臼を増すと､空洞は羽根車入口部において急拡大し､

羽根聞流路を覆うようになる｡

(2) 空洞体積急拡大時のα8にほぼ等しいα8において､実験によれば､空気

が羽根車流路を閉塞し､ポンプ性能が急低下する｡ この性能急低下限界を本モ

デルにより シ ミ ュ レートする こ とができる｡

(3) 空洞発生時には､空洞上流端から半径方向の圧力上昇量が低下し､α臼

の増加による空洞領域の拡大とともにシュ ラウド面上の圧力上昇量が低下する｡

(4) 空洞を伴う.気泡流モデルにより求めた羽根車ヘッドは､空洞をもたない

気泡流モデルによる結果とはとんど変わらない｡
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図6-1 流れの領域
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図6-2 空洞モデルによる空洞形状の設定方法
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図6-3 計算手順
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】q

図6-4 羽根車入口直後断面のポイド率分布

(気泡流モデル､r/rl=1.1､¢=0.08)
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図6-6 羽根車内の空洞形状(¢=0.08)
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¢ヒ0.08

図6-7 α8に対する空洞体積の変化
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図6-8 子午面流路内の圧力分布(気泡流モデル､¢=0.08)
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図6-9 子牛面流路内の圧力分布(¢=0.08)
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図6-10 羽根聞流路内の圧力分布(¢=0.08)
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第7章 結 論

自由曲線で境界形状が与えられる領域に対する三角形一次要素を用いた有限

要素解析において､第2種境界条件に基づく右辺ベクトルの計算方法を検討し､

以下の事柄を明らかにした｡

(1) 右辺ベクトルの変化が解に及ぼす影響は式(2-22)で与えられる｡この影

響は当該節点で最も大きく現れるが､節点間距離の減少とともに低下する｡ま

た､¢の変化方向に対して直角方向に長い辺をもつ要素ほどその影響が大にな

る｡

(2) 曲線境界に対する右辺ベクトルを式(2-15)､式(2-16)で表す場合､両者

の差は曲線の最大変位量の増大とともに大になるが､最大変位の弦方向の位置

には依存しない｡両者の差は第2種境界条件が線形分布の場合には小さいが､並

進移動面や回転面に作用する場合には著しく大きい｡

(3) 第2種境界条件が並進移動面上に作用する場合､式(2-15)の代わりに･式

(2-16)を用いて右辺ベクトルを求めることたより､計算精度が向上し､第2種境

界条件が作用する曲線に沿う節点数を低減できる｡低減率は高精度の解を要求

するほど大きい｡収束解は､ym｡,ノL5≦0.016となるように節点数をとるときに

得られた｡

(4) 第2種境界条件が回転面に作用する場合の流れ解析においては､式(2-

16)を用いることにより羽根面に沿う節点数を12%程度低減できる｡収束解は､

ymax/Ls≦0.012となるように節点数をとるときに得られた｡

(5) 式(2-18)を用いる方法は二次要素を用いる場合とはば同量の記憶容量を

必要とし､はぼ同じ精度が得られるが､節点数が過少なときの誤差は相当に小

さい｡

また､三角形一次要素を用いた有限要素法により羽根車内の流れを数値解析

するとともにEutta条件の扱いを吟味し､以下の事柄を明らかにした｡

(1) 羽根後縁でKuttaの条件を実現するには､後縁の圧力側および負圧側の

近傍要素における圧力を一致させるように循環r2を定めればよい｡得られる

r2は､WiesnerやStodolaのすべり係数より与えられる値にはぼ等しい｡

(2) 後縁点を羽根車外周上のカンパ線上もしく は羽根負圧側よりに置く場合

には､後縁点とその一つ上流の節点間の半径距離△r2の変化による影響は軽微

である｡また､境界形状を折れ線近似する方法を用いると△r2の変化による影

響がより大き く現れる｡

(3) 羽根後縁部に小さい剥離領域を仮定し､羽根車下流で角運動量保存則が

満足される周方向位置に後縁点を置く ことにより､後縁の羽根厚みによらず､

羽根面上の圧力分布が実験結果とかなり良く一致する結果が得られる｡

以上の結論から､羽根車内単相流の有限要素解析の手法が､Eutta条件の取扱

方法も含めて明らかにされた｡つぎに､羽根車内二相流を気泡流モデルに基づ
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いて理論的に考察し､流動状態を求める三次元数値解析法を示すとともに､こ

れを低比速度の半径流ポンプに適用して､以下の事柄を明らかにした0

(1)羽根車の流路の代表長さに比べ微細な気泡が均質に分散した気泡流は､

与えられたポイド率分布をもつポテンシャル場として準調和方程式で表すこと

ができる｡

(2) ポイド率は羽根車入口部で著しく高く､かつ不均一である｡その最大値

は入口ポイド率の4倍以上に達する｡

(3)半径流形羽根車内の圧力上昇量は､水単相流時には軸方向にほぼ一定で

あるが､二相流時にはポイド率が高いシュラウド側で低下し､軸方向に不均一

となる｡この傾向は羽根車出口においてとくに顕著に現れる｡

(4) ポイド率および圧力分布の解析結果が測定値とかなり良く一致すること

から､本数値解析法により､任意形状をもつ羽根車内の気泡流を三次元角牢折で

きる｡

気泡流モデルにより数値解析した半径流形羽根車内の二相流の速度､圧力お

よぴポイド率分布に基づいて､入口ポイド率に対する羽根面負荷､羽根車ヘッ

ド､損失ヘッド比の変化などを求め､以下の事柄を明らかにした｡

(1) ポンプ入口ポイド率α8が小さく羽根車内の流れが気泡流状態にある場合

には､計算より得られた速度やポイド率を用いて､二相流時の羽根車ヘッドを

求めることができる｡

(2)気液間の運動量の交換量に相当するヘッドが､気泡流領域においては実測

値より求めた全損失ヘッドの増加量とほぼ等しいことから､この値に基づきポ

ンプの損失ヘッド比や損失圧力倍数を求めることができる0

(3)羽根車ヘッド､気液間の運動量交換による損失､損失ヘッド比に及ぼす気

泡の初期直径の影響は極めて少ない｡

(4)高ポイド率領域(α≧0.35)においてチャーン流に対する気泡の抵抗係数を

用いると､羽根車ヘッドの低下量が大になるが､実測値はどの低下は生じない0

(5)気泡群中の気泡に対する抵抗係数の代わりに単一気泡に対する抵抗係数を

用いると､入口ポイド率が高い場合(α白≧0.07)においてのみ運動量交換による

ヘッドがわずかに小さく
なる｡

羽根車内二相流に対する空洞を伴う気泡流モデルによる三次元数値解析法を

示し､これを低比速度の半径流ポンプに適用して､以下の事柄を明らかにした0

(1) ポンプ吐出量¢(0.06≦¢≦0.1)に応じたある人ロボイド率α由で､羽根

車入口直後のシュラウド面上に空洞が発生し､α8の増加に対して空洞体積は直

線的に増大する｡さらにα8を増すと､空洞は羽根車入口部において急拡大し､

羽根聞流路を覆うようになる｡

(2)空洞体積急拡大時のα8にほぼ等しいα8において､実験に.よれば､空気

が羽根車流路を閉塞し､ポンプ性能が急低下する｡この性能急低下限界を本モ

デルにより シ ミ ュ レートすることができる｡
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(3) 空洞発生時には､空洞上流端から半径方向の圧力上昇量が低下し､α臼

の増加による空洞領域の拡大とともにシュラウド面上の圧力上昇量が低下する｡

(4) 空洞を伴う気泡流モデルにより求めた羽根車ヘッドは､空洞をもたない

気泡流モデルによる結果とiよとんど変わらない｡
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付録A 離散点で与えられた1階偏導関数値に対する数値積分法

(FEM形状関数または差分近似式を用いた最小二乗解法)

数値解析や計測により得られた物理量に対する偏導関数値を求める場合､差

分近似川~l〉や区分的多項式近似川●2)などに基づく精度の高い数値微分法が利

用できる｡

一方､多く の設計問題に見られるような逆問題解析では､n次元空間(n≧1)に

おける離散点で与えられた1階偏導関数値に対する数値積分法が必要となる場合

がある｡例えば､与えられた速度勾配を満たす速度場､所望の圧力勾配を実現

する圧力場､あるいは与えられた熟流束分布を実現する温度域などを求めたい

場合である｡ しかし､数値解析的に有用な手法は､一次元問題に対する解法を

除き､これまで与えられていないのが実状のようである｡

ここでは､上述の例のように､離散点で与えられた1階偏導関数値に対してそ

の解析領域でこれを数値積分するために､差分近似式あるいは有限要素法の形

状関数に基づいて偏導関数近似式を導出し､優決定系に属するこの式を最小二

乗法により数値解析する方法を提案する｡また､一例と して､本方法を二次元

問題に適用した結果についても述べ､その有用性や誤差特性なども示す｡

A.1 解析方法

A.1.1 問題の定式化

n次元ユークリ ッド空間(1≦n<00)の領域Dにおいて､連続かつ2階微分可能な

関数¢が定義されるものとする｡すなわち､

¢=¢(Ⅹ)(Ⅹ=(xl,Ⅹ2,･‥,X.1);Ⅹ(D) (A-1)

いま､図A-1に示すように､領域Dに属する離散点Ⅹにおいて関数¢の1階偏導関

数値fが与えられ､かつDの境界Cの一部分Cl上の離散点において¢の関数値gが

既知である ものとする｡すなわち､

▽¢=f (f=f(Ⅹ);Ⅹ∈I)) (A-2)

¢=g (g=g(Ⅹ);Ⅹ∈Cl) (A-3)

ただし､

▽=(∂/∂Ⅹ1,∂/∂Ⅹ2.‥･,∂/∂xn)

f=(fl.f2,‥･.f｡) (A-4)

ここでは､式(A-2)､(A-3)に対し､これを満足する関数¢を求めるための方

法､つまり領域Dの離散点で与えられた▽¢に対する数値積分法を述べる｡

A.1. 2 差分近似式による方法

領域D内にγ個の離散点が格子状に等間隔(間隔b)に配置されている ものとす

る｡任意の格子点k(位置ベクトルⅩl｡)における¢の偏導関数値は近似的に差分商

で与えられるから､点kに関して､¢をテイラー級数に展開し､1階偏導関数に

対する前進差分近似式を導けば次式を得る｡
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∂¢(xk)/∂xj=[¢(xk+hj)-¢(xl‥)】/h (j=1,2,･･･,n,Xト‥∈D) (A-5)

ここで､h｣は第j成分のみがbで他の成分が零である､n次元のベクトルである｡

また､中心差分近似式は次式のようになる｡

∂¢(Ⅹk)/∂xj=[¢(Ⅹk仙j)-¢(‡-‥-bj)]/2h(j=1･2･･‥･n･Ⅹk∈い (旦.一6)

ただし､式(A-5)およぴ(A-6)の打ち切り誤差は､0(b)および0(h2)である｡

各離散点において､m個の1階偏導関数の値を式(A-5)あるいは(A-6)により近

似し､これらを式(A-2)で与えられる既知偏導関数値fと等置した式を求め､全

離散点に対して併記した行列式をつくれば､つぎの偏導関数近似式が得られる｡

Ⅹ¢=f

ただし､

Ⅸ:離散点間距離bを成分とするnγ行γ列の行列

¢:離散点の¢を成分とするγ次元のベクトル

f:離散点のfを成分とするnγ次元のベクトル

(A-7)

A.1. 3 FEM形状関数による方法

有限要素法では､解析領域を任意形状の要素に分割し､離散点として節点を

要素辺上(必要な場合にはさらに要素内)にとり､節点関数値をもとに要素内の

任意の点における未知関数値を近似する｡この有限要素近似の手法を用いた場

合について述べる｡

領域Dを任意形状からなるβ個の有限要素Deに分割し､各Deにα偶の異なる節

点を配置し､Dにはγ個の節点がある場合を考える｡

各要素において､節点における関数値¢i(i=1～α)と､α個の一次独立な形

状関数Ⅳi(i=1-α)の一次結合により､任意の点の¢は次式のように近似される｡

¢(Ⅹ)=宣 Ni(‡)¢i(Ⅹげ) (A-8)
i=1

ただし､Niは各要素において定義される節点座標値の関数であるが､つぎの補

間条件を満たさねばならない｡

Ni(xj):6ij (i:1.2.･･･,α,j=1.2.･･･.α.Xj∈De) (A-9)

ここで､ⅩjはDe内の節点jの位置ベクトル､∂ijはクロネ ッカーのデルタである｡

式(A-8)は､節点関数値¢を用いた近似式であり､ラグランジュの補間多項式

川~3)に相当する｡この補間法は､節点における偏導関数値を考慮していないこ

とから､隣接要素間の境界上では¢の連続性のみを要求することになる｡

De内の任意の点における1階偏導関数▽¢の近似式は､式(A-8)を偏微分する

ことにより得られる｡すなわち､

▽=Ⅹ)=▽[畏狛(Ⅰ)¢;]

=蓋【▽狛(‡)〕¢-
(Ⅹ∈De)

i=1
(A-10)

ある要素において､1つの節点k(位置ベクトルⅩ-=)に対する1階偏導関数の値は

n次元空間に対応してn個あるが､これらを式(A-10)により近似し､式(A-2)で与
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えられる既知偏導関数fと等しくおけば､この要素のα個の節点における関数値

¢を未知数とする､n個の方程式が得られる｡すなわち､

舌[(卸(Ⅹ-‥)/∂Ⅹj)れ]=fj(Ⅹk)(j=1･2･●‥･n)
(A-11)

この要素の全節点(位置ベクトルⅩl‥,k=1～α)に対して式(A-11)の連立方程式を

求めれば､α個の未知関数値¢からなるnα個の方程式が得られる｡すなわち､

望(細(Ⅹり/∂xj)¢i=f｣(Ⅹ1)(j=1.2.….｡)
i=1

舌(細(Ⅹ2)/∂Ⅹj)¢i=f｣(‡2)(j=1･2･◆●●･n)

(A-12)

望(細(Ⅹ打)/∂xj)¢i=fj(Ⅹ在)(j=1,2.….｡)
i=1

式(A-12)は､次式のように行列形式で表すことができる｡

Ⅹe¢○=fO (A-13)

ただし､Eeは形状関数Ⅳiの1階偏導関数を成分とするnα行α列の行列､¢eは節

点の未知関数値¢を成分とするα次元のベクトル､f8は節点の既知偏導関数値

fを成分とするnα次元のベクトルである｡

領域Dにおけるβ個の全要素に対して式(A-12)の関係を求め､併記すると､偏

導関数近似式が得られる｡すなわち､

E¢=f (A-14)

ただし､

E:行列Eeを全要素に対して組み立てることにより得られる

nαβ行γ列の行列

¢:全節点の¢を成分とするγ次元のベクトル

f:全節点のfを成分とするnαβ次元のベクトル

なお､要素間の境界上に節点が存在し､複数の要素に共有される節点がある場

合にも､各要素毎に偏導関数を式(A-11)により近似するため､αβ≧γなる関

係が成り立っ｡

A.1.4 偏導関数近似式の解法

未知関数値¢は､偏導関数近似式(式(A-7)あるいは式(A-14))を解く ことによ

り求められる｡しかし､これらの式は､方程式の数m(式(A-7)の場合m=nγ､式

(A-14)の場合m=nαβ)が未知数の数γに等しいか大きい優決定系に属する｡こ

のため､解¢は一般的には存在しない…~d)ので､最小二乗法…~E･)により近似

解¢を求める｡

偏導関数近似式に対するユークリ ッドノルムをとると､次式のようになる｡

E=lⅨ¢-fl2
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=豊j=1 (孟E｣;いfj)2
(A-15)

ただし､Kjiは行列Kの第j行i列成分､¢iはベクトル¢の第i次元成分､f.jはベ

クトルfの第j次元成分を表すものとする｡

最小二乗法によれば､Rを最小化する¢が偏導関数近似式の最良近似を与える｡

この最小化の条件は次式により表される｡

∂R/∂¢k=0 (k=1～γ) (A-16)

式(A-16)に式(A-15)を代入して整理すれば､最小二乗法の正規方程式である､

γ元一次連立方程式が得られる｡すなわち､

呈(豊
KjkEji)¢i=豊Ⅸjkfj(k=1～γ) (A-17)

i=1 j=1 j=1

境界条件(式(A-3))を式(A-17)に代入し､得られた式を解く ことにより､式

(A-2)､(A-3)で与えられる関数¢が求められる｡ここで､式(A-17)を行列表現

すれば左辺行列が対称帯行列となることから､Bunch･Ⅹaufmanの方法川~6)など

により､少ない記憶容量で高精度に数値解析できる｡

A. 2 解析結果

A.2.1 数値解析例

ここでは､本解法の適用性を示すため､二次元領域における既知の二変数関

数を例にとり､前述の解法により数値積分した結果を厳密解と比較し､誤差特

性や計算に要した時間などについて述べることにする｡

平面領域Dの関数¢に対して､Dにおいて1階偏導関数値､境界Cの一部Clにお

いて関数値が次式のように与えられているのもとする｡

∂¢(Ⅹ.y)/∂x=a方･COS(汀X)･Sin(方y)

∂¢(‡.y)/∂y=a方･Sin(方X)･COS(打y) ((x,y)亡D)

¢(x,y)=0 ((Ⅹ,y)〔Cl)

ただし､

D=10≦Ⅹ≦1,0≦y≦1I

Cl=(Ⅹ=0.y;OI

求める¢の厳密解¢らXは､図A-2に示すように､次式で表される｡

¢ex=a･Sin(方Ⅹ)･Sin(方y)((x.y)∈D)

(A-18)

(A-19)

(A-20)

(A-21)

A.2. 2 差分近似式を用いた場合

領域Dは正方形であるから､この各辺を(M-1)等分して､(M-1)2偶の正方形格

子からなる格子点を離散点とする｡前進および中心差分近似に対する格子点配

置､格子点数γを表A-1に示す｡腐導関数近似式(式(A-7))を差分近似式(式(A-

5)あるいは(A-6))から構成し､この式から導かれる式(A-17)を数値解析して格

子点たおける数値解¢｡uを求め､厳密解¢e,:(式(A-21))に対する相対誤差e(=

t¢｡u-¢8‥(1/a)をとれば､£の分布は図A-3のようになる｡ただし､M=25に対す
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るe の値が等しい等値線を示してある｡

前進差分近似式(式(A-5))による結果は図A-3(a)である｡ e は､積分の始点

[座標値(0.0)】から終点(1,1)に向けて単調増加し､終点において最大値吉川a):

(=0.1358)をとる｡中央差分近似式(式(A-6))による結果は図A-3(b)であり､ £

は領域中央[座標値(0.5,0.5)】で最大値βma,:(=0.0029)をとる｡

1つの境界線上の離散点数Mを増したとき､すなわち格子点間距離hを減じたと

きの､bと最大誤差どma:くの関係を両対数表示する と､図A-4のよ う になる｡式

(A-5)による結果は細い破線で､式(A-6)による結果は太い破線で示してあり､

8れ､8Xはhの減少に対し線形､すなわちbのべき乗に比例して減ずることがわかる｡

式(A-5)に対する e

maxは傾き1の直線で表され､式(A-5)の近似精度0(h)に対応

していることが知れる｡また､式(A-6)に対する e

ma,:は､式(A-6)の近似誤差

0(b2)に対応して､傾き2の直線で表される｡式(A-6)を用いた方がe ma=,‥はかな

り小さ く､h≦0.071では8maxく0.01が得られる｡

A. 2. 3 形状関数を用いた場合

ここでは､領域Dを一様な三角形要素に分割し､一次要素および二次要素に対

する形状関数を式(A-8)に用いた場合の結果について述べる｡比較のため､A.2

.2節で用いた(M-1)2個の正方形格子を二分割した直角二等辺三角形を要素とす
る(図A-2)｡この場合の節点配置､1つの要素の節点数α､要素数β､全節点数

γを表A-1に示してある｡

一次要素に対する形状関数…~7)を用いて偏導関数近似式(式(A-14))を組み立

て､この式から導かれる式(A-17)を数値解析して各節点における相対誤差e を

求め､M=25に対する eの分布を示すと図A-3(c)のようになる｡分布はx=0.5およ

びy=0.5に関して対称となる｡領域境界線に直角方向の¢の変化が､と くに､各

境界線の中央部で大きいので､ここに最大誤差£n==:(=0.0171)が存在する｡領

域中央部の誤差も大きいが､e…,:の約6割である｡

節点間距離bに対するe
ma,:の変化を図A-4に細い実線で併記してある｡hが同

一の場合､β…:<の値は中央差分近似式による結果より も大きいが､前進差分近

似式による結果よりもかなり小さく､h≦0.029の条件に対して占｡､iヨ:く‥く0.01が得

られる｡また､1つの一次要素において1階偏導関数を近似する場合の近似精度

は0(h)である用●葛}が､得られた直線の傾きは1･75で卒り､かなり精度がよい｡

これは､各節点の偏導関数値を､その節点を共有する全要素の形状関数から近

似しているこ とによるものであろう｡

二次要素に対する形状関数=~7)を用いて偏導関数近似式(式(A-14))を組み立

て数値解析し､得られた£の分布を示すと図A-3J(d)のようになる｡分布は､図

A-3(c)と同様､Ⅹ=0.5およびy=0.5に関して対称となる｡領域中央部で最大値

e
ma:く(=0.0028)を生ずるが､各境界の中点近傍における値もこれとほぼ同じで

ある｡

節点間距離hに対する 8m｡,:の変化を図A-4に太い実線で示してあるが､ど汀.い･

の値は､hく0.04では中央差分近似の場合とはぼ同一結果が得られ､b≧0.04では
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上述のいずれの結果より も小さい値が得られる｡また､得られた直線の傾きは､

二次要素による1階偏導関数の近似精度0(b2)拍~さ)に対応して､はぼ2である｡

差分近似式を用いる場合に比べ､形状関数を用いる方法の利点は､離散点が

正方形格子状に並んでいなく と もよいという､自由度の高さにある｡すなわち､

有限要素解析の場合､解析領域を任意形状の要素に分割し､関数値の急峻な変

化が予測される領域の要素分割を細分化するが､このような離散点配置に対し

ても等しく適用で虐る点が長所である｡前述の解析例の場合も､適切に細分割

した要素節点上で与えられた偏導関数値に対しては､より高い精度で結果が得

られることは言う までもない｡

表A-1には､同一の離散点数(M=25)に対する計算時間(CPU時間)を比較してあ

る｡精度が高い三角形二次要素による計算時間は中央差分による場合とはぼ同

じであるが､三角形一次要素の計算時間は精度のわりにかなり短いことが知れ

る｡なお､計算は倍精度､使用計算機は名古屋大学大型計算機センターの

FACOM M-780/20である｡
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C

図A-1 問題の定式化

¢=α･β盲陀(汀ご)β盲几(叩)

図A-2 二変数関数¢(x,y)
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図A-3 相対誤差分布(M=25)
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図A-4 離散点間距離に対する相対誤差の変化
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7 〟2 〟2 〟2 〟2

亡ふ｡∬(〟=25) 0.1358 0.0029 0.0171 0.0028

CPUtim寧

(〟=25)【m寧】
235 298 135 305

表A-1差分近似と形状関数を用いたときの離散点配置

(二次元領域の均一分割の場合〉
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