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円分関数体は, 1930年代後半に, 円分体の関数体での類似として Carlitzによっ
て発見された. 彼のアイデアは, 1970年代に, Hayes [3]で詳しく考察され, 円分体
の基本的な性質が円分関数体でも成り立つことが示された.

円分体の類数公式として, Maillet行列式やDemyanenko行列式が知られているが,

それらの円分関数体でのアナロジーとして, 1990年代にRosenが既約多項式 P に
対して, P -円分関数体の類数のマイナスパートを行列式の形で表現した. 一般の
ケースは, Bae-Kangが論文 [1]において類数のプラスパート, マイナスパート, 両
方に行列式表示を与えている.

筆者は, Shiomi [5]において, 円分関数体の合同ゼータ関数のプラスパートに付随
する多項式 P+

M(X)を整数係数多項式を成分にもつ行列式によって表現した. 多項
式P+

M(X)のX = 1での値がちょうど類数になることから, この結果は, Bae-Kang

のプラスパートの行列式表示の拡張となることが分かる.

セクション 1,2においては, 円分関数体の基本的な性質とその合同ゼータ関数につ
いて述べる. セクション 3では, 本講演の目的である P+

M(X)の行列式公式につい
て説明する. 最後に, 行列式表示の応用として, セクション 4では多項式P+

M(X)の
1次と 2次の係数に関する結果を述べる.

1 円分関数体
このセクションでは, まず, 円分関数体をHayes [3]に従って構成する. そのあと,

円分関数体関わる基本的な性質を紹介する.

Fqを q個からなる有限体, 不定元 T を固定し, k = Fq(T ), R = Fq[T ]とおく. さ
らに, kの代数的閉包 kacに対して,

End(kac) = {f : kac → kac|f : Fq − liner} (1)

とおくと, End(kac)は自然に Fq-代数になる.



kacの自己同型写像 ϕ, µを,

ϕ : kac −→ kac (x 7→ xq)

µ : kac −→ kac (x 7→ Tx)

とおけば, ϕ, µ ∈ End(kac)となる. M ∈ R, x ∈ kacに対して,

xM = M(ϕ+ µ)(x) (2)

とおく. この作用によって, kacはR-加群になる.

Example 1.1. q = 2とする.

M = T のときは,

xT = (ϕ+ µ)(x)

= x2 + Tx.

M = T 2のときは,

xT
2

= (ϕ+ µ)2(x)

= (ϕ2 + ϕ ◦ µ+ µ ◦ ϕ+ µ)(x)

= x4 + (T 2 + T )x2 + T 2x.

d次モニック多項式M に対して, kacのM -torsion pointの集合を

ΛM = {x ∈ kac|xM = 0} (3)

とおく. ΛM は qd個からなるR-加群である. さらに, ΛM はR-加群として cyclicで
ある. つまり, 生成元 λM ∈ ΛM が存在して, ΛM = λRM となる. この λM を用いて
R-同型写像

R/(M) −→ ΛM (A mod M 7→ λA) (4)

が導ける. Φ(M)を R/(M)の可逆元のなす群 (R/(M))× の位数とすれば, Φ(M)

は上の同型写像からΛM の生成元の個数と等しい. Φ(M)はオイラー関数のアナロ
ジーであるが, 次の等式も同様に成り立つ.

Proposition 1.1.

Φ(M) = qdegM ·
∏
P |M

P :irreducible

(
1− 1

qdegP

)
(5)

Proof. 容易



kにΛM を添加した体を kM とかき, M -円分関数体という. このとき, kM/kはガ
ロア拡大である. A mod M ∈ (R/(M))× に対して,

σA mod M(λM) = λA mod M
M (6)

となる σA mod M ∈ Gal(kM/k) が一意的に定まる. この対応によって,

(R/M)× −→ Gal(kM/k) (A mod M 7→ σA mod M) (7)

は同型写像となる. よって, [kM : k] = Φ(M), kM = k(λM)となる.

λM の最小多項式を求める方法として, 次のようなものがある. メビウス関数のア
ナロジーとしてモニック多項式M に対して,

µ(M) =





1 if M = 1

0 if M :not square-free

(−1)s if M = P1P2 · · ·Ps ( Pi: monic irreducible )

(8)

とおく. このとき, 次のことが成り立つ.

Proposition 1.2. FM(X)を λM の最小多項式とすると

FM(X) =
∏
N|M

N :monic

(X
M
N )µ(N) (9)

となる.

Proof. 証明は円分体の場合とほぼ同様.

Example 1.2. Example1.1の条件において Propositionから λT 2は

FT 2(X) = XT 2

/XT

= X2 + TX + T

の根である.

特別なM に関しては次のことが成り立つ.

Proposition 1.3. d次モニック既約多項式 P と自然数 nに対して, M = P nとお
く. gM を kM の種数とすれば, 次のことが成り立つ.

1. kM/kは P で完全分岐する.

2. 2gM − 2 = (dqn− dn− q) · Φ(M)
(q−1)

− dqd(n−1)



Example 1.3. q = 2, M = T n とする. このとき, Φ(M) = 2n − 2n−1 より
Proposition1.3から

2gM = (n− 3)2n−1 + 2

となる.

Gal(kM/k)と (R/(M))×を同一視する. F×q
(
⊆ (R/(M))×

)
に対応する kM/kの

部分体を k+
M とかき, kM の “最大実部分体”という. このとき, [kM : k] = Φ(M)

q−1
で

ある. また, M が一次多項式のときは k+
M = kであり, q = 2のときは k+

M = kM で
ある. k+

M を最大実部分体と呼ぶのは以下の事実が成り立つからである.

Proposition 1.4. P∞を kの無限素点とする. ただし, kの無限素点とは対応する
指数付置 vP∞が vP∞(T ) < 0 を満すものである. このとき, k+

M はP∞の kM/kにお
ける分解体である. つまり,

1. k+
M/kは P で完全分解する.

2. P∞上にある k+
M の任意の素点は, kM/k

+
M で完全分岐する.

Remark 1.1. 上の Propositionから kを P∞で完備化した体を k∞ とおく. この
とき, k+

M = k∞
⋂
kM となる. これは, n-分体Qnの最大実部分体がQn

⋂
R である

ことの類似と見なせる.

Dirichlet指標と円分関数体との間の関係について述べる.この内容も円分体のア
ナロジーである. 詳しくは, Washinton [6]を参照のこと. モニック多項式M ∈ R
に対して, XM を (R/(M))×の原始的指標からなる群とする. χ ∈ XM が, χ|Fq = 1

を満すとき realと呼ぶ. XMの元で realのものからなる群をX+
Mとおく. このとき,

D =
⋃

M :monic

XM (10)

とおく. 一方,

k̃ :=
⋃

M :monic

kM (11)

とおけば, 次の一対一対応がある.

{Dの有限部分群 } ↔ {k̃/kの k上有限次拡大体 }. (12)

特に, XM , X+
M に対応する kの拡大体は, kM , k+

M である.



Theorem 1.1. XをDの有限部分群とし, Kを対応する部分体とする. 任意のモ
ニック既約多項式 P ∈ R に対して,

Y := {χ ∈ X | χ(P ) 6= 0}, Z := {χ ∈ X | χ(P ) = 1}

とおく. このとき,

X/Y ' K/kの P における惰性群 ,

Y/Z ' 位数 fP の巡回群,

X/Z ' K/kの P における分解群

が成り立つ. ただし, fP は P のK/kにおける相対次数とする.

2 k+
Mの合同ゼータ関数

このセクションでは, まず, 合同ゼータ関数, L-関数の基本的事項について紹介
する. そのあと, 合同ゼータ関数の行列式公式を示すときに使う合同ゼータ関数の
L-関数分解について述べる. 詳しくは, Galvovich-Rosen [2], 堀田 [4], Washington

[6]を参照のこと.

Kを k上の有限次分離拡大体とし, 合同ゼータ関数 ζ(s,K)を

ζ(s,K) =
∏
P:prime

(
1− 1

NPs
)−1

(13)

とおく. ただし, NPはPの剰余類体の元の個数である.

Example 2.1. K = kのとき,

ζ(s,K) =
∏
P

(
1− 1

N(P )s

)−1

×
(

1− 1

N(P∞
)s )−1

=
(∑

I

1

N(I)s

)
×
( 1

1− q−s
)

=
1

(1− q1−s)(1− q−s) .

ただし、P はモニックな既約多項式, Iはモニック多項式を全体を渡る.

一般的には次のことが成り立つ.

Theorem 2.1. gをKの種数, hをKの類数とする. このとき, 2g次の整数係数
多項式 P (X)が存在して, 次のことが成り立つ.



1. ζ(s,K) = P (q−s)
(1−q1−s)(1−q−s) .

2. P (0) = 1, P (1) = h.

3. qgX2gP ( 1
qX

) = P (X).

4. P (X)の根は |q|− 1
2 上にある.

次のセクションで k+
M に付随する多項式 P+

M(X) の行列式表示を与える. その証
明において, k+

M の合同ゼータ関数を L関数の積で表現する必要があるので, その
ことについて述べる.

ζ(s,O+
M) =

∏

P:finite

(
1− 1

NPs
)−1

(14)

とおく. P∞は k+
M/kで完全分解することから,

ζ(s,K+
M) = ζ(s,O+

M) · (1− q−s)−Φ(M)
q−1 (15)

このとき, χ ∈ Dに対して L-関数を

L(s, χ) =
∏

P :monic
irreducible

(
1− χ(P )

N(P )s

)−1

(16)

とおく. このとき, Theorem 1.1を用いて次のことが示せる.

Proposition 2.1.

ζ(s,O+
M) =

∏

χ∈X+
M

L(s, χ) (17)

上の結果は, アーベル体のデデキントゼータ関数が L-関数の積で表現できるこ
との関数体でのアナロジーとみなせる. (cf. Washington [6])

3 P+
M(X)の行列式公式

モニック多項式M に対して, k+
M の合同ゼータ関数に付随する多項式を P+

M(X)

とする. このセクションの目的は, P+
M(X) の行列式表示を与えることである. その

ために, いくつかの記号の準備から始める. α ∈ (R/(M))×に対して, rαを

rα ≡ α mod M, deg rα < d,

を満すようにとる. このとき, Degを

Deg(α) = deg rα.



によって定義する. RM = (R/(M))×/F×q とすると, DegはRM 上の関数となる.

N = Φ(M)/(q − 1)− 1とし,

RM = {1, α1, α2, · · ·αN}

と表す. このとき,

di = Deg(αi) (i = 1, 2, · · · , N),

dij = Deg(αiα
−1
j ) (i, j = 1, 2, · · · , N).

とおく. 次の行列

D+
M(X) :=

(
Xdij −Xdi

1−X
)

i,j=1,2,···N
(18)

によって, P+
M(X)に行列式表示を与える. また, P+

M(X)と detD+
M(X)のズレを修

正するために

J+
M(X) :=

∏

χ∈X+
M

χ 6=1

∏

Q|M
(1− χ(Q)XdegQ) (19)

によって定義される多項式を考える. この J+
M(X)に関しては, 次のような形で表

現することができる.

Proposition 3.1.

J+
M(X) =

∏

Q|M

(1−XfQ degQ)gQ

1−XdegQ
(20)

ただし, QはM を割るモニック既約多項式を渡り, fQ, gQ は, ぞれぞれQの k+
M/k

における相対次数, Q上にある k+
M の素点の個数である.

Proof. Qを一つ固定する.

Y +
Q := { χ ∈ X+

M | χ(Q) 6= 0 }, Z+
Q := { χ ∈ X+

M | χ(Q) = 1 }.

とおくと, Theorem1.1から
∏

χ∈X+
M

(1− χ(Q)XdegQ) =
∏

χ∈Y +
Q

(
1− χ(Q)XdegQ

)

=
∏

χ∈Y +
Q /Z

+
Q

∏

ψ∈Z+
Q

(
1− χψ(Q)XdegQ

)

=
( ∏

χ∈Y +
Q /Z

+
Q

(
1− χ(Q)XdegQ

))gQ



が成り立つ. Y +
Q /Z

+
Q は fQ次の巡回群であることから,

∏

χ∈Y +
Q /Z

+
Q

(
1− χ(Q)XdegQ

)
=
(
1−XfQ degQ

)
.

したがって,
∏

χ∈X+
M

(
1− χ(Q)XdegQ

)
=
(
1−XfQ degQ

)gQ .

となる. この等式によって Propositionを得る.

上のPropositionから J+
M(X)は整数係数の多項式である. もし,P が既約多項式,

M = P n の場合は, k+
M/kで P が完全分岐していることから, J+

M(X) = 1となる.

次の定理が主結果である.

Theorem 3.1. M を次数が 2以上のモニック多項式とする. このとき,

detD+
M(X) = P+

M(X)J+
M(X) (21)

が成り立つ.

Proof. χ ∈ X+
M に対して, fχを conductorとする. このとき, χ̃を,

χ̃ = χ ◦ πχ
によって定義する. ただし, πχ : (R/(M))× → (R/(fχ))× は自然な写像である. こ
のとき,

L(s, χ̃) = L(s, χ) ·
∏

Q|M

(
1− χ(Q)q−s degQ

)
.

が成立する. よって,

∏

χ∈X+
M

χ 6=1

L(s, χ̃) =

( ∏

χ∈X+
M

χ 6=1

L(s, χ)

)
· J+

M(q−s)

= ζ(s,O+
M)(1− q1−s)J+

M(q−s)

となることが分かる. また, χ 6= 1に関して, 簡単な計算から

L(s, χ̃) =
∑
α∈RM

χ̃(α)q−Deg(α)s

となる. X+
M がXM の realな指標全体であることから, χがX+

M 全体を渡るとき, χ̃

はRM の指標全体を渡る. よって, Frobeniusの行列式公式から
∏

χ∈X+
M

χ 6=1

L(s, χ̃) =
∏

χ∈X+
M

χ 6=1

∑
α∈RM

χ̃(α)q−Deg(α)s

= det(q−sdij − q−sdi)i,j=1,2,···N



となる. よって, Proposition 2.1から

det

(
q−sdij − q−sdi

1− q−s
)

i,j

= P+
M(q−s)J+

M(q−s)

となる. したがって, X = q−sとおけば結論を得る.

証明の核となるアイデアは, 合同ゼータ関数を L関数の積で表示し,そこから
Frobenius行列式公式を用いて行列式にもっていくことである. この証明のプロセ
スは円分体の類数, デデキントゼータ関数の負の整数点での特殊値の行列式表示の
場合と同じである. 上の結果は, 円分関数体の類数の行列式表示 (cf. Bae-Kang [1])

を合同ゼータ関数の整数点での特殊値に一般化しようと試みたときに自然に得ら
れたものである.

Example 3.1. q = 2, M = T 3 ∈ Rとする. このとき,

RM = {1, α1 = T + 1, α2 = T 2 + 1, α3 = T 2 + T + 1}.
とおく. M が既約多項式の巾なので P+

M(X) = detD+
M(X) が成り立つ. よって,

P+
M(X) = detD+

M(X)

=

∣∣∣∣∣∣∣

1 −X −X
X 1 +X 0

0 X 1 +X

∣∣∣∣∣∣∣
= 1 + 2X + 2X2.

Corollary 3.1. M を 2次以上のモニック多項式とする. このとき,

1. D+
M(0) = IN

2. M が 2次多項式のとき, D+
M(X) = IN

が成り立つ.

特に, Corollary 3.1 の 2の結果から,M が 2次多項式のとき, 常に P+
M(X) = 1と

なる.

Corollary 3.2. h+
M を k+

M の類数とし, W+
M を

W+
M =

{ ∏
Q|M fQ if gQがすべて 1

0 if それ以外のとき
(22)

と定義する.このとき,

det(di − dij)i,j=1,··· ,N = W+
M · h+

M (23)

となる.



Proof. PropositonからJ+
M(1) = W+

Mが分かる. あとは, Theorem 3.1の両辺にX=1

を代入すれば結果を得る.

注意として, W+
M = 0になる可能性がある. この場合, 上の等式からでは類数を

計算することができない.

4 detD+
M(X)の低次の項の係数の計算

このセクションでは, detD+
M(X)の一次, 二次の項の係数を行列式の微分を用い

て計算する. M を d次のモニック多項式とする. D+
M(0) = 1より,

detD+
M(X) = 1 + a1X + a2X + · · · (24)

と表せる. ただし, ai (i = 1, 2, · · · )は整数である. また, 0 ≤ i < dに対して,

si = |{α ∈ RM | degα = i}|,
ti = |{α ∈ RM | degα ≤ i}|.

とおく. このとき, 次のことが成り立つ.

Proposition 4.1. 次数が 3以上のモニック多項式M とすると,

(1) a1 =
Φ(M)

q − 1
− t1, (25)

(2) a2 =
1

2

{Φ(M)

q − 1
− 2t2 +

(Φ(M)

q − 1
− t1

)2

+ t21

}
(26)

が成り立つ.

注意として, 次数が 1, 2の場合は P+
M(X) = 1である. この Propositionを証明

するために以下の Lemmaが必要である. 証明は, 線形代数の練習問題なので省略
する.

Lemma 4.1. F (X) = (fij(X))i,j をX に変数をもつ行列. F (X)がX = X0で２
階微分可能であって, かつ正則であるとき以下のことが成り立つ.

(1)
d detF (X)

dX

∣∣∣∣
X=X0

= detF (X0) · Tr
(
F (X0)−1 dF

dX
(X0)

)
,

(2)
d2 detF (X)

dX2

∣∣∣∣
X=X0

= detF (X0) ·
{

Tr
(
F (X0)−1 d

2F

dX2
(X0)

)
−

Tr
(
F (X0)−1 dF

∂X
(X0)F (X0)−1 dF

∂X
(X0)

)
+

Tr
(
F (X0)−1 dF

dX
(X0)

)2 }
.



上の Lemmaを用いて Proposition 4.1を証明する.

Proof. まず, D+
M(0) = IN に注意する. また,

D+
M(0)−1 = IN ,

dD+
M

dX
(0) = (cij)i,j=1,2,··· ,N

ただし,

cij =





0 if i = j, di = 1

1 if i = j, di 6= 1

1 if dij = 1, di > 1

−1 if dij > 1, di = 1

0 otherwise .

(27)

Lemmaより,

a1 = Tr((cij)i,j) =
Φ(M)

q − 1
− t1,

さらに,

2a2 = Tr
( d2D+

M

dX2
(0)
)
− Tr

( (dD+
M

∂X
(0)
)2 )

+

Tr
( dD+

M

dX
(0)
)2

.

単純な計算によって,

Tr
( d2D+

M

dX2
(0)
)

= 2
(Φ(M)

q − 1
− t2

)
,

Tr
( dD+

M

dX
(0)
)2

=
(Φ(M)

q − 1
− t1

)2

.

残りの項の計算は, 少し工夫が必要である. まず次のように分解する.

Tr
( (dD+

M

∂X
(0)
)2 )

=
N∑
i=1

N∑
j=1

cijcji

=
N∑
i=1

c2
i +

∑
di=1<dij
dj=1<dji

1 +
∑

dij=1<di
dji=1<dj

1

−
∑

di=1<dij
dji=1<dj

1−
∑

dj=1<dji
dij=1<di

1.



各項は以下のように計算される. ここで, M が次数 3以上という条件を本質的に
使っている.

N∑
i=1

c2
i =

Φ(M)

q − 1
− t1,

∑
di=1<dij
dj=1<dji

1 = s2
1 − s1,

∑
dij=1<di
dji=1<dj

1 = 0,
∑

di=1<dij
dji=1<dj

1 =
∑

dj=1<dji
dij=1<di

1 = s2
1.

よって,

Tr
( (dD+

M

dX
(0)
)2 )

=
Φ(M)

q − 1
− t21.

となり, 他の項と組み合わせることにより

a2 =
1

2

{Φ(M)

q − 1
− 2t2 +

(Φ(M)

q − 1
− t1

)2

+ t21

}
.

Example 4.1. q = 2とし, M = T nとする. このとき, kM = k+
M . さらに,

ζ(s, kM) =
PM(q−s)

(1− q−s)(1− q1−s)

となる PM(X)を考えると, Proposition 4.1から

PM(X) = detD+
M(X)

= 1 + (2n−1 − 2)X +
2n−1(2n−1 − 3)

2
X2 + · · ·

と表せる. 特に, M = T 3の場合は, Proposition 1.3より 2gM = 2より

PM(X) = 1 + 2X + 2X2

となる.

上の Proposition 4.1に関して, 高次の係数の表示は分かっていない. q = 2と
して,

M1 = T 2(T + 1)2, M2 = T (T + 1)3

とおく. ti(M1), ti(M2)をM1, M2によって定まる tiの値とする. このとき, Φ(M1) =

Φ(M2), 任意の iに対して ti(M1) = ti(M2) であるが,

D+
M1

(X) = 1 + 3X + 5X2 + 5X3 + 2X4,

D+
M2

(X) = 1 + 3X + 5X2 + 5X3 + 4X4 + 2X5

となる. このことから, 一般的には, 高次の aiはΦ(M)と tiからだけでは定まらな
いことが分かる.
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