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ゼータ関数, L-関数やその平均値の挙動を研究する場合, もし何らかの意味での
漸近展開が求まったとしたら, その挙動は非常に詳しく理解できたことになる. 本
稿では, 漸近展開が実際に求められているいくつかの場合について解説する.

1 L-関数の漸近展開
Dirichlet の L-関数 L(s, χ)に対して, 次のことが知られている.

Theorem 1.1. (Heath-Brown, [HB])
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であり, γは Euler定数, cnはある種の積分で表示される explicitな定数である.

上の定理において, 特に, 素数 q = pの場合は,

(1) の右辺 =
1

p
{−T (1) + T (p)}

となる. T (1)は closed formに書けることが分かるので, これは (1)の pに関する
漸近展開を与える. Motohashi ([Mot85])は, この問題をAtkinsonの方法で考える
ことにより,
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の漸近的挙動が調べられることを指摘した. (ただし, 彼は漸近展開までは与えて
いない.) さらに, Motohashiの方針を深化させることによってM. Katsurada-K.

Matsumoto ([KM 91], [KM 94])は, 任意の複素数 s ∈ Cにおいて
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の漸近展開を与えた. ただし, s 6= 1においては, χ = χ0を除く和とする. 特に, 素
数 q = pの場合を考えると, s = σ + it(6= 1)の場合は,
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ここでHeath-Brownにおいては不明瞭であった cnの正体も明らかにされた. また,

s = 1においては,
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となる. ただし, γ0, γ1はゼータ関数の s = 1でのローラン展開の係数

ζ(s) =
1

s− 1
+ γ0 + γ1(s− 1) + · · ·

である. この s = 1の場合は, Paley, Selbergによる
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なる古典的結果以来の歴史をもつ問題であるが, 上の漸近展開はこの問題に対する
ある意味での最終解答を与えている.

上に出てきたAtkinsonの方法というのは, Riemannゼータ関数 ζ(s)の二乗平均を
考察するためにAtkinson ([Atk]) が開発した方法であるが, その出発点は,

Re(s1) > 1, Re(s2) > 1 として
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をm = n, m > n, n > mの３つの部分に分けることにある. このうち, m = nの
部分は, ζ(s1 + s2)であり, m < nの部分を

ζE,2(s1, s2) =
∑
m<n

m−s1n−s2

と書けば, m > nの部分は ζE,2(s2, s1)となる. この ζE,2(s1, s2)をEulerの二重和と
いう. MotohashiやKatsurada-Matsumotoの論文では類似の分解をL(s, χ)に対し
て考えるので, ある種の一般化された Euler二重和が出てくる. 上述の漸近展開の
結果はこの二重和を contour積分の方法で処理して得られたものである. そこで,

次節ではこの種の二重和について考察する.

2 二重和の関数
Euler型の二重和の取り扱い方として, Atkinson ([Atk])ではPoisson Summation

formula を用いる方法が用いられ, また上述したように Motohashi, Katsurada-

Matsumotoは contour積分を用いた. 続けて, Katsurada ([Kat97], [Kat98])は,

Mellin-Barnes積分による表示を使えば, 積分路をシフトして留数を計算するだけ
で漸近展開が自然に導き出されることを発見した.

一方, 以下で定義される二重和の関数をBarnesの二重ゼータ関数という.
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また, 二重ガンマ関数とは

log
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′
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で定義されるものである. ただし,

− log ρ2(ω1, ω2) = lim
α→0
{ζ ′B,2(0, (ω1, ω2)) + logα}. (7)

このとき, Shintaniの以下の結果がある.

Theorem 2.1. (Shintani, [Sh77]) 実二次体 F とそのある種の量指標 χに対して,

その L-関数の特殊値 LF (1, χ)が二重ガンマ関数を用いて表示できる.



また, Barnesの二重ゼータ関数, Eulerの二重ゼータ関数の一般化として

ζ2(s1, s2, α, ω) =
∞∑
m=0

(α +m)−s1
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がある. この関数については, Matsumoto ([Mat 98])が, 解析接続, 漸近展開を与
えた. その手法は, contour積分であったが, [Mat 03]ではMellin-Barnes積分を用
いるKatsuradaのアイデアにもとづく漸近展開の証明が与えられている.

上のゼータ関数は, s1 = 0のとき, Barnesの二重ゼータ関数であり, α = 1, ω = 1

のとき, Eulerの二重ゼータ関数となる. この (8)の漸近展開から,さらに二重ガンマ
関数の漸近展開が得られ,それを上述のShintaniの定理と組み合わせると, LF (1, χ)

の単数に関する漸近展開も得られる ([Mat 98], [Mat 02]).

3 少数部分の分布問題
無理数 α ∈ Rを固定し,

{αn} := αn− [αn] (9)

とおく. ただし, [ ]はガウス記号である. このとき, Hardy-Littlewoodは,
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という評価を与えた. 上の評価は一般的には best-possibleである. ただ, αが実の
2次無理数である場合には, Lerch, Hardy-Littewood, Ostrowskiによって,
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というはるかに強い評価が与えられている.

現状では, (11)をさらに改良することは困難と考えられているので次善の策とし
て, 上の和のRiese平均を考えてみる. まず, Dを square-freeな正の整数で,

D ≡ 2または 3 mod 4

を満すものとし, εDをQ(
√
D)の基本単数とする. α =

√
Dとし,
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とおく. このとき, 次の結果が知られている.



Theorem 3.1. (Hecke, [Hec])
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ただし, δは任意に小さい定数, cmも定数である.

上の定理は, Fujiiによって以下のように改良された.

Theorem 3.2. (Fujii, [Fuj 88], [Fuj 89])
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これら, (14), (16)式の右辺は, X についてかなり詳しい挙動まで明らかになっ
ていると言えるだろう. そこで残された問題は α についての挙動である. 特に,

G1(α), G2(α)などが α についてどのような関数であるかを知りたい.

基本単数のノルムはN(εD) = ±1であるが, N(εD) = −1のケースでは,
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という表示が知られているが, N(εD) = 1のケースにおいては, 表示するのが難し
い. まず, 以下のようなゼータ関数を考える.
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ただし, 和は F の単項イデアルをとるものとし, µ
′
は µの共役. このとき, Hecke

によって次の等式が示されている.
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上の等式に現れる ζ(1, v1), ζ
′
(1, v1)は二重ガンマ関数による表示が知られている.

このことは, Fujiiによって与えられている. Fujiiは一般の実 2次体の場合に成り
立つ表示を与えているが, 少々複雑なので以下ではD = 4n2 + 8n + 3のケースを
考える. εn = εDとおくとき,
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そこで問題は, log Γ2と log ρ2の挙動の研究に帰着された. 特に, log Γ2の挙動が問
題であるが, 実は,

log Γ2(ε2
n, (εn, ε

2
n − εn)) = − log εn − 1

2
log(εn − 1) + log(2π) (25)

である. 一方の log Γ2(2εn − 1, (εn − 1, εn))についてはこういう簡単な表示はでき
ないので, Mellin-Barnes積分の方法を用いて漸近展開を計算する.

まず, ζ2(s; 2εn− 1, (εn− 1, εn)) をEuler二重和を被積分関数に含むMellin-Barnes

型積分で表示し, Euler二重和の特異点の位置に注意しながら, 積分路を左へシフ
トすることによって漸近展開を導き出す. これをまとめると, X(n)に関する次の
ような漸近展開を得る.

Theorem 3.3. (Matsumoto, [Mat 02]) 上の状況において, ξn = εn− 1とおく. こ
のとき,
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ただし, c0(k)は ζE,2(−k, s+ k)の s = 0でのローラン展開の定数項.

この節の内容は, [Mat 02b]においても解説されているが, その末尾に今後に残さ
れた問題についての短いコメントがある. そこに挙げられた問題のうち, ζ

′
E,2(0, 0),

c0(k)の具体的な値を決定することは Sasaki [Sas]によって解決された. しかし, 他
の問題は依然として残されているので再録しておく.

1. (14)や (16)の誤差項が αについてどのように依存しているかを明らかにす
ること.

2. Fujii [Fuj 88]の結果を用いて, 定理 3.3を任意の実二次無理数 αの場合に拡
張すること.

3. より高次の代数体への一般化.

この 3については, 総実代数体のHeckeのL-関数の s = 1での表示に現れる多重ガ
ンマ関数の漸近展開は [Mat 05]で与えられているので, その結果を利用できる可
能性があることを指摘しておく.

参考文献
[Atk] F.V. Atkinson; The mean-value of the Riemann zeta function. Acta Math.

81 (1949) 355-376.

[Fuj 88] A. Fujii; Some problems of Diophantine approximation and a Kronecker

limit formula, in “Investigations in Number Theory” , T. Kubota(ed.), Adv.

Stud. Pure Math. 13, Kinokuniya, 1988, pp.215-236.

[Fuj 89] A. Fujii; Diophantinc approximation, Kronecker’s limit formula and the

Riemann hypothesis, in “Theorie des Nombers/Number Theory”, J-M. de

Koninck and C.Levesque(eds.), Walter de Gruyter, 1989, pp.240-250.

[HB] D. R. Heath-Brown; An asymptotic series for the mean value of Dirichlet

L-functions, Comment. Math. Helv. 56 (1981) 148-161.
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