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abstract

本稿ではある特別な形をした多重Dirichlet級数に対してMellin-Barnes

の積分公式を用いて解析接続と possible singularitiesを求める.

発表の場を与えてくださった塩見大輔さんにこの場を借りて感謝の気持
ちを伝えたいと思います.

1 Introduction and statement of results

rを固定された正の整数，s = σ + itを複素変数とする．このとき，複
素係数 a(n)を用いて次のようにDirichlet級数を定義する．

L(s) =
∞∑

n=1

a(n)n−s.

このとき，以下のことを仮定する．

(i) L(s)は σ > 1 + ε > 1で広義一様絶対収束する,

(ii) L(s)はCに有理型に解析接続され，s = 1でのみ高々位数 1の極を
持つ.
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ここでは次のような上で定義した複素係数 a(n)を持つ多重Dirichlet級
数を導入する．

Lr,i((s1, . . . , sr); a) =
∑

· · ·
∑

1≤m1<···<mr<∞

a(mi)m
−s1
1 m−s2

2 · · ·m−sr
r , (1.1)

ただし，sk = σk + itk (1 ≤ k ≤ r)とする．

Masri [6] は次のような多重Dirichlet級数を導入した.

Fを代数体，OFをその整数環とし，Fの整イデアル Iに対してNF/QI =

|OF : I|とする．このとき，rは固定された変数，F1, . . . , Fr を代数体，
s1, . . . , srを複素変数とするとき多重デデキントゼータ関数を次のように
定義する．∑

· · ·
∑

1≤NF1/QI1<···<NFr/QIr<∞
I1⊂OF1

,I2⊂OF2
,...,Ir⊂OFr

(NF1/QI1)
−s1(NF2/QI2)

−s2 · · · (NFr/QIr)
−sr． (1.2)

特に Fk = Q (1 ≤ k ≤ r)とおくと (1.2)はよく知られた Euler-Zagierの
多重和 [11]になる．∑

· · ·
∑

1≤m1<···<mr<∞

m−s1
1 m−s2

2 × · · · × m−sr
r . (1.3)

また，(1.1)で i (1 ≤ i ≤ r)を固定し，Fk = Q (k 6= i),

a(mi) = |{{0} 6= I ⊂ OFi
| (NFi/QI) = mi}|.

と見ることにより (1.1)は (1.2)の特別な場合と見なすことができる．

よって，(1.1)と (1.2)は (1.3)の一般化である．i = 1, rのときは Masri

[6]により Euler-Maclaurin summationを用いて解析接続と possible sin-

gularitesを求め，i = 1, r のときの (1.1)のリーマンゼータ関数やある
Dirichlet級数を用いた関数関係式を示した．また，多重ゼータ関数の解
析接続の方法にはいくつかの方法がある．Zhaoの方法 [12]は Gel’fand-

Shilovの一般関数の理論に基づくものであり，秋山・江上・谷川の方法 [1]

はEuler-Maclaurin summationを用いる ([6]で用いられた方法)．そして，
松本 [7]はMellin-Barnes積分を用いる方法により解析接続を与えた．

ここでは (1.1)の解析接続と possible singularitesを求める．そして，今
回最も重要なことは二重数学的帰納法とMellin-Barnes積分を用いて (1.1)

の解析接続を考えるということである．

まず，Mellin-Barnes積分の公式を与える．



Lemma 1.1

s, λを複素変数とし, <s > 0, |arg λ| < π で λ 6= 0とする. このとき

Γ(s)(1 + λ)−s =
1

2πi

∫
(c)

Γ(s + z)Γ(−z)λzdz, (1.4)

が成り立つ．

ただし，−<s < c < 0 で積分路は垂直直線<z = cとする.

証明は [10](Section14.51, p.289, Corollary)を参照.

ここでは (1.1)で定義された 1つ複素係数を持つ多重Dirichlet級数の解
析接続を与える．
まず，(1.1)の広義一様絶対収束領域を考える．

Proposition 1.2

iを１つ固定し，領域Ar,iとBr,iを次のようにおく．

Ar,i = {(s1, . . . , sr) ∈ Cr | <(sr−k+1 + · · · + sr) > k + ε(r − i + 1 ≤ k ≤ r)}
Br,i = {(s1, . . . , sr) ∈ Cr | <(sr−k+1 + · · · + sr) > k (1 ≤ k ≤ r − i)}.

このとき，級数 (1.1)は領域Ar ∩ Brで広義一様絶対収束する．

これは [6]のProposition 1.1より明らかである．ここで，N0 = N∪{0}
とする．

Theorem 1.3

(1) 級数 (1.1) は s1, . . . , srの関数として,全 Cr 空間に有理型で解析接
続される.

(2) 関数 Lr,iは次の等式の１つにより定義される Cr空間の部分空間に
のみ存在する possible singularitiesを除いて正則である．

sr = 1,

sr + sr−1 = 2, 1,−2n (n ∈ N0),

sr + sr−1 + sr−2 = 3 − n (n ∈ N0),

· · ·
sr + · · · + sr = r − n (n ∈ N0).



この証明は Section 2で与える．

Theorem 1.4

もし，Li(s) (1 ≤ i ≤ r)が整関数ならば, このとき

Lr,r((s1, . . . , sr); a)

もまた整関数である.

この定理は [9]のTheorem 2 のアナロジーである. Theorem 1.4の証明は
Theorem 1.3と同様にできるのでここでは省く．

Theorem 1.4の条件のもとで, Lr,r は次のような多重Dirichlet L関数の
特別な場合と見なせる．∑

· · ·
∑

1≤m1<···<mr<∞

χ1(m1)m
−s1
1 χ2(m2)m

−s2
2 · · ·χr(mr)m

−sr
r , (1.5)

ただし，χk (k 6= r)は mod 1のDirichlet指標で χrは non-principalと
する.

多重 Dirichlet L関数 (1.5)はGoncharov [3]， 秋山，石川 [2]や 石川
[4, 5]により研究されている.

2 Proof of Theorem 1.3

この章ではTheorem 1.3のMellin-Barnesの積分公式を用いた証明を与
える．これは，[6]のTheorem 1.2の別証明になっている．
この証明はどの 1 ≤ i ≤ rから証明するかが重要である．まず，i = 1

のときを複素変数の個数 rに関する数学的帰納法で示し，それを用いて
i = rのときを示し，i = rと同様な方法で i = r − 1, r − 2, . . . 2のときを
示していく．以下，si = σi + itiとおく (1 ≤ i ≤ r)．
まず，i = 1として Theorem 1.3を示す．この証明は r = 2のときは

L(s1 +s2 +2n)は仮定より s2 +s1 = 1−2n (n ∈ N0)のときに 1位の極と
なり，それはリーマンゼータ関数の自明な零点とで打ち消しあいpossible

singularitiesにならず r ≥ 2でそこは影響しないことにのみ注意すれば
(1.3)の多重和のMellin-Barnes積分を用いる解析接続の方法と同じよう



に証明できる ([7]，[8]を参照)．よって，i = 1のときの証明は読者に任
せる．
次に，i = rとし rに関する帰納法でTheorem 1.3を示す．
まず，σ1 > 1, σ2 > 1 + εとする．このとき，

L2,2((s1, s2); a) =
∞∑

m2=1

a(m2)m
−s2
2

m2−1∑
m1=1

m−s1
1

=
∞∑

m2=1

a(m2)m
−s2
2

∞∑
m1=1

m−s1
1 −

∞∑
m2=1

a(m2)m
−s2−s1
2

−
∞∑

m1=1

m−s1
1

m1−1∑
m2=1

a(m2)m
−s2
2

=L(s2)ζ(s1) − L(s1 + s2) − L2,1((s1, s2); a), (2.1)

と変形する (絶対収束する領域で考えているので和の交換は可能である)．
ここで (2.1) の第一項目はリーマンゼータ関数と L(s) の積で第二項目
は L(s)となる．よって，問題は第三項目である．しかし，これは i =

1 のときの級数である．よって，先ほどの結果と合わせることにより，
L2,2((s1, s2); a)は全C2空間に有理型として解析接続できる．また，i = 1

の結果より possible singularitiesは

s1 = 1, s2 = 1,

s2 + s1 = 2, 1,−2n (n ∈ N0).

しかし，s1 = 1のときは (2.1)の第一項目の極と第三項目で現れる極で打
ち消しあい，s1 = 1のときは極にはなり得ない．よって，possible singu-

laritiesは

s2 = 1,

s2 + s1 = 2, 1,−2n (n ∈ N0).

よって，i = rのときはTheorem 1.3は成り立つ．

次にLr−1,r−1まではTheorem 1.3が成り立つとして，Lr,rのときにThe-

orem 1.3が成り立つことを示す．まず，σi > 1 (1 ≤ i ≤ r−1), σr > 1+ε



とする．このとき，

Lr,r((s1, . . . , sr); a) =
∞∑

mr=1

mr−1∑
mr−1=1

· · ·
m2−1∑
m1=1

a(mr)m
−s1
1 m−s2

2 . . .m−sr
r

=
∞∑

mr=1

mr−1∑
mr−1=1

· · ·
m3−1∑
m2=1

∞∑
m1=1

a(mr)m
−s1
1 m−s2

2 . . .m−sr
r

−
∞∑

mr=1

mr−1∑
mr−1=1

· · ·
m3−1∑
m2=1

∞∑
m1=m2+1

a(mr)m
−s1
1 m−s2

2 . . .m−sr
r

−
∞∑

mr=1

mr−1∑
mr−1=1

· · ·
m3−1∑
m2=1

a(mr)m
−s1−s2
2 . . .m−sr

r

= Lr−1,r−1((s2, . . . , sr); a)ζ(s1) − Lr−1,r−1((s1 + s2, s3, . . . , sr); a)

−
∞∑

mr=1

mr−1∑
mr−1=1

· · ·
m3−1∑
m2=1

∞∑
m1=1

a(mr)m
−sr
r . . .m−s2−s1

2 (1 + m1/m2)
−s1

(2.2)

と変形する．ここで (2.2)の第一項目はLr−1,r−1((s2, . . . , sr); a)とリーマン
ゼータ関数との積で第二項目はLr−1,r−1((s1 + s2, . . . , sr); a)となる．よっ
て問題は第三項目である．ここで，s = s1, λ = m1/m2としてMellin-

Barnes積分を用いると

∞∑
mr=1

mr−1∑
mr−1=1

· · ·
m3−1∑
m2=1

∞∑
m1=1

a(mr)m
−sr
r . . .m−s2−s1

2 (1 + m1/m2)
−s1

=
1

2πi

∫
(c)

Γ(s1 + z)Γ(−z)

Γ(s1)
Lr−1,r−1((s1 + s2 + z, . . . , sr); a)ζ(−z)dz.

ただし，
max{−σ1,−ε − 1} < c < −1.

とする．

今，積分路を<z = N − η (N は正の整数，η 小さい正の数)にシフト



する. そして，極の留数を計算すると,

1

2πi

∫
(c)

Γ(s1 + z)Γ(−z)

Γ(s1)
Lr−1,r((s1 + s2 + z, . . . , sr); a)ζ(−z)dz

=
1

s1 − 1
Lr−1,r−1((s1 + s2 − 1, s3, . . . , sr); a)

+
N−1∑
l=0

(
−s1

l

)
Lr−1,r−1((s1 + s2 + l, s3, . . . , sr); a)ζ(−l)

+
1

2πi

∫
(N−η)

Γ(s1 + z)Γ(−z)

Γ(s1)
Lr−1,r−1((s1 + s2 + z, . . . , sr); a)ζ(−z)dz

(2.3)

を得る．(2.3)の最後の積分はN が任意だから全Cr空間に解析接続され
る．よって，(2.2)と (2.3)によりLr,rは次の等式の１つにより定義される
Cr空間の部分空間にのみ存在する possible singularitiesを除いて正則で
ある．

sr = 1, s1 = 1,

sr + sr−1 = 2, 1,−2n (n ∈ N0),

sr + sr−1 + sr−2 = 3 − n (n ∈ N0),

· · ·
sr + · · · + s1 = r − 1 − n (n ∈ N0).

しかし，s1 = 1のときは (2.2)の第一項目の極と (2.3)の第一項目の極
で打ち消しあい，s1 = 1のときは極にはなり得ない．よって，possible

singularitiesは

sr = 1,

sr + sr−1 = 2, 1,−2n (n ∈ N0),

sr + sr−1 + sr−2 = 3 − n (n ∈ N0),

· · ·
sr + · · · + s1 = r − 1 − n (n ∈ N0).

よって，i = rのときはTheorem 1.3が成り立つ．後は i = r−1, r−2, . . . 2

のときにTheorem 1.3を示せばよいが，これは i = rのときと同様にでき
るので読者に任せる．
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