
薄肉構造部材の離散化モデルによる

高精密化解析に関する研究
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第1章 緒 論

構造物あるいは構造部材の力学的挙動におよばす各種パラメ←一タの影響を知るこ

とば構造設計において重要である｡実際にどのパラメータがどのような影響をおよ

ばすかは､解析的方法による方が数値的方法より明確に知ることができる｡解析的

方法は､解析対象となる連続体の領域が幾何学的に簡明で境界条件が単純な場合に

しか適用できない｡そのため､解析対象となる′領域の形状が複雑になると､解析的

方法は一般に応用できず､数値的方法によらざるをえない｡数値的な構造解析法は､

コンピュータの急速な発達に伴って､飛躍的に発展した｡特に有限要素法や境界要

素法に基づく解析手法は､構造物の設計においてはもはやなくてはならないものと

なっている｡これらの解析手法に対して､構造物の安全性や信頼性を明らかにする

ため､より高い精度でしかもより効率的に解析することが要求されるようになった｡

構造解析に数値解析法を適用する場合､はり理論や平板理論に基づく定式化が行な

われている｡構造力学の基礎を与えているはり理論にもいくつかの問題点があり､

その解決によって精密化と適用範囲の拡大が期待できることば明らかである｡以下

では､はり理論および平板理論の歴史的背景と特徴および問題点などについて概観

する｡また､種々の数値解析法の特徴などについてまとめる｡最後に､本研究の内

容について記述する｡

1･1 はり理論

近年､自動車､鉄道車両､航空機などをはじめとし各種構造物において軽量化･

大型化が進むに伴い､次第に薄板構造に変わりつつある｡このような薄板構造の中

には､薄肉はり理論を用いて設計が行なわれているものが少なくない｡

はり理論は､Bernoull卜Eulerの曲げ理論に端を発し､数多くの研究者の貴重

な業績の蓄積によって体系化されてきた｡その歴史[1】を辿ってみると､

Bernoulli-Eulerのはりの曲げ理論とSain卜Venentのねじり理論が結びついて

はりの古典的理論が生まれた｡その後､航空工学や船舶工学における構造物の軽量

化に対する関心が高まるなか､Bachは構造用形相の曲げねじりの実験を行ない､そ

れに続いて､Wagnerの曲げねじり理論が生まれ､Timoshenkoの研究､Reissner

のせん断遅れの理論を経て､Vlasovがはりの曲げねじり理論を体系づけた｡そして

今日のはりの工学的理論が形成された｡
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しかしながらこの最も基本的なはりの曲げ理論はいくつかの問題点を含んでいる｡

はり理論の問題点はせん断変形などに対する理論の不完全さに原因があると考えら

れる｡例えば

(a) はりの曲げ理論は積荷垂に対するせん断ひずみがゼロの仮定より出発して

いる｡このはり理論においては､曲げ応力につり合うぺきせん断応力を､変位解か

ら直接求めることができない｡そのため､材軸方向の応力のつり合い方程式を用い

て､曲げ応力を積分することにより､せん断応力を求める手法がとられている｡こ

のせん断応力計算法は､半逆解法(semi-inverse method)と呼ばれている｡

(b) 純ねじり､そり拘束ねじりのように外力としてねじりモーメントが作用す

る場合､あるいは､曲げねじりの問題､さらに､対称断面でも横荷重が断面の任意

点に作用する場合､非対称断面はりの曲げ問題においては､はり断面のねじりに関

する諸断面定数を求める必要がある｡はりが薄肉断面であるならば､比較的簡単に

断面定数を定めることが出来る｡しかし､中芙断面材に対する配慮が不十分であり､

統一的であるとはいえない｡また､薄肉といえども､閉断面と間断面とでは別々に

取り扱わねばならないという不便さもある｡

(c)せん断変形が重要な因子となる薄肉構造でも､いわゆるせん断流理論はせ

ん断変形を一般には無視し､ただ薄肉閉断面でのねじれ変形だけを考慮している｡

(d)弾性論では､Sain卜Venantによる一様せん断力､一様ねじりの解がある

が､ねじりとせん断の達成について実用的な計算法が望まれる｡

(e)せん断変形を厳密に評価しようとすれば､三次元弾性論の立場から議論せ

ざるを得なくなり､せん断変形のみならず､断面変形の影響も考慮に入れたはり理

論の展開へと向かっていくことになる｡

このようにはり理論はいくつかの問題点を含んでいるが､これが解決されること

により理論の精密化と適用範囲の拡大が期待できる｡

せん断変形の影響は一般には′トさいが､断面寸法に比べて長さが短いはりや固定

端のように断面拘束の強い部分では無視することが出来ない｡せん断変形の影響を

考慮したはりの曲げに関する理論には､Timosbenkoはり理論【2]がある｡この理

論は平面保持の仮定を基本とし､せん断ひずみは断面内で一様に分布するとしてい

るo Timoshenkoのせん断補止係数についてば多くの研究があるが､Cowper[3]は

せん断補正係数を三次元弾性論から厳密に求めている｡さらにねじりを受けるはり

の理論にはSain卜Venantのねじり理論[4]がある｡これは､SeⅢi-Inverse

Methodによって厳密解が求められている｡そして､はり端のwarpingの拘束ない
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し接続を考えたものに､ねじりでのWagner[5】､Timoshenko[6】､Vlasov[7]によ

るものがある｡さらに､Saint-Venantのねじれ以外のせん断応力によるせん断変

形の影響を考慮した薄肉材の理論に発展している[8=9】｡これらの研究はせん断変

形としてせん断応力によるひずみエネルギと等価になるようなせん断ひずみを用い

ており､本質的にはTimoshenkoはり理論の拡張といえよう｡

薄肉箱形はりのS血ear-1agに関するものにReissnerの研究がある【10】【11】｡

これは､箱形はりフランジ直応力分布を2次曲線と仮定し､エネルギ最小の原理よ

り求めている｡

また､三次元せん断変形解析として､川井･藤谷【12-16】の研究がある｡これは､

与えられた構造物をどのように理想化しても､実際の構造物の剛性との間にはずれ

があるが､そのずれを評価してもとの解を修正することによって､少ない自由度で

も･実際の挙動に近い解を与えることが可能になるという構造物の理想化の原理に基

づき､有限要素法によるはりの精密なせん断変形解析を行なったものである｡しか

し､その解析はかなり複雑化している｡

前にも述べたように､はりのせん断変形問題を厳密に取り扱おうとすると断面変

形も考慮しなければならなくなる｡断面変形がはりの力学特性に大きく影響する問

題の一つにBrazier効果[17】として知られている問題がある｡それは､薄肉円管に

曲げモーメントが作用すると断面の偏平化によって剛性が低下するというものであ

る｡

はりの力学的挙動におよばす断面変形の影響は､断面を板要素に分割し､おのお

のに薄板理論を適用して調べることができる｡薄板理論を適用して､断面変形を扱

った研究にBijlaardとFisher【18]の研究がある｡その後､薄板理論を発展させた

折板理論や有限帯板法を用いて断面変形の影響を調べた研究も数多く報告されてい

る【19】[20】｡

1･2 平板理論

構造物の長大化に伴い薄肉構造物が使用されているが､平板はそれを構成する基

本要素である｡また､最近では軽くて強いという特質を生かして複合材料が構造要

素として用いられることが多くなった｡それゆえ､はりと同様に平板の強さあるい

は変形の問題は､構造設計において極めて重要である｡

平板における初期の研究は振動間取に関するものであり､Cbladni[21]は種々の
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自由振動モードを実験的に初めて見付け出した｡また､Eirchbo‖は､曲げと伸び

の組み合わせ変形状態を考慮した平板理論を示した｡この理論は､変形前に板の中

央面に垂直な断面は変形後も平面を保持し､中央面に垂直のままであるという仮定

を用いている｡この仮定は､薄板の場合は十分実際の挙動を表しており､今日の平

板理論の基礎となっている｡Huber[22]は､波板､縦横に補剛された板などを直交

異方性板とみなし､直交異方性板理論を展開した｡

BernoullトEulerの仮定に基づくぼり理論と同様､Kirchhoffの仮定に基づく

薄板理論ではせん断変形の効果が含まれておらず､実際の構造解析に適用する場合

問題となることがある｡例えば､板厚がある程度大きくなると､Eirchhor†の薄板

理論が適用できなくなる｡それは､横方向のせん断変形が大きくなりEirc血血orfの

仮定が成り立たなくなるからである｡この間題に関する初期の研究の中で最も有名

なものは､Reissner【23=24】のせん断変形理論である｡この理論はReissnerの

変分原理によりたわみwとせん断力Qx､Qyを含む6階偏微分方程式および板の辺

上における3個の境界条件を導いている｡その後､Mindlin【25]は等方性板の二次

元曲げ振動問題に横せん断変形と回転慣性の影響を含む定式化を実行した｡さらに､

これらの理論を改善する読みがなされ､いわゆる高次理論が数多く提案されている｡

例えば､NeisonとLorch[26j､Reissner[27]､Lo､ChristensenとWu[28】の理

論などがある｡また､DesbmukhとArcber【2g】は中程度の厚さの板の曲げに関する

Reissnerの微分方程式の新しい数値解析法を示した｡IgarashiとTakizaYa[30]

は任意の厚さの板に任意の分布荷重が作用する場合についての変位成分を板厚方向

座標zの幕級数に展開して厚板に関する2次元方程式を定式化した｡古賀と遠藤

【31】は､応力または変位をルジャンドル多項式の級数にし､平板の曲げに関する高

次理論を定式化した｡

平板の曲げ問題の解析における最近の傾向はコンピュータに依存することが大き

く､低コストでかつより精密な解析理論についての研究がなされている｡精密化の

一つの考えとして､せん断変形を考慮した定式化がある｡有限要素法の発展に伴い､

せん断変形を考慮に入れた板要素の剛性マトリックスが開発された【32]【33]｡

ReissnerおよびMindlinの理論は厚板の有限要素の定式化に利用されている｡

机ndi川の理論は､せん断変形を考慮する場合の定式化が比較的容易なことから

Cloug血とFe=ppa【34]以来､多くの研究が報告されている｡ところが､板厚が次

第に′トさくなるにつれて､要素の剛性が真の値より大きく評価される､いわゆるロ

ッキング現象が起きる｡そこで､ZienkieYicz､TaylorとToo[35】やPaYSeyと
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Clougb[36】は低減積分を利用することによって厚板のみならず薄板にも有効に利

用できる要素を示した｡また､SpilkerとMunir[37】はhybrid応力法に基づく 中

程度の板厚および薄板について､ロッキング現象を生じない比較的効率の良い平板

曲げ要素(Serendipity hybrid応力要素)を定式化した｡HughesとCohen[38】は

Heterosis Mindlin要素と呼ばれるMindlin平板曲げ要素を示した｡この有限要

素はアイソパラメトリック 9節点任意四辺形曲線要素であって､隅角点および辺上

の各節点において3自由度(たわみと直角な2方向の断面回転角)を有し､要素内の

節点9においては2自由度(直角な2方向の断面回転角)を有するものである｡

近年､複合材料の用途が拡大するにつれ､その力学的特性を明らかにすることが

重要となっている｡複合材料は繊維と樹脂からなるラミナを積み重ねて板状にする

ことが多いが､これは微視的には不均質であり､繊維と母材の特性から複合材料と

しての特性を知ることが必要となる｡しかも､複合材料の平板あるいはサンドイ ッ

チ板のような面外せん断剛性が面内剛性と曲げ剛性に比べて極めて小さい場合には

せん断変形を考慮しなければならない｡

面外せん断変形の影響を含んだ複合材料板の研究には､Navierの方法を適用し､

面外荷重を受ける4辺単純支持の複合材料板の解析を行なったDobyns【3g】の研究

がある｡また､たわみの形を高次の項まで考慮して検討したものと して

Murthy[40】､Reddy[41】､ReddyとLiu[42]をはじめとして多くの研究がある｡さ

らに､Do恒nsは動的荷重が作用する単純支持積層板の解を回転慣性を無視してたた

み込み積分を用いて求めた｡また､直交異方性板の高次理論も数多く提案されてい

る｡例えば､Lo､ChristensenとWu【43】【44]は変位を級数展開して近似し､11

個の未知数を含む11個の微分方程式を導いている｡この理論は､動的問題には適

しているが､応力の評価に難点がある｡文献【44】では､変位解で表された面内応力

を平衡方程式に代入し､それを解いて面外応力を求めている｡Re山一ieldと

Valisetty[45】は､はりの面内曲げについて平面応力の厳密解と古典はり理論の

応力との比較から高次修正に最も寄与する成分を評価し､その結果を利用して平板

の面内応力の高次項を仮定している｡また､加藤と古賀【46=47】は､面内応力を

ルジャン･ドル多項式の級数に展開し3次項まで取り入れて直交異方性板の曲げに関

する高次理論を定式化した｡
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1･3 数値解析法

連続休の弾性問題は､つり合い式､適合条件式および材料構成則を連続体内のす

べての点で満足し､かつ境界条件を満足する解を求めることに帰着する｡古典的解

法では上述の基礎式から導かれる未知量に関する微分方程式の境界値問題として級

数展開法などを用いて解を求める｡しかし､問題の領域の形状が複雑になると数値

解析法に頼らなければならない｡

連続体の問題を数値解析法を用いて解析する場合､その解法のいかんにかかわら

ず解析過程の中で離散化による近似が行なわわる｡従来､その数値解析法には現象

を直接支配する微分方程式を差分方程式で近似し､それを解くことが行なわれてき

たが､この方法は､考える領域内での幾何学的特性､物理的特性が単純でないと解

析が実用上困難で､解析する対象が変わると､原則として計算手帳が変わり､コン

ピュータによって解析する場合であれば､一々プログラムを修正しなければならな

い｡この差分法は有限要素法の出現以前においては､微分方程式の数値解析法の代

名詞のことく使わわていた｡コンピュータの進歩により､連続体を離散モデルに置

き換え､その離散モデルを対象として解析するという考え方が生まれ､それに基づ

いて現われたのが有限要素法である｡連続体を離散化するという考えは､

Erennikorr[48】が複雑な平板の問題の解析において等価な格子構造系を導入する

ことで示さゎた｡その後､Turner､Clough,MartinとTopp[49]は､構造物を三

角形や長方形の要素に分割し変位法を平面応力問題に適用した｡これにより複雑な

平板の問題を数値計算することができるよ うになった｡さらに､

Zienkievicz【50][51】がこの分野の発展に大きく責献した｡

構造工学の分野から発展した有限要素法を数字的に考えると､変分法に基礎をお

く微分方程式の数値解析法であるということができる｡すなわち､問題の基礎方程

式が与えられると､これを停留条件とする変分原理を導き､この変分原理を基礎に

して解くべき方程式を導出し近似解を求めるものである｡そして､重み付き残差法

[52】の出現により､変分原理の必ずしも存在しない物理や工学の分野にまで適用範

囲が広がり､理工学諸問題の数値解析に対する最も有力な手法として､不動の地位

を確保するに至った0物理や工芋の諸問題の解析に東根要素法は著しい成果を収め

たが､一方で､有限要素法の難点も明らかになってきた｡その難点の1つば､解析

の対象となる領域全休を要素分割するため､複雑な領域形状を持つ問題や三次元問

題の解析に計算コストがかかり過ぎるということである｡差分法や有限要素法のよ
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うな考察領域全体を扱う領域法とは対照的に境界上の未知量に関する境界積分方程

式を組み立て､それを数値解析するという解法が注目を浴びるようになった｡これ

が境界要素法である｡

境界要素法[53]は微分方程式で記述される場の問題を積分方程式に変換し､これ

に有限要素法と同様の離散化を施して､代数方程式を解く問題に帰着させる方法で

ある｡境界上の境界積分方程式を解析の対象にするので､考えている問題の次元を

一つだけ下げて取り扱うことができる｡このため領域解法と呼ばれる差分法や有限

要素法に比べて取り扱う代数方程式の元数が少なくなり入力データ数および計算時

間を大幅に減少させることができる｡そして､今日では工学の各分野での有効性と

実用性が確認されている｡有限要素法､境界要素法いずれも連続休内の各種の物理

現象の解析法として広く用いられている｡与えられた問題に応じてそれぞれの方法

を使い分けることによって､それぞれの長所を生かした効率的な解析が可能となる｡

1･4 本研究の内容

コンピュータの進歩は力学のすぺての分野に大きな影響を与えているが､その中

でも構造力学とそれを用いて行う構造物の設計計算手法は､最も大きな影響を受け

ている分野である｡有限要素法による構造解析はコンピュータによる数値実験とし

て､実物で実験が行えない構造試験､多額の経費と労力および時間を必要とする実

験に取って変わりつつある｡そして､苛酷な環境のもとでも信頼性や安全性の高い

構造設計が要求さわるようになった｡このようなことから､信頼性が高く､またよ

り精度の良い解析手法が要求されるようになった｡

構造解析に数値解析法を適用する場合､はり理論や平板理論に基づく定式化が行

われている｡しかし､従来のBernoulli-Eqlerの仮定に基づくはり理論､および

Kircbbor†の仮定に基づく薄板理論では､せん断変形の効果が含まれておらず､こ

れらの理論を実際の構造解析に適用する場合問題になることがあり､その問題点を

解決することによって理論の一段の精密化と適用範囲の拡大が期待できることば明

らかである｡このような状況の中で､著者らは､はり理論のせん断変形に関する研

究に着手した｡この種の問題に関する研究としては､はりの三次元せん断変形解析

法が､川井･藤谷によって提案されているが､その解析はかなり複雑化しているこ

とば否めない事実である｡そこで､実用性を考慮しながらはり理論の精密化に関す

る研究を行ない､その手法の有用性を調べた｡
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また､はり理論においては､せん断変形のみならず断面変形も考慮しなければな

らない｡断面変形がはりの力学的挙動に及ばす影響は､断面を板要素に分割して､

その各々に薄板理論を適用して調べることが出来る｡パイプラインや一般構造物の

構成要素として利用されている曲りはりや曲り管は､曲げを受けると断面が偏平化

し､その剛性が低下し､同一断面形状の直線はりに比べて′トさな曲げモーメントで

屈服が起きる｡このような現象の解明はこれまで薄肉円管を対象としたものであっ

た｡そこで､任意の断面形をもつ曲りはりの有限曲げを解析する手法を提案し､そ

の有用性を調べた｡

さらに､前節でも述べたように､平板においても板厚が大きくなったり､サンド

イッチ板のように面外せん断剛性が面内剛性･曲げ剛性に比べて小さい場合には､

せん断変形を考慮しなければならない｡そこで､近年､構造要素として用途の拡大

している複合材料の板の解析のために実用性の高い手法を提案した｡これは､

Mindlin理論に基づきZienkiewiczらの非適合要素を基礎とした三角形板曲げ要素

である｡さらに､著者らは､動的問題への応用として､平板の自由振動および超音

速パネルフラッタに関する解析を行った｡

本論文は以上の研究結果を8章にわたって述べたものであり､各章の概要は次の

ようである｡

第1章は緒論であって､本論文に関係の深いこれまでの研究についてその概要を

述べ､本研究の目的および意義を明らかにするとともに､本論文の内容の大略につ

いて記述している｡

第2章では､Saint-Venant理論に基づくはり理論のせん断変形理論について論

じる｡この章では､はじめに､せん断変形理論の基礎方程式を導く｡次に､この間

題を仮想仕事の原理を用いて有限要素法による定式化を行なう｡さらに､せん断変

形を考慮した立休骨組要素の剛性行列を求める｡また､せん断変形理論の基礎方程

式が､ポアソン方程式になることに着目して境界要素法を用いた解析方法を示し､

最後に､種々の解析例について示す｡

第3章では､第2章で示した立体骨組要素の剛性行列が､材端でのVarpingの拘

束､接続を考慮できないので､これを考慮するためにWagner式の曲げねじり剛性の

一般化拡張を行なう0次に､せん断変形を考慮した曲げねじり要素の剛性行列を誘

導し､数値解析例を示す｡

第4章では､平板の曲げ問題をせん断変形を考慮して解析するための方法を示す｡
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せん断変形を考慮した理論がReissnerやMindlinによって提案されているが､こ

こでは､Mindlinの理論を用いて異方性平板にも適用できる三角形板曲げ要素を誘

導する｡そして､得られた三角形板曲げ要素の精度や実用性を検討し､種々の平板

の曲げ問題に適用した｡

第5章では､第4章においてその実用性が認められた三角形板曲げ要素を､動的

問題の解析へ応用した｡まず､せん断変形を考慮した平板の自由振動の解析を行な

いその有用性を検討する｡次に､平板の安定問題への応用例として､超音速パネル

フラッタを考える｡この間題が､複素固有値問題に帰着することを示し､種々の支

持条件をもつ異方性平板について解析を行なう｡

第6章では､曲りはりにおける断面の偏平化による剛性の低下について有限要素

法による解析法について述べる｡最初に仮想仕事の原理による基礎式を説明し､次

に薄肉断面材の剛性行列を求める｡本解析法を用いて各種断面形の曲がりはりの有

限曲げを解析し､その有用性を検討する｡

第7章では､第6章において述べた解析法を､弾塑性大変形解析に拡張する｡こ

こでは､材料の構成式には､有限増分塑性理論を用い､種々の薄肉曲りはりの弾塑

性挙動について検討を行った｡

第8章において､以上の研究のまとめ､研究の総括を行なう｡
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本論文で使用する主な記号

行列･ベクトルなどの記法

[A】
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第2､3章
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8
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Ⅰァ三
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[N]
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【A]の転置行列

【A】の逆行列

列ベクトル〈a〉

列ベクトル〈a〉の時間tに関する微分(第5章)

および(a〉の増分量(第6章､第7章)

Ⅹ､y､Z方向変位

‡.y,Z方向剛休変位

y､Z方向の曲げによるたわみ

y､Z方向のせん断変形によるたわみ

ねじり角

応力

せん断力

曲げモーメント

ねじりモーメント

y､Z軸まわりの断面2次モーメント

y､Z軸についての断面相乗モーメント

ひずみ

Warping関数

せん断中心

バイモーメント

せん断流

形状関数

せん断剛性･ねじり剛性の行列

部材カベクトル(要素/曲げ変形/せん断変形)

部材変形ベクトル(要素/曲げ変形/せん断変形)
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節点変位ベクトル

フレキシビリティー行列

(要素/曲げ変形/せん断変形)

剛性行列(要素/曲げ変形/せん断変形)

微/トな仮想量

たわみ

面積座標係

断面回転角

せん断ひずみ

せん断力

曲げモーメントベクトル

異方性弾性行列

主軸方向のせん断剛性

要素節点変位ベクトル

要素剛性行列

質量行列(全体/要素)
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空力行列(全体/要素)
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フラッタ動圧パラメータ
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第2章 Saint-Venant理論に基づくせん断変形理論[54～58]

はりや柱は三次元休であるので､その弾性変形挙動は厳密には三次元弾性論にお

いて示される三つの基礎式すなわちつり合い式､適合条件式および材料構成則を弾

性休内のあらゆる点で満足し､かつ境界条件を満足する解を求めなければならな

い｡しかしながら､そのような解を求めることはまことに煩雑となり､実用的でな

い｡そのため､断面寸法に比べて長さが十分に大きいはりの特性を考察し､多くの

仮定と近似を用いて今日のはり理論が作られてきた｡はり理論は､材料力学､構造

力学などの基礎となる理論であるが､前章で述べたようにいくつかの問題点を含ん

でいる｡それらの問題点はせん断変形を無視することから出発しているが､これか

ら生ずる不合理を補うための諸理論もまだ十分に統一的であるとはいえない｡ は

じめに断面形不変､一様断面直線はりに限ることにするが､それでも､せん断力に

よるせん断変形､ねじりモーメントによる変形を考慮する実用的な方法が確立され

ていない｡せん断変形が重要な因子となる薄肉構造でも､いわゆるせん断流理論は

せん断変形を一般には無視し､ただ閉断面でのねじり変形だけを考慮している｡弾

性論では､Saint-Venantによる一様せん断力･一様ねじりの解があるが､ねじり

とせん断の達成について実用的計算法が望まれる｡また､これまでのはり､ねじり

理論ではいつもねじりはせん断中心まわりでねじり剛性を考えるから､せん断中心

が図心と離れているときの取り扱いを考えねばならなかった｡

そこで､本章では､Saint-†enant理論による任意断面はりの一様せん断･ねじ

りにおけるせん断応力分布を定めるため､はりの断面を有限要素に分割しwarping

とせん断たわみ､ねじり角とに関する連立方程式を有限要素法の標準的手法により

導く｡これを数値的に解いて､せん断剛性､ねじり剛性の行列(3× 3)を求め

る｡この行列は､一般にせん断たわみとねじりの達成をあらわすが､非対角項を消

すように座標軸を定めてせん断中心が得られる｡さらに､上述のせん断剛性､ねじ

り剛性の行列を用いて､せん断変形を考慮した立体骨組要素の剛性行列を求める｡

これは､曲げ変形のみを考える通常の表現を補正する形で与えられるが､これまで

は平面骨組要素の場合だけが得られていた【59】｡また､せん断中心が図心と離れて

いるとき､せん断中心の節点に関する剛性行列も簡単に得られる｡
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2･1 せん断変形理論の基礎方程式

はり理論の基本的仮定としていわゆるBernoullトEulerの仮定が用いられてい

るが､Vlasovは断面不変の仮定がその出発点であるとしている｡ここでも断面不

変を仮定することとする｡いま一様断面直線はりに対して図2-1に示すように､図

心軸をⅩ軸に取り､これに垂直にy､Z軸を右手系で定める｡最初にはりの任意点

の変位を表す式を考える｡さて､断面不変の仮定は､断面内のひずみが生じないと

いうことであるから､この仮定を式で表現すると次のようになる｡

Ey=Ez=Yyz=0 (2-=

断面上の任意点のy､Z軸方向変位Ⅴ､Ⅴは､図心におけるy､Z軸方向変位1,〔および

図心まわりの断面の回転0によって､断面不変の仮定から次のように表される｡

Ⅴ=[-ZO, W=∈十yO (2-2)

ここで､1,∈,8 はⅩのみの関数である｡

一様断面はりをⅩ=g端で固定し､Ⅹ=0端に荷重が作用する片持ちはり先端荷重に

よる一様せん断力､一様ねじりモーメントを受ける場合を考える｡このときの直応

力分布を次のようにする｡

Gx=Ⅹ(αy+βZ) (2-3)

曲げモーーメントをMy､Mz､せん断力をQy､Qzとしたとき､次式が成り立つ｡

XQy=Mz=上GxydA､XQz=My=LGxZdA

図2-1 座標系

｣=-



上式より

〈持[ⅠIy乙zII潮=【･】捻)(2-4)

ここに､Iz=Jy2dA･Iy=Jz2dA,lyz=∫yzdAである｡
次に式(2-2)で与えられる断面変位に随伴すべき軸方向変位uは､軸方向ひずみ

Ex=∂車Ⅹ=Cx/E=Ⅹ(かβZ)/Eを積分して端条件を考えると次のようになる｡

u=左(Ⅹ2一冊‥βZ)+甲(y･Z)
(2-5)

ここで､Eはヤング率である｡断面不変の仮定を厳密に守って理論を組み立ててい

くと､三次元弾性休の応力､ひずみ関係式は

E(1-V) Ev Ev
Ey,Cz=

V)(ト2v)〉y′〉Z(1･V)(ト2v)
Tyz=0･Txy=GYxy･TEX=GYzx

となることから､E′=E(1-V)Al十V)(l-2v)を用いなければならないことになる
が､従来のはり理論の立場を取ってEを用いることにする｡

断面に生ずるせん断ひずみYxy,Yx乙は式(2-2)と(2-5)を用いて次のように表さ

れる｡

Txy do x2-ゼ2

丁=Yxy=芸十慧一語-Z-･-

T=Y文芸=慧･票一語+遭十三竺
Txz

dx 2E

do

α.空_塑_Z_∂y ∂y dx

β+票一票･y訂

(2-6)

ここで､1,〔を通常のはり理論によるたわみ軒,∈★とせん断変形によるたわみ叶,(′

の和としてそれぞれ1=1★+車,∈=〔★+∈′とし

軋三憲α=0昔･三望dx 2E
β=0

となることを考慮し､¢を次式のように定義する｡

¢､=甲･濫十Z生dx

各応力成分を､弾性体のⅩ軸方向のつり合いに関する基礎方程式

空エ.聖五十三三エ=0
∂Ⅹ ∂y ∂Z

に代入すると､¢に関する次の基礎方程式が得られる｡

一15-
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y

図2-2 断面境界の法線と接線

建･処=一言(αy+βZ)∂y2 ∂Z2

∵ + +■ = -_････････

(2-9)

この方程式に対する境界条件は､図2-2に示すようなはりの表面における無応力

の条件より求められる｡すなわち

TxyCOS(叫十Tx‡COS(n,Z)=0

禁一言蓋(y2十Z2)票

より

(2-10)

(2-11)

ここに､nは境界の外向きに立てた法線方向を表し､Sは接線方向を表す｡

これを解いて¢が得られたのち式(2-7)から甲,叫′/dx,d〔′/dxを求めるには､

甲が叫直弼′/dxと独立となるための条瑚泄=上中ydA=錘dA=0を用いて

_-■_

-
'
山

y

l▲

l▲トニt--
ノ

1A

Å

yd

Zd

ゐT

▲甲接 地掛】〈抽
が得られる｡これからせん断変形を定めることができる｡

2･2 せん断変形理論の有限要素法による定式化

2･2･1 中芙断面材

(2-12)

前節で述べた問題を仮想仕事の原理を用い､有限要素法による定式化を行なう｡

Ⅹ軸方向単位長さ当たりの仮想仕事を考えると次のようになる｡すなわち

仮想内力仕事は
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6V弾YxyG帰6Yx鉦)dA寸

叫
訂
叫
一
郎
堕
血

外力のなす仮想仕事は

珊戒α叫A+掛･掛+a(抑

=陣叫A+拗
¢を有限要素分割により表現しなおして､次のようにする｡

¢=∑Ni¢i=【NIN2

(2-14)

(2-15)

堕
郎
堕
郎
d
O
一
d
X

ここで､紳ま節点値ベクトル､[N]は座標y､Zの関数で形状関数と呼ばれる0

また､¢のy､Z座標に関する偏微分を吋∂司N,】(¢‡･吋∂Z=【輿‖¢iのように表
し､式(2-4)により式(2-14)のα,βを書き直し､式(2-13)と(2-14)を､仮想仕

事方程式aV-aW=0に代入すると､次式が得られる｡

困
吐
血

困
d
O
一
血

′
-
-
-
-
～
I
-
-
し

叉U

ここで､[A】,[B】などは次式で与えられる｡

NI
T

l†一Nl(G寸I●■t一At

]
O

l

Ⅴ一

▼8

▼且

Q

Q

M

y卜【N叫A!川‡こ‡Ⅰギ]
【軸-【Ny】T軸】Ty)dA･
C=J(y2･Z2)dA [D]=J([N]Ty･[N】Tz)dA･[I]~l

(2-16)

(2-17)

式(2-16)は任意の仮想量6i)に関して成立するのであるから‡帖叫Tに関す
る次の連立方程式が導かれる｡

-17一



糾
紬
古 ]

O

l

l一D

O

r
l
l
l
■
L

卜
+

｢｣
l一
口nU

C

r
l
1
.
1
■
L

'

-
t･一T

A

MUJ

r

-
1

r
l
l
l
l卜ニ

H▼■

'】

V人

∩叫

nu

M

(2-18)

ただし､上式は鋸の定数項は無意味であることを考慮して解く必要がある｡
ところで､せん断たわみは式(2-12)と(2-15)より

‡拙叫闘=珊瑚州
よって

山
川
.
力
∵
〃

F

)′ヽ

凸U

d

d

d

｢
-
-
J
l
-
1
1 ]

O

I

Mr

O

■
l
l
l
l
l
⊥卜ニ (2-19)

ゆえに､せん断たわみとせん断力の関係は式(2-18)と式(2-19)より次のようにな

る｡

VA

X

X

〃ん川.山ドn.∈

(U

J
n
u

J
n
u

Ju

T
■
.
■
.
■
.
.
.
■
.
.
■

｢u

｢
■
l
■
■
l
l
■
L

ニ

Ⅴ■

【ム

VA

Q

Q

M

ここで､[G】行列の内容は次式のとおりである｡

ニl一G
■llllllL

｢｣OI
M｢一O｢■■.L lJ

ロリ

C

｢
.
1
■
■
一
.
-
-
LI

T

A

Mr

r
.
■
■
■
■
.
■
L
r
-
■
-
■
l

-1

]
O

l▲

l一
n‖〃

0

■
一
.
■

-
-卜

(2-20)

(2-21)

[G=ま式(2-20)に示されるとおり､せん断剛性･ねじり剛性を与えるものであっ

て､一般には非対角項を生ずるから､せん断変形とねじり変形が達成することとな

る｡なお､せん断応力分布は

た弱吉:
l一

'
■
-
.
1
1
1
■
1
-

VJ

■ム 渦 (2-22)

によって表されるから上述の式と結び付けてせん断力あるいはせん断たわみによっ

て表すこともできる｡

これまでの原点(図心)における変位､作用力と､(ys､Zs)点における変位､

作用力との間には次の関係がある｡
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▼一

す山

Y▲

Q

Q
M肌

l
ハU

けム

nU

l

S

VJ

0

0

1

□
l
口

S

【■凸

YJ

℡山

Y人

Q

Q

M

VA

X

X

d

d

d

/
/
/

n
.
㌢
し
フ

凸U

Ju

d
.Hu

けム

y

l

O

l

ハU

1

0

0

〃.ん川.〃
′

S

-

S

S

¶
-
し
7

凸U

Ju

d

Ju

(2-23)

したがって､(y
s､Z s)点におけるせん断たわみとせん断力の関係は次のようにな

る｡

Y■

■山

Y人

Q

Q

M
Sl

仁ur一lニ

VA

V人

Ⅹ

｣u

｣
〓
u

d

/
/
/

-
S

-

S

S

n｣

)′しっ

凸U

Ju

d

du

山
∵
山
㌧
〃
.

-
S
-
S

S

れ
.
ナ
し
.
凸
U

Ju

du

du

l

一

S
】G

r
一
l
l
l
L

ニ

y

●血

▼▲

Q

Q
IMm

(2-24)

【G】8は(ys､Z
s)点に関するせん断剛性､ねじり剛性を表す行列で､次に示すとお

りである｡

【G】s=【T】T【G】【T】ニlTrL
S

y

l

Z

一

O

1

0

-1

0

ハU

(2-25)

【G】sまたは[G】s~Ⅰ行列の(1､3)､(2､3)要素を0にするように(ys､Z
s)点を定める

ことによりせん断中心が決定される｡すなわち

ys= ,
Z

GllG23-G12G13 G12G23-G22G13

GllG22-G…2
~S

GllG22-G;2
ただし､Gijは[G】のij要素である｡

図2-3 断面上の任意点S
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2･2･2 薄肉断面柑

前節では､中実相について考えたがここでは図2-4に示すような薄肉断面柑につ

いて考える｡

この場合簡単のために要素分割の後､軸力にたえる面積を節点に集中し､これを

結ぶパネルはせん断流のみに耐えるものとする｡この場合の変位および直応力は次

Ⅴ=1-ZO･W=いyO,Gx=Ⅹ(αy十βZ)
S方向変位 Ⅴ=VCOSαk+WSiⅢ勘

軸方向変位

ui=去(Ⅹ2-ゼ2)(αyi岬i卜甲i

=年端ziトi

(2-27)

(2-28)

(2-29)

ここで､COSαk=(yj-yi)/bk･Si叫=(zj-Zi)/bk,bk=(yj-yi)2+(zj-Zi)2である｡
節点i｣を結ぶパネルのせん断変形は､次式で表さわる｡

bk雄+岩〕b榊十P土語p郎-yjZiしたがって､せん断流は

ql=(Tt)朝ト+Pk詰)となる｡これを行列表示すると､次式のようになる｡

{q叫a‖帖櫨]

y

図2-4 薄肉断面部材のS-n座標系
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ここで､【H]は(Gt/b)kを要素とする対角行列､[b]はPkを要素とする列行列､

[a】は 0,1,-1を要素とする行列でパネルkの両端がij節点に接続している場

合k行j列には1が､k行i列には
-1が入る｡

薄肉断面材のつり合い式およびねじりモーメントは､次式で与えられる｡

⊥=卓二Gl!
dx dx =∑qij

町=∑(男1芸十∑pkqk

[a】T伸】帖珊

【b】T【H】【a=巾岬卜C｡
裾
d
O
一
山
]
O

l

l一rD

O

l卜ニ
VJ

'山

Y▲

Q

Q

M

(2-33)

(2-34)

上式より

ここで､C｡=∑(Gbt3/3)kである｡また､せん断たわみは､式(2-12)より

〈拙=【り恩納D】T匝‡
したがって､せん断たわみとせん断力の関係は､次のようになる｡

]
O

I

Mr

O

【卜ニ

困
摘
一
拍

O

I

Mr

O

【卜ニ
【a】T【H】【a】【a】T【朋

【b】T【H】【a=b佃【b卜C｡]
O

l

l一D

O

■■ll_■l■■■L

卜

上式は､中実相と全く同じ形式で表され､せん断中心も同様に求められる｡

2･3 せん断変形を考慮した立体骨組要素の剛性行列

(2-35)

VJ

■ム

▼人

Q

n
V
■

‖‖m

(2-36)

図2-5に示すような立休骨組要素ijを考える｡ここで､中心線Ⅹ軸は断面の図

心を結ぶ直線とする｡要素両端の節点をiおよびjとし､要素の長さをゼとする｡

部材力iS〉はつり合いを考えて図2-5に示すような6成分をとる｡すなわち

(S)=(T､Mz､My､Qy､Qz､Mx) (2-37)

曲げによってはりに貯えられるひずみエネルギを考えると､次のようになる｡

掛d軸T[【r31】.rニ】]{s}
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ユ･･一一:･･｢･
T

図2-5 部材力

ここに､【r8】]､[rB2]の具休的な形は次式のとおりである｡

巨Bl】=

ーニ_一ニー
(2-39)

また､せん断力によってはりに貯えられるひずみエネルギを考えると､次のように

なる｡

ー訂
y

甘ん

Y人

Q

Q

M
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Ⅹ

力.力.〃¶
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r
し
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一
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す山
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Q

Q
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∧〃～
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一
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【
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ヶ山

Y人

Q

Q

M
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ヽ
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1
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(2-40)

ここに､[rs2】の具体的な形は前節で求めた【G】行列を用いて次のように表される｡

rr l_
LIs2j~【G】~1g (2-4=

部材力†S〉に対応する部材変形を〈s〉として､たわみ惟行列を【r】とすると､この

[f】は､曲げ変形によるもの【r8]とせん断変形によるもの[fs]の和で与えられる｡

(帖㈱畔品]{s}
(2-42)

また､⊥式は咋iが任意量において成立しなけわばならないから､上式より次式が
得られる｡

‡s)=【r】‡s)
あるいは
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is†=【r】~1‡s‡

【rl~1=

ここで､

【fBl】~10

0【[r8州s2け1
=【k】

(2-44)

(2-45)

一方､要素の節点変位をい)として要素両端の3軸方向変位と3軸まわりの回転を

とり､卜‡=(uiViWiPiqiri‥uj
Vj Wj pj qj

r])とし､要素の部材変
形(s〉を次のように書き表す｡

isI=[a】ir†

ここに､【a】行列の具体的な形は次のとおりである｡

0
1
0
可
0
0

2

0

0

1

ハU

/
ハ
U

βt

O
ハリ

O

O

O

1

0
ハU

ハU

O

1

0

0
ハU

ハU

1

0

0

1

0

0

0

ハU

O

0
■
0
可
0
0

1
0
0
T
O
/
0βt

ハU

ハU

ハU

∧U

O

一
〇
〇
〇
〇
｣
0

0
0
0
T

O

O

J

O

O

O

O

O

(2-46)

74+2

したがって､せん断変形を含んだ立体骨組要素の節点変位に関する剛性方程式は､

次のようになる｡

(P〉=[ke]い〉

ここで､〈P〉は節点カベクトルであり､[ke】は次のとおりである｡

[ke]=[a】T[k】[a】

この行列が､せん断変形を含んだ立体骨組要素の剛性行列である｡

(2-48)

(2-49)

これまでは､簡単のため図心とせん断中心が一致している場合を考えた｡しか

し､せん断中心が図心と離れていて､せん断中心の節点変位を自由度として解析す

る場合､式(2-49)の要素剛性行列をそのまま使用することができない｡前節にお

いて､図心における変位･力をせん断中心における変位･力に変換することを考え

た｡そして､式(2-25)で示される[G]s行列を得た｡この[G】8行列を式(2-41)の

【G】行列と入れ替え､式(2-45)と式(2-49)によりせん断中心の節点変位に関する

要素剛性行列[k｡]sが次のように得られる｡

【rs2】=[G】三1ゼ･[k】s=

【k｡】s=【a】T【k】s【a】
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2･4 せん断変形理論の境界要素解析法

これまでに､はり理論の問題点の一つであるせん断変形に対する理論の不完全さ

を補うため､SainトⅤ…ant理論に基づく任意形一一様断面の直線はりのせん断とね

じれの達成変形問題を考え､この間題がポアソン方程式を支配方程式とする境界値

問題となることを示した｡有効な数値解析法として注目されている境界要素法で

は､これを境界積分方程式に変換し解析できる｡しかも断面の幾何学重などをすべ

て横断面の境界積分に変換して扱えば､問題の解析を横断面の境界上だけで行なう

ことができる[60】｡

2･4･1 せん断とねじれの達成問題の境界要素解法

これまで考えてきた一様断面直線はりに対して図心軸をⅩ軸にとり､y､Z軸を

これに垂直に断面の主軸にとる｡片持ちはりの一端に横荷重を受ける場合の支配方

程式と境界条件は式(2-7)で定義された関数

¢=甲･濫十Z生dx

により次のように表される｡

∇2¢=謡+塑-----
Q,y Qzz

∂z2 GI乙 GIy

箭一言孟(輔2)諾
∂¢

ここで､上式の解を次のように書き表す｡

¢=¢0芸+症+怖
∩
Ⅶz

Z

(2-51)

(2-52)

式(2-52)を式(2-51)に代入し支配方程式と境界条件を書き直すと次のようになる｡

∇2¢｡=0(inA),

∇2¢1=-y(inA),

∇2¢2=-Z(inA),

票一言孟(y2･Z2)(ons)
∂¢1
_=0
∂n

空包=0
∂n

(ons)

(ons)

(2-53)

(2-54)

(2-55)

式(2-53ト(2-55)を解いて関数¢が定まればせん断応力Txァ,Txzは次式から求め
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Txy=焙判Txz=摩り諾〕また､式(2-12)に式(2-52)を代入して得られる式

I意=伊dA=乱¢oydA･帥1ydA･帥2ydA
I意=伸張急木dA十帥1ZdA･帥2ZdA

からせん断変形が求められる｡また､ねじりモーメントMxは

M文飾y一丁誹=G峰割dA･GI是
Ip=粧･Z2)dA

(2-56)

(2-57)

(2-58)

となる｡そこで､式(2-57)と上式に式(2-52)を代入して得られるものをまとめ､

行列表示すると次のようになる｡
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B乙=上¢oydA,By=上¢oZdA,′し丑pIニ

T
■
J

Cz乙=∫¢1ydA,CyE=L¢1ZdA･叩z=-L

Czy=上¢2ydA･C"=上¢2ZdA,Wy=一上

である｡ただし､これらの係数のうちCz,､Bz､

〔u
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錮

一

一

一

VJ
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郎
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一
郎
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郎

(2-59)

･等は次の関係がある｡

CEy=CyE=上∇¢2･恥dA,

B‡=叩ヱ=√¢1吉£(y2十Z2)ds,By=叩y=∫¢2三豊(y2･Z2)ds
(2-61)

式(2-61)を考慮して式(2-59)からせん断たわみとせん断力の関係を求めると次の

ようになる｡
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ここに､【G】行列の内容は次のとおりである｡

Cヱヱ+B…/Jcz,十BzBy/

y

l一-｣

▼tll

2
nhU

2

(2-63)

2･2･1節の場合と同様に､これまでの座標原点における変位､作用力を(ys､Z8)

点に変換し､(ys､Zs)点におけるせん断力とせん断たわみの関係を求めると式

(2-24)が得られる｡また､式(2-25)の(y8､Zs)点に関するせん断剛性､ねじり剛

性を表す行列[G】sの式の右辺の【Gトに式(2-60)を用いることになる｡また､せん断

中心も式(2-25)によって得られる【G]sまたほ[G】s~】行列の(1､3)､(2､3)要素を0

にするように(ys､Zs)点を定めることによりせん断中心が決定される｡すなわち

R)..1i!
ぎs=--,Zs=-

1} ､Il

2･4･2 ポアソン方程式の境界要素法による一解法

(2-64)

ここでは､前節で示した式(2-53)～(2-55)のラプラスおよびポアソン方程式を

境界要素法で解くことを考える｡ラプラス方程式を境界要素法で解く方法は､多く

の境界要素法の本などで詳細に説明されており､そのプログラムなども紹介されて

いる｡式(2-54)(2-55)のポアソン方程式を境界要素法で解く場合も基本的にはラ

プラス方程式を解くのとほとんど同じであるが､面積積分の項が含まれてくる｡例

えば､式(2-54)に対する境界積分方程式を示すと次のようになる｡

c頼瞭帖紳卜距叫坤
(2-65)

ここで､V*は基本解､Cは境界の形状によって決まる定数､点Q､Rを領域A内の

点､点Pを境界sト.の点とする｡

いま､上式の右辺第3項の面積積分を数値積分によって計算するために解析領域
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を有限要素に分割しなければならない｡ここでは､この面積積分を省略する別の解

法により計算を行なう｡

いま式(2-54)､(2-55)のポアソン方程式を満足する特解をそれぞれul(y､Z)､

u2(y､Z】として¢1,¢2を次のように表す｡

¢i=斬…i(i=1,2)
(2-66)

これを式(2-54)と式(2-55)に代入すると､.斬に関する次のような境界値問題が導

かれる｡

∇2¢i★=0

∂¢ご_ 郎i
-

■

∂n ∂n

(2-67)

支配方程式がラプラス方程式であるから､特解をそれぞれ得ることが出来れば､

式(2-53)と式(2-67)のラプラス方程式を境界積分方程式に変換して解くことがで

きる｡

また､断面の幾何学量も積分定理により境界積分に変換できる｡すなわち

A=伊dz=抽町判)ds･ly=露皿zds,Ⅰ乙=Js言nyds
nr
I

中山
B

y
U
一
3
づ

′し

(

一人″上
ニ

ニ

3
z3

ny+丁Ⅲz
Sd) p

l
t
▲

ニ

ー
1
d

nz十Z¢.n,)ds,

y

V一

一

一

′し

(
∫一-JS

S
..nu

)y〔山もZ+■血nO∧Y

も

また､持解としてul=-y3/6､u2=-Z3/6を考えると

n

ヽ

-
ノ

5
7一60㌦一.2

∧Y′し一木ニ
℡山す_
C

Cyz=伊轟ds一丁s

yds･Cyy=

z3y2 y4z
+ ++

12 24

nz十Z¢2n,)qs

中音一品z5〕nzds
nyds

(2-68)

(2-69)

したがって､領域積分によって表される断面の幾何学量がすべて横断面の境界積分

のみで扱うことができ､境界要素法によって合理的な解析が行なえる｡

ポアソン方程式の特解を必要とするため関数ui(y､Z)が与えらわる場合に限られ

る｡しかし､特解が得られる問題の場合には､ラプラス方程式の解析プログラムを

変更することなくポアソン方程式の解析に応用することができる｡さらに､特解を

求める場合に境界条件を考慮する必要がないため､任意の断面形状の問題に適用す

ることができる｡
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2･5 数値解析例

2･5･1 半円断面のせん断中心

はり理論を展開したりあるいはその解析を行なうとき､断面のせん断中心を正し

く把握しておくことが必要であり､いくつかの方法が提案されている[4]｡ここ

では､断面不変の仮定に基づいて得られた基礎方程式および境界条件を､解析的に

解いてせん断中心を求め､Timosbenkoらの断面内無応力の仮定に基づくはり理論

より得られたせん断中心と比較する｡

計算例として､図2-6に示すような半円断面を取り上げ､そのせん断中心を求め

る0 ここでは､式(2-53)を解いて関数¢0を求め､式(2-60)で示されるBzを求め､

式(2-64)よりせん断中心を求める｡

図2-6に示すように図心に(y､Z)座標の原点を取り､r､0 を図のようにと

る｡座標(y､Z)と(r､0)の関係は

y=rCOSO, Z=r SlnO-e

ここに､eは図心の位置であり､e

=4姉呵となる0
最初に境界条件を書き表すと､r=aの周上での条件は

dy dz

y石十Z~=~eCOSOds

となり､Z=-eの再径上での条件は

ヽ■■_..._
e

__■′

‡0

1

Z
ヽ■■｣

0

一r

a

(r,0)

y

図2-6 半円断面

一28一

(2-70)

(2-71)



禁=摩L=一席L=r
となる｡

いま､関数¢0を次のように考えると式(2-72)は満足される｡

¢0=一己siⅢ28+∑CⅡrnCOSnO2
n=｡d止

また､上式のSiⅢ20 をフーリエ展開して式(2-71)の第2式に代入すると

〔警L-an裏｡‡蒜cosn8十n妄㌘nna丑-1cosno
よって､C｡(n=1､3､‥･)は

2 4
-a-+

冗4-n2 ･C且na皿~1=-e(n=1)

=0(n≠1)
より定まる｡すなわち

Cl=-e+詣･C丑=
結局

r2

¢0=--Sin20
2

となり､式(2-60)のB =

Z

る｡

8a2-n

n(4-n2)冗

¢oydAを計算し､

Bz

…s=e+-一生=0.50gaI五~5冗

(n≠1)

+ ∑
n=3.5.･

8a2一皿

n(4一皿2)¶

(2-72)

(2-73)

(2-74)

(2-75)

(2-76)

rⅡcosn o (2-77)

せん断中心を求めると次のようにな

(2-78)

ところで､Timosbenkoらは断面内無応力の仮定に基づくはり理論より､半円断面

のせん断中心を求めており【4]､その値は

e十Zs=0･511a (2-79)

である｡両者のせん断中心の位置は､ほぼ同一の解が得られた｡しかし､式(2-79)

の計算は､円形断面のせん断応力分布をもとにして､半円断面のせん断応力分布が､

〔㌢-㌢〕半円囲心=0となるよう補正して求めてある｡

しかし､先に示した計算例ではそのような補正は不必要であり､計算も簡単である｡

上述の問題を有限要素法と境界要素法により解いた結果は､ともに次のようにな
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った｡

e+Zs=0･509a (2-80)

なお､有限要素法では線形三角形要素を用い､要素数322､節点数186に分割して

計算を行ない､境界要素法では線形境界要素を用い､境界要素数48に分割して計算

を行なった｡

2･5･2 キ‥溝を持つ丸棒の応力集中

各種の機械部品において､横荷重やねじりモーメントを受けると応力集中を生じ､

損傷を招くことがある｡しかし､各種断面形状のはりが横荷重やねじりモーメント

を受ける場合の応力集中解析は､Prandtlの応力関数を定め､ラプラス方程式を解

くことにより解が得られる｡しかし､実際の構造で使われる断面形状においては解

が確立していないものが多い｡一方､この種の問題に良く用いられる三次元有限要

素法でも､簡単な断面形状の応力集中解析でも､膨大な計算時間と費用を要する｡

ここでは､横荷重やねじりモーメントを受けるキー溝を持つはりを例題として､前

述の有限要素法と境界要素法により応力集中解析を行なう｡

最初に､有限要素法の解析精度を確認するため図2-7に示すような楕円断面につ

J 2し
0

y

図2-7 楕円断面

l封)-
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図2-8 楕円断面のy軸上のせん断応力

いて計算を行なう｡節点数は200､要素数は346に分割した｡ねじり剛性について

厳密解と計算値を比べる◆と

C=1.9635×106G (厳密解)

C=1.9604×106G (計算値)

であり､良く一致している｡また､ねじりモーメントMxが作用したときのy軸上

のせん断応力分布について､比較したのが図2-8である｡縦軸は解析解における短

軸上の表面に生じる最大応力で無次元化した値である｡両者は極めてよく一致して

いる｡

次に､図2-9に示すキー溝を持つ丸棒が､せん断力やねじりモーメントを受ける

ときのせん断応力分布や溝のすみ部の応力集中を解析する｡図2-10には､有限要素

法および境界要素法における要素分割を示す｡有限要素.法では線形補間関数を用い

た三角形要素を､境界要素法では線形要素をそれぞれ用いた｡計算結果および関連

データについて両解析法の比較を示したのが表2-1である｡境界要素法は入力デー

タ数が少なくてすみ､計算時間も短く労力が節約される｡図2-11はせん断力やねじ

りモーーメントが作用したときの関数¢やせん断応力の分布を有限要素法で求めた結

果をもとに等高鱒で描いたものである｡なお､せん断力Qy､Qzが作用したときの

せん断応力の分布はそれぞれQy/A､Qz/Aで無次元化し､ねじりモーメントMx
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A=7543mml

図2-9 キー溝を持つ丸棒の断面寸法と断面定数

し｢

図2-10 キー溝を持つ丸棒の要素分割

表2-1 キー溝を持つ丸棒の応力集中の計算比較

b

FEM

司

BEM

Number or nodes 791 114

り0十CPU =me(s=.) 3.18 0.85

Maximum stress factor 2.133 2.303
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2.53(max)

(a)関数¢の等高線 (b)せん断応力の分布

Qyが作用した場合

(c)関数¢の等高線 (d)せん断応力の分布

Qzが作用した場合

(e)関数¢の等高線 (r)せん断応力の分布

Mxが作用した場合

図2-11キー溝を持つ丸棒の関数¢ とせん断応力の分布
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が作用したときは合せん断応力T=
T…,+T≡zを16Mノ冗a3で無次元化した｡最大値

を生ずる点を図中にmaxで示した｡図2-12は､ねじりモーー→メントMxを受けるとき

のZ軸上の合せん断応力T=
T…y+T…zの有限要素法(実線)と境界要素法(○印)

による結果を示す｡両者はよく一致している｡キし1清すみ部の曲率半径と応力集中

率の関係を図2-13に示す｡理論値【61】との比較により､簡便な境界要素法によっ

てほぼ妥当な解が得られていることが分かる｡また､有限要素法によって得られた

応力集中率の値は理論値と多少の差はあるが､要素分割をさらに細かくすればより

妥当な値が得られる｡
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図2-12 合せん断応力のZ軸上の分布
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図2-13 キーー漕を持つ丸棒の応力集中率
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2･5･3 多室薄肉閉断面のせん断流解析

図2-14に示すような隔壁をもつ閉断面材を取り上げ､有限要素法によって解析を行

3.448Ⅹ10~3 0 0

P】~1=司≡ 慧霊諾
t506Ⅹ10~2

-&99lx10~6

-&99lxlO~6 之421Ⅹ10~6

(yG,ZG)=(83･64,20･00)

(ys,Zs)=(87･35,20･00)

A=440.Omm2

図2-14 隔壁を持つ閉じ断面部材の断面寸法と断面定数

(a) ㊥

H2Ⅹ10~3ⅩQ,(kg/nm2)

(b)

図2-15 Qyによる(a)¢および(b)せん断応力分布

(a)

● Present

耶Rer,【57】

(b)

図2-16 Qzによる(a)¢および(b)せん断応力分布
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｢小¶ケ~M…~~~○~~~ヰ←ヰ~~~~寸~~1卜~+~寸~十←~~ヰー~■▲ト｢】 8.122x10~5M†(kg/mm2j

図2-17 Mxによる(a)¢および(b)せん断応力分布

(a) 薄肉箱形断面はり

図2-18 解析モデル

(b) 矩形断面はり

なったo 要素数は44､節点数は43である｡せん断力Qy､Qz､ねじりモーメントMx

による関数¢ とせん断流の分布を図2-15～図2-17に示す｡せん断流の分布は要素

中心点でプロットしてあるG なお､図2-川(b)には文献[62]で示されている不静

定せん断流を未知数とする多元の連立方程式を組み立てて解く方法による値を実線

で示してあるが､両者はよく一致している｡最大で約0.2%程度の差が見られるが､

要素分割数を増すことで精度を上げることができる｡図2-15と図2-17のせん断流

分布図の実線は要素中心点の値を滑らかに結んだ線である｡

2･5･4 はりの曲げ変形

2･3節に示した剛性行列を用いて､図2-18に示すような2種類のはりの先端に
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集中荷重が作用するときの曲げ変形解析を行なった｡図2-19はたわみをはり理論と

比較したものである｡図2-19(a)は薄肉箱形断面はり､(b)は矩形断面はりの場合

であるが､はり理論と比べてかなり差がある｡また､Timoshenkoの理論､Cowper

の方法､はり理論および本法によって得られた最大たわみを表2-2に示す｡表から

分かるようにTimoshenko理論は矩形断面はりでは過大評価され､薄肉箱形断面は

りではやや′トさく評価されている｡Cowperの方法は､Timoshenkoのせん断補正係

数を三次元弾性諭より正確に求めており正解に近いと思われるが､C…perの方法

と本法との差は､薄肉箱形断面はりの場合で1.8%､矩形断面はりの場合で0.7%

とわずかであり､両者はよい一致を示している｡

-t-Beam Theory

Present Theory

(a) 薄肉箱形断面はり

0

2

10■

m )

拍沌

(b) 矩形断面はり

図2-19たわみ図

表2-2 薄肉箱形断面はりおよび矩形断面はりの最大たわみの比較

Cross section Box section Rectangle

Theory (mm) (mm)

BeaⅢ tbeory 1.1477Ⅹ10~2 1.9047Ⅹ10~5

TiⅢOShenko 1.4049Ⅹ10~2 3.7565Ⅹ10~5

Cowper 1.4826Ⅹ10~2 3.3579Ⅹ10~5

Present theory 1,50g2Ⅹ10~2 3.3816‡10~5
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2･5･5 はりの自由振動

せん断変形を考慮したはり要素の剛性行列が求められれば､それを用いて､はり

の振動解析を容易に行なうことができる｡すなわち､自由振動の振動数方程式は次

のように表される【63】｡

l【Kトp2【M】=0
(2-81)

ここに､川】､【机は構造全体の剛性行列および質量行列であり､pは固有角振動数

である｡質量行列に集中質量行列を考えると川】は対角行列となり､分布質量系に

比べて記憶容量は少なくなる｡また､運動方程式を解く場合にも逆行列の演算も容

易で能率的となる｡よって､節点に集中質量と集中慣性能率を考え､しかも慣性能

率は3軸まわりみな同じ球状休に取ることとする｡具体的には部材質量は折半し､

慣性能率は柑軸まわりのものを折半する｡

例題としては､図2-18(a)に示した薄肉箱形断面の片持ちはりを考える｡計算に

は次に示すような材料定数を用いた｡

E=205.9Gpa､ G=79.4Gpa､ P =7.86g/cm3(密度)

要素分割数は前の場合と同じとする｡曲げ振動､ねじり振動および縦振動について､

はり理論､SaiBt-Vena丑｣のねじり理論および棒理論と本法による言i算結果の比較

を行なう｡

ぎ
長
老
＼
む
｡
竜
屋
琶

父U

′hu

O.

〇.

4

2

〇.

〇.

250 500 750 1000 1250 1500ゼ(mm)

5 10 15 20 25.g几

図2-20 はりの良さが曲げ振動数におよばす影響
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表2-3 曲げ振動数(H z)

Mode Beam tbeory Present theory

Consist. mass Lumped mass

口 Z 1190.4 g75.7 953.1

y 1750.5 1428.7 1377.3

田 Z 7460.9 3665.7 3382.2

y 10970.7 5337.8 4676.1

田 Z 208g2.8 7537.2 6634.0

y 30721.4 10941.1 9223.1

表2-4 ねじり振動数(H z)

Mode Torsion theory Present tbeory

CoⅡSist. mass Lumped mass

口 3178.0 2589.0 2572.7

同 9534.0 7941.9 7542.4

田 15890.1 13828.0 11g99.3

表2-5 縦振動数(H z)

Mode Bar tbeory Present theory

Consist. mass Lumped mass

口 5117.1 5126.6 5102.1

同 15351.3 15747.4 14g60.0

田 25585.4 27425.8 237g9.7

図2-20に､はりの長さを種々変えたときの曲げ振動の1次から3次までの固有振

動数の変化を示す｡はり理論の解に対する比を縦軸にとり､横軸には細長さの度合

いを表す〟bをとってある｡この図から､はりが太く短くなるに連れて､せん断変
形の影響により固有振動数が′トさくなることが分かる｡表2-3に､曲げ振動､ねじ

り振動および縦振動の､1次から3次までの固有振動数の計算結果を集中質量行列

と整合質量行列を用いた場合についてそれぞれ示す｡曲げ振動およびねじり振動に

おいて1次振動数で約20%の差が生じている｡また､上述の集中質量行列による計

算によって､ほぼ妥当な結果が得らわることが分かる｡
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2･6 まとめ

せん断変形を考慮したはり理論を､断面不変の基本的仮定を出発点として理論を

展開した｡本章の内容は以下のようにまとめることができる｡

(1) はり理論の最大の特徴は､いわゆる一次元の棒理論であり簡単にその解が

得られることである｡しかるに本章で提案したせん断変形理論では､その意味にお

いてはり理論の特徴を損なうことなく､理論の展開ができた｡

(2) 本理論の適用にあたって､断面の幾何学量を有限要素法あるいは境界要素

法によって簡単に計算できる｡特に境界要素法による解法でば､断面の境界積分の

みで扱うことができ合理的な解析ができる｡また､せん断中心の定義が明確になっ

た｡半円断面はりを対象としてそのせん断中心を解析的に求めたが､断面内無応力

の仮定に基づいて求める場合のような補正が不必要であり､簡単な計算でせん断中

心を求めることができた｡

(こうj せん断変形を考慮した立体骨組要素の剛性言j■列を求めることができた¢ こ

れは､曲げ変形のみを考える通常の表現を補正する形で与えられるが､これまでは

平面骨組要素の場合だけが得られていた｡例題として､薄肉箱形断面はりおよび矩

形断面はりの曲げ問題を解析し､Timos血enkoやC…perらの結果と比較して､その

精度を検討し､この定式化の妥当性を示すことができた｡

(4) ポアソン方程式を境界要素法によって解く場合､一般には面積積分の頑が

含まれてくる｡そのため､解析領域を有限要素に分割しなければならないが､ここ

で示したようにポアソン方程式を満足する特解を見い出すことができれば､面積積

分をすることなくラプラス方程式の解析プログラムを用いて､容易に問題を解く こ

とができる｡

(5) 動的問題への応用例として片持ちはりの自由振動問題を解析し､せん断変

形の影響を明らかにすることができた｡ここで用いた集中質量行列の有用性を示す

ことができた｡
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第3章 せん断変形を考慮した曲げねじり理論[64】

前章において､Saint-Venant理論に基づく任意形断面はりのせん断とねじれの

達成に関する問題を有限要素法や境界要素法を用いて解析し､せん断とねじれの達

成を表すせん断剛性とねじれ剛性の行列を求めた｡さらに､この剛性行列を用いて､

せん断変形を考慮した立体骨組要素の剛性行列を示し､その有用性を示した｡

前章において考えたSain卜Ve且ant理論に基づくはりのせん断とねじれの達成問

題においては､はりの横断面のWarpingは横断面の直交座標y､Zのみの関数であ

り､軸方向Ⅹには無関係であった｡はりの両端断面においても､はりはⅩ軸方向に

何らの拘束をも受けずにそることができるものと仮定した｡

これに反して､はりの横断面のWarpingが拘束される場合､あるいはⅩ軸の任意

点にねじりモ}メントが作用する場合などにおいては､状況が異なり､断面力とし

てのねじりモ←メントおよびねじり率はいずれもⅩ軸に沿って変化することになる｡

すなわち､横断面のWarpingは､yおよびzのみならずⅩの値にも依存することに

なる｡そのために､Ⅹ軸方向にひずみが生じ､その結果として､Ⅹ軸方向の直応力

が現われる｡この直応力によってせん断応力が生ずるが､これによるせん断変形を

考えていない｡

そこで､本章ではせん断変形を考慮した曲げねじり理論について考える｡前章で

求めた立休骨組要素の剛性行列では､材端でのWarpingの拘束･接続を考慮できな

い｡そこで､これを近似的に取り入れるためwarpingのモードをそのままにして大

きさを軸方向に変化させるWagner式の曲げねじり剛性の一般化拡張を考える｡数

値計算例として､矩形断面はりおよび薄肉箱形断面はりの問題を扱う｡

3･1 支配方程式と境界条件

最初に断面のYarpingpをせん断たわみIdql/dx,d〔′/dx,dO/dx‡と関係づける0
すなわち､前章の式(2-7)に式(2-15)と式(2-19)を代入することにより関係づけ

られるが､それを簡単にひとまず次のように書いておく｡

甲=【…婚慧票)T
(3-1)

いま､前章と同じように一様断面直線はりに対して図2-1に示すように図心軸をⅩ

軸に取り､これに垂直にy､Z軸を右手系で定める｡材端拘束があるときも､軸方
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向変位u､横方向変位Ⅴ､Wを次のように表す｡

u=∈一度一濫+【…婚慧芸)T
V=1-ZO=1★十1′-Z8

W=〔+yO=〔★十∈′+yO

ここでは､‡dnI/dx･d〔′/dx･do/dx恒一般にⅩの関数とする｡
上式からひずみ成分は次のように求められる｡

Ex=芸一語一皿一濫巾｡dx2 dx2

Yxy=訂+訂~

Yxz

∂w ∂u
- + -

∂Ⅹ ∂Z
y計l計

曳山

紬
l
血

町
一
山
町
一
拍

叶
一
山
付
言

i
i
]]Z

したがって､はりの仮想内力仕事は次のようになる｡

av=描6E燕x十6YxァGYエア+6YxヱGYxz)d油dz

+J軸紳‡≡雄‡d五十J6

VA‰ぬ･几n

E

ヽ

-
.-.一.ノ

生ぬ′しh､0

∫

l1
21

日
u

d
lL

招
〔
ノ

(3-2)

(3-4)

ここで､‡1i=‡車∈′･6iと略記している｡また､旧､[GL[=行列は次のとお
りである｡

H=上E

【G】=∫G

【甲｡甲∈甲｡1dA,
I

Z

EV■

▼lT▲

lトニl一l

r
■
■
■
■
■
■
■
L

丁】VJ

Ⅴ一

l▲

Ad]
サム虹錮生餌l一+
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また､柑端での仮想外力仕事は次のようになる｡

6W=蹄唖十6VTエア+6WTxz)dA
式(3-6日に式(3-2)を代入して積分を実行すると次のようになる｡

6W=【6月+

+【叶Q,･町Qz+60叫･

(3-6)

+【町QJ｣粥★Q乙】

〕By十寸秒･仲](3-7)
したがって､式(3-4)と式(3-7)のBVと6Wを仮想仕事方程式6V-6V=0に代入し､

aVについて部分積分を行ない変形していくと次のような式が得られる｡

･軒EA和紳甜･叫昭一【G叫)dx=0
式(3-8)が6ilの任意の仮想変位に関して成り立つのであるから､次のようなつり
合い方程式と境界条件を容易に導くことができる｡

(Ⅰ)変分a∈に関して

はりの内部で

E濫=0
はりの両端(Ⅹ=0およびゼ)で

8郎A生-P)=Odx

(‖)変分叫★,6〔★に関して

はりの内部で

Eい傭船0
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はりの両端(Ⅹ=0およびど)で

軸)T〕〔E川鮎卜佃〔‡細哺出陣
(つ
_1n

hl
＼tJ I U U/

(=)変分8‡1‡に関して

=,d4日.√､-d2†1‡∴十~∴｢~=童
f3-11al

はりの両端(x=0およびゼ)で

纏腑叫=叫鳩十祀{Q}〕=0
(3-11b)

‡Q)=‡Qy,Q乙･吋,附By･Bz,Bx)=肌甲｡再A,JA甲∈再A･再欄叫
であり､By､Bz､Bxはいわゆるバイモーーメントを表す｡

式(3-11さば､軸拘束ねじりにおいてよく知られた関係の一般化である｡

ところで､上式の中の[G]は前章で導かれたものと同じであることばエネルギ式

から見れば明らかである｡また､[L]を作るためにはwarping甲とせん断変形

di刷Ⅹの関係を式(3-1)と書いたが､その内寄は次のようになる｡

甲｡=円‡¢｡トy,甲∈=【N】†¢∈卜z,甲8=【N=¢｡)
よって､[L]行列の各要素は次のようになる｡

1｣1l=頼撫=i¢｡けE軒両dA
T▲

ヽl一れ｢
■

-
1

2ロ1L
n〓.ゆ

1｣12肺∈dA=甜鑑--y:
l~ l

■

ヽJ

†¢｡1TLE[N】T[N】dAlゆ｡)-

【〓

.抽l･

■引L

ト♪

｢
h
㌔
｢
.
I
一

T

i白U･爪Yi ｢♪
‖
｢
｢
♪

【
V
■

【Y■
IE+Ady

T▲

巨｢

AdアU
T

■
■
■
■
■
■
.
■
一

N｢■t

(
ソ
〕l3

3

ハム∩ム

ーL

IL

っJ

3

2

3

1L

IL

∫
∫
∫
∫

I

i
■
■
■
ヨ
■
■
■
_

甲

甲

E

E

ニAd
O

爪Y
n｣

ニ▲A

J
n
u2

シ
し
一

2

0

甲

爪Y

E

E

†¢∈iT冊T【N】dA
ニA

J
n
u

凸U①･

【
T
-

i)し一日仲
1

2iれ｢{

軒押丁川dA困
†¢0)TJ知T【N】dA‡¢｡)

∫
卜
.

E

JM｣

A
..nu

y

T

■■■.-■一.1一N

■
■
■
■
■
■
L

ZdA十EIzz

A
tnu
Z

T

l-Nト一E

3-13

式(3-11)を形式的に解くことば容易であるが､実用的にはさらに進めてはりの軸
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方向に要素分割して有限要素近似による計簡を行なうのがよい｡これについては､

次節に述べる｡

3･2 せん断変形を考慮した曲げねじり要素の剛性行列

2･3節では､せん断変形を考慮した骨組要素の剛性行列を求めた｡しかし､

Varpingの拘束などが考慮できない｡ここでは､せん断変形を含んだはりの曲げね

じり要素の剛性行列を示す｡

要素両端の節点をijとする長さゼの要素について考える｡はりの材軸方向の変

形を支配する式(3-9a)より､軸心に沿う変位∈はⅩの1次式で表されることが分か

る｡また､y､Z軸方向の曲げによるたわみ軒,∈★は､式(3-10a)からそれぞれⅩ

の3次式で表されることになる｡いま､軸方向の変位および曲げ変位は､要素両端

の軸方向変位∈i,∈j､曲げ変位軒,峠〔;,〔;などを用いて､次のように表現することが

∈=∈i〔1サ∈j言
3Ⅹ2 2Ⅹ3

-+

十 +

ゼ2 ゼ3

3Ⅹ2
-

+ +

ゼ2

十ニ■∴千十

＼

-
一ノ

｣
ユ
卜
し
ナ

+1ノ

Ⅹ
一
ク
～

l′しVA ＼ll-一ノ2

＼

-
一ノ

Ⅹ
一
β
t

l′し
2十断言一言〕
十

ヽ

-
...ノ

り
㌣
一
り
い

がア′し

に
二
h

(3-14)

軸方向変位と曲げ変形による内力仕事を考えると式(3-4)の右辺第1項と第2項よ

り､次のようになる｡

トJ 1-ノ

小
舟
叫

声㌧

¶t∈

｣
n
u

2

2

d

d

0

0

サ山
y

y

O

I

-1

E

E■
■
8

汀ム

O

-1

..1

E

E

山
川
.
リ
ー
･
リ
･
･

とら

れ
｢
)
′
ヽ

･du

2

2

d

df-し

Ⅹ
V
A

VA

d

d

51+3iBSltl一lRリ

ーけ】皿

r
l
l
l
l
l
l
■

T

)iBS{tO(ニ
VAd､トt-ノ

ここに､(s｡〉は曲げ変形に関する部材変位､[kB】はその剛性行列で､それぞれ次の

†sB‡=†∈j-∈i･n;一再,(;一打dqJdx･dEJdx･dn;/dx,dE;/dxiT
(3-16)
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ニlJB
-けu皿

lL

0

臥二弘
ハhU

ハU

E
】

β
γ
)
r
-
1
-
L

r
Z

Zy

l■

l▲トニl一【 y
l ] (3-17)

また､せん断変形によるたわみi｡H小〔′,OiTを支配する式(3-11a)より､
はり要素内のせん断変形によるたわみは､Ⅹの3次式で表されることが分かる｡そ

して､次のように表現することができる｡

i州〔ト筈+筈〕叫宗一筈)･豊Ⅹ(
1-二l+

芝〕2･竺糾宗一宗〕
ここに､柚,†巾ま､せん断変形による節点i､jの変位ベクトルである0
せん断変形に関する仮想内力仕事は式(3-4)の右辺第3項と第4項より次のように

佃L脚壇回申T)【ks】{ss∴
ここに､〈ss〉はせん断に関する部材変形､[ks】はその剛性行列でそれぞれ次のよう

に表される｡

巨s‡=附一帖d裾/山,d昭dx‡
｢型⊥1坦_軋型

因=

5ゼ ゼ3 10 ゼ2

竺旦.型
15

10 ゼ2

_型+型3n (

竺凹.型
15 ゼ

軋塑1

仮想外力仕事を考え仮想仕事方程式を求めると､次のようになる｡

畔酔紬)=軒;‡
l･■16-

｢つ__ りnl
＼tJ ▲′ U/

(3-21)

(3-22)



ここに､〈SB〉,(Ss〉は部材力を表しそれぞれ曲げ変形とせん断変形に関する部材変

形Is8〉､iss〉に対応しており次のとおりである｡

iSB†=†PQy Qz 一町i町 -Mzj 町j)
(Ss†=‡QァQ乙 Mx;-Byi-BEi-Bxi;ByiB乙iBxil=‡Q-BiBj‡

(3-23)

(s‡=‡∈j-∈i･1j-qi･〔j-〔i,dqJdx･dEJdx･叫/dx･dE;/dx;

(¶い帖d帖′Ⅹ,
¶j~1i=

T

i
VA
､パu

′/
●Jln｣ll

Ju

)
/
.
1

F+

★
.
1¶｣(

/
.
1
.
■

れ｣+
★

･
-
-
一

れ｣ 〔jぺi=∈;十〔J-(∈;十∈り

(3-24)

を考えると曲げとせん断に関する部材変形(sB､Ss)Tとの間に次のような関係がある｡

‡由‡s)
ここに､[C】行列は次のとおりである｡

ニ】C
†
■
■
■
_
■
_
l
■
■
l
l
⊥

7X71E
■
l
l
l
l
l
l
⊥

0
｣
0
0
…

0

0

0

0

‖ 麗 ==∵

[0】9x7 【Elgx｡

(3-25)

(3-26)

なお､[E】｡Xnはnxnの単位行列､[0】nxnはmxnの零行列を表す｡

式(3-25)を式(3-22)の仮想仕事方程式に代入し仮想外力仕事の項を整理すると

次のようになる｡

㈱昭】[㌫】

S
B
…
0
0
軋
▲
持
l
椚
｢

-..Il

一

{

=(刷isl
(3-27)

上式が任意の仮想量叫)に関して成り立つのであるから､次のような剛性方程式が
得られる｡
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【kけ1=iSi
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_上の剛性方程式において部材変形1ニー1J,〔;-〔i′に関する部材力がゼロとなってい
る｡この2つの量と他の削こそれぞれ部材変形ベクトル､部材カベクトル､剛性行

列を分割して､次のように書く｡
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一
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【｢L
Si
0 tノi (3-29)

ここに､†S,)､〈sl〉､is2〉は次に示すとおりである｡

‡SI)=i†SB‡…Mx,-iB)i,iB)j)T

is耕一∈…jⅧ∈j-∈i,d紳…Oj-Oi･d‡刷…‡両呵T
is2i=‡車¶i′,∈パJiT

(3-30)

したがって､式(3-29)から(s2トを消去し‡s】‡に関する剛性方程式を求めると次の

†sli♯‖=k12】【k22】~1[k2.】]isl‡=【kef】†sli(3-31)

この[kピr]は〈s2〉の変位場の影響を考慮した(sI)に関する剛性行列であり､せん断

変形を考慮した〈sl〉に関する剛性行列と見ることができる｡

さらに､要素の節点変位い〉と部材変形is】〉が次のように関係づけられる｡

(sl)=【aけ‡ (3-32)

結局､い〉に関する要素剛性行列は､次式で与えられる｡

【E｡r】=【a】T=【a】 (3-33)

式(3-33)は､はりのせん断変形を考慮に入れた曲げねじり要素の剛性行列である｡
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3･3 数値解析例

前節で説明したはりのせん断変形理論に基づく解析例を以~下に2つ示す｡

3･3･1 矩形断面はり

図3-1に示すような矩形断面をもつ片持ちはりの曲げ問題を､本章で示した方法

で解析を行なった｡はり断面は､85節点､128要素に分割し断面諸係数を求め､長

さ方向には8要素に等分割し計算を行なった｡図3-2は変位図であり､図中の一点

鎖線はせん断変形を無視した従来のはり理論の解である｡細線(本方法の結果を表

す太い実線と重なっている｡)は川井･藤谷らの三次元せん断変形解析法による結

果である｡また､破線は定ひずみ三角形要素を用いた有限要素法による平面応力場

の解である｡本方法による解は､この間題の正解と考えられる平面応力場の解や三

次元せん断変形解析の結果とよく一致している｡なお､表3-1は､種々の方法によ

って得られたはりの先端の最大たわみを比較したものである｡せん断補正係数を三

次元弾性論より正確に求めたC…perの理論解と本法の結果はよく一致している｡

図3-3は､せん断応力図であり､図中の細線は三次元せん断変形解析法による結果

であり､固定端の近くを除けば､よい対応をしている｡図3-4は､材軸方向の垂直

応力の解である｡せん断変形を無視したはり理論による解を一点鎖線で示し､三次

元せん断変形解析法によって得られた結果を細線で示す｡三次元せん断変形解析結

果と本方法による結果はよく一致している｡

図3-1 矩形断面はり

-Three-dinensjonalshear deformation

analysis【16】

---Bea飢theory

+Present metbod

図3-2 たわみ図
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表3-1 矩形断面はりの最大たわみの比較(mm)

T血eory Beam Timosbe皿ko Cowper Prese皿t

Deflection 1.905×10~5 3.757×10~5 3.358×10~5 3.300×10~5

Tbree-di耶ⅡSio皿扇 sbear derormatioⅢaⅡal)7Sis【16】

Beam tbeoけ

Preseれf mビtbod

図3-3 せん断応力分布図

-Tbrep-dimensionalshear
dp†ormalion

a[a】ysis【16】
---- Bealnlheory

+ Prespnt method

図3-4 直応力分布図
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3.3.2 薄肉箱形断面はり

図3-5に示す薄肉箱形断面を持つ片持ちはりの曲げ問題の解析を行なった｡断面

は､32節点､32要素に分割し､長さ方向は6要素に等分割した｡変位図の実線は本

法によって得られたはりのたわみ曲線を描いたものであり､一点鎖線はせん断変形

を考慮しない通常のはり理論によるたわみの解であり､細線(本方法の結果を表す

太い実線と重なっている)は川井らの三次元せん断変形解析法によって得られた結

果である｡表3-2は種々の方法によってえられた最大たわみの値を示す｡Cowperの

理論解と三次元せん断変形解析法による解と本法の結果は一致している｡図

3-6(a)､(b)は､はりの先端および中央部に9.8Nの集中荷重が作用したときの断

面内の直応力をはり理論より得られる直応力との比で示したものである｡

0･0-mJ

豆

Q ♀.81 250
b

250 200 150 100 50

+ Thre巳一dimensionalshear deformation analysis【16】
--- Beam tbeo丹

+

Present method

図3-5 薄肉箱形断面はりの寸法とたわみ図

表3-2 薄肉箱形断面はりの最大たわみの比較(mm)

Theory Beam Timosbenko Covper Reissner Kawai Present

Derlection 1.148×10~2 1.405×10~2 1.483×10~2 1.236×10~2 1,487×10~2 1.487×10~2
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図は､上板の中央部(町)と端部(仇)に於ける直応力をはりの長さ方向に沿って示し

てある｡固定端およびはり中央部の荷重点の近くで､Sbear-!ag現象が顕著に見ら

れる｡

▲ 24ele■e丑t

■ 18 e】ement

▼ 8ele缶ent

● 6 el細eml

Beam theory

｢ト.1

(a) はり先端集中荷重

図3-6 薄肉箱形断面はりのShear-1ag
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‰

(b) はり中央集中荷重

図3-6 薄肉箱形断面はりのSbear-1ag
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図3-7は､薄肉箱形断面はりの自由端にねじりモーメントを作用させたときの解析

結果である0 はりの長さがねじり角の人きさに及ばすせん断変形の影響を調べたも

のである0 横軸ほ､h/β(bははりの高さ､=まはりの長さ)である｡縦軸は通

常の曲げねじり理論に基づいて有限要素法で解析した解に対する本法によって得ら

れた解との比を示している｡細線は､三次元せん断変形解析法により求められた結

果であり､本方法により得られた結果はよく一致している｡同3-8は､薄肉箱形断

面を持つ単純支持はりに中央集中荷重が作用する場合のたわみと断面内応力分布を

示したものである0荷重点付近の垂直応力分布にsbear-1ag現象が現われている｡

0.4 0.8

11//一

図3-7 先端ねじり角におよばすせん断変形の影響

(U

2
Ju】

RU

W

■■▲▲T~

(a)解析モデル

もく/Beamtbe叩

Ⅹ甘3Present metbod

仙
(b)たわみ図

●

●
●

●

-ムーーjL-｣乱-1■-●-●-一偏｣-甚一一-_

ヽ

＼ Beam PFeSe〕t /
0

l
tbeo丹 那Ptbod

10 ----

A

12 0

やs_叫脚a zグ7

~±一女一書･一･----●-←｢央-･J-
U

▼ -
0

0

(c)直応力分布

図3 8 単純支持された薄肉箱形断面はり
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3.4 まとめ

せん断変形を考慮した曲げねじり理論について述べた｡本章は次のようにまとめ

ることができる｡

(1) 本章の前半において､せん断変形をほぼ完全に取り入れたはり理論を得る

ことができた｡これほ一応､曲げ変形とせん断変形を分離した形で次のように書か

ゎた｡

■
.
■
■
■
■
■
■
■
■

lr■ll

ぉよぴ【L懲-【G惚=‡p)
〈p)は分布荷重およびモーメント

(2) 本章の後半において､せん断変形を考慮した曲げねじり要素の剛性行列を

提案し､数値解析例により､その有効性を検証した｡

(3) 本章で得られた計算結果で､薄肉箱形断面はりおよび矩形断面はりの最大

たわみはC…perの理論解とよく一致した値を示している｡また､直応力分布図に

於ては三次元せん断変形解析結果ともよく一致している｡さらに､片持ちはりの固

定端付近などの直応力分布に顕著にSbear-1ag効果が現われている｡本解析法は､

はり理論を保持したうえでSbear-1ag解析が可能であることを示すことができた｡
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第4毒 せん断変形を考慮した平板の曲をヂ解析【65～67】

前章までに述べたように､従来のBer且OullトEulerの仮定に基づくはり理論に

おいてはせん断変形の効果が含まれておらず､実際の桶造解析に適用する場合に問

題になることがある｡そこで､せん断変形を考慮したはりの曲げおよび曲げねじり

解析法について考えてきた｡平板理論では､はりにおけるBernoulli-Eulerの仮

定に相当するEirchborrの仮定に基づく扱いが大多数をしめている｡しかし､板厚

が大きくなると面外せん断変形が大きくなりEircbhorrの仮定が成り立たなくな

り､Eirchborrの薄板理論が適用できなくなる｡この欠点を改善した最初の理論は

Reissnerによって示され､その後姐indlinは平板の振動問題にせん断変形の影響

を考慮した定式化を行なった｡ReissnerおよびMindlinの理論はせん断変形を考

慮した有限要素の定式化に利用されている｡

近年､複合材料の急速な進歩と用途の拡大に伴い､その力学的特性を明らかにす

ることの必要性が高まってきた｡複合材料は､巨視的には均質体としても､強い異

方性を示すことになる｡複合材料の平板あるいはサンドイッチ板のような面外せん

断剛性が面内剛性と曲げ剛性に比べて極めて′トさい場合にはせん断変形を考慮しな

ければならない｡

そこで､本章においては､工学上重要な構造要素である複合材料(異方性材料)

の平板､あるいは異方性面板と異方性芯材を持つサンドイッチ板などのせん断変形

問題を解析のために実用性の高い手法を有限要素法により定式化する｡

ここでほ､Zienkiewicz等の非適合要素を基礎として､要素内で面外せん断変形

を一定とする条件のもとで剛性行列を求める｡すなわち､三角形要素において面積

座標による不完全3次式でたわみを表し､前記の変形条件により法線回転角と結び

付けると､3頂貞3自由度(甘,¢Ⅹ,¢,)と一定面外せん断ひずみYx,Y,とでたわみが

表せる｡これから曲げモーーーメントを作り､平衡条件からせん断力を求め､せん断ひ

ずみと面外せん断剛性により関係づければ､せん断ひずみも3頂点3自由度で表せ

る0後は通常の曲げ問題と全く同じ取り扱いが出来る｡数値解析例として､等分布

荷重と中央集中荷重を受ける等方性および異方性の正方形板と円板の間題を扱う｡

4･1 MindIjn平板曲げ要素の定式化

図4-1に示すような三角形要素について､弾性主軸を局所座標Ⅹ,y軸とする｡
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図4-1 三角形要素と座標系

頂点の座標を(xi､yj)とし､Z軸方向のたわみwをZienkieYiczにならい､面積座標

∈1,〔2,〔3の不完全3次式で次のように仮定する｡

W=Wl〔1十W2∈2+W3∈3+Bl〔2∈3+B2∈3〔1十B3〔1∈2

十Cl〔2叫2-〔かC2∈3招3一り十C3‖ホバ2)
局所座標系Ⅹ､yと面積座標系∈1,〔2,〔3の関係から次の式が得られる｡

ここに､

茶=11託丁+12花+恥言古

-=瑞･瑞+瑞
∂y

ll,∈1などは次式で与えられる｡

1.=y23/△,12=y｡1/△,侮=y12/△･∈1=Ⅹ32/△,∈2=Ⅹ13/△,∈3=Ⅹ21/△,
y23=y2-y3,…･Ⅹ32=Ⅹ3-Ⅹ2,…,A=Ⅹ21y31-Ⅹ13y12 )

(4-1)

(4-2)

(4-3)

Mindlinの平板理論にならい､たわみ角∂W/郎,帥/∂yを断面回転角¢Ⅹ,¢,とせん
断ひずみYx･Yyより次のように表すこととする｡

巴=¢Ⅹ十Yx
∂Ⅹ

∂W

-=¢y十Yy∂y

(4-4)

式(4-4)に式(4-2)の関係を用いて式(4-1)を代入し､例えば､頂点2で辺23に

沿う微分(∂W/∂sl)∈2=1=023等を考え､せん断ひずみYx,Yyが要素内で一定として､
頂点での回転角を¢xi,¢,iで表すと､式(4-1)の中の係数Bl～3､Cl～3は次のよう

Bl=;(紬2一冊㌦32帖冊3)
B2=拓¢Ⅹ〃31¢y｡-Ⅹ13¢Ⅹl+y31¢,1)
B｡=与(Ⅹ21¢Ⅹ1-y.2¢‖-Ⅹ21¢Ⅹ2十y12¢,2)
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Cl=W2-W3十;(Ⅹ誠一冊2十Ⅹ32¢Ⅹ3一冊3)･Ⅹ32Yx-y沸
C2=W3-Wl･言(Ⅹ13¢Ⅹ｡-y31¢y3+Ⅹ13¢Ⅹ1-y3血)+Ⅹ13Y文一y31Yy
C3=Wl-W2+言(x21¢x.-y120,l･X21¢x2-y12¢,2)･X21Yx-y12Yy

次に､曲率‡Kxト無漂･禁+封=-(謡,謡,2一吐∂Ⅹ∂y‡T

(4-6)

を書き直し

て{K}=転意=孟一念=計副と結び付ける0
iKx)=[B】lK)=【B】[c】iv)

ここに､[B】､【C】､〈Ⅴ〉は次のとおりである｡

12T13 113Tll Tlll12

∈2∈3 ∈3∈1 ∈1∈2

12∈3十∈川313∈1十∈川111∈2十∈川2
｢- n n り/シ ー＼ - ←

1003(∈2-∈3)-∈1 (i

OlO ∈2 咋｡-り t∈2

【lミ】=

[C】=-2

LO Ol -∈3 〔3 3〔〔パ2)

†w)=(B.B2B3CIC2C｡‡T

(4-7)

(4-8)

曲率!K‡呈に対応する曲げモーメントをⅧⅩ〉とすると､構成式は次のように書き表せ
る｡

裾=【Dx】‡Kx‡

ここで､弾性行列【Dx】は異方性を考えて､次のような行列を用いる｡

ニ■.■■一
Y人

nリ

｢
l
l
■
一
⊥

Y几

t

n
‖
〕

D

臣
.
‖
}
ハ
〓｣ ｣

ヽ八

V

ハU

一〔′ム

V

入
0

ー｣l◆ll
｢

(4-9)

(4-10)

ここに､D=折･入.=DJD,入l入2=1,V=l)t/D,P=DJDであり､Dx､Dy
はⅩ､y方向の曲げ剛性､Dzはねしり剛性を表す｡
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UB=鉢ITiMxldxdy=‡w)TL[c]T[B)T[Dx][B][c】dxdy(w‡=(wIT[kR](wi
(4-11)

ここで､【k8]は次式で与えられる｡

国=肘【B由=B】【c】軸 (4-12)

次に､せん断力について考える｡いま､平衡式Qx=∂Mx/銅･∂町/∂yなどからせ
ん断力を求め､行列表示すると

]
3

3

YA

ロJ

Q

Q

2

2

Y▲

VJ

Q

Q

l

l

V人

Y■

Q

Q卜

n
‖
〕

ニ

11～1--ノ
YA

▼_

Q

n叫i
■■-･

2

3

C

C

C

となる｡ここで､Qか Qylなどは次式で与えられる｡

Qxl=6(12-13)(12帰1･∈2∈｡入3卜2∈1(∈21｡-∈｡可入3
Qx2=6(13-11)(13帰1･∈3∈1入3)-2∈2(∈3¶1-∈川3)入3
Qx3=6(11-12)(11佃1+∈1∈2入｡卜2∈小川2-∈211)入3

Qyl=6(∈2-∈3)(∈2∈3入2+叶州入3)-2¶1(¶2∈｡-13∈2)入3
Q,2=6(∈3-り(∈3∈l入2･…1入｡卜212(13∈rll∈3)入3

Qy｡=6(∈1ぺ2)(∈1∈2入2+…2入3卜21｡(11∈2-12り入3
入3=V+2p

(4-13)

(4-14)

いま､せん断ひずみYx,Yyをせん断力Qx､Q,と面外せん断剛性により結び付ける

のに､せん断剛性主軸が表面板の主軸Ⅹ､yと角βをなすとし､それぞれの主軸方

向のせん断剛性を(Gb)l､(Gb)2と書いて式(4-13)の関係を用いると､次のように

表される｡

缶用;…北卜品[;闇;:
ここに､Gb､g‡､gy などは次式で与えられる｡

Gh=

]
3

3

V▲

∇J

Q

Q

2

2

Y几

V
t
■

Q

Q

1

2

3

C

C

C

〔Gh)1(Gb)2,gl=(Gb)2/Gh･g2=1/gl･C=COSβ･S=Si叩,
gx=glC2･g2S2･gy=glS2+g2C2･gz=(gl-g2)cs

以上により､要素のせん断仕事を考えると次のようになる｡
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Us=J(Y凡･YJ津

=‡イ【ks】巨)

ニy
lnu

VA

1

2

3

C

C

C

1｣3
3

V人

Ⅴ一

Q

Q

2

2

V人

VJ

Q

Q

V人

∇J

Q

Q卜
｢

-
｣

ワ山

y

げb

打hU

▼人

【乙

Ⅳb

g卜
T

]
3

3

Y几

VJ

Q

Q

2

2

Y人

y

Q

Q

V几

y

Q

Q卜S
D一Gh

1

2

3

C

C

C

ここで､[ks]は次式で与えられる｡

帖芸北呂㍑丁[;潮;:3;淵
(4-18)

したがって､要素の全内力仕事は式(4-11)､(4-17)から､次のようになる｡

U=UB十Us=†w‡T【【kBトト‖iwi (4-19)

さらに､卜)=iBIB2B｡C.C2C3)Tを基準座標系に関する要素節点変位

巨｡)=卜1胱l射1W2¢;2¢;2W｡¢細3‡Tに書き替えねばならない0そこで､

式(4-5L(4-6)で示されるBl～3､Clへノ3の中のⅩ32Yx-y23Yyなどを式(4-15)を

用いて書き直し､さらに基準座標系と要素面板の弾性主軸とのなす角をα とすれ

ば､局所(Ⅹ､y)座標と基準(Ⅹ'､y')座標の間の関係が次のように表される｡

Ⅹ=Ⅹ′c′十y′s′, ¢Ⅹ=¢;C′十斬S′,

y=-Ⅹ′s′+y′c′,¢y=-¢ごS′十¢;C′,

､-
1ゝ--･･･-･一ノα

拍

S

.1

nU

S

nし
二

ニ

〃U

S

なお､斬,斬などの｢′｣は基準座標成分の意味である｡

よって､節点変位の変換式はつぎのようになる｡

iwi=[′1､]iw｡1

ここに､

l
一
2

ニ

'
.
■
-
-
.
1
■
■
■
■

T

r
一
一
.
-
.
.
.
■
■
■
L

1
.
■
.
■
l
1
.
一
■
一
■
一

A

■
■
■
■
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224

ただし､【A】=【軋3丹】｢1で[E]3×3は3×3の単位行列であり､【r】は次の
とおりである｡
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結臥巨e)=(wl胱.¢;.W2¢;2¢;2W3¢;3¢;｡‡Tに関する剛性行列が次式で与

【り=【T】T【【kB卜【ks】】【Tl (｡-2｡)

この行列が､せん断変形を含んだ板曲げ要素の剛性行列であり､三角形要素の3頂

点3自由度に関する行列となっている｡

なお､異方性表面板と異方性芯材を持つサンドイッチ板を解析する場合､式

(4-10)と式(4-15)に示される曲げ剛性､せん断剛性は､表面板厚b卜 芯材厚b｡を

一様として､表面板のヤング率をEI､Ey､せん断弾性率をG"､ポアソン比をVx,Vy

として､また芯材のせん断弾性率をG‖､G亡2とするとき

Dx=

となる｡

Ex叫+b｡)2
n_E叫r十b｡)2Dy=

2(トvxvy)'2(1-VxVy)
(Gb)1=G｡1血｡,(Gh)1=G｡1b｡

4･2 数値解析例

DE=

(4-25)

最初に､これまでに述べた姐indlin板曲げ要素の精度､有効性を調べるため､等

方性平板について解析を行なう｡次に､応用例として直交異方性の正方形板および

円板､さらに､サンドイッチ平板の曲げ問題について解析を行なった｡

4･2･1 等方性平板の曲げ解析

解析モデルは､等方性,均質の弾性平板において中央集中荷重および等分布荷重

を受ける周辺単純支持の正方形平板とした｡解析は対称性を考慮して正方形平板の

1/4の領域について行なった｡要素分割は図4-2に示すようにnxnに等分割した｡

各要素の剛性行列は､図4-2(b)に示すような要素分割で得られた四辺形を基準と

し､その四辺形を対角線によって分割する二通りの分割法の平均として求めた｡図

4-3は一辺の長さaと板厚bとの比a/bが100の場合に､要素分割数nを2～10と

変化させたときの最大たわみの収束の様子を示したものである｡図中には､せん断

弾性率Gが∞で､曲げ剛性D=Eb ソ12(1-V2)として得られる古典理論の結果も示して
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(a) 正方形平板

⊂>

0

(b) 要素分割および剛性マトリックス計算のための四角形要素の分割

図4-2 解析モデル
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凶4-3 等方惟の周辺単純支持止方形板に対する分割数によるたわみイ系数の収束性
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表4-1 等方性の周辺単純支持の正方形平板に対するたわみ係数

a wmaxEh3

h qa4 (Uniform Load) Pa2(ConcentratedCentralLoad)

Classical Salerno【68] ReddyI6g] Pryort33] Present Classical Smitb【32】 Pryor【33〕 Present

田 0.04437 0,05217 0.0535 0.05186 0.05213 0.01160 0.0180l 0,01770

田 0.04437 0.04632 0.0467 0.04612 0.04639 0.01160 0.01200 0.01353 0.01316

20 0.04437 0.04486 0.0446g 0.04496 0.01160 0.01174 0.0121g 0.01202

100 0.04437 0.04439 0.0444 0.04423 0.04452 0.01160 0.01158 0.01170 0.01167

ある｡6分割において古典理論との差ば中央集中荷重の場合で1.2%､等分布荷重

の場合で0.9%であり､少ない要素分割で実用上十分な精度が得られている｡表

4-1は本解法で得られた最大たわみを､幅厚比a/血を種々変えて､Reissnerの理論

やMindlinの理論を解析的に解いたSalernoとGoldberg【68]やReddy[69]の結

果､およびせん断変形を考慮した有限要素法によって解析したPryor､Barkerと

Frederick[33]やS皿ith[32】の結果と比較したものである｡なお､要素分割数は

図4-3の結果から6分割程度でも十分な精度の解が得られるが､より精度のよい解を

得るため､ここでは10分割して計算を行った｡Pryorらの解析結果と比較すると､

本解析結果は等分布荷重を受ける場合にはわずかに大きな値を示し､中央集中荷重

の場合にはやや′トさな値を示す｡両者の差は､最大でも2.7%とわずかである｡ま

た､本解析法による結果と､Salernoらの解析解とは良く一致している｡a/bの減

少にしたがってせん断変形の影響が増加することが分かる｡

4･2･2 異方性板の曲げ解析

計算は基準座標Ⅹ､y､Zと弾性主軸1､2､3が一致する場合について行ない､

炭素繊維-エポキシ複合材料の標準的な材料定数である次の値を用いた｡

El=172･37GPa} E2=6･89GPa･ G12=G13=3･45GPa,

G23=1･38GPa, V12=0･25

はじめに図4-2に示すような厚さh､一辺の長さa=2bの正方形板の単純支持と

固定の二つの周辺支持条件について､中央集中荷重を受ける場合と等分布荷重を受

ける場合の解析を行なった｡図4-4は､せん断変形がたわみに及ばす影響を幅厚比
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a/bを横軸に無次元化した最大たわみw皿a】を縦軸にとって示した図である｡なお､

横軸の()内の値は､D=蹄,Gh=(Gb)1(Gb)2として得られる剛性比D/Gba2を
示す｡幅厚比a/hが20付近(剛性比で約30×10~4)からせん断変形の影響が大きく

なることが分かる｡図4-4(a)は中央集中荷重､図4-4=いは等分布荷重の場合であ

る｡ 図4-4(b)の中の破線は､微′ト変形理論によってえられた周辺固定の場合の浅

0 10 20 30 40 50 a几
(⊥31.9)(32.99)(14.66)(8.247)(5.278)(D/Gba2…Ⅹ10~4)

(a) 中央集中荷重

寸
各
＼
T
q
ヨ
ぎ

0 10 20 30 40 50 a几

(⊥31･9)(32･99)(⊥4.66)(8.247)(5.278)(D/Gha2:Ⅹ⊥0~う

(b) 等分布荷重

図4-4 異方性正方形板の最大たわみにおよばすせん断変形の影響
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a/b=4

図4-5

図4-6

図4-7

図4-8

図4【9

a/b=5 a/b=20 a/b=50

中央集中荷重を受ける其方性の周辺単純支持の正方形板のたわみ(有=㈹1/(Pa2))

a/b=4 a/b=5 a/b=20 a/b=50

中央集中荷重を受ける異方性の周辺単純支持正方形板の曲げモーメント(軋=Mx/P)

a/b=4 a/b=5 a/h=20 a/b=50

中央集中荷重を受ける異方性の周辺単純支持正方形板のせん断力(百Ⅹ=Qx/(P/a))

a/b=4

≦窒二≧享子…室
a/b=5 a/b=30 a/b=50

中央集中荷重を受ける其方性の周辺固定の正方形板のたわみ(盲=㈹./(Pa2))

≦享~三≦要~壷≡≡妄
a/b=4 a/b=5 a/b=30 a/b=50

等分布荷重を受ける異方性の周辺固定の正方形板のたわみ(有=WDl/(qa4))
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井と横山[70】の結果である｡a/hが大きな値(せん断変形の影響が小さくなる)に

おいて両者はよく一致している｡図4-5～図4-7は周辺単純支持の正方形板が中央

集中荷重を受ける場合のたわみ､曲げモーーメント､せん断力の分布を幅厚比a/bが

4､5､20､50(剛性比D/Gba2で杓8×10~2～5×10~4)と変化した場合についてそ

れぞれ示した｡たわみ図で､a/hが4､5と′トさい場合に集中荷重の作用点近傍でせ

ん断変形の影響が現われている｡なお､せん断力の計算は図4-2(b)で示された四

辺形を対角線によって分割する二通りの方法によって得られる4つの三角形要素内
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図4-10 円板とその要素分割
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図小一11異方性の周辺固定円板の最大たわみにおよばすせん断変形の影響
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のせん断力の平均である｡図4-8と図4-9は､それぞれ周辺固定の正方形板に中央

集中荷重と等分布荷重が作用する場合のたわみ分布を示したものである｡これらの

図からa/hが4､5と′トさい場合に､中央集中荷重の作用点近傍や固定辺近傍でせん

断変形の影響が顕著に現われている｡

次に､図4-10に示すような厚さh､半径rの円板が周辺を固定され中央集中荷重

と等分布荷重を受ける場合の解析を行なった｡正方形板の場合と同様に対称性を考

慮して1/4の部分を図4-10に示すように要素分割し解析した｡図4-11は､せん断

変形がたわみにおよばす影響を径厚比2r/bを横軸にとり､無次元化した最大たわみ

W.‖を縦軸にとって示した図である｡なお､横軸の()内の値は､正方形板の場

合と同剛=蹄,Gh=(Gb)1(Gb)2として得られる剛性比D/4Gbr2を示す｡また､図
中の破線は浅井[71]によって与えられた等分布荷重を受ける場合の結果である｡こ

の図から2r/bが20位(剛性比で約30×10~4)からせん断変形の影響が現われてく

ることが分かる｡図小12は周辺固定の円板が中央集中荷重を受ける場合のたわみを

示した図である｡
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図4~12
中央集中荷重を受ける異方性の周辺固定円板のたわみ(諒=Wpl/(Pr2))
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4･2･3 サンドイ ッチ平板の曲げ解析

次に､図4-13のようなサンドイッチ平板の曲げ問題を考える｡表面板および芯材

ともに､等方性の場合の周辺単純支持長方形サンドイッチ平板の曲げたわみの解析

解が､Yen､GunturkunとPohle[72】によって求められているので､その結果と本

法による結果を比較検討する｡計算は正方形サンドイ ッチ平板に､中央集中荷重と

等分布荷重が作用する場合について行った｡モデルの対称性を考慮してl/4の部分

を8×8に等分割した｡図4-14と図4-15は中央集中荷重Pと等分布荷重qを受ける板

の中心における最大たわみw…を剛性比R=G巳h,L2/冗2D.と板厚比r=bノhfに対して示

したものである｡図4-16は､R=800でr=10,25のサンドイ ッチ平板に等分布荷重が

作用する場合のⅩ軸上のたわみ分布を示したものである｡なお､G｡は芯材のせん断

弾性係数､E,は表面板のヤング率､Bc=PL2/D卜B｡=qL4/D卜D,=E,h-3/(12(1-V2))で

ある｡これらの図に見られるように本法の解(0印)は､解析解(実線)によく一致す

ることが分かる｡

図4-13 サンドイ ッチ平板
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図4-14 中央集中荷重を受ける正方形サンドイッチ平板の最大たわみ
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図4-15 等分布荷重を受ける正方形サンドイプチ平板の最大たわみ

図4-16 等分布荷重を受ける正方形サンドイッチ平板のたわみ分布
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次に､異方性表面板と異方性芯材を持つサンドイッチ平板について計算を行った｡

モデルの寸法は､L=200mm､b-=0.5mm､b｡=10mmである｡また､材料定数は表4-2に

示す値を使用した｡計算は平板全体を16×16に要素分割して行った｡l図4-17と図

4-18は､周辺単純支持と周辺固定の正方形サンドイ ッチ平板に中央集中荷重と等分

布荷重が作用する場合に､せん断剛性主軸は基準座標と一致し､表面板の弾性主軸

方向αがOq ～900 と変化した場合の最大たわみを示したものである｡なお､せ

ん断弾性係数Gclは､0.01GPa､0.1GPa､l.OGPaとそれぞれ変化させて計算を実施

した｡これらの図において､G｡lが0.01GPa､0.1GPaの場合はαが00 ～900 と

変化するにしたがい､最大たわみⅤⅡ‖は増すことが分かる｡また､G｡Ⅰ=1.OGPaに

おいては､周辺単純支持の場合α=450 付近で最大たわみが最も′トさくなるが､周

辺固定の場合はα=450 付近で最も大きなたわみを示している｡図4-19は､種々

のせん断弾性係数を持つ周辺単純支持の正方形サンドイッチ平板に､中央集中荷重

が作用したときのたわみの等高線図である｡せん断弾性係数G‖が′トさくなるにした

がって､荷重作用点付近の等高線が細かくなっておりせん断変形の影響が現われて

いる｡

表4-2 異方性表面板と異方性芯材の材料定数

Faceplate Core

EI(GPa) EノE, G‡ノE- Vx G｡1(GPa) G‖/G｡2

100 凪 0.5 0.3 0.01-1.0 2
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図4-17 周辺単純支持正方形サンドイッチ板の最大たわみと

表面板の弾性主軸方向の関係(P=1N､q=1Pa)
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図4-18 周辺固定正方形サンドイッチ仮の最大たわみと

表面板の弾性主軸方向の関係(P二1N､qこ1Pa)

一72-



α
= 0｡○

0
= 0｡0

q =30｡0

(a)G｡l=0･OIGPa

α = 0｡0

q =30｡0

(b)G｡1=0･1GPa

0 =30｡0

(c)G｡1=1･OGPa

図4-19 周辺単純支持正方形サンドイッチ平板のたわみ分布
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4･3 まとめ

非適合要素を基礎として､Mindlinの平板理論を用いた三角形板曲げ要素モデル

を提案し､いくつかの解析例を示した｡本章はつぎのように要約することができる｡

(1) これまでに提案されているせん断変形を考慮した板曲げ要素においては､

節点変位パラメータのほかに､内部節点をとり対応する形状関数を考えて剛性行列

において消去するということがなされているが､ここで提案したせん断変形を考慮

した板曲げ要素の定式化は､これまでに提案された要素に比べ労力的な面などで効

率的である｡少ない要素分割数でも､実用上十分な精度が得られた｡

(2) これまでに提案されているMindlin理論に基づく板曲げ要素は厚板は十分

に扱えるが､板厚が次第に′トさくなるにつれて板の剛惟を過大に評価する傾向があ

る｡h=ndlinの理論に基づく本三角形板曲げ要素においては､等方性平板の数値解

析例からも分かるように､薄板､厚板の別を問わずせん断剛性の広い範囲にわたっ

て､剛性を過大に評価することなく良好な結果が得られた｡

(3) 等分布荷重や集中荷重を受ける異方性正方形平板および円板の曲げ問題を

考えた｡正方形平板および円板について､板の中心における最大たわみなどを計算

し､微′ト変形理論に基づく解析結果と比較した｡両者はよく一致し､異方性平板の

曲げ問題に対する本板曲げ要素の有用性を示すことができた｡

(4) 鋸血dii山坂曲げ要素をサンドイッチ平板の曲げ問題に適用し､等方性表面

材と芯材を持つサンドイッチ平板について､解析解と比較した｡そめ結果､両者は

きわめてよく一致し､本解析法がサンドイッチ平板の解析に対しても有効であるこ

とが示さゎた｡
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第5章 せん断変形を考慮した平板の振動と安定性の問題【73】

一般に構造設計を行なう場合に考慮される設計条件は､構造物の2つの特性､い

わゆる､構造の強度と構造の剛性に関するものである｡すなわち､与えられた荷重

に対して

(1) 破壊してはいけない｡ (2)変形がある値を越えてはならない｡

前者は強度に関する設計条件であり､後者は剛性に関する設計条件である｡

構造物が与えられた使用条件や環境のもとで､強度と剛性の設計条件を満足する

ように構造物の寸法が決定さわる｡その決定に際して､ある設計が設計条件を満た

しているか否かば､詳細な構造解析によって確かめられる｡構造解析は静的または

動的な条件のもとで､構造物の変位や応力の分布を求めることである｡

構造物が自由振動数に等しい振動数で加振されると非常に小さなエネルギの入力

で時間と共に急速に振幅が大きくなり､構造物に過大な応力が生じ壊れることにな

る｡したがって､構造物のより完全な設計においては､静的解析のみならず動的解

析も必要である｡しかも､複合材料は最近では各種構造物の構造部材として実用さ

れるようになり､その強度と剛性の評価の重要性は著しく高まっている｡

そこで､本章では､前章で示したⅧindlin理論に基づくせん断変形を考慮した平

板の三角形板曲げ要素の動的問題への応用として､自由振動解析とフラッタ解析を

行なった｡そして､異方性平板において､せん断変形の影響や弾性主軸の方向が変

化した場合や異方性パラメータが変化した場合の振動およびパネルフラッタ特性に

ついて調べた｡

5･1 自由振動

離散化された構造物のひずみエネルギU､運動エネルギTは､それぞれ次のよう

に表される｡

U=…(wIT【帖‡

T=去帖M】†ふi

(5-1)

(5-2)

ここに､†w〉は構造物全体の節点変位ベクトル､｢･｣は時間微分を表す｡また､

[E]は全体剛性行列､【机は全体質量行列である｡

-75-



Lagrange関数を求めると

L=T-U=鍾‖冊パ帖棚
となる｡したがって､Lagrangeの方程式

轟滝={Q}
【M押)+【K】‡w‡=iQ)

(5-3)

(5-4)

(5-5)

となる｡ここで､(Q〉は外荷重ベクトルである｡

いま､式(5-5)で外荷重ベクトル用〉が0であるとし､自由振動問題を考える｡

卜‡=‡咋i∽t
とすると､式(5-5)は次のような固有値問題になる｡

(【K卜∽2【M】)‡Ⅴ)=0

(5-6)

(5-7)

この式を満たす固有振動数叫を求め､この叫の値に対応する固有モードベクトル

‡Ⅶ)iを求める0これらの解の組はモデル化された構造物の自由度数だけ存在するが､
一般には低い次数の解が重要である｡

5･2 超音速流れの気休に対する平板の安定性

ここでは､超音速流れの気体の作用を受ける平板の安足間題を考える｡

図5-1に示すように座標軸をとり､平板を三角形要素に分割し､要素の剛性行列

図5-1 座標系
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と質竜行列を､それぞれ=り､[Ⅲe】と表し､節点変位を〈ve〉で表すと､ひずみエネ

ルギUと運動エネルギTは､それぞれ次のように表される｡

U=吉トル1卜e‡
(…)

T=抽【m｡桐
(5-9)

いま､流れは0Ⅹ軸に沿い､一定速度Ⅴとする｡板の表面上での空気力pは､準

定常空気力によって次のように与えられるものとする【74=751｡

2q
p=-

ここに､β=

β｢
2q

何丁'

〔慧+
1M2-2

U M2_1 許一極･滞)(5-10)
P=β甘前コであり､q､Mはそれぞれ一様流の動圧､マ

ッハ数を表す｡

ある要素内のたわみwが要素節点変位(ve‡と補間関数【N】によって､次のように

表されるとする｡

W=【N】(we〉 (5-11)

なお､ここで用いる三角形有限要素では､前章で示したようにive〉は3頂点3自由

度で表される｡また､【N】は式(4-1)と式(4-21)から得られる｡

式(5-10)と式(5-11)より､空気力による仮想仕事6Wpを考えると次のようにな

awp=かwdA=一両伸輔冊申出【N】dA頼5-12)

aw｡=-a‡w眉β【Ae】卜e‡叫【D｡帆‡I=一拍巳iTIQI
(5-13)

となる｡｢･｣は時間微分を表す｡ここで､【Ae】､【D亡】はそれぞれ空力行列､空力

減衰行列であり､次式で与えられる｡

【Ae]:丁目T【N,X]dA

【De】=J【N】T回dA
(Q‡=β【Ae】恒i叫【De】i叫
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また､[Dp】､[mE】との間には

国=かe】
の関係がある｡ここに､P,bは､それぞれ平板の密度､厚さを表す｡

(5-15)

板全体の節点変位をく両として､【M]､川】､=]をそれぞわ板全休の質量行列､剛

性行列､空力行列として､Lagrangeの方程式

孟〔計豊=Qi
(5-16)

【輔車[榊‡･β【A】帖甜】‡ふ‡=0(5-17)

となる｡いま､調和振動を考えて巨i=‡wleiutとすると､上式はつぎのような固有
値問題に帰着する｡

(【E卜β【Aト入[珊‡w)=0 (5-18)

ここで､入=u2-i琵である台
上式において β=0の場合は､式(5一-7)によって表される自由振動の固有値問題

が得らわる｡ βをゼロから増加させて式(5-18)を解くと､実数で与えられる固有

値のうち二つがだんだん近づいていき β=β｡rで一致しβ｡rより大きくなると複素匡壬

有値(共役)を持つことになりフラッタを起こすことになる｡

式(5-18)の固有値問題を解く ときβの僻を変化させてβ｢A】を計算し,式

(5-18トを解くには労力的に問題がある｡そこで､用〉を固有モードを重ね合わせて

次のように近似する[76】｡

(Wi=【¢=6‡ (5-19)

ここで､【¢】は自由振動の解析より得られた1次からn次までの固有モードを並べ
たmxnの正規化されたモード行列で､帥ま一般座標のベクトルである｡

式(5-1g)を式(5-18)に代入して回Tを前から掛けて整射ると次式が得られる0

(【呵一入=)ia巨0

ここに､【叫ま次のとおりである｡

【呵=ト｣+β回T【A冊
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結局､各々のβに対して【呵を求め､上式を解いてβ｡rの限界値を求めることになる
が､式(5-18)を解く場合に比べて計算時間は短くなる｡

5･3 数値解析例

上述の自由振動解析とフラッタ解析に関する計算手臓の有用性やせん断変形など

の影響などを調べるため､等方性および異方性の正方形平板について解析を行なっ

た｡

5･3･1 等方性平板の自由振動およびパネルフラッタ

最初に､計算精度およびフラッタ解析の計算手臓の有効性などを検討するために､

面内に等方で曲げ剛牲Dおよび等方面に垂直な方向のせん断弾性係数Gを持つ周辺

単純支持の正方形平板(一辺の長さをa､板厚をb)を例として解析を行なった｡

計算は平板を10×10に等分割し､剛性行列や質量行列などは､前章の場合と同様に

要素分割によって得らわた四辺形を基準とし､その四辺形を対角線によって分割す

る二通りの分割法の平均として求めた｡剛性比D/Gha2を種々変えたときの1次と

2次の固有角振動数の変化を図5-2に示す｡縦軸は､せん断変形を無視した古典理

Uh銭ent
0.6

∽classi血0.4

100 10-110-2 10-3 10-4 10-5

D応ha2

図5-2 面内等方性の周辺単純支持の正方形板の固有振動数

におよばすせん断変形の影響
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論との比である｡剛件比が大きくなるとせん断変形の影響が大きくなることが分か

る｡図中には､比較のため三次元弾性理論によって求めらわた厳密解【77】を● ■

印で示す｡本解法で求めた固有角振動数は､厳密解と良く一致していることが分か

る｡図5-3は､正規モーーF数nを変化させたときのブラフタ動圧パラメータβ｡rの収

束の様子を示す｡この図からフラッタ動圧パラメータは､正規モ}ド数n=8程度

でほぼ収束していることがわかる｡図5-4は､剛性比D/Gba2を種々変化させたとき

のフラッタ動圧パラメータβ｡rを求めた結果である｡剛性比が10■3あたりよりも′トさ

くなるとせん断変形の影響が大きくなることが分かる｡

βcr

岡5-3

0 5 10 15 20
n

面内等方性の周辺単純支持正方形板のうラッタ限界値の収束(βer=βcr甘)
a3

(βα)匹S朗止

(βα)exact
o.4

1 /

100 10-110-2 10-3 10-4 iO-5

DノGha2

図5-4 面内等方性の周辺単純支持正方形平板のパネルフラッタ

におよばすせん断変形の影響(説r=β｡r宕)
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5･3･2 異方性平板の自由振動およびパネルフラッタ

異方性平板の振動特性とフラッタ特性に対するせん断変形の影響､弾性主軸方向

および異方性パラメータE-/E2の影響を調べるために､種々の支持条件の異方性正

方形平板の自由振動およびフラッタ問題を解析した｡

数値計算例として､次のような材料定数を想定し計算を行なった｡なお､材料の

直交異方性主軸を1､2､3で表し､主軸1と2はⅩy面内とし､主軸3は座標軸

Zに平行とする｡

E2=1･0×1010N/n2､G】2=G.3=0.364E2､Gl,=2.5G23､

V12=0.24､P=1.5×103kg/m3

表5-1 異方性の周辺単純支持および周辺固定の正方形平板の固有角振動数

面〔筈〕舟0

(deg)

k=D/G血a2

(E/E∂

Simply supported Clamped

1st 2nd 3rd 4tb 1st 2nd 3rd 4th

0

10~6(2) 6.254 13.967 17.513 23.557 11.g88 21.227 26.256 32.882

10~4(2) 6.251 13.939 17.494 23.514 11.g62 21.125 26.180 32.747

10~2(2) 5.835 11.776 15.111 19.367 g.673 15.066 19.206 22.581

10~2(5) 7.360 13.019 21.022 22.074 12.652 17.972 25.831 26.330

15

10~6(2) 6.385 14.250 17.362 23.877 11.g25 21.385 25.818 32.895

10~4(2) 6.381 14.223 17.342 23.828 11.898 21.287 25.73g 32.751

10~2(2) 5.933 12.024 14.950 19.305 9.609 15.256 18.gO4 22.625

10~2(5) 7.511 13.585 20.570 22.431 12.457 18.200 25.232 26.683

30

10~6(2) 6.655 14.851 17.067 24.467 11.7gg 21.82g 24.823 32.g32

10~4(2)･ 6.650 14.825 17.043 24.411 11.770 21.737 24.737 32.776

10~2(2) 6.143 12.557 14.609 19.452 9.486 15.753 18.186 22.657

10~2(5) 7.888 14.735 19.641 23.009 12.062 18.870 23.828 27.111

田

10~6(2) 6.792 15.178 16.913 24.735 11.737 22.202 24.179 32.955

10~4(2) 6.787 15.153 16.886 24.676 11.707 22.115 24.086 32.796

10~2(2) 6.256 12.853 14.417 19.569 9.426 16.143 17.686 22.675
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解析はD=画調= (Gh)13(Gh)2,としてk=D/Gha2の3種類の値･すなわち､
k=10~6､10~4､10~2について弾性主軸の方向および異方性パラメータEノE2を種々変

化させて行なった｡表5-1は､周辺単純支持および周辺固定の境界条件において､

剛性比kおよび弾性主軸の方向8を種々変えたときの1次～4次の固有角振動数を

示す｡剛性比が大きくなるすなわち､せん断剛性が′トさくなるとせん断変形の影響

が増していることが分かる｡また､高次の振動になるにしたがい､せん断変形の影

響が大きくなることが分かる｡図5-5は､異方惟の片持ち正方形平板の1次～2次

の固有角振動数と弾惟主軸の方向0の関係を図示したものである｡この図において

も振動の次数が高くなると､せん断変形の影響が大きくなることが分かる｡なお､

図中の細線はRossettosとTong[78]によって求められた血ybrid応力法に基づく

30 60
0

図5-5 異方性の片持ち正方形平板の固有角振動数
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1s11D血

適琵野
2血dl加k 3r一汁odt 引b如血

(a)0=00

盛重野
21dlodt 加d蜘血

(b) 8 =300

一一聖戦+3

4‖110d亡

2鵬掴I ユーdl馴h 引l勤d亡

(c) 0 =450

図5-6 異方性の周辺単純支持の正方形平板の振動モード

(E-/E2=2､k=D/Gha2=10~2)

】sllふ血

2山鳥○血 3rdlodモ 411鮎dt

(a) 0 =00

2鵬Ib血

小h鮎血

3rd‡od亡 411舶如

(c) 0 =900

図5-7 異方性の片持ち正方形平板の振動モード

(EノE2=2､k=D/Gba2=10~2)
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有限要素解析結果である｡k=10~6の場合との差ばばとんどなく､両者はほぼ一致

していることが分かる｡図ト5には異方惟パラメータE-/E2を変化させた場合の結果

も示してあるが､0 =00 付近では固有角振動数への異方惟パラメータEノE2の影響

は′j､さく､特に最低次の固有角振動数では0 =300 くらいまでばEノE2の影響は′j､

さい｡図5-6と5-7は､異方性の周辺単純支持と片持ち正方形平板(異方性パラメ

ータE!/E2=2)の振動モードを示したものである｡周辺単純支持の2次と3次の

モードは､等方性正方形平板の場合には縮退するけれども､表5-1からも分かるよ

うにこの2つのモーードに対応する固有角振動数はかなり異なる｡また､0 の変化に

よって振動モードの節線が0の方向に回転していく様子が分かる｡表5-2は､異方

性の周辺単純支持と周辺固定の正方形平板のフラッタ動圧パラメータβ｡rとフラッタ

表5-2 異方性の周辺単純支持および周辺固定の正方形平板のフラッタ限界値

0

(deg)

k=10~6(EI/E2=2) k=10~4(E./E2=2) k=10~2(El/E2=2) k=10~2(El/E2=5)

醗r 入｡r 氏r 入｡r 醗r 入｡r 説r 入｡r

Simply supported

0 66.851 229.55 66.745 229.26 54.020 196.12 l12.48 397.05

30 60.360 217.20 60.235 216.85 48.147 184.92 72.976 265.25

45 53.935 219.31 53.807 201.8l 42.508 171.31 57.002 238.67

四 47.309 181.96 47.187 181.65 37.078 154.37 45.669 207.36

90 40.050 154.49 39.g40 154.23 31.666 133.24 33.226 155.52

Clamped

l

0 111.94 547.69
‖
111.37 545.06 64.014 323.31 122.48

l

596.90

`ヽ/ヽ ∩ ′I Jヽ √l ▲ ▲ ′ヽ t ′ヽ ■ ′ヽ
′■ヽ

′ヽ ′ヽ ′ヽ

466.93 83.748JU UJ.∠J4 4Ul.ぴ1 Ub.b∠U b4.U霞U Z88.Z牒 4Zb.86

45 84.479 443.36 83.8g8 440.63 47.283 260.73 66.137 380.20

60 73.935 406.54 73.383 403.95 40.265 236.33 52.027 338.49

90 64.304 375.86 63.753 373.25 33.463 214.19 38.592 302.30

k=品,D=蹄,Gb=(叫3(Gb)23･βcr=βc量,入cr=入cr
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角振動数入｡,を示したものである｡剛性比が大きくすなわち､せん断剛性が′トさくな

るにしたがいβ｡rと入｡rは小さくなることが分かる｡フラッタ動庄パラメータβ｡,は8

=900 においては､異方性パラメータEl/E2の影響は′トさい｡図5-8は､片持ち異方

性正方形平板の場合のフラッタ動圧パラメータβ｡rと弾性主軸の方向0の関係の示し

たものである｡文献[78]で示された結果も示してあるがβ｡rが最大値付近で両者

の間に差があるが概ね一致している｡フラッタ動庄パラメータβ｡r は0=200 あた

りで最も′トさくなり､8=700 あたりで最大値となる｡剛性比が10~8から10~2と

大きなると､フラッタ動圧パラメータβ｡rは約20～30%′トさくなることが分かる｡

30 60 90

図5-8

O

異方性の片持ち正方形平板のフラッタ勤圧パラメータ(βcr=βer申)
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5･4 まとめ

せん断変形を考慮した平板の三角形板曲げ要素の動的問題への応用として､等方

性および其方性平板の自由振動解析とフラッタ解析を行った｡本草において得られ

た成果をまとめると以下のようである｡

(1)等方性板の固有振動数を求め､これを三次元弾性理論によって求められた

厳密解と比較し､精度の良い結果を得ることができた｡

(2) フラッタ解析においてモード解析法に基づく定式化を行い､等方性および

其方性平板のパネルフラッタ問題を考えた｡等方性平板におけるフラッタ限界値を

求め､正規モーード数が解に及ばす影響を調べた｡その結果､少ない正規モード数で

実用上十分な精度の解が得られることがわかった｡また､等方性平板においては､

剛性比D/Gba2が約10~3からせん断変形の影響が大きくなることが分かる｡

(3)片持ち異方性平板の固有振動解析およびパネルフラッタ解析をせん断変形

を考慮して行ったu恒沌r=応力法に基づく有限要素解析の結果と比較したが､い

ずれの解析においても両者はよく一致し､本方法の有効性を示すことができた｡

-86-



第6章 薄肉曲りはりの有限曲げ【79､80】

これまで､はりおよび板の力学的特性におよばすせん断変形の影響について有限

要素法を用いて検討した｡前にも述べたように､薄肉断面はりの力学的特性を厳密

に評価しようとすると断面変形も考慮しなければならなくなり､問題は非常に複雑

化する｡断面変形がはりの力学的特性におよばす影響は､断面を板要素に分割し､

おのおのに薄板理論を適用して調べることができる｡薄板理論を適用して､断面変

形を扱った研究にBijlaardとFisher[18]の研究がある｡さらに､折板理論や有

限帯板法を用いて断面変形の影響を調べた研究に尾崎【19】,奥村と坂井【20】の研

究がある｡

一般構造物やパイプラインの構造要素として薄肉曲りはりが広く利用されている｡

薄肉曲りはりが､曲げを受けると断面が偏平化し､その剛性が低下し高い応力が生

じ､同一断面形状の直線はりより′トさな曲げモ‥メントで屈服が起こることば､古

くから知られている｡この問題は､Brazier【17]が最初に理論的に解析して以来､

近似性の高い解への修正が行なわれてきた【81-83]｡しかしこれらの結果はばとん

ど円管を対象としたものであり､解析結果にも多少の相違がみられる｡これまで､

有限変位変形を厳密に取り入れる手法に困難があり､任意の断面形状に適用できる

実用的な手法が望まれる｡また､曲がりはりの剛性評価においても二次応力の効果

を考慮しなければならないが[84,85]､その有限曲げにおける剛性低下については

まだほとんど明らかにされていない｡

有限要素法による幾何学的非線形問題の解析は､増分の繰返しの手法によりなん

ら困難なく実行できるようになった｡そこで､本章では､増分の繰り返しの手法に

より曲りはりの有限曲げを簡便な処理によって解析する方法を示す｡この方法によ

れば任意断面直線はりの屈服現象はいうまでもなく､曲りはりにおいてその中心線

面内の有限曲げのほか､面外曲げをも含んで容易に実行できる｡対称断面でも主軸

と斜交する軸まわりの有限曲げなどについては､本法で初めて明らかにすることが

できた｡

6･1 仮想仕事の原理による基礎式

外荷重iR)を受けて内力is‡と応力‡げ)を生じて平衡しているとして､平衡条件を
近似的に有限自由度の仮想仕事の原理で表すと次のようになる｡
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珊TiR)=写湖†s)=粋†EiT伸Ⅴ (6-1)

ここに､8‡‡ほ仮想量を表すoir)は節点変位を表し微小仮想変位を叶iと書いて

いる0帥ま叶〉に対応する荷重であり､8伸ま叶iに応じて生ずる(S)に対応する

次に荷重を増して‡R′‡=回十‡危)と増分を与えると､変位ドiを生じて新たな平衡

状態を作り､内力‡s′)=‡si+軒応力‡可=回･i;)となるが､そこでの仮想仕事の
原理は次のようになる｡なお､｢･｣は増分量を表す｡

叶‡T†R′1=紳打伸Ⅴ=抑什軒‖小帥Ⅴ

=抽縮刷iTi州iT叶
(6-2)

ここで､ひずみの一成分Ek=El(ri)に注目し､テーラ展開を考えると次の関係式が
得られる｡

6Et=6Ek十6Ek=

●
r
ト
1

<
‖
U

ニ
剖1

ヽ

-

一
ノ
′

′し､二

k
●E

/し十
ハU

二親
＼

-
....ノ′し′しニ

r▲h､0

し
_
血

⊂し

ハム

月U

r只U
r▲只U

rで0､､富ノ

●
r
l

ハU
二ヽ

､iノ
32U

-｢ノ
ここに､∂2Ek/∂ri∂rjをi行j列要素とする行列を【B上】と書き表し､上式を行列表
示すると次のようになる｡

ーIl
rハ1-11

0lEJ=lしJOlr卜 //-しニ

ー.且

●E■ヾ0

■
レ
皿

亡し
2月U

●
■
t
■
■

r
只U
r只U

llTr_11●l

ijari=6lr=叫lり

また､応力ひずみ関係を増分形で次のように書き表す｡

向=rH膵‡
ここに､川】は弾性係数行列である｡

式(6-3ト(6-5)を式(6-2)に代入し整理すると次式が得られる｡

刷‡R′‡=刷抑C】T帥+潮目榊榊
ここに､【EE】､【E｡】は次式で与えられる｡
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帖抑CIT酬叫Ⅴ･帰陣州Ⅴ
(6-7)

式(6-6)において可r‡は任意であることから､次のような剛性方程式が得られるQ

回･iQ‡=【榊‡･

[E】=【EE卜【E汀‡Q‡=iR‡一抑C】T神Ⅴ
(6-8)

ここで､【頼ま弾性剛性行列､【瓦井ま幾何剛性行列である0また､式(=)の第1
式の左辺は本来ならi良‡となるべきであるが､前段までにおいて高次項を省略して

進んでいるので左辺は正しく抑こならない0いわば､平衡をチェックしているわ
けである｡‡Q‡を残差荷重ベクトルと呼ぶ0

式(6-8)を解いてド‡を求め前にもどって新しい(勇‡･lふ‡を得たのち､次段の平衡
位置‡rト廿内力M･軒応力何十‡ふ)をそれぞれ定める｡これを繰り返して有
限変形を得る｡

6･2 薄肉断面材におけるひずみ一変位関係

一様断面の薄肉材の適当に選んだ基準点の材軸方向の軌跡が､一平面内に半径R｡

の円弧をなしているものとし､長手(軸線)方向に一様な曲げを受けるものとする｡

いま､座標系は図6-1に示すように､基準点を原点として軸線に垂直な断面と円弧平

図6-1 座標系と変位
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面となす交線方向にz軸､これに垂直に断面内にy軸を選ぶ｡微小な開き角d(Poを

なす二つの断面は変形増分後もおのおの平面を保つと考えてよいが,その角は図6-1

に示すようにd甲lとなり､(y､ヱ)点の変位卜頼ま断面の剛体的変位‡Ⅴ｡,W｡,α‡

によるものと断面ひずみに伴う各点の変位iv･Ⅴ‡の和として次のように表すことが
できる｡

ニ11--ノ
/

/

′

V

W

凸Uf･し
ワ山

一

y

l

O

1

0

1

0

0

㌔
W
『
α

ヽし一-一1･･････1ノ
√.ドL川ドhP

十 (6-9)

ここで､Ⅴ､W､8はy､Zの関数である｡また､(y､Z)点の軸線方向の長さdso

が､増分後dslとなる｡すなわち

ds｡=(R｡十Z)d甲｡

dsl=(Ro･Ⅴ｡･αy+ヱ+W)d甲1

ここで､軸ひずみE=dsl/ds｡-1を考えると次のようになる｡

E= 〔Eo瑞+ニー+Zw+丁-+W

諾･W…w推孟〕

(6-10)

(6-11)

ここに､原点でのひずみE｡=(R｡+りd甲ノR｡d甲｡-1およびd甲1/d甲｡=1十WR｡とおい
ている｡

いま､断面要素板厚方向のひずみ分布を表すため､板厚中央面でのひずみをEt､

曲率をKtと書き､中央面に垂直な方向の座標を((図6-2)としてE三Et+∈Ktと書

けば､中央面の座標(y､Z)を用いて式(6-3)に示された定義式と式(6-11)から次

のような関係式が得られる｡

図6-2 局所座標

ー90-

`
-
･
･
▲
-
J
■
･
了
･
I

ヽ



十//し
′′′/

＼

-
一ノ

.聖R｡
+

･
U
-Z

･
W
I
R
｡

十ハU
●E/しニ

･
⊂
し

けム

R

･
川
Y)αモOy+Wモ0.(+叩

h､0)
･α
y+

●W
′し(

ニ

t

●E
モ0

Kt

=:二ふ
COS¢-

αSln

緑t=-(ふaw十aα壷)

ヽ､t....ノZ

R

＼

-
一.ノ

■

0

〟
眉
い
1
1
ノ

ーノ

l

nU

ヽ

-
ノ

Z
ト
R
｡

l

＼

-
1-...ノ

2
一
R
｡

+

(6-12)

ここに､¢ は板厚中心線がy軸となす角とする｡

次に､断面内変位に伴う横ひずみを考える｡薄肉断面を適宜に要素分割を行ない､

これを結合する節点を定義する｡簡単のため要素は板厚bの平板とみなす｡要素両

端の節点変位をivIWlOりi=1,2とし､要素中央面の変位を表現すれば

}
/
■
l
′
-
1

V

W{]
･
爪
Y
･
爪
Y

n

S

･l

nU

S

nし

を用いて､次のように表すことができる｡

Ⅴ(∈)=Ⅴ.(ト引･†2∈

咋)=町-3∈2十町)十W2(3∈2一町)+畔坤-∈)2+0ち畔一∈2)

(6-13)

(6-14)

ここに､ゼは節点間の長さ､∈=S/飢･Si叫=(z2-Zl)/飢COS¢=(y2-y.)/ゼである0
直ひずみを中央面のS方向のひずみEsと曲率変化Ksとによって次のように表す｡

Ess=Es+∈Ks=芸+紺∈(-錮芸芸〕〕
式(6-3)と式(6-15)からさらに次のような式が得られる｡

占ss=昌s+∈璃+摘

6£ss=叫)=票禁十∈孟〔票票･ま笥
式(6-14)と式(6-16)から£s,長sなどは次のように表される｡
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.∂Ⅴ
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上式を用いて要素の仮想内力仕事を考えることにより､要素剛性行列を求めること

ができる｡要素剛性行列の誘導を次節に示す｡

6･3 薄肉断面材の剛性行列

剛性行列は式(6-7)より得られるが､その計算の際､剛性行列の各要素には

1十Z/Roに関する積分が含まれてくる｡ここでは､積分を近似的に行なって剛性行列

を利用に便利な形で求めることにする｡

薄板要素のために式(6-2)の右辺第2項は次のようになる｡

抑dV舶湘･〔朝細+鉦軌(6-18)

ここで､l十Z/Roの要素内変位を無視して平均値1十ZノR｡を用いて､仮想部材変形と

そわに対応する部材力をそわぞれ次のように定義する｡すなわち
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BSl=aEt

6s2=aEsゼ,

(1+器〕･6S3=6Kt

as4+3(l-2∈)8S5=aKsゼ,叶2由〔瑞〕
上式から式(6-18)は次のように表される｡

帥丁伸Ⅴ=享BSi亘iRod甲0
また､応力ーひずみ関係式として次式を用いる｡

〈拒‖(き;),‡悪;‡=ヰこ聴)

(6-19)

(6-20)

(6-21)

ここに､C=Eh/(1-V2)･D=Eh3/12(l-V2)であり､Eはヤング率､Vはポアソン
比､bは板厚である｡

式(6-19)を考慮して式(6-21)の応力ーひずみ関係式を整理すると､次のように

なる｡

(ぎ;)=【kc】〈…●;),
3

4

5

∩
ヽ
U
n
ヽ
U

n
ヽ
∪

■.■■■l一
D

.レ且■llltニ

つ.U

4

5

S

S

S

ここに､[kcl､【kD]の具休的な形は次式のとおりである｡

【kc】=C[:1ん′],【kD】=D

0
0
師

V
ん
"
0

ク～

V

O

ここで､ゼ′=抑･Z./R｡)である｡
また､部材変形昌iは定義から次のようになる｡
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孟1=己｡+ふ鮎/R｡+Z飽いy.坤｡

昌2=CO叫キ2-り十Si叫ふ2一昔l)

孟3=COS¢トSi叫ふ/R｡

軸･自2･三塑(…)一等(叫)/■`

(6-24)

要素の節点変位ベクトルとして巨e‡T=卜王･Wi,8i,V2!W2,02,E｡,叩壬αiを
考える0 そして､部材変形との関係は次のように表される｡

fs巨【a仙‡=

ここに､[ajマトリックスは次のとおりである｡
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(6-26)

卜式が､一変形一変柿間係式である0よって､弾惟剛件行列は次式より得られる｡

3

.Ar

l
h
り

S

S

【
ヽ
-

∫
-
し

只U
′lit
-
1＼

+l-ノ
●

■1

2

∩
＼
∪
ぐ
､
U

rlノーーし＼lft.ノt---ノー

ヘ`

S

〔
ヽ
U

寸-t＼tO

′

-

;
t
＼

ニ

}
●S
lt
T

iSflモ0 t-1･-ノ3

4

-hU

●S

S

n
ヽ
V

∫-･･････し
ヽ

-
.1ノ

=叶理acjT【kcj【ac卜刷刷早世
したがって､要素弾性剛性行列は次式により与えられる｡

国=ra｡】T糊a｡卜【a｡】T回国

(6-27)

(6-28)

幾何剛性行列も同様な手胎で求めることができる｡すなわち､式雄一2)の右辺第

榊iT帥=∬町t十町s十畔･榊s)(1十Z/R｡)R｡fd軸(6-2｡j
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となるが､前のように積分を近似的に行なうことにより式(6-2g)は次のように表

陣)T神Ⅴ=(郎1十6昌2S2+6昌｡S｡十郎4+綽5)R｡d甲｡=∑郎iR｡d甲｡
(6-30)

ここに､6Siはそれぞれ次のように表される｡

6昌1=軋(1十Z./Ro)=(ふ.十y.坤w十(6W.十y.餌)¢

呵晋票=吉(a岬1)(輔
=‡(-Si叫(6V2一項･叫(6V2一明(-S坤2一輝cos¢(頼))
6昌3=叫(1十Z./R｡トsi叫(6αい丘6v)
. 1
6S4=--

β

. 1
6s5=--

ゼ

((や2瑚88--602)十(榊Vl)(白湖)=-;(廟･軸)

〔(叫01･602一言(榊甘1)〕十(榊Vl)〔抽一冊〕〕

-t擁5･8S2昌5)

上式を用いて式(6-30)の∑郎iを叶eIT∑Sl【B誹1とまとめるこ云ができ､要
素の幾何剛性行列を与えることができる｡

6･4 計算手椴

前節で得られた要素弾性剛惟行列および幾何剛性行列を用いて全構造について各

行列を寄せ集めると､次のような剛性方程式が得られる｡

iR′ト∑[a】T†s‡=回目 (6-32)

ここに､‡りは全節点変位(盲i･ふi,叫および‡;｡,壷,ふIからなるが､剛体変位

ー95-



ド｡,ふ｡,占)と独立にするため節点変位のうち適当な3個を任意に規定することがで
きる｡もちろん､その他に対称変形等の拘束条件が付加される場合もある｡3個の

選び方の影響は通常大きくないが､厳格にはもっと合理的な手段を取りたい｡いま､

適宜3自由度を除いて解を得たのち､得られた変位Ⅴ､Wについてこれからいく ら

かの剛体変位巨｡･Wも,α′)を差し引いた

-=J(…いZα′)2ds十∫(…もー叫2ds
(6-33)

を最小とするように条件づけて‡Ⅴも,Wも,α′)を定めるとすれば､次式から容易に
与えられる｡すなわち

謙∫虹ⅤもJds･雄ds=0
∂I

∂wも

∂Ⅰ

∂α′

∫wds-WもJds-α′Jyds=0

∫(vz-Wy)ds-Ⅴも∫zds十WもJyds十α′辟2十Z2)ds=0

したがって､剛休変位卜｡+Ⅴも･W｡十Wも･α･α′‡が定まることになる0
なお､増分変位後の曲率は次のようになる｡

1 1 1

RI Ro+Wo Ro

また､節点座標は

(ト;｡)+¢

y′=y+Ⅴ-Eα, Z′…Z+Ⅴ十yα

(6-34)

(6-35)

(6-36)

として次段に進むことに注意しなければならない｡

荷重ベクトルiR′‡の成分は¢,ふに対応する項のみが0ではない｡図6-3のような
外力下で平衡しているとき､仮想外力仕事を考えると

(P′aE｡･肝8叩十N′抽/R｡)R｡d甲｡ (6-37)

となるが､軸力P'はゼロ､y軸まわりの曲げモ←一メント肝=M+M､Z軸まわりの

曲げむ一メントN′=N十克を用いてiR′)が形成される｡
実際に剛性方程式を解くには､W,ふ,軋Nのうち2個を与えて他を求めること

●
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なるが､(1)W,αを与えてM'､N'を求める､(2)¢,N=0を与えて町ふを

求める､などが最も実用的な問題であろう｡

97



6･5 数値解析例

これまでに述べた解析法を用いて､最初に他の解析結果と比較するため円管の直

線はりについて解析を行ない､次に各種断面形の曲りはりについて解析を行なった｡

Et/(1-V2)=103kgf/mm(9800N/m)､Et3/12(1-V2)=102kgfm(g80Nmm)

6･5･1 薄肉円管の曲げ解析

初期形状を直線はりとしてl/R｡=0とおき解析する｡要素数は36とした｡図6-4に

曲げモーーメントMと曲率1/Rとの関係をそれぞれ E7Tat2とa2/tで無次元化した量

で示した｡また､ChYa11a[81]､Brazier[17]､Reissner【83]らの解析結果も載

CbwaIla

Brazier

Rejssner

Present method

/
/

′′

一′

一′ ､
､

二
∵

∴
二

～

′

0.2 0.ヰ 0.8 0.8 川

aツ川

㌦
買
】
＼
■

図6-4 円管直線はりの曲げモ‥メントと曲率の関係
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せてある｡また､表6-1は各解析法の代表値を比較したものである｡これらの結果

より､Brazier､Reissnerおよび本解析結果はばとんど同じ傾向を示しているが､

Chvallaは大きく異なった傾向を示している｡図6-5は､初曲率1/R｡=0.01の曲り

はりが面内曲げを受ける場合の曲げモーメントと曲率の関係を示したものである｡

図6-6と6-7は､図6-5の点1～3における断面の変形状態と長手･円周方向の応力

分布を示したものである｡断面の偏平化の様子や､そわに伴い応力が変化する様子

表6→1各解析法による代表値の比較

(a2/tR).1Ⅰ Ⅷ/E冗at2)…

Cbwalla【81】 0.806 0.378

Brazier(l‖ 0.4g4 0.329

Reissner【い= 0.435 0.303

Present result 0.504 0.320

01_○

㌔
胃
】
＼
暮

g l.3 l.丁 2.1 2.5 2.9

aケtR
図6-5 円管の曲げモーメントと曲率の関係(1/Ro=0･01j
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図6-6 円管の断面変形図(1/Ro=0.01)
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図6-7 円管の長手･円周方向の応力分布(1/R｡=0.01)

-100-



が示されている｡図6-8～6-10には､初曲率1/R｡=-0.01の曲りはりの解析結果

を示す｡ここで興味あることは､図6-9の断面変形状態において､はじめは面内に

偏平化が進むが､曲率1/R=0の近傍で偏平化の傾向が面外へと変化する｡また､

図6-10の応力分布図において､周方向応力は壁面の曲げによるものが支配的である｡

図6-8 円管の曲げモーメントと曲率の関係(1/R｡=-0.01)

甜 1≠

･
､
･

き 〟

l∧=-0.Ol き
図6-9 円管の断面変形図(1/R｡=-0.01)
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図6-10 円管の長手･円周方向の応力分布(りRo=-0･Ol)
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長手方向応力は膜応力が支配的であり､直線はりの分布形状に近い｡図6-11は､最

大曲げモーメントと初曲率の関係を示したものである｡正の初曲率を持つ曲りはり

は直線はりよりも′トさな曲げモーメントで屈服に至り､負の初曲率をもつ曲りはり

は直線はりよりも大きな曲げモーメントで屈服に至る｡

O

a2/亡R｡

図6-11円管の屈服モーメントの初曲率に対する変化
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6･5･2 薄肉正方形管の曲げ解析

図6-12に示された断面形について数値計算を行なった｡要素数は40とした｡図

6-12に､初曲率1/R｡=0.01の薄肉正方形管の曲げモーメントMと曲率1/Rの関係を

Et t/a2とa2/tで無次元化した量で示してある｡図6-13と6-14は､断面の変形状態

l.t t.】 l.5 l.7 l.0 乙t

■γtR

図6-12 正方形管の曲げモーメントと曲率の関係(1/R｡=0.01)
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＼
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J H 上 l l-岬｢

小｡=0.01

図6-13 正方形管の断面変形図(1/R｡=0.01)
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図と応力分布図である｡長子方向応力は､はじめ膜力が支配的で曲げの効果はわず

かであるが､変形が進むにつれ曲げの効果が入ってくる｡最大応力は､コーナのと

ころに生ずる｡次に､図6-12に示された断面形を300回転させた断面形の曲りはり

疇
l
董

∽
Ⅵ
O
J
l
∽

僧
-
‡

桐2
○
川

■

の
Ⅵ
〇
三
∽

○帥-

21¢

l

川'■●

CircumferentiaI

図6-14 正方形管の長手･円周方向の応力分布(1/Ro=0･01)
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が､初曲率1/Ro=0･01をもつ場合について解析を行なった0 図6-15は､Z軸面内の

曲率増分を与えてy軸･Z軸まわりの曲げモーメントM､Nを求めた結果である｡

図6-16は､その断面変形状態を示す｡

図6-15 正方形管の非対称曲げ(1/Ro=0･01)
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図6-16 正方形管の非対称曲げによる断面の変形(1/R｡=0.01)

ー106-



6･6 まとめ

薄肉任意断面曲りはりの有限曲げの問題を有限要素法によって解析する方法を提

案した｡本章は次のように要約することができる｡

(1) 任意形状断面を有する曲がりはりに対して有限曲げの解析を行なうことを

目的として､利用に便利な形で増分剛性行列を導き､少ない計算労力で実用上十分

な精度での解析が可能となった｡

(2) 面内曲げモーメントを受ける薄肉円管のBrazier効果に対する数値解析を

行ない､Brazier､Reiss皿erと日常allsの解析結果と比較した｡その結果､本解

析結果はBrazierとReiss皿erの結果とよく一致しており､本定式化の妥当性を示

すことができた｡

､

■

1
･
L
-
■
r
1
1
.
'
J
,

(3) 薄肉正方形管の主軸を含む面内での有限曲げおよび断面形を回転させ主軸

と斜交する軸まわりの有限曲げの問題を解析し､本解析法が有効であることを明ら

かにすることができた｡対称断面でも主軸と斜交する軸まわりの有限曲げや非対称

断面における有限曲げについては､ここではじめて明らかにすることができた｡
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第7章 薄肉曲りはりの弾塑性大変形解析[86､87]

前章では､薄肉曲りはりの断面の偏平化による屈服の現象を､有限要素法を用い

た増分の繰り返し手法により解析し検討した｡本章では､前章で示めした解析法の

拡張として､幾何学的非線形性ばかりでなく､材料非線形性をも考慮して解析する

方法について述べる｡

前章でも述べたように､薄肉曲りはりが曲げモーーメントを受けると断面の偏平化

により､同一一一断面の直線はりよりも小さな曲げモーーメントで屈服が起こる｡このよ

うな非線形挙動に対する研究は､有限要素法を用いた手法により解析されているが､

ほとんど円管を対象としたものであり､まだ十分であるとはいえない｡また､弾塑

性問題の解析における増分形式の応力ーひずみ関係式はPrandtl-Reussの関係式を

数値計算に適用しやすい形で示し､広く利用されている【88】｡しかし､等方硬化別

に基づくものであって､塑性の重要な特性であるBauscbinger効果を表現するこ

とができない｡Prager[8g]やZiegler[gO]らは､Bauschinger効果を表現でき

る移動硬化則を提案している｡

ここでは､曲げを受ける薄肉曲りはりについて､幾何学的非線形性と材料非線形

性の両者を考慮した有限要素法による解析法を示す｡解析に用いた材料の構成式ば､

文献[91]で提案された有限増分塑性理論を用いた｡任意の断面形状を有する薄肉曲

りはりをはじめ､対称断面でも主軸と斜交する軸まわりの弾塑性大変形問題などに

適用する｡なお､降伏条件としてはMisesの降伏条件を使用する｡

7･1 仮想什事の原押による増分形剛性方程式

外力回を受けて平衡している場合の仮想仕事の原理は

輔TIRl=写刷‡s‡=紳IE)T伸
ここに､叶)は仮想変位､6i己恒叶‡による仮想ひずみである｡

更に､外力を‡R′‡=‡R‡十†R‡と増分を与えた場合の仮想仕事の原理は

輔T†R′‡=緋‡E′)T帥Ⅴ=伊i(E‡瑚T†i小帥Ⅴ
ひずみと変位の関係は､前章の式(6-3)､(6-4)より

ー108-

(7-1)

(7-2)



6E;=6Ek･6;七=

咋i=【C】叶1･

〔封

/しニ
ーレh

･E

r=｢

′しニ
,h〃且

●Eh､0

◆
_
■
■
■

r∂r▲
只U

.
■
■
■

rl∂
r▲只U

●
｢
J

Oニ

＼

-
一.ノ 〕6ri
†riT【B亜i

(7-3)

いま､全ひずみ増叫)を弾性ひずみ増分巨●81と塑性ひずみ増分Fplの和として表

匡i=‡ごei+iごp) (7-4)

また､弾性ひずみ増分ドe)と応力増分i坤こHooke則を仮定すると次のようになる｡

†ふi=【H悍‡=け=i;卜i珊
ここに､【椚は弾性係数行列である｡

(7-5)

8(r)TiR,i=8{r}T(!][c)T{oidV･y[C]T[H][C]dVi欄ok[Bk]dV(;‡
一印C】T【岬1dV

叶)は任意であることから､次のような増分形の剛性方程式が得られる｡

【【EEHE｡】脚=‡丘‡十‡Q)･‡pi

(7-6)

(7㌧7)

ここに､【EE】は弾性剛性行列､[E｡】は幾何剛性行列､川〉は荷重増分ベクトル､

(Q‡は残差荷重ベクトル､(P〉は塑性による見かけの荷重増分ベクトルである｡こ

わらは､そわぞれ次のように書くことができる｡

【畔抑C】T【州dV

【E小粋k【Bk】dV

†Q)=‡R卜紺C】T伸Ⅴ

‡P)=抑C]T回国dV

(ト8)

ここで､残差荷重ベクトル†Q〉は､前増分ステップまでの計算結果が平衡方程式

(剛性方程式)を完全に満たしていれば0になるはずであるが､一般には､各増分
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ステップで高次項を省略して線形化を行なっているため0とはならない｡このよう

な〈Q〉を導入することによって解の精度の向上をはかることができる｡また､(P〉

は､塑性を考慮したときに出てくる荷重項である｡

計算手腑は､図7-1に示すように増分段階の始めに塑性による見かけの荷重増分

ベクトル(P〉を仮定し､式=㌧7)から節点変位を計算する｡ 次に､各要素について

軒向を求め､さらに各要素内の観測点について‡咋‡可十‡;Iを計算し降伏判

定を行なう｡もし塑性領域に入っていたらi巧を計算し､さらに削を求める0一般
に､この(P〉は始めに仮定した値とは一致しないので､(P)が十分収束するまで上

述の手順を繰り返す｡その後､次段に進む｡この操作を所望の段階まで続ければよ

い｡次段に進んだとき､連立方程式の係数行列を3角化しておけば､繰り返し計算

に時間はほとんどかからない｡

図7㌧1 フローチャー→一ト
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7･2 塑性域での応力増分-ひずみ増分関係

降伏曲面の形が塑性変形の進行に伴ってどのように変化するかを規定する硬化則

には､等方硬化則や移動硬化則があるが､PragerおよびZieglerの移動硬化則は

簡単な方法でバウシンガ効果を表現できる｡

移動硬化別の場合の降伏関数は次式で与えられる｡

r(‡り一回)=k･ (7-9)

ここで､kは降伏応力の大きさを表す｡

この理論では､降伏曲面は硬化による形状の変化がなく､その位置の移動のみを生

ずるとしている｡その移動量を‡αiで表す｡よって‡α巨ま降伏曲面の中心座標である｡

降伏曲面中心の移動量iふ‡はZieglerの移動硬化別にしたがって図7-2に示すよ

うに､降伏曲面中心iα‡と降伏曲面上の応力点†c)を結ぶ方向に移動させるものとす

障い〈帖‡α‡)･ド〉0 (7-10)

いま､応力点が降伏曲面内にあり弾性状態のときには､rくkである｡応力点が､

降伏点に達していれば､r=kとなる｡この状態において､dr〉0である場合､荷重負

荷状態にあり､塑性ひずみ､ひずみ硬化が引き起こされる｡dr=0であれば中立状態

にあり､同一降伏曲面上に応力点が存在し､drく0であれば除荷状態であり､ひずみ

硬化は生じない｡

塑性ひずみ増分は､流れ別によって降伏関数fを塑性ポテンシャルとすることに

より

‡咋〈か
入≧0
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図7-3 線形硬化モデル



硬化則としては､応力増分何の降伏曲面に垂直な方向成分を‡呵とし､硬化
係数をCとして､次のように与えられる｡

†かi=雄p) (7-12)

ここでは､図ト3に示すような硬化モデルを考え塑性変形中Cは一一定であるとする｡

また､回｣呵は降伏曲面の応力点‡ロ1での接平面上になければならないから

∂r/頼)と直交するので､次式が与えられる｡

i‡両川一息=0
(7-13)

これらの関係式から塑性ひずみ増分i叶降伏曲面中心の移動量‡ふ1などを求める｡
いま､弾性領域内のある応力点†可から塑性域の点‡c′)まで変化する場合を考え

る0そのとき､図7-4に示すようにic★けら降伏曲面上の応力点‡c‡までは弾性変
形し､lロ‡から‡c′1間ではZieglerの移動硬化別により曲面を移動させながら塑性

変形をすることとする0したがって､降伏曲面の中心の移動量(ふiは､次のように

向=‡ロ′卜!げトド‖ロト回! (7--4)

一方､弾性領域内の応力点‡口車)らi;1だけ弾性変形した場合の応力を‡巧とし､
それから塑性変形分を減じた応力を‡ロ′′′)とする0すなわち

†c′′′‡=i可-【畔p‡,i可=ic★1+【Ⅲ膵i

図7-4 移動硬化論
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式(7-14)から得られるic′‡と式(7-15)で得られる‡可が同一面上にあるという条

条によってト′l=恒iとなるまで反復計算を行ないi可,‡巧車)を求める｡

式(7-14)におけるいは､応力増分lふ)を生じた応力点が引き続き降伏曲面上にと
どまっていることを考え､式=㌧11巨-｢ト14)を整理するすることにより得られる｡

(7-16)

また､式(7-11)における入は､式(7-13)に式(7-12)と式(7-4)を代入し､さら

に式(7-11)と式(7-15)を代入し整理すると､次のように得られる｡

入 =
‡封‖叶州
(紬囁･甜c(詰)

(7-17)

回･‡;1が与えられれば式(7-15)より‡可を求め､‡c‡を仮定して式(7-17)と

式(7~16)より入,いを求め､‡ロ′1を求める｡次にIc′‡を通るr上の‡c‡を求め､仮

定したlりと比較して収束するまで繰り返す(図7-5)｡‡clを仮定する場合､‡可

と(α‡を結ぶ線上でとる0また､式(7-17)から分かるように硬化係数Cが小さくな
っても入が発散することなく安定な値が得られる｡
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し空竺〕
図ト5 解法アルゴリズム
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7･3 数値解析例

前節までに述べた手法を用いて､曲げを受ける薄肉曲がりはりの弾塑性大変形問

題の解析を行なった｡計算に使用した材料定数は､次のとおりである｡

ヤング率E=68.6GPa,ポアソン比 V =0.3, 降伏応力 00=245MPa

7･3･1 薄肉円管の弾塑性曲げ解析

半径a=10m山,板厚t=1=の円形断面の円管を対象とし､対称性より下半分を

30要素に分割して解析した｡降伏判定は､各要素を板厚方向に10層に分割し各層の

中央点で行ない､塑性ひずみは各層内で一定とした｡図ト6は､初曲率1/Ro=0.01

の曲りはりにおいて硬化係数を変化させたときの曲げモーメントと曲率の関係を示

t･0 l.t l.2 l.さ l.1 l.5 1.¢ l.7 l.8

■ソtR

図7-6 硬化係数の影響
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したものである｡それぞれ､E¶at2とa2/tで無次元化している｡C/E=0は

C/E=0･05に対して最大曲げモーメントで約24%減少している｡また､C/E=0.05

で大変形を考慮しない場合の弾塑性解析(【E｡ト0)の結果も細線で示してあるが､
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cn=(叫a,Ⅰ:断面二次モーメント
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最大曲げモーメントで約1%弾塑性解析結果の方が大きくなっている｡図7-7と7-8

は､硬化係数C/E=0.05の場合の断面の変形状態と長手･円周方向の応力分布を示

したものである｡応力分布の状態を表すために応力係数という同一断面形の直線は

㍗軋
図ト9 塑性域の進展状況(1/R｡=0.01)
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りに生ずる最大応力で無次元化した量を用いる｡最大応力はB点の近傍で生じ､塑

性化につれて応力係数は増加していく｡この傾向は円周方向で特に顕著である｡図

7-9は､塑性域の進展の様子を示したものである｡内外表面より進んできた塑性域

が､垂直軸と約450の近傍で合流し周方向に広がっていく｡図7-10は､最大曲げモ

ーメントと初曲率の関係を示したものである｡負の初曲率をもった曲りはりは､正

の初曲率をもった曲りはりより大きな曲げモーメントで屈服に至る｡前章の図6-11

には､塑性を考慮しない場合の最大曲げモーメントと初曲率の関係を示してあるが､

塑性の効果を入れた場合には､いずれの初曲率においても約1/4の最大曲げモーメ

ントで屈服に至ることがわかる｡

O

a2/亡R｡

図7-10 円管の屈服モーメントの初曲率に対する変化
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7･3･2 薄肉正方形管の弾塑作曲げ解析

一辺の長さ2a=20mⅢ､板厚t=1Ⅲ皿の正方形管について解析を行なった｡要素

数は40とした｡図7-ilに､初曲率りR｡=0.Olの場合の曲げモーメントと曲率の関

係をEIt/a2とa2/tで無次元化した量で示したものである｡図7-12と図ト13に､断

面の変形状態と応力分布図を示す｡応力分布は円管の場合と同様､同一断面形の直

0.9 1.3 1.7 2.1

aリtR

図7-11正方形管の曲げモーメントと曲率
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線はりの最大応力(cn)で無次元化した応力係数で示してある｡長手方向応力は､

膜力が支配的で変形が進むにつれて曲げの効果が入ってくる｡図7-14と7-15には､

断面形を300回転させた曲がりはりが初曲率1/R｡=0,01をもつ場合の曲げモーメン

トと曲率の関係および断面の変形状態を示す｡
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正方形管の長手･円周方向の応力係数(ホⅡ)の分布(1/R｡=0.01)
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図7-14 正方形管の非対称曲げ(1/Ro=0.01)
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7･4 まとめ

前章において示した薄肉曲りはりの有限曲げの拡張として､幾何学的非線形性と

材料非線形性の両者を考慮した有限要素法による解析法を示した｡本章の内容は以

下のようにまとめることができる｡

(1) 任意断面形を有する薄肉曲りはりが曲げを受ける場合の弾塑性大変形問題

を有限要素法を用いて解析する方法を示した｡少ない計算労力で実用上十分な精度

で解析を行なうことができた｡

(2) 数値解析例として､曲げを受ける薄肉円管および正方形管の弾塑性解析を

行なった｡薄肉円管の曲げについては､内部に生ずる応力の分布および塑性域の進

展の様子を明らかにすることができた｡また､硬化係数の影響についても明らかに

することができた｡正方形管についても､内部の応力分布などを明らかにすること

ができた｡

(3) 材料構成式として､Prager-Zieglerモデルを採用して数値解析を行ない､

実用性､有用性を明らかにすることができた｡
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第8童 結 論

構造物の設計に際して考慮される主な条件は､構造物の2つの特性､いわゆる､

構造の強度と構造の剛性に関するものである｡今日､これら2つの特性は詳細な構

造解析によって求められている｡有限要素法や境界要素法による構造解析法は､は

り理論や平板理論に基づいて定式化されている｡しかし､Bernoul=トEulerの仮

定に基づくはり理論やEircbborrの仮定に基づく薄板理論では､せん断変形の効果

が含まれておらず､構造解析に適用する場合問題となることがある｡そこで､本研

究では､せん断変形を考慮したはり理論および平板理論に基づく有限要素法の定式

化を行ない､これを各種問題に応用した｡さらに､Brazier効果として知られてい

る､断面の変形による剛性の低下の問題についても考え､任意の断面形をもつ曲り

はりの有限曲げを解析するための実用的な手法を示した｡以下に､本研究において

明かとなった点をまとめ､本論文の結論とする｡

第1章では､はりおよび平板理論の歴史的背景について触れ､その問題点につい

て考えた｡さらに､構造解析において盛んに行なわれている離散化モデルを対象と

した数値解析法の中でも特に広く利用されている有限要素法と境界要素法について

概観し､最後に本研究の内容について述べた｡

第2章では､せん断変形を考慮したはり理論を､断面不変の基本的仮定を出発点

として理論を展開した｡第2章の内容は以下のように要約することができる｡

(1) はり理論の最大の特徴は､いわゆる→次元の棒理論であり簡単にその解が

得られることである｡しかるに第2章で提案したせん断変形理論では､その意味に

おいてはり理論の特徴を損なうことなく､理論の展開ができた｡

(2) 本理論の適用にあたって断面の幾何学量を有限要素法､境界要素法によっ

て簡単に計算できる｡特に境界要素法による解法では､断面の境界のみで扱うこと

ができ合理的な解析ができる｡また､せん断中心の定義が明確になった｡半円断面

はりを対象としてそのせん断中心を解析的に求めたが､断面内無応力の仮定に基づ

いて求める場合のような補正が不必要であり､簡単な計算でせん断中心を求めるこ

とができた｡
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(3) せん断変形を考慮した立体骨組要素の剛性行列を求めることができた｡こ

れは､曲げ変形のみを考える通常の表現を補正する形で与えられるが､これまでは

平面骨組要素の場合だけが得られていた｡例題として､薄肉箱形断面はりおよび矩

形断面はりの曲げ問題を解析し､Timos血enkoやCowperらの結果と比較して､その

精度を検討し､この定式化の妥当性を示すことができた｡

(4) ポアソン方程式を境界要素法によって解く場合､一般には面積積分の項が

含まれてくる｡そのため､解析領域を有限要素に分割しなけわばならないが､ここ

で示したように､ポアソン方程式を満足する特解を見い出すことができれば､面積

積分をすることなくラプラス方程式の解析プログラムを用いて容易に解くことがで

きる｡

(5) 動的問題への応用例として片持ちはりの自由振動問題を解析し､せん断変

形の影響を明らかにすることができた｡ここで用いた集中質量行列の有用性を示す

ことができた｡

第3章では､せん断変形を考慮した曲げねじり理論について述べた｡第3章はつ

ぎのようにまとめることができる｡

(6) 第3章の前半において､せん断変形をほぼ完全に取り入れたはり理論を得

ることができた｡これは一応､曲げ変形とせん断変形を分離した形で次のように書

かゎた｡

びよお}
MY▲M=ノlLしl

一
E

ニ
d牛‡ d2‡1)
【L】7㌻-【G】て㌻=lp)

(p〉 は分布荷重およびモーメント

(7) 第3章の後半において､せん断変形を考慮した曲げねじり要素の剛性行列

を提案し､数値解析例により､その有効性を検証した｡

(8) ここでは限られた問題への適用例を示したにすぎないが､薄肉箱形断面は

りおよび矩形断面はりの最大たわみはCovperの理論解とよく一致した値を示してい
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る｡また､直応力分布図に於ては三次元せん断変形解析結果ともよく一致している｡

さらに､片持ちはりの固定端付近などの直応力分布に顕著にSbear-1ag効果が現わ

れている｡本解析法は､はり理論を保持したうえでSbea巨1ag解析が可能であるこ

とを示すことができた｡

第4章では､非適合要素を基礎として､Mi皿dlinの平板理論を用いた三角形板曲

げ要素モデルを提案し､いくつかの解析例を示した｡第4章はつぎのように要約す

ることができる｡

(9) これまでに提案されているせん断変形を考慮した板曲げ要素においては､

節点変位パラメータのほかに､内部節点をとり対応する形状関数を考えて剛性行列

において消去するということがなされているが､ここで提案したせん断変形を考慮

した三角形板曲げ要素の定式化は､これまでに提案された要素に比べ労力的な面な

どで効率的である｡また､少ない要素分割数でも､実用上十分な精度の解が得られ

た｡

(10) これまでに提案されているMindiin理論に基づく板曲げ要素は厚板は十分

に扱えるが､板厚が次第に′トさくなるにつれて板の剛性を過大に評価する傾向があ

る｡本論文で提案したⅧ=ndlinの理論に基づく三角形板曲げ要素においては､等万

作平板の数値解析例からも分かるように､薄板､厚板の別を問わずせん断剛性の広

い範囲にわたって､剛性を過大に評価することなく良好な結果が得られた｡

(11) 異方性平板および異方性表面板と異方性芯材を持つサンドイッチ平板の曲

げ問題に､椚ndii皿理論に基づく三角形板曲ぼ要素を適用して解析を行ない､本解

析法がこのような問題にも有効であることを数値計算例により示すことができた｡

第5章では､せん断変形を考慮した平板の三角形板曲げ要素を用いて､等方性お

よび異方性平板の自由振動特性とフラッタ特性について解析した｡その内容をまと

めると以下のようである｡

(12) 等方性平板の固有振動数を求め､これを三次元弾惟理論によって求められ

た厳密解と比較し､精度の良い結果を得ることができた｡また､片持ち異方性平板
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の固有振動解析を行い､bybrid応力法に基づく有限要素解析の結果と比較した｡両

者はよく一致し､本方法の有効性を示すことができた｡

(13) フラッタ解析においてモード解析法に基づく定式化を行い､等方性および

異方性平板のパネルフラッ タ問題を考えた｡等方性平板におけるフラッタ限界値を

求め､正規モード数が解に及ばす影響を調べた｡その結果､少ない正規モード数で

実用上十分な精度の解が得られることがわかった｡異方性平板の弾性主軸方向の変

化によるフラッタ動庄パラメータの変化を､hybrid応力法に基づく有限要素モデル

による解と比較した｡その結果､一部を除き両者はよく一致し､定式化の妥当性を

示すことができた｡

第6章では､薄肉任意断面曲りはりの有限曲げの問題を有限要素法によって解析

する方法を提案した｡第6章は次のように要約することができる｡

(14) 任意形状断面を有する曲がりはりに対して有限曲げの解析を行なうことを

目的として､利用に便利な形で増分剛性行列を導き､少ない計算労力で実用上十分

な精度での解析が可能となった｡

(15) 面内曲げモーメントを受ける薄肉円管のBraヱier効果に対する数値解析を

行ない､Brazier､ReissnerとChYallsの解析結果と比較した｡その結果､本解

析結果はBrazierとReissnerの結果とよく一致しており､本解析法の有効性を明

らかにすることができた｡

(16) 薄肉正方形管の主軸を含む面内での有限曲げおよび断面形を回転させ主軸

と斜交する軸まわりの有限曲げの問題を解析し､本解析法が有効であることを明ら

かにすることができた｡対称断面でも主軸と斜交する軸まわりの有限曲げや非対称

断面における有限曲げについては､ここではじめて明らかにすることができた｡

第7章では､前章において示した薄肉曲りはりの有限曲げの拡張として､幾何学

的非線形性と材料非線形性の両者を考慮した有限要素法による解析法を示した｡第

7章の内容は以下のようにまとめることができる｡
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(17) 任意断面形を有する薄肉曲りはりが曲げを受ける場合の弾塑性大変形問題

を有限要素法を用いて解析する方法を示した｡少ない計算労力で実用上十分な精度

で解析を行なうことができた｡

(18) 数値解析例として､曲げを受ける薄肉円管および正方形管の弾塑性解析を

行なった｡薄肉円管の曲げについては､内部に生ずる応力の分布および塑性域の進

展の様子を明らかにすることができた｡また､硬化係数の影響についても明らかに

することができた｡正方形管についても､内部の応力分布などを明らかにすること

ができた｡

(19) 材料構成式として､Prager-Zieglerモデルを採用し数値解析を行ない､

その有用性を明らかにすることができた｡
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