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はじめに

孜々の目的は悪条件線形方程式A;r=bを解くことにある,通常,悪条件方程式とは,右辺のデータベク

トルゎに微小な摂愚沌△を加えたとき,解才の変化才△が大きくなる恐れのある方程式を指す.作用素月の

悪条件性はIIA…FATLtを用いて定量的に表される.ここでA†はMoore,Penroseの一般逆作用素を指す･非

退化核を持つ第1種フレドホルム積分方程式

王あ∬(β,t)/(t)df=ダ(ざ),ざmi｡≦β≦βmax

は悪条件線形方程式の典型的な例である.

悪条件線形方程式の数値解法として,Tikbonovの方法に代表される正則化法が挙げられる.一般に正則

化法は､ノイズに敏感な高周波成分を制御する方法であると言える.Tikl10nOVの正則化法はこれを正則化

パラメータにより行なう.したがって,Tikbonovの正則化法を用いるときの本質的な問題は正則化パラメー

タの選択にある.

正則化バラメータの選択法としては,V.A.Morozovにより提案された相変原理(DiscrepanCyPrinciple,

【24】)と,G.Wahba･により提案された一般化交差検証法(GeneralizedCross-Validation,略してGCV法と

呼ぼれている【34"が有名である.

相変原理は,計算結果の質と,入力データの質を一致させることを基礎としている.ここで,入力データ

の質はノイズレづルを,計算結果の質は残差ノルムを指す.これにより,事前にノイズレベルの上界が判っ

ていればある意味において最良となる正則化パラメータを選択することができる.しかし,一般にノイズレ

ベルは事前には不明である.

GCV法の基本的な考え方は.与えられたデータ点の一部を取り除き,残りのデータ点を使って解を求め､

それが取り除かれた部分を良く推定するようにパラメータを決定することにある.しかし,この手法は悪条

件線形方程式の特殊性を考慮していないため,その有効性は以前より指摘されている【3甘

最近,P.C.Hansenにより"L-カpプによる最適正則化督,が提唱された【153.L-カープとはTikhono､･

の正則化法による近似解のノルムを縦軸に､その残差ノルムを横軸に取り,正則化パラメータを動かすこと

により得られる図を指す.名前の由来は文字通りL字型のカープとなることにある,また,このカープがL

字型となるのは悪条件線形方程式の場合に限る.

Tikbonovの正則化法を適用するとき,近似解のノルムもしくは残差ノルムが大きくなるような正則化パ

ラメータを選択することは明らかに不都合である.この2つの量の中庸となるような正則化パラメータを

選択するべきであると考えられる.この着想を具現化したものがL-カープである.L-カープはその中程に

コーナーを持つ.そのコーナーを表現する正則化パラメータを選択せよというのがEansenの主張である.

しかし,L-カープはコーナー付近では正則化パラメータの動きに対してカープの動きが橿立削こ鈍くなる･

そのためEansenの主張する方法では正則化パラメータの選定は困難である.そこで我々は,正則化パラ

メータの選定基準として"L-カープの曲率"を用い,これが最大となる正則化パラメータを選択する方法を

提案した【16】,【19〕.しカープの曲率は行列の特異債分解を用いると正則化パラメータの関数として陽に表す

ことができる.そして,我々の手法の有効性は数値実験により実証された.

また,Morozovは,事前にノイズレベルを推定できれば,相変原理の意味において最適となる正則化パラ

メータを選択できることを示した.これより,統計的な立場からこの間靂へのアプローチも考えられる.も

し,統計的な手法を用いることによりノイズレベルを事前に推定することができるならば,桶変原理の意

味での最適の近似解が得られると考えられる.

ここで我々が用いた方法は,データ平滑化法として有効であると言われているAIC最づイヒ推定法(Minimum

AICEstimation,略してMAICE法と呼ばれている【27〕)と相変原理を組み合わせたMAICE-DP法である
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抑なお,AICとは,現実に観測されるデータを用いて紛的モデルの適切さを和するために赤池弘次

により導入された統計量であって,次式のように定義される【2〕･

AIC=-2×1n(尤度の最大値)+2×(自由なパラメータ数).

パラメータ数は観測者が主朝聞い経験的に決めるのが普通であるが,情報量AICを最小とするモデルを最

良として採用する方法を用いると-これを機械朗に削ることができる･このAICは情報量親準の推定値

MAICE-DP法はlまずノイズを含ん7?f一夕より回帰多項式とAICを用いてノイズレベルを推定し,そ

れを相変原理に適用することにより正則化パラメータを決定する方法である･この方法はノイズレベルの

推定がうまく行なわれればかなり精度の良い正則化パラメータが得られるであろうと期待された･しかし,

MAICE朋法は正則化パラメータ選定において,数値的に不安定な非線形方程式を解かなければならな

いことがわかった･この非線形方程式はMAICE法の許容誤差限界にですら敏感に航してしまう.また.

MAICE-DP法はあくまでも相変原理の意味での最適の正則イヒパラメータを得ることを目的としているた

め,相変原理が破毒せきたすような場合は無意味なものとなる■我々の行なった数値実験より,データ点と解

の近似に用いる基底関数の個数がかけ離れているような場合は相変原理の意味での最適の正則化パラメー

タでは誤差が最小とはならないことが判明した･これは,データ点が100個でdの実質翫階数が30程度

の場合でも100個の基底関数を用いて解を近似しなければならないことを意味する･これは言憎量の点か

ら見ても無駄である･しかし,L-カづの曲率による最適正則化法ではこのような場合でも30個前後の基

底関数で高精度の近似師得られた･これ宣り,悪条件線形方程式の正則化パラメータ選定法としてはL._

カーブの曲宰による方法を用いるべきである

Tikbol-0､･の正則化法とは別に･解空間を制限することにより高周波成分を射捨てる正則化成も存在す

る･通常､解空間ならびげ一夕ベクトル空間の基底として→竹野素月の右,左特異ベクトルを用いる,そ

して･データベクトルむの左特異ベクトルによるフーリエ係数とJ4の特異催との郁を報することによ

り｣韓空間の次元を決定する･我々はその空間において最良となる近似解を打ち切り最小2乗最小ノルム解

我々の行なった数倍実験では,特異債分齢よる打ち切り最小2乗最小ノルム解は濾条件線形方程式に

対して良好な結果を示した･しかし牒異債分解は直射ではないので,計算量が多いという欠点がある.

また,無駄な計算を伴っている･これに対して琵々甘ピポッティング付修正グラム･シュミット法による

QR分解を3回行なうことにより得られる月の分解

による打ち切り最小2乗最小ノルム解を∴悪条件線形方程式の馳解として用いることを提案した【18j.こ

こで,払Vは列正規直交行列卜斤は悪条件でない上三角行軋βは対角行列である.

上の分解憬ピポッティングの効果により効率的に行なうことができる･また､これにより得られる打ち切

り最小2乗最小ノルム解は,特異債分齢よる打ち切り最小2乗最小ノルム解と同程度の近似解であるこ

とが数倍実験により検証された,

本論文は以下のような構成になっている.

第1章では,不適切問題を定義し1その中で我々が問題としている悪条件線形方程式を導出し,その数学

的な意味付けを関数空間上の最小2乗最小ノルム問題の立場から記述する･第2章では,正靴法の収証

明,収速度などをデータにノイズが含まれている場合と含まれていない場合に分けて紹介する.同様に,

代表的な正則化法であるT･ikhonovの正則化法についても考察する･第繕では牒存の正則化パラメータ

選択法であるMorozovの相変原理などを説凱･さらに,我々の主張であるしカづの曲率による最駈
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則化法について言及する.また,統計的立場からの最適正則化法についての考察もこの章で行なう.第4章

では,打ち切り最小2乗最小ノルム解を定義し､特異債分解による打ち切り最小2乗最小ノルム解と,我々

が提案した直接法による打ち切り最小2乗最小ノルム解が悪条件線形方程式に対して同程度の有効性を持

つことを数値実験により検証する.最後に,直接法により打ち切り最小2乗最小ノルム解を求めるプログラ

ムを付録として掲載する.
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第1章

悪条件線形方程式

最近,諸分野において逆問題が脚光を浴びている.逆問題とは,観測された現象からその原因あるいは現

象を成立させている内部横棒を決定する問題である∴曙関題と比べると逆問題は格段の難しさを持ってい

る･すなわち.順問題においては､通常適当な関数空間の中に与えられたデータに対して像が別の関数空琵

の中に一意に存在し､その.対応が連続的になる,これに対し.逆問題においては与えられたデータに対して

解が一意に決まらないことがある.また1一意的に決まる場合でも,データの微小な摂動に対して解が不安

定な振る舞いをすることも多い.1.1筋で述べるように.J.鮎danlardはこのような間置を不適切間置と名

付けた.不適切問題は長い間.物理的に意味のない問題として,物理数学の対象から除外されてきた.しか

し,こうしたものも今では一般的な意味で適切な問題であることがわかったり､解の中で最も合理的と思わ

れるものを選択し,数値計算によって実際にそれを求めることができるようになってきたりしている.

この章では1先ず不適切問題の定義を与える.そして.代表的な不適切問題である第1覆フレドホルム積

分方程式の性質を例をあげて説明する.多くの線形不適切問題は､悪条件線形方程式に帰着する.1.4節では

悪条件線形方程式の解析の有効な手段である特異債分解を準備する.また,悪条件線形方程式の最小2乗最

小ノルム問題の問題点もこの節で指摘する.

1.1 不適切問題とは

悪条件線形方程式は,線形不適切問題(iinearill-pOSedproblem)より導かれる,間違の適切性(well-

posedness)はJ.Ba･dama･rdにより最初に定式化された.問題が適切であるとは,次の3つの条件を満たし
ていることである.

(1)解が存在する.

(2)解が一意である.

(3)問題が安定である.

これらを数学的に定式化すると次のようになる.ダ,Gを完備な距離空阻d汁,･)､d｡(▲,･)をr,Gでの臣阻

rをダからCへの作用素.p(r).先rr)をそれぞれrの定義晩値域とする.方程式rJ=タ,g∈Cの解

J∈ダを求める問題において､

(1')兄(r)=G.

(2')んム∈p(r)に対し､r/1=r/コならば,/1=J2.
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(3,)任意のど>0に対して,∂=∂(亡)>0が存在して,dG(rんrム)<∂ならばdr(んム)<ごとなる･

(1,),(2,)の条件はrの逆作用素r-1の存在を表す.(3,)はr-1の連続性を意味する.不適切問題とは,適切

でない問題を持す.

多くの不適切問題は第1種フレドホルム積分方程式

､/,
〟(5,f)/(t)df=タ(き), β∈J｡ (1.1)

に帰着する.ここで,〟は積分核である.

上の第1種フレドホルム積分方程式について､適切性の3つの条件を考察しよう.もし!∬が連続で,Jが

可積分であれば,gもまた連続となる.そのため,タとして不連続な関数を与えると,上式の方程式を満たす

ような可積分関数Jは存在しない.これより,第1種フレドホルム積分方程式は､可積分関数ダに対し,解の

存在すら明らかでない方程式であると言える.

解の一意性が明らかではない例として,方程式

上
T

5Sil~1け(f埴=5

が挙げられる.積分核は人■(ざ､り=SSiIlfである.この方柱式を満たす解はJ(f)=り2である.しかし,

榊)=三十Sin7-frr～･=L2･･

も解となる.

次に,最も重要な要素である安定性について検証する.今､Å卜,･)を任意の2乗可積分な関数とする.こ

のとき,リーマン･ルベーグの定理より.

J
r

ノ亡(£､りsi主用fd才一01 い1-→･Cに･)

が成り立つ.これより,れを十分大きくとれば,

き(β)=ダ(5)+C J万Å(5,f)sin-一価

は,g(β)に僅かに摂動を加えたデータであると言える.しかしフ もしCを大きくとれば,積分方程式

∬頃β刃J(りdf=き(ざ)の解J(り+Csinmfは､J(りとは著しく異なる関数となる･これほ,第1檻フ
レドホルム積分方程式の不安定性を示す典型的な例である.

1.2 不適切問題の例

不適切問題は数学,工学を問わず,さまざまな分野で現れる.それらの多くは第1種フレドホルム積分方

程式として定式化される.いくつかの例として,以下のものが挙げられる.

1.逆ラプラス変換

2･計算機トモグ.ラフイー(CT:ComputedTomography)

3.解析関数の解析接続

4.画像処理



5.逆熱伝導方程式

これらの中で,逆熱伝導方程式を取り上げ,第1種フレドホルム積分方程式に定式化してみよう【28】.方

程式系

∂u ∂21上

房 鮎2,
(0<才<訂,0<t<∞)

Ulヒ0
=

む0(ェ),(0<g<訂)
叫∬=訂= 可に0=0,(0<t<∞)

(1.2)

を考える･以下,領域nに対しC憫(n)は口上m回速読微分可能な関数全体,C,れ(白)はC"-(n)の元でm回

までの徽係数が白上に連続的に拡張される関数全体を表し,G(白､)は境界で0となるC(白)の元全体を示す

ことにする.

この方程式系において初期値む0∈C｡【0,打】が未知量であり,時亥山=1における温度分布

g(ご)=可ヒ1,(0<ヱ<訂)

が既知量であったとしよう･フーリエ版数を用いれば,■方程式(1.2)の解む(ご,り∈CO(【0,訂〕×【0フ∞))n

C2"0,訂】×(0,∞))は

む(ヱ,f)=∑帰一れコ‡sinnご
と展開できる.ただし

αn=‡王r
はフーリエ係数である.したがって,この問題亮

Uo(ご)sin†lエ(k

人･(ご,y)=…皇仁一れ2sinm=京=沌
を積分核とする第1檻フレドホルム碇分方程式

〟(ご,y)uo(y)dぎ=ダ(r)

に帰着できる.

1.3
一般逆作用素

今(pi),†や一ノi)をそれぞれエコ(り､上2(りの任意の完全正親直交基底とする.積分核∬(ぶ,f)∈エ2(ム×り
は

坤,り=∑∑叫柚)均(f) (1･3)

と表すことができる.もし,上武の右辺の赦数が有限級数ならば∬は退化核であるという.そうでないと

き,∬は非退化核であるという【6】.

ここで,

叫=拍(£)Jt榊)榊)dざ
もi= ¢i(β)タ(ざ)d5

8

を左j成分とする行列をム.

(1･4)



を第f成分とするベクトルをぁとすると,第1種フレドホルム積分方程式(1.1)は,点列空間f2上で定義さ

れた線形方程式

A諾=b (1.5)

に変換することができる,このとき,解ベクトル正の要素は,解関数Jのiやバによるフーリエ係数となる.

また,〝が退化核であるとき,Aが有限次元行列となるのは定義より明らかである.以下AはJ2からJ2への

有昇級形作用素とする.

先ず,方程式(1.5)の最小2乗問急について考察する.A諾=ぁの最小2乗解富｡は次の定理により特敬付

けられる.なお,石は集合6の閉包を意味する.

定理1･3･1【8】AをJ2からJ2への有界線形作用晃PをJ｡から可不への直交射影とする.このとき,豆｡∈J｡
に対して,次の3条件は同値である.

(i)A吉｡=Pむ

(ii)任意の諾∈引こ対して誹A雷｡一柚≦I!A2一叫l

(iii)AγA雷｡=Aγむ

【証明]先ず(i)から(ii)を示す.ピタゴラスの定理とPわーむ∈両市⊥より,任意の諾∈J2について

冊正一軒 =ltA正一Pbl!2+=Pムー矧2

=l卜4才一P叫t2+l‡A雷｡-bl…2

≧‡け軋一帖2

が成り立つ

次に,(ii)から(iii)を示す.pむ∈両ゆえ,1imn血,～=Pゎなる列(才n)⊂J2が存在し,仮定より

伸一P叫壬2=1im=む-A正nl!2≧伸一A吉｡1l2

がいえる.これより,

相子(.一軒 = 榊言く.-J叫…コ+=Pむ一軒

≧l暮A富｡一戸鞘2+牌-A富｡l!2

となり,A富｡=ダムが示される.ゆえに,

A言｡-わ=fもーむ∈両市⊥=叫Ar)

となるから,AT(A言｡-b)=0,つまり,(iii)が示せた.

最後に(iii)から(i)を示す.今,ArA言｡=｣rむであるからA言¢-む∈両市⊥である.これより,

P(A吉｡-も)=A吉｡一戸あ=0

となる.I

与えられたむ∈J2に対し,上の条件(iト(iii)を満たすべクトノ掠｡全体を恥と書くことにすれⅠ■ぎ,次の定理

が得られる.

定理1.3.2【28】
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(1)屯⊂J2は閉凸集合である.

(2)次の3条件は同値である.

)

､)

●l

)

･
-
▲

･l

●
l
-

･
■
･
t
一

_l

(

(

(

¢≠Lロ一駐

Pb∈兄(一4).

む∈兄(A)+兄(A)⊥.

これより,Cb≠¢ならば,方程式血=むの最小2乗最小ノルム問題

inf川正l巨〇∈¢bi

に一意解が存在することがわかる.しかし,兄(A)が閉部分空間でないならば,Pむ¢兄(A)なるむ∈J2が存

在する.このようなゎに対しては上の最小2乗最小ノルム問題は解を持たない.線形方程式A諾=ぁの最

小2乗最小ノルム解諾｡は,次に定義する一般逆作用素により表される.

定義1･3･1作用素｣はJ2からJ2への有界線形作用素沌∈p(一4†)=兄(一郎+兄(郵⊥,諾｡を方程式血=Ⅰ}

の最小2乗最小ノルム解とする.このとき‥ATむ=諾｡で定義される作用素.4†を月の一般道作用素という.

一般道作用素.4†の性質を以下に述べる.先ず∵R(.4)が閉部分空間であるとき､_4†ほ有昇級形作用素と

なることを示す.そのために二つの補蓬を与える.

補毘1･3･1国｣は/コからJ｡への有昇級形作用素.兄(.4)は閉部分空間とする.このとき､任意のど∈人てA)⊥

に対して

t‡一4拙≧珊瑚

なるC>0が存在する.

r証明〕作用素叫〟射⊥を■4の勅4)⊥への制限とすると､⊥4l血)⊥は完備な空間〟り-㍉､ら完備な空間

兄(A)へのL対1な上への写像となるから,(Ai血)⊥)~1は有界線形作用素となる･ここで

C=

とおくと,任意の許∈〟て一4)⊥-(0)について

豊>

Ii(一札佃⊥)~1き!

l刷ペA)⊥)~1ii
br ∀ヱ∈叫.′4)⊥一裾

であることからこの補選が得られる.ただし,作用素月のノルム=利は

1卜4‖皇s慧一倍
により定義される.I

補毘1.3.2【8コ上の補選と同様の仮定の下でっ

兄(d†)=先(Ar)=又(A†A.)

である.

10



r証明】先ず,又(A†)=又(Ar)を示す.又(AT)=ペA)⊥より､任意のむ∈p(Aりについて,A†む∈.叫A)⊥

を示せばよい.今,A†むは二つのベクトル叫∈叫A)⊥,u｡∈〟い)を用いて

A†む=叫+u2∈〃湖⊥十項A)

と表されると仮定する.このとき叫は

.毎1=A(町+視2)=AA†b=ダム

であるから,方程式A諾=ぁの最小2乗解となる.ここで,PはJ2から兄(A)への直交射影である.そして､

む2≠0とすると,

=輿!‡2<=町+刊･21!2=l‡新畔

となり,A†ゎがノルム最小の最小2乗解であることと矛盾する.これより,u2=0､つまり,A†む=ul∈

〟い)⊥が示せた.

次に逆を示す.任意の別∈項一4)⊥に対し､b=.4≠とする.ベクトルuが方程式A訂=ぁの最小2乗最

小ノルム解であること,つまり,耶.=.4†むを示せばよい.ベクトル祝がA諾=ぁの最小2乗解であることほ

.41J.=P-4t一=Pむ

より明らかである.ここで.1,をそれ以外の任意の最小2乗解とすると.

Al?=Pむ=J41J.

より有≡も【--･γ∈人1-4)となる.これより,

=一冊=輝㌦+牌l;2≧l毒叫!プ

であるから,祝は一4J=わの最小2乗最小ノルム解となる.

また,任意のむ∈ブコについて,

月†む=.4†邦∈兄(A†_4)

となるから∵R(A†)=兄(月†一4)が示せた.1

定理1･3.3【8jAをJ｡からJコへの有界線形作用素∵兜(.4)は閏部分空間であるとする.このときA†ほ有罪

線形作用素となる.

【証明]線形性は明らかであるから.有界性のみを示す.任意のむ∈J2について,補畳1.3.2よりA†む∈兄(`d†)=

叫A)⊥である.ゆえに,補選1.3.1より

駆一4瑚≧C萱ト4†抑

なるC>0が存在する.そして､.4｡4†む=Pもとなることから､

憫!≧腔嘲≧qけ叫

となり,A†の有界性が証明された.1

次に,d†が有界作用素となるのは兄(刃が閉部分空間となるときに限ることを示す.

定理1･3･4囲作用素月をJ｡からJ2への有界線形作用素とする.一4†が有界線形作用素となるための必要十

分条件は,尺(A)が閉部分空間となることである.
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【証明】兄(A)が閉部分空間のときA†が有昇級形作用素となるのは定理1.3.3で示した.ここでは兄(A)は閉

部分空間ではないと仮定する.Pをらから両市への直交射影とすると,任意のむ∈p(止りについて

AA†ぁ=Pぁ

となる･A†を有界作用素とすると,p(〟)=J2上で定義された有界作用素j†へと一意的に拡張できる.し

かし,b∈両市一見(A)に対してAA†あ≠Pむである.1

以上のことより,線形作用素Aの一般逆行列A†が有界となるのは,兄(A)が閉部分空間のときで,また,

そのときに限ることがわかった.

次に,コンパクト作用素の一般逆作用素について考察する.第1種フレドホルム型積分作用素

(r佃)呈上t榊)′(≠)蛮,5∈∫き
(1･6)

は項ざ,f)∈エ2仏×J†)のときコンパクト作用素となる.上式を離散化することにより得られる作用素A

も同様である1それを示すために,先ず.コンパクト集合の定義を与える.

定義1.3.2位相空間.Yの部分集合艮が,次の性質を持つとき,コンパクト集合であるという.

∫の開集合の族iやレ)があって.∪〝¢〝⊃uならば,適当な有限借のレ1,‥･,レnを

とって∪たi㊤レ,⊃山とできる.すなわち.月の開披覆は有限部分被覆を持つ.

豆がコンパクト集合であるとき､山を相対コンパクトという.

定義1.3.3位相空間スtの部分集合uが次の性質を持つとき‥キ列コンパクトであるという.

〔山の元の列はつねにuの元に収束する部分列を持つ

ズが距離空間のときはコンパクトと点列コンパクトは一致する[22〕.我々は主にヒルベルト空間で議論を

進めるため.以後コンパクト集合の定義として,点列コンパクトを採用する.

次に示す補遺は,Rieszの補選として知られている.

補題1･3･3【22】ガをノルム空間,Aグを∫の閉真部分空間とする.このとき,任意のど>0に対して,梱書=1

かつ,

d(ご.Jグ)≧1-ど

を満たすご∈ズが存在する.ここで,揖.怖皇s｡Pl匡-yliである.

【証明jヱ｡∈･Y-〟をとり,d｡=d(エ｡,〃)とおけば,d｡>0である.ゆえに,封｡∈止すで

‡匿-y｡‡王≦(1+亡)d｡

となるものが存在する.1‡ご｡-y｡ii=rとし

£クーyo

とおけば,I桓==1であり,また任意のy∈九=こ対して

糎一yl!

となり,d(ヱ,叫≧1-亡が成り立つ.I

陛
ユ帖-(y｡+r州
γ■

≧生>-
1

r ~1+ど

12
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定理1.3.5【22】無限次元ノルム空間ズにおいて,閉球i∬∈ズ:糎‖≦r)(r>0)はコンパクトではない･

【証呵先ず,仲川=1なるご1∈ズをとる.〟1=Spaniェ1)と考えて,上のRieszの補題を通用すれば,

糎21l=1かつd(ご2,〟1)≧1/2となる∬2∈ズがとれる･次に,〟2=6pan‡Jl,才2)と考えて,糎3==1か

つd(ヱ3,〟2)≧1/2となる∬3∈ズがとれる.これを繰り返してズの元の列(ヱn)を作れば,すべてのnに

ついてIlェれIi=1であり,またm>れのとき

Ilごm-エnl暮≧d(訂m,〟m_1),〟m_1=Span(gl,…,ごm_1)

である.これより,r>0のときirごn)は閉球(ご∈ズ‥‖副≦r)に属する元の列で,そのいかなる部分集

合も収束しない.よって,この閉球はコンパクトではない.I

コンパクト作用素は次のように定義される.

定義1.3.4ズ,yをノルム空間とし,ズからyへの線形作用素rを考える.容易にわかるように,rが有界で

あるための必要十分条件は,ズの有界集合山の像r址がつねにyで有界となることである.これに対し,有

界集合山の像rilがつねにl′で相対コンパクトであるとき,rはコンパクト作用素であるという.

ノルム空間ズの部分集合山が相対コンパクトであれば,1=ま有界集合である【22〕.これより,コンパクト

作用素は必ず有界作用素である.しかし,この逆は一般には成立しない.例えば,無限次元ノルム空間ズに

おける恒等作用素Jは有界であるが,定理1.3.5よりコンパクトではない.

線形作用素月が有界で,dim兄(月)<∞であるとき‥4を有限階の作用素(または退化作用素)と呼ぷ･

有限次元ノルム空間の有界な部分集合は相対コンパクトになる【22〕ことから,有限階の作用素はつねにコ

ンパクト作用素となる.

定理1･3.6【22】iAn)をJ2からJ2へのコンパクト作用素列とする.このとき誹A-An‡‡→0(n→0)なら

ば,Aもまたコンパクト作用素となる.

【証明】対角線論法を用ぃて証明する.iAn)はコンパクト作用素だから,定義より有界列iェn)に対して,

部分列が存在して†Aiヱ≦11))は収束する.さらに,(諾㌘))の部分列†£㌘))が存在してiA2正㌘))は収束す

る.これを繰り返して,一般にi訂㌘りはi諾㌘~1りの部分列でiAm‡㌘))が収束するようにとる.そこで,

yn=捺)とおけば,明らかにi払l)はi正和)の部分列であり,すべてのAmに対してiAmyn)は収束する.
任意のど>0に対して,lIAm一利<どとなるようなmを民定する.†Amyn)が収束するから,番号n｡を

十分大きくとれば

り≧m｡=⇒tlAm領一Am叫‡‡<亡■

これより,p,曾≧m｡ならば,C=Supn糎れl!とおいて

l‡A仇一木引 ≦11J4仇-Am仇‡け胆myた-ん勒lけl!Am叫一木引

< 亡(他たlけ王+=叫Il)

≦(2c+1)亡.

よって,(Ayれ)はコーシー列であるから,J2の完備性より収束する.上ってAはコンパクトである･I

今,∬(β,りを(1･3)により与えられる非退化核とし,退化核〟n(ぷ,電)を次式のように定義する･

∬れ(ざ,f)圭∑∑α錘(β)勒(f)･
i=1メ=1
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作用素Anは退化核∬n(β,f)を持つ第1種フレドホルム型積分作用素

(㍍榊)呈上t柚)′(りdf
を(1･4)により離散化されたものとする.このとき,Anは有限階で,明らかに

IIA-AnI‡→0,(m→∞)

である･これより,(1.4)により得られた作用素Aはコンパクト作用素となることが示された.

次に,コンパクト作用素の固有値に関する重要な定理を述べる.

定理1･3･7r25】AをJ2からそれ自身へのコンパクト作用素とすれば,Aの固有億は高々加算個の点からな

り,それは0以外には集積しない.また,入をAの非零の固有催とすれば,Åに属する固有空間の次元は有限

【証明]はじめに,(人と)芸=1を相異なる有限個の固有値とし,託たを入たに対応する固有ベクトルとすれば,(互粧1
は1次独立であることを証明する.

iJl,£2,‥･,諾m-1)は1次独立であるが,(ヱ1,認2,‥･,苫m)は1次独立でなかったとすると,

ヱm=α1許1+α2諾2+‥･+a■m_1£m_1

と表される.Aェm=人mェmを用いると,

0=01(人ユー人m)才1+α2(Å2一入m)J2+…一十αm_1(Åm_ユースm)£m_1

となる･ところが,i〇1,才2,･‥,正m_1)は独立だから

α-=αり=‥■=am_1=0

となる･するとェm=0となり矛盾となる.よってiヱ1,託2､‥･,エm)は1次独立である.

定理の前半部分を証明するためにほ､任意のど>0に対して‡入】≧どとなるような固有値入は高々有限個し

かないことをいえば十分である･そこで,あるど>0に対してl入nl≧亡となるような相異なる固有値入nが無

限個存在したと仮定する･そうすると,それらの固有値に対応する固有ベクトルi正n)は1次独立になる.

‡1,諾2,‥･,エれから張られる線形部分空間を

勅豊spa巾1,‡2,…,‡n)

と書くと,吼-1は属す｡の閉真部分空間となる.吼は有限次元だから,補題1.3.3より,=叫I=1で,〟n_1

のどの正に対しても=‰一才Ij≧1/2であるような‰∈怖が存在する.≠nは(諾1,才｡,‥･,才n)の1次結

合で表されるから,血nはi血トA‡2,∴･,血n),すなわち†入1‡1,入2才2,…,入n‡れ)の1次結合で表され,

結尾血行は†茸1,‡2,…,諾n)の1次結合で表される.ところが,才=β1正1+β2諾2+‥･凡慮nと表される

点才に対しては

(入n-4桓=β1(入n一入1)‡1+…乱_1(入n一人n_1)認n_1

が成り立つから(Ån-A)un∈〟れ_1となり,したがって,1≦m<nならば

エ=(Åれ-A)uれ+血杭∈帆_1
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となる.そうすると

At▲n-A≠m = 入れ‰n-(入れ≠n-At▲n+A‰m)

=人n(≠n一三)

Il血n一叫‡≧掌≧ラ
となる.ところが曇I祝nl蔓=1だからi祉｡)は有界列で,Aがコンパクト作用素だから,その像iAun)は収束

列を含む.これは上式より明らかに不可能である.

次にÅに属する固有空間は有限次元であることを示す.入に属する固有空間を〃とすれば,Aすは

Aグ=†諾∈J2∴4諾=入ヱ)

と表せる･そこで,iAを〟に制限した作用素は明らかに九=こおける恒等作用素で,しかもコンパクトで
ある.よって∴柑においては有界集合は必ず相対コンパクトであるから,定理1.3.5より〟は有限次元であ

る.l

コンパクト作用素の一般逆作用素は次のような性質を持つ.

定理1.3.8[20]月をJ｡からJ｡へのコンパクト作用素とする.このとき:月(A)が閉部分空間となるのはっ

礼4)が有限次元のときで,また,そのときに限る.

r証明〕Aはコンパクト作用素で,兄(A)は閉部分空間であるとする.このとき､定理1.3.4より,j†はp(勅=

J2で有界となり,A-4†もコンパクト作用素となる.PをJ2から兄(A)への直交射影とすると,AJ4†=Pとな

る･そして,AA†のR(■4)への制限をA一叫叉rA)とすると,

A■叫町･,=PiR仰=施(A)

となり?兄(A)から兄(月)への恒等写像イi叉(A)はコンパクト作用素とならなければならない･しかし,定理

1.3.7より,恒等写像がコンパクト作用素となるのは値域が有限次元のときに限る.これより､A†が有界なら

ば兄(A)が有限次元となることが示せた,

逆は,任意の有限次元部分空間が閉部分空間となることから明らかセある.1

上の定理より,第1種フレドホルム積分方程式を離散化した作用素月の一般道作用素A†が有界と`なるの

は,兄(A)が有限次元のとき,つまり,〟(ざ,f)が退化核のときに限ることが示された･

ちなみに,第1種フレドホルム型積分作用素(1.6)はC(ム)からC(りへのコンパクト作用素とみなすこ

ともできる.バナッハ空間C(りはノルム

=州皇s｡pげ(拙J∈C(り

において完備である.C(りも同様である,

(1･6)により定義されるノマナッハ空間C(J`)からC(りへの線形作用素rがコンパクト作用素であるこ

とを証明するには,無限次元関数空間の部分集合がコンパクトになるための条件を示す必要がある.そのた

め,関数族の同程度有界と同程度連続を次に定義する.

定義1･3.5関数族†ん(t)‥〃∈A)を集合山⊆Rで定義された実数値関数の族とする･Aは添数集合である･

ある〟>0が存在して,すべての〃∈Aに対して山上で佑酬≦〟となるとき,この族は同程度有界であ
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るという･つぎに王0を山の点としよう･任意のご>0に対してある∂>0が存在して,f∈(to-∂,tO+∂)∩山

ならばlん(り-ん(ま0)l<亡がすべての〃∈Aに対して成り立つとき,族†ん(t))iま掃こおいて同程度連続で

あるという.集合山の各点で同程度連続のとき,出で同程度連続であるという.

各以f)が連続関数であれば,ど>0に対して暮ん(り-ん(珊<どがIま-f′暮<∂ならば成り立つように

∂>0はとれるわけであるが,この細すすべての〃∈Aに対して共通にとれるというのが同程度連続というこ

との意味である.

次の定理はAscoli-Arzelaの定理として知られている.

定理1･3･9【25】,【36】(ん(f))を有界閉区間【α,あ】で同程度有界,同程度連続な関数族とすれば,【α,あ】上で一

様収束するような関数列がその放から選び出せる.すなわち,同程度有界で同程度連続な関数族はC【α,あ]

内でコンパクトである.

【証明】仮定より,(ん(り)は【α,ふ〕上で同程度速読であるから,任意のど>0に対して,ある∂=∂(亡)が存在

して,り′∈【α,軋It-1′I<ほらばlん(f)-ん(珊<どが成り立つ.

今,【α,ム=こ含まれる有理点の集合を(rn)芸1とする･(ん(り)が【α,あ】で同程度有界だから,(ん(rl))は有

界集合となる･したがって,それは収束する数列を含む.それを(ん(rl))とする.次に,(ん(r2))を考え

れば,それも有界数列だから,収束する部分数列iん｡(r2))を含む.同様に†ん3(r3))は収束する部分数列

を含む･この操作を続けた後,対角線上にくる関数列iんれ(り)に注目すれば｣がどの有理数りであっても

(ん､(り))は収束していることがわかる.このん.(t)を改めてん(りと書く.

次に,(ん(f))が【α,ゐ]上で一様収束することを示す.†ん(t))は†ん(f))の部分列であるから同程度連続

である･したがって,任意の∈>0に対して,f′,f′′∈【α,み=f′一書′′l<∂ならばlん(f′)-ん(f′′)i<亡/3となる

ように,すべてのnに対して共通な∂>0がとれる.有理数の集合irn)は【d,あ】内の桐密集合だから,fを

【α,あ】の任意の点とするとI!-r!<∂であるようなr∈†rn)は必ず存在する.これより,

lん(tトム-(f)‡≦ 佑(t)-ん(r)‡+佑(rトん(r)l+lん(r)-Jm(f)l

≦1ん(r)一局rM十㌘

となる･iみ(り)は有理点上では収束しているから,ある番号〃が存在して,n,m>〃ならばiん(rトん(r)I<

⊂/3となるから,

lん(t)-ん(珊<ど

がいえた･すなわち,(ん(t))は【α,あ】上で一様収束している.1

上の定理を用いて,第1種フレドホルム型積分作用素がコンパクト作用素となることを証明する.

定理1.3.10【25】(1.6)により定義された作用素rはコンパクト作用素となる.

r証明げ=C(り,C=C(り,〟(ざ?t)はム×Jfで連続であるとする･ま声,肇をダの有界集合,J∈ダにつ

いてg=rJとする･鋸ま有界集合だから,ある〟>0が存在してJ∈肇ならばsup吋≦あげ酬≦〟であ

る･また,〟(β,t)∈Cけ,×りだから,一様連続である.したがって,任意のど>0に対してlβ-β′I<∂か

つIf-f′l<∂ならば世(β,t)-∬(ざ′,り1<亡となるような∂>0がとれる.そうすると,

lg(β)一夕(β′)1

≦上き
l方(ざ,t)-∬(β′,t)肘(f)匝

≦ 亡〟(ムーd)

となるから,これは(ダ(β)‥タ=rJ,/∈肇)が同程度連続であることを示す.よって,定理1.3.9より,rは

コンパクト作用素となる.I
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1.4 特異債分解

前節で我々は一般逆行列の様々な性質を見てきた.この節では,最小2乗最小ノルム解の具体的な表現法

として最も一般的である特異債分解について考察する.先ずはじめに,特異債分解の理論の基碇となる,コ

ンパクト自己共役作用素の性質について述べる.

1.4.1 コンパクト自己共役作用素

n次元空間での対称行列Aに対しては,Aの直交するれ個の固有ベクトルel,e2,…,enを座標軸にとれ

ばAは対角行列に標準化されることは周知の事実である.これを無限次元空間に拡張することを考える.

ここでの目的はコンパクト自己共役作用素Aの非零の固有億i入n)に属する固有ベクトル系iェn)が

両市の完全正濃直交系となり,任意の才∈p(A)について,血が

血=∑入と(‡,正よ)ェと

の形に展開できることを示すことである.

先ず,自己共役作用素の定義を与える.

定義1･4･1J2からJ2への線形作用素AがA=ATであるとき,自己共役作用素(またはエルミット作用素)

であるという.

零作用素0,恒等作用素Jは明らかに自己共役作用素である.

自己共役作用素の固有ベクトルは,有限次元の対称行列の固有ベクトルと同様に,次のような性質を持つ.

定理1.4.1【25】Aを自己共役作用素とすると,Aの相異なる固有優に属す●る固有ベクトルは直交する.

r証明]今,ス1,入2をAの相異なる固有凰諾1,諾2をそれぞれに属する固有ベクトルとすると

入1(認1,訂2)=(人1諾1,エ2)=(A正1,諾2)=(壬1,A認2)=(才1,入2認2)=入2(正1,才2)

ゆえに(入1一入2)(正1,才2)=0となり,入1≠人2より,才1と才2は直交する.I

次に,自己共役作用素の正優性を定義する.

定義1.4.2有界線形自己共役作用素Aが任意の才∈J2に対して

(Aち虻)≧0

を満たすとき,Aを正催自己共役作用素という.また,二つの自己共役作用素A,別こついて,A-βが正催

であるとき,すなわち,任意の諾∈J2について

(A正,諾)≧(βち牒)

であるとき,A≧βと書く.

定理1.4.2【22】Aを任意の有昇級形作用素とすると,ATAとAAアはともに正億自己共役作用素で,

泄r利=11AAγl‡=tIA‡‡2

を満たす.
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【証明】任意の正∈p(A)に対して

(Ar血,‡)=(血,血)=lIA瑚2≧0

であるからAγAは正億自己共役作用素である.さらに,

Ⅰ‡A紺=(AT血,訂)引げA可‖困≦胆TA…匝=2

であるから胆=2≦lげAllである.一方

胆rA=≦掴｢‖い==掴借

よって川AアAll=暮卜4‡l2となる.AATについても同様である.1

定理1･4･3【22】自己共役作用素月がA≧0であるとき,任意の才,y∈J2に対して

(A諾,y)2≦(A託,正)(月払y)

である.

【証呵(Aヱ,y)=αとおき､0≠0のとき証明すればよい.今,仮定よりA≧0であるから,任意の実数tに

対して

(A恒+叩),tJ+叩)= f2(4ヱ,エ)+h(血,y)+ね(A臥賃)+α2(A臥y)

= f2(血,諾)+2ね2+a･2(A臥y)

≧ 0

が成り立つ.したがって,上式をナの2次式とみたときの判別式は

04-α2(血,才)(A臥y)≦0

でなければならない･0′≠0より定理が証明された.1

定理1･4･4【22〕自己共役作用素Aが0≦A≦Jであるならば,すべての自然数乃に対してA叫1≦Anで

ある.

【証明]仮定より,任意の才∈p(A)に対して

0≦(AA正,A∬)≦(A才,A諾)

であるから,定理1.4.3のyをAヱとおくことにより,

(血,A正)2≦(血,正)(A(A諾),血)≦(A正,諾)(Aェ,Aェ)

となる.これより

(A2認,正)=(血,才)≦(血,才)

すなわち,d2≦Aが成り立つ.よって,定理はn=1のとき成り立ち,またAO=0としてれ=0でも成り

立っている.

n≧2のときは,れ･-2で成り立っているとすれば,

(〟叶1‡,才)=(An~1(血),血)≦(A¶~2(血),血)=(Aれ諾,諾)

となり,帰納法によりすべてのmで成り立つ.I
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定理1.4.5【22]Aを有界な自己共役作用素とする.このとき

〟A圭一1訂≡1(恒)1m･A皇誹1(恒)

とおけば,次の式が成り立つ.

mAJ≦A≦九す■ブ

ル41曇=maX(〃A!lmAl)= Supl(Aれ牒)!

[証明]任意の認≠0に対して,y=正/糎‖とおけば川y!‡=1であるから

(血,才)=t匝‖2(Ay､y)≦AすAl桓‖2=(AfAJヱ,わ.

よって,A≦几すAJである.mAJ≦Aも同様である.

次に,もしmA<0であるならば,

巨-1At=一門1月=SuP(-(A町牒))
=可1=1

であるから(1.8)の第2項と第3項は-敦する.この値をcとおく.-CJ≦d≦ぐJであるから,C=0のと

きはA=0でl卜利=Cが成り立つ.c>0のときは､0≦月+cJ≦2cJより,5=(2c)-1(A+cJ)とおけば

0≦5≦Jである.よって,定理1.4.4より

2c(.4+cJ)=4ぐ25≧4ぐ2ざご=ト4+cげ=勇2+2c-4+ぐ2J

となる.したがって:勇コ≦ぐコJであるから､任意のJ∈J2に対して

l卜毎l章=(月諾.血)=(月2諾,諾)≦c2糎=2

となる･これより,lい=≦cがいえた.一方,】匝=≦1のとき

l(､A認,諾)!≦冊可=匝=≦lい=糎!至2≦暮い=

であるから,C≦‡い=となる.よって,(1.8)が証明された.1

定理1.4.6【25ト4をコンパクト自己共役作用素で零作用素でないものとする､そうすると誹瑚または

-‡lA=はAの固有値であり､それに属する固有ベクトルで暮(A諾,茸)l=lい=,I匝==1となるようなものが
存在する.

[証明〕定理1.4.5から誹正円I!=1でし4£n,ヱn)が‖利または-IiA‡!に収束するような(£n)が存在すること

がわかる･収束する促すなわち‡い=か一陣=かのどちらか一方を入と書くと,入は実数だから

0≦lト4ヱn一入ヱn!‡2
= 駆動㌦-2入(血n,壬れ)十巧わ㌦

≦l卜4腔-2入(Aょれ,ヱn)+Å2→0

となり,胆和一ね誹→0がいえる.仮定より,月はコンパクトだから,iA詰れ)は収束する部分列を含む･

それをiA〇nl)とすると,入≠0より†諾n,)も収束しなければならない.その収束先を‡nl→ヱとすると,

梱‡=1となる.また,A諾n,→.4諾だから,血=入託となる.これはェが入に属する固有ベクトルである

ことを示している･t(A諾,諾)⊆=l‡Al‡は明らかである.l
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定理1.4.7【25】dをコンパクト自己共役作用素とすれば,

l入11≧l入21≧･t･≧0

という固有催の列とそれぞれに属する固有ベクトルの正規直交系i£た)が存在して,任意のヱ∈p(A)に対

血=∑(血,託た)‡た=∑入た(ヱ,才上)託宣 (1･9)

と展開できる.Aの0でない固有値は列(入よ)の中に必ず現れ,どの固有値入`に属する固有空間も有限次元

で,その次元はんが列i入と)の中に何回現れるかという回数と一致する.

【証明】定理1.4.6で得られた固有倍を入1,固有ベクトルを諾1とする.ガ1=J2,g2=i諾∈gl:(正,茸1)=0)
とおく.才∈g2ならば

(一4認,諾1)=(諾,A諾1)=(〇,Å1ヱ1)=入1(諾,諾1)=0

だからA翫⊆〟コである.

Aの釣への制限.射杭はコンパクト自己共役作用素であるから,もしそれが零作用素でなければ,定理

1･4･6を用いて..4諾コ=Å2才2誹才州=1なる固有値入2,固有ベクトル諾2が得られる.このとき,l入21はAlβ｡

のノルムに等しいから‡Å2!≦IÅ1tである.これを繰り返すと固有倍Å1,入2,‥･とそれぞれに属する固有ベク

トルヱ1,諾2,…が得られ､

1入1-≧‡入21≧･t･

となる･このとき､あるれが存在して一4の仇+了への制限が零作用素になるならば1

J4諾=∑(一正,Jた)廟=∑木(z､茸と)諾え
と表される.これは任意のど∈J2に対して

yn=才一∑(正,J£1託た

とおけば,≠=1.2.‥･,打に対して(yn､諾盲)=0であるからyn∈仇+1となり,4‰=0より示される･こ

れは有限次元対称行列の対角化に他ならない.

さて,どんなれ･に対しても刈れ刷が零作用素とならない場合を考える･今,Aはコンパクト作用素であ

るから,定理1･3･7より,Åれ→0("■-→∝)である.上と同様にyn=〇-∑:=1(正,才よ)託たとおくと,(ヱと)の
直交性から

11yn‡l2=l酬2-∑斥働)2引輔

がいえる･また,‰∈仇両であり,I入叫11は4仇叫のノルムに等しいから

l‡4‰l!≦‡入叫1…ynIl≦‡人n+1…訂】!

である.これより,寮ん→0がいえた.ゆえに

■4正=∑(血･‡た)託た=∑スパ諾,頓才よた=1 上=1

となる.
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次に,0でない固有勧で上に述べたどのÅ上とも一致しないものがあったとする.人に属する固有ベクトル

認ほどの認よとも直交しているから上式よりA正=0とならなければならない･そうすると,0=血=入才

となって正=0となり矛盾となる･したがって,0でない固有値はすべて上式の(入上)のどれかになって

一方,定理1･3･7より,固有偉は高々可算個で人n→0だから,どの固有倦も列(入上)の中に無限回現れる
ということ,すなわちその固有優に属する固有空間が無限次元であることはあり得ない.I

次に,上の定理により得られたコンパクト自己共役作用鋸の固有ベクトル系†‡上)が両市の完全正蔑
直交系であることを示す.

定理1･4･8【25】Aはコンパクト自己共役作用素,i入n),i正n)は定理1.4.7で定められたものとする.この

とき,

九仁童span(ヱ1,丑2,…)

とすると,〟⊥=項)である･したがって,0が月の固有値でないときそのときに限って†認n)はJ2の完

r証明】〇⊥線上=1†2,‥･)ならば(1･9)よりJ∈〟い)である･ゆえにAす⊥⊆叫)である.逆に

∬∈.叫A)ならば

(弼=忘(認,叫=去(A叩た何
よりt叫A)⊆凡才⊥である･これでAす⊥=刈A)がいえた.

正規直交系†訂た)がJ2で完全系であるのはAす⊥={0}のときそのときだけであり,それは項)=(0),

すなわち0がAの固有催ではないことを意味している.1

1･4･2 特異値分解と悪条件線形方程式

作用素月をf2から′2へのコンパクト作用素,｣TAの固有億を{入n),それに属する固有ベクトルを†℃れ)

とする･このとき,定理L4･2よりATAは正値自己共役作用素だから,入と≧0(た=1,2,‥･)である.今,固

有億は

入1≧入2≧…≧0

であるとし,非零の人たに対してベクトル(叫)を

視た重義血鼻
と定義する･すると､ベクトル(む七iは

んげ頃=去AArA情誼Aむよ=人勅
より,AArの固有億iÅた)に属する固有ベクトルとなる.

定義1･4･3Jよ皇､応を作用如の特異凰(頃=恒)をそれぞれ‡句=こ属した左,右特異ベクトルと

特異ベクトルi項,(vかま,定理1･4･8より,それぞれ究(A)=項ア)⊥,両市=〟拘⊥の完全正泉直
交基底となる.
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定理1.4.9コンパクト作用素Aは

び豊【町加2,･‥】,V皇【廿1,U2,…】,∑皇dia如1,J2,…)

を用いて

A=乙r∑VT■

と分解することができる.

(1.10)

【証明】任意の正∈p(■4)について,A諾=[′∑Vr諾を示せばよい.iγた)はペA)⊥の完全正鹿直交基底であ

‡=∑c酋+言,雷∈刈A)
と表すことができる.したがって,

血=∑c血=∑即酋

となる.一方

U∑t′げ‡=∑c`[r∑Vrt,i=∑ci晒

となり,A才=ぴ∑l■′′T£が示せた.1

上の定理の分解(1･10)を一4の特異債分解という.以後,定義1.4.3を満たすiJと;頃,℃上)をAの特異催分

解と呼ぶ,

この特異債分解を用いると.方程式血=ぁの最小2乗最小ノルム解正｡=d†むを陽に表すことができる一

定理1･4･10【10】dをコンパクト作用鼠む∈p(〟)=兄(A)+見(A)⊥とする.このとき,方程式血=も

の最小2乗最小ノルム解は

‡¢=写
(も､叫)
-t〉i

Ji
(1･11)

と表すことができる.

【証明〕ベクトル諾｡が¢bに属し,なおかつ刈A)⊥に属していることを示せばよい.

エ｡が方程式A㌧k=■4rわを満たしていることは,分解(1.10)を用いると容易に確かめることができる.
また,†町)ほ項■4)⊥の完全正規直交基底であるから,‡｡∈〟い)⊥は明らかである.1

上の定理より,Aの特異債分解が求められれば,方程式血=ぁの最小2乗最小ノルム解が求められるこ

とがわかった.これについては第4章で詳しく述べる.

さて,‡｡のノルムについて考察しよう･正｡のノルムは(筍)の正規直交性から

l刷=写(誓)2
と表すことができる･しかし,月が無限階のコンパクト作用素のとき,J`は0に集積するため,上式の右辺

の無限級数の和が常に有限債をとるとは限らない･もし,有限僅でないならば才｡¢J2となり,血=い土J2

に解を持たない.

次の定理は,方程式A訂=もがJ2内に解を持つための必要十分条件を表す.この定理はPi｡ardの条件と

して知られている.
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定理1.4.11【10】方程式A‡=ぁがJ2に解を持つための必要十分条件は,あ∈ペAT)⊥,かつ

l(む,叫)!2

を満たすことである.

第1種フレドホルム積分方程式において,積分核∬(£,りが退化核であればAは有限階となり,問題は不

適切であるが安定である.しかも,も∈刈AT)⊥ならば必ず解を持つ.しかし,g(β,t)が非退化核のときは

Jよは0に集積し,諾｡∈J2は自明ではない.我々はこのような方程式を悪条件線形方程式と定義する.

定義1.4.4(Jよ)を作用素月の特異催とする.すべての特異値が正で,かつ

lim打た=0

を満たしているとき､線形方程式A∬=むは悪条件であるという.

(1.12)

以上のことを踏まえた上で,我々の問題を明記する.我々の目的は非退化核∬(ぶ,f)を持つ第1種フレド

ホルム積分方程式

､(t
∬(ざ,t)/(電)蛮=用(£),β∈J,

を解くことにある.この方程式はエコ(Jl).⊥2(ん)に適当な正規直交基底を導入することにより,線形方程式

A諾=も,b∈J2

に変換できる.このとき,作用素.4はコンパクト作用素となり,Aの一般逆作用素A†は非有界となる.そ

れゆえ,方程式A諾=bは悪条件となる.

もし,Aの特異催分解iJた;恥Ⅵた)が得られ,定理1.4.11の条件を満たしているならば,上の方程式は数

学的にほ可解で,最小2乗最小ノルム解の意味で唯一解を持つ.

しかし,月の特異債分解を計算機を用いて精度良く求めることは困難である.特に,微小な特異値に属す

る特異ベクトルほど難しい【12】.また,悪条件であるため,微小な摂動にすら敏感に反応してしまう.

孜々は悪条件線形方程式に対して,正則化法と,直接法による解法,二つのアプローチを試みる.
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第2章

正則化法

作用素月がコンパクトで,なおかつ無限階であるとき,一般逆作用素A†は有界とはならない.これは,方

程式AJ=ぁの右辺に微小な摂動を加えただけで,解が大きく変化してしまう恐れがあることを意味してい

る･この現象の本質は,Aの特異値が0に集積することにある.

一般にデータほ観潮誤差などのノイズが含まれていることが多い.このとき,微小な特異値により,ノイ
ズが拡大され,解は全く無意味なものとなる.正則化法はこのような不適切性を掛口することを目的に考案

された.

正則化法に要求される性質は･ノイズを=こ収束させたとき,近似解がむ∈p(〟)ならばA†ゎに収束し,

そうでなければ発散することである.通常Tikhonovの正則化法と呼ばれている手法は,この問題を解決し,

不適切問題に実際的な意味を与えることに成功している.

この章でほ,先ず2･1節で正則化法の一般論を述べる.次に,2.2節ではデータがノイズを含んでいる場合

の正則化法の性質を紹介する･2.3節では牒表的な正則化法であるTikboI10Vの正則化法を導入し,その収

束性などを考察する.

2.1 正則化法の一般論

第1章で述べたように､第1種フレドホルム積分方程式

.(.
〟(ぶ,f)J(榊f=g(ぶ),β∈Jき

は適当な離散化を施すことにより線形方程式

A諾=む,も∈J2

に変換できる･このとき,作用素月はコンパクトとなり,上の方程式は悪条件となる.我々の目的は悪条件

線形方程式を解くことにある.

1･3節で述べたように,Aがコンパクト作用素のとき,A†が有界となるのは,又(A)が有限次元の場合に

限る･ここで,我々は適当な有界作用素月入により月†を近似することを考える.ここでの近似とほ,任意の

む∈p(Aりについて,

尺入む→A†む,(入→0)

を意味する.
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以晩我々はATAをjで表し,‡｡圭A咤とする.定理1.3.1の(iii)より,‡｡は

Aェ｡=ATむ

を満たす.これより,もしAが可逆であれは,2｡=j-1ATぁとなる.たとえjカ可逆でなくとも,正｡を

見入(A)ATも, 入>0

の形で近似することを考える･ここで,月入(f)は区間【0,lい‖2】上で定義された連続関数で,作用素見入(A)は

一般に次のように定義される.

定義2･1･1Aをコンパクト自己共役作用素,ilた)をAの固有値,正史をそれに属した固有ベクトルとする.

区間【0,胆It2】上で定義された実数倍達続開数J(t)に対して,作用素/(A)を

J(A)茸墓∑柚)(諾,‡た)‡と
t

(2･1)

と定義する.

次の定理はスペクトル写像定理と呼ばれている.

定理2･1.1[叫作用素_4のスペクトルれ4)を

叶4)茎†Å∈C‥!けムー㍍)-1i童=∞)

と定義するt月をf2からJコへの有界自己共役作用素,JをJ(A)を含む区間上で定義された実数倍達続関数

とする.このとき

J(J(A))=J(J(d))

が成り立つ.

作用素月入(j)ATにより.4†を近似するために任意のむ∈p(〟)について

比和A)A㌔=諭

を保証する条件を見入(t)に課さなければならない.ここで我々は以下のことを仮定する.

仮定2.1.1(i)任意のf>0について

瑚)一‡･(A→0)･
(ii川月入(りlは区間ro,l刷2jで一様有界.

ここで,私(t)は正則化関数と呼ばれている.この仮定の下で,次の定動こより,収束が保証される.

定理2･1･2【9‖私)入,0は仮定2.1.1を満たしている,区間【0,冊=2】上で定義された実数値連続関数とする.

このとき,任意のあ∈p(〟)に対し,

月入(A)ATむ→｣†b,(入→0)

が成り立つ.
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【証明】任意の多項式pについて

p(ATA)AT=AT〆AAr)

が成り立つことは自明である･ワイエルシュトラスの近似定理により,【0,=叫!2】区間上で定義された連続関

数に対しても同様の結果が成り立つ.これより,A圭AAγとすると

私(j)Arむ=Aア見入(j)あ

となり,私(j)ATも∈又(AT)である.

Aの特異債分解を用いると,

月入(j)月丁む= ∑月入(Jデ)(ATも,…`
l=l

= ∑町私(Jデ)(れ叫)叫
i=1

=∑廟(ケア)聖㌔Ji
i=1

Ji

となり,定理の仮定より,上式はス→0のとき

｡(==早生裏t,iノ J
′▼.

l=1

(2･2)

に収束する.I

また,データゎがp(.4†)に入っていない場合は次の定理が成り立つ.

定理2･1･3【10】もし,む¢β(.畑ならば､i軋れrみ▲4Tム)が弱収束するような列入n_0は存在しない.

【証明】弱収束とは,内積による収束を意味する.すなわち,正れが才∈J2に弱収束するのを正nヱ才と表すと

すると,

諾nヱ才 ⇔(才,り封)→(正,y),(†y∈J2)

である.

Pをらから兄(A)=刈dT)⊥=〟り1⊥への直効寸影とする.Aがコンパクト作用素であるための必要十
分条件は,恥三相ならば血n→A諾であることから【22],もし,ある方∈J2に対して

軋(j)ATグム=軋(j)ATむエち (n→∞)

ならば,(2.2)より,

A私h(j)Pむ→.4ヱ,(n→∞)

となる.しかし,仮定より

A月入れ(一4)凸ト→f≠(m→∞)

であるから,Pb=Aヱ,つまり､わ∈p(Aりとなる.I

ヒルベルト空間内の任意の有界列は,弱収束する部分列を持つ.これより,直ちに次の系が得られる.

系2･1･1【10】もし,帰β(叫ならば,鳥帆(j)瑚l=∞である･
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上の定理2･1･2と系2.1.1より,関数虎入(f)が仮定2.1.1を満たしているとき,正則化法による近似解

私(j)Aれトは,む∈p(Aりならば解に収束し,そうでなければ発散することがわかる.

次に,収束の速度について考察する.以下簡単のため,

｡入室私(A)Aγも,(入>0

とする.

定理2･1･2と定理2.1.3より,証人が正｡に収束するための必要十分条件は,む∈p(A†)である.Pをf2から

兄(A)への直交射影とすると,この条件は,Pむ∈兄(A)と同じである.今,脅を閉部分空間gへの直交射影

とすると,

兄(A)=R(A㌦てA)⊥)

が成り立つ.そして,定理1.4.7より

fkA)⊥諾=㌦(j)⊥苫=lim■が悠

である･なお,上式の二つめの等号は式(2.1)においてJ(電)=f〝とすることにより得られる.我々は,

Pも∈又(A)の条件を,あるレ>0について,ダム∈兄(AAy)というより少し強い条件に置き換える.

また,仮定2･1･1の(ii)の条件を,任意のf∈【0,掴‖2】に対して

‡"‡1-f月入(川≦山(入,〝)

とする･ここで,じ(人ル)ほ収束速度関数と呼ばれるもので,任意のレ>0について

〕(Åル)一0,(よ→0)

を満たしているものとする.

捕逸2･1･1【10]任意のlノ∈【0,胆l雪2】について

R(jり⊆刈A)⊥.

が成り立つ.

【証明】i入た)をAの非零固有凰i叫)をそれに属する固有ベクトルとすると,定理1.4.7より

j〟認=∑入呈(‡,Wた)叫

廿た=去j叫=Ar去Awと∈畔)
より,j〝才∈師=〟り)⊥である.I

定理2.1.4【10〕あるレ>0と,あるw∈J2について,Pむ=Aか心ならば,

‡‡正｡-‡誹≦u(入,y)=叫‡

が成り立つ.
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【証明】諾｡は仮定より

A2｡=Pむ=AA〝w

であるから,ま｡-j〝w∈.叫A)となる.しかし,補蔑2.1.1より,‡のj〝w∈.叫A)⊥,つまり託｡-j〝w∈
叫A)∩ペA)⊥=(0)となり,訂｡=j〝wである.そして

才人 = 見入(A)Aアb=R入(A)ArPも

= 月入(A)Aヱ｡=私(j)A叶1t〟

となり,これより定理2.1.1を用いると

糎｡一正刷 =lIj〝(ト見入(j)j)叫‡

≦ u(入ル州叫‡

がいえる.t

上の証明の中で,Pb=.4jレwという条件が,諾｡=身心を意味することを示した.逆に,認｡=〟加と

すると,定理1.3.1の(iii)より,Pも=A正｡=A.名⊥'仰がいえる.したがって,ダム∈又(Ajりというデータb

への条件は,ヱ｡∈兄(Aγ)という解についての条件と同値となる.

次に我々は,あるレ≧1について,Pむ∈又(A〝)のときの収束速度を考察する.反復法による正則化法の

収束速度を調べるときは,このような条件を課した方が便利である.この条件は,Pわ∈R(A舟ノーユjT)と同

値であるから,定理2.1.4よりル>1ならばただちに山(入,〃-1)という収束速度が得られる.しかし,実は､

これよりも速い収束速度が得られる.先ず,補蓬を1つ与える.

補題2.1.2【10jあるlノ≧1.あるw∈Jコについて｣袖=A▲ノ1日ならば

Ii才｡一之誹2≦山(人ルー1)=木工｡一勘剥冊項

が成り立つ.

【証明】前定理の証明よlフ,

諾｡=Aγjリー1町 才人=㌦私(A).4L′廿

が得られた.これより

ヱ｡-〇入=AT(ト私(j)A)j〝~1w

となり

糎｡一正入l雷2=(才｡-エ入,Ar(ト見入(A)A)Ay~1w)

=(A一正｡一正入),(ト月入(A)A)ぶ~1w

≦ 山(入ルー1)=A(正｡一正入)…i叫‡

が得られる.I

定理2.1.5【10】あるレ≧1,あるw∈J2に対し,Pあ=か心ならば,

薯l‡｡-‡誹≦ 山(入,リー1)山(入,刷wll

である.
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【証明】前定理の証明より

舐｡一正入=Aア(ト見入(j)A)A〝-1w

が示された.上式にjを作用させると

j(諾｡一才人)=AγA〝(ト私(A)j)w

となり

掴(ヱ｡一正バ=2 =(j(正｡一正入),ヱ｡-∬入)

=(j〝(ト見入(A)j)w,A(2｡一昔入))

≦〕(入,〝州A(ヱ｡一正入)l…叫l

が得られる.したがって

=A(£｡一正入州≦u(人,り=叫I

である.上式と前補選より

l‡正｡一正入t‡2≦u(入ルー1)山(入,り=叫‡2

となり,定理が証明された.l

2.2 ノイズを含んだデータに対する正則化法

前節では,データがノイズを含まない場合の正則化法について考察した.しかし,実際にほ､データに戟

測誤差などのノイズが含まれている場合が多い.

､今,ノイズを含むデータもjは,

牌一項‡≦∂

を満たしているものとする.そして,そのデータを用いて,前節と同様の形式

武豊私(A)Arあき (2.4)

により方程式A正=もの最小2乗最小ノルム解苫｡の近似を行なう.このとき,もし,ある意味においてノイ

ズレベ購に応じて正則化バラメータÅ=入(∂)を選ぶことにより,

出席吋)(j)調き=‡｡

となれば,近似(2.4)は正則であるという,正則化法は,正則化関数見入の選択だけでなく,正則化パラメー

タ入(∂)の選択法にも依存する.

以下,仮定2.1.1に対応して,

ミ票｡≦箭-!｡帆(瑚=C2
なる定数Cが存在すると仮定する.また,関数r(入)を

r(Å)皇maxi軌(f)巨1∈【0胴=2j)

と定義する.

補造2.2.1【10】

冊(才人一慮ま州≦占C2.
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【証明】

A(‡入一頃)=A私(A)Aγ(む-が)

であるから,仮定(2.5)より

-‡A(正人一昔ま州2=(j(£入一才ま),正人一正ま)

=(A私(A)AT(あー呵,才人一計ま)

=(A私(A)(あー巧,A(正人一束))
≦ ∂C2掴(正人一昔ま州

となる.1

補毘2.2.2【10】

=和一拙i≦∂C何,

【証明】

才人一正ま=Ar月入(A)(♭-も∂)
より,(2.6)と上の補選を用いると,

ll正人-£ま!!フ=(正人一正;､,Aγ月入(A)(ムーむ∂))

=(A(才人-エま),虎入(d)(む一折)
≦ き2c:r(l)

が成り立つ.1

我々は,正則イヒパラメータ選択関臥(占)は刈0)=0の下で

入‥【0,∞)→【0,∞)

を満たす単調な連巌関数であると仮定する･次の定理は‡ま(古)が茸｡に強収束するための十分条件を示して

定理2･2･1【10jb∈p(〟),∂→0について入(∂)→0,拓(入(∂))_0とする.このとき

線き)→正｡,(∂→0)

である.

【証明】補選2,2.2より,

tき諾¢-エま(刷≦帆一叫)い湖叫)一塊調
≦ 嘉一‡｡一勘申)!け∂澗丙C

である･定理2･1･2と仮定1血-0∂爪印=0より,あ∈叫†)ならば夷(き)→認｡が示された･l

次に,E･W･Engl【7jによって導入された弱正刑性について考察する･近似解の族‡‡ま(∂))が弱正則であ
るとは,∂n→0となる任意の列†∂n)について

布.)→∬｡
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が成り立つことを意味する.同掛こ,強攻来するときは強正朋であるという.

上の定理で,か(入(可)→0が強正則であるための十分条件であることを示した.次に我々は

Iim餌p占2r(入(り)<∞

が弱正則の十分条件であることを示す.

定理2･2･2【10】む∈p(叫で,(2･7)を満たしているとする･このとき,†才ま(β))は弱正則である･

【証明=ふ)を∂n→0を満たす列とする.今,仮定より入(∂n)→0であるから,定理2.1.2より

才人(`.)→認｡,(n→∞)

である.また,

諾0-秘｡)=‡0一叫れ)+勘申吊+晦れ)
と書き表されるから,定理を証明するには

才人-`.)+璃付エ0,(れ→∞)

(2･7)

(2.8)

を示せば十分である.

補選2.2.2より

糎入(点れ)+ヱまて｡れ)l!2≦C2境r(入梅バ

である･そして,仮定(2･7)から,(才人(∂れ)+嬬れ-)は有界列であることがわかるノバナッハ･ステインハ
ウスの定理より,(2.郎を証明するには,J2の礪密さま部分集合に属する任意の元方について

(才一町.)+攻きh-)→0,(柁→∞一)
を示せばよい.したがって,`2の飼密な部分空間

p(が)=兜(Aγ)+究(AT)⊥=兜(Ar)+叫A)

について(2.9)を検証する.

菖∈叫A)のときは

叫.)叫‰
= 触れ)(j)AT(あーぁ占れ)
= ArR入(さ.)(A)(あーぁdれ)

より明らかである,ヱ∈鬼(Aア)のとき,ヱ=Aヂwとすると

(ヱ,諾拙)+秘h))=(叫A私材.)(A)(トもり)
≦ =叫IC2∂¶→0,(n→∞)

(2.9)

となり,任意のヱ∈p(〟)について(2.9)が示された.t

Englは同様に,弱発散,強発散の概念も導入した【7ユ.次の二つの定理において,我々は正則化パラメータ

選択関数入‥【0,叫→【0,∞)は岬)ニ0を満たす狭義単調増加関数であると仮定する.先ず,条件

比和占)恥)(人的)2=∞
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定理2･2･3【7】Aは無限階で,も∈p(A†),坤)が上の条件(2･10)を満たしていれIf,i秘.))が弱収束し
ない∂n→0なる‡∂れ‡,牌一項‡≦∂れなるベクトルも`･が存在する･このとき‡才ま(β))嘩発散であると
いう.

師岡†J川上,勒)をAの特異債分解,拇=J貢とする.今,Aは有限博ではないので,机→0(n→∞)で

ある･正則化パラメータ選択関数についての条件より,Å(∂れ)=‰,占れ→0なる列†βれ)が存在する.今,

む`れ=あ+ん‰とすると,定理2.1.2より,

勘(dれ)=属人(り(A)ATむ→∬｡,(n→∞)

であるから

正人(∂れ)一計まて∂れ)=旦軌)(j)AT(ト軒)
= 占nJn旦入(∂.)(仇)un

となる･したがって､仮定(2.10)より

帆(dR)-∬まて｡れ川2= 隠鯨私仇)(扉2

= ∂三人(占n)見入(∂れ)(入(∂n))2→∞

となる.(2.11)より

糎まて∂.)‡ト∝､(m→∞)

となり,ゆえに〈ェま?｡れ))は弱収束しない･I
次に,条件(2.10)を

1iminf∂2Å(∂)見入伸(入(き))2>0

と置き換える.

(2.11)

(2.12)

定理2･2･4【7】Aは無限階･も∈p(月†.)で牒定(2･12)を満たしていれば,i秘8,)が‡｡に強収束しない
ような∂n→0なる列伍)と胚一打i≦占nなるベクトルbき-が存在する･このと′きi‡ま(き))は弱発散であ
るという.

f証明j前定理の証明と同様の理論を展開することにより寸分大きなnに対して,

糎坤い一掬.)‡i2=ぬ(∂n)兄軌が(∂n))2≧ぐ
を満たすC>0が存在することが仮定(2.12)より導かれる.しかし,

才人(∂.)→壬｡.(m→∞)

であることから,i嬬.-)が£｡に強収束することは不可能である.I

2.3 Tikbonovの正則化法

弟1種フレFホルム積分方程式

rf圭Jあ
∬(ざ,り′(f沖=タ(β)
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を解く難しさは,｢般逆作用素rtの不安定性に起因する.1.1箭で示したように,簾′の珊は,積分作用素

により蓮られて,タにはほとふど反映きれない.

A･N･Tikbon耶はそれらの振動を切り捨て,解を正則化する方法を提案した【30】.それは∴瀾致

∠あ(r′(両(β))2机入上さtp(舶)2+刷′(榊(2･13)

を削､とする閑散Jを近似解とする方法である.ここで,pと曾は非負でp+督が恒等的には0にならない関

数で,入は正のパラメータである.

この手法はp(£)≡1,曾(£)≡0とおくことにより,汎関数

ム(虎)豊胆才一畔+入植=2 (2.14)

を最小化する問盈と見ることができる.また,適当な関数空間を設定することにより,一般の形式(2.13)も

上式の形式に変換することが可能である.ここでは,(2.14)を最小化する問題をTikbonovの正則化法と

呼ぷ.

この2次汎関数ムが一意の最小点諾入を持つことは明らかである.その最小点は,関払(りを任意の

w∈J2に対して

ム(f)圭九(‡入+叫

と定義すると,ム(0)=0により特徴付けられる.そして.

ム(0)=2(AT加入一月Tも+入正人,W)

より,才人は方程式

AT血入+入正Å=Arむ

の解として表される.

Tikbonovの正則化法は,2･1節の正鮒ヒ関数私(りとして

1

月入(り=一二T
f+Å

を用いた正則化法である.また,条件(2.3)を満たすように収束速度関数を,

〕(入,〝)=ス",0<〝≦1

とすると,定理2.1.4の系として,次の系が得られる.

系2･3･1t24jもし,あるレ∈(0誹について,舐｡∈鬼(jりならば,

糎｡一躍誹=0(ユー)

である.

何様に,定理2.1.5で〝=1とおくことにより,次の糸が得られる.

轟去･8･2糾もし,‡｡∈兜(Ar)ならば,

糎｡-罪人"=0(㍍)

である.

息3

(2.15)



系2･3･1より,レ=1のとき,‡｡∈兄(j)ならば,収束速度0(入)が得られることがわかる･逆に,0(入)が

最良の収束速度であることが次の二つの定理より得られる.その前に,定理1.4.11の系として,次の系を与

系2･3･3む∈叫Aγ)⊥とする･このときル≧0に対し,ふ∈又(Ajりと,

㌻陣,叫)!2

缶Jチ叫2

Ji

<00

は同値である.

【証明】作用素Aかの特異債分解が†J…叶1;現,γた)となることから導かれる.1

定理2･3･1[10】もし,も∈p(〟)で誹ヱ｡-‡刷=0(入)ならば,‡｡=0で,任意の入>0に対して,‡入=0

である.

【証明〕諾｡≠0とし,eÅ≡ヱ｡一正入とおく.

(j+入りe入 = Arむ-(A+㍍)£｡

=

-Å諾｡

より

Å=恥l!≦仙4Ii2+ス)l蓼eÅぎi

である･今,仮定より上式の右辺は0(Å)であるから,‡ロ=0となる･また,Pを′2から兜(A)への直交射影

とすると､

0=A正｡=Pむ

となる.これより,任意のÅについて

諾入=(j+入J)-1ATも=(A+〟)-1ArPb=0

となる.1

定理2･3･2【10】Aがコンパクト作用素1む∈p(A†)で,糎｡-‡入l!=0(入)ならば,茸｡∈虎(A)である.

【証明〕dの特異債分解を用いると,定理1.4.10よりJ｡は

J_=主半t･ミi=1

と表せる.同様に■正人も

記入=(j+町1ATpk妄恭げむ,叫)叫
となる.これより,誤差の2乗は

糎｡一正誹2 (三一糸)(殉叫)叫
I(Pむ,叫)l2
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となる■今,仮定よりI一正｡一正入Il2=0(入2)であるから

∞
∑
出

でなければならない.これは,

‥り+

2
･
tb(.

●
●

b
I(Pむ,叫)l2<∞,(入→0)

芦l(ダム,叫)‡2

を意味している.よって,系2.3.3より,Pむ∈兄(AATA)となり,これより,壬｡∈R(j)が示せた･l

次に,データいこノイズが含まれている場合,つまり,

正ま=(j+入J)~1ATむ∂

のときを考察する.ここで,む∂は伸一叫l≦∂を満たしているとする.また,見入(f)=(t+入)-1より,(2･5)
のCはC=1.(2.6)の7-(入)はr(入)=1/Åとおける.補是2.2.2より,

lI諾｡一正ま重l≦ll£｡一正入=+lt才人一正ま‡I

≦ 糎｡一正入‡…+

となり､系2.3.1と系2.3.2から次の二つの系が得られる.

系2.3.4=明ある∫ノ∈(0､1〕に対し､∬(′∈兄トう〃)で､入=C′挿缶ならば,

‡!訂｡一拍l=0(古米)

である.

系2･3.5【10】認｡∈兄(_4γ)で.あるC′>0に対し,Å=C′∂ならば,

=㌫-才まIl=0(､作)

である.

これらの系は､正｡∈兄(A)で､入=C′∂書のとき,0(∂喜)が得られることを示している.ノイズが含まれて

いない場合と同様に,この収束がもっとも速いことが次の二つの定理2.3.3および定理2.3.4より得られる.

補琵2.3.l･【叫b∈p(.4†)と仮定する.このとき,諾｡≠0ならば

人(β)=0(怖一線調)+0(∂),(∂→0)

である.

【証明】

(j+入(畔糎｡一昔まr∂))=入(∂)認｡+AT(ト呵

より,

入(釧訂｡l‡≦∂‖㌦lけ0(怖-‡ま(刷)

となる.t
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定理2･3･3【10】Aは有限階ではない作用素で,あβとは無関係に帆一頃==0(β)とすると,才｡=0で
ある.

【証明】今,Aほ無限階だから,Jn→0("･→∞)である.∂n=戒7むβれ=あ+∂nunとすると,

訂ま7｡れ)一正0=‡入(∂.)一正｡+秘.)-叫∂れ)
=

才人(∂れ)一正｡+∂れ(j+入(∂n)J)~1AT≠れ

となり,これより

腑ね)-‡｡‡!2= 糎入(｡れ)一正｡Il2+

2∂三/3

占三/3+人(占｡)

となる.上式の両辺を∂三/3で割ると,

2∂｡Jれ

J三+ユ(∂n)
(正人(∂.)一正｡,Vn)+

(現(∂れ)-‡｡,廿n)+

I!諾ま7ょれ,一正｡l!22

辟3 二甜3+人(占n)

～票/3

(∂三/3+入(∂n))2

(正人(∂れ)一正｡,t,m)十
占三/3

占nJ,l

J三+人(∂n)

(結ノ3十Å(∂n))2

が得られ･訂｡･≠0とすると,上の補選と定理の仮定より,Å(∂n)∂J2/3→0(∂n→0)となり,

(才人(占れl一正｡,むn)

言二二呂∫占雲/3十Å(占れ)
0>21imsup +1

とならなければならない･しかしt今遁走より牌一項‡≦どnを満たすどんなむdhについても‖嬬れ､-‡｡lぎ=
0(β2/3)であるから･む=ム∂･▲とおくと≡=隼昭〕-‡｡Il=0(∂2/3)が得られ,上式は0≧1となる.上れは矛盾

である.1

定理2･3･4囲あるr′>0に対し･Å=C′古書,牌一項≦沌満たすどんな扉に対してもiiヱ｡-‡ま!!=

0(拘とすると,ヱ｡∈又(一4)である.

【証明川酬=1,むき=(1+β)らとする.

諾｡一打ま(｡)=yノ ノ

l=三

帖一舶=至(
入(∂)一占Jぎ

より,

■'▼▼U

Ⅳ人しりl'~乏し叫Jぎ十Å(∂))
となるt したがって,ある凡才>0が存在して､任意の∧rについて

〃≧
IIJ｡一打ま{′｡誹2

∂4/3

である.ここでβ→0とすることにより

∧r

∑c′2

C′-∂1/3JZ

Ji(Jぎ+Å(∂))2

C′一打3ケア12

+ス(∂))2

(む.叫)!2

た了〉 ケア
≦〟

そして,系2･3･3よりb∈兄ト4月),つまり,ヱ｡∈兄(j)となる.l
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第3章

正則化パラメータの選択

Tikl10nOヽ･に代表される正則化法を用いるときの本質的な問題は正則化パラメータの選択にある.正則化

パラメータÅ｡が最適であるとは.

腑一線‡l= min糎｡-夷!!0<人<00

を満たすことをいう.

代表的な正則化パラメータ選択法としてV.A.Morozovにより提案された相変原理と,G.Wahbaによ

り導入された一般化交差検証法(GC＼′法)がある.この二つの手法は,期せずして東西両陣営の数学者によ

り提唱された.

Morozo､･はノイズの上界が事前に判れば,誤差の上界となるように定義された関数を最小化することが

可能であることを示した.これより､もし統計的検定の手法を用いることによりノイズレベルを推定できれ

ば,正則化パラメータを決定することができると考えられる.我々は,最も有効であるデータ平滑化法の一

つであるA‡C最小化推定法を用いて上のアイデアの検証を行なった.

また,最近P.C.nansellによりL,カープによる最適正則化注が発表された.この発想自体は新しいもの

ではなく,以前より用いられていたものであるが,悪条件線形方程式に適用され,命名したのはEansenが

最初である.この曲線はその名のごとくL字型となる.これは悪条件線形方程式の特性である.この特性を

利用するのがこの手法の特徴である.

しかし,Hansenが主張する方法ではパラメータの選択は困難である.そこで,我々はL-カープの曲率が

最大となるパラメータを選択する方法を提案する.行列の特異債分解を用いるとL-カープの曲率は正則化

パラメータの陽な関数として表されるためノ〈ラメ一夕の決定は容易となる.

相変原理とGC＼′▼法の概要はそれぞれ3.1節と3.5節で紹介する.統計的検定による最適正則化法の有効

性は3.3節で検証する.3.4節でほしカープによる正則化法を述べる.我々の主張であるL-カープの曲率に

よる正則化法は3.4.2節で,数値実験も含めて解説する.

3.1 Morozovの相変原理

正則化パラメータの選択法として,V.A.Morozovにより提案された相変原理(DiscrepancyPrinciple)

が有名である【24j.この原理は,計算結果の質と,入力データの質を一鼓させることを基礎としている･

今,データぁの近似としてむ∂が与えられ,これより

A諾=む, も∈R(A)
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を解くことを考える･ここで,Aはコンパクト作用素,近似データ扉は,

牌一項≦∂<‖坤l (3.1)

を満たしているとする･ここでのゎについての条件はむ∈p(〟)ではなく,あ∈又(A)であることに注意さ

れたい･なお,条件(3･1)の∂<牌占Ilは深刻な制約ではない.これは,ノイズが入力データよりも小さいこ

とを意味しているにすぎない.もし,そうでなければ,どんな解析法を用いても,解を近似することほ不可

能である.

Morozovの相変原理は,仮定(3.1)の下で,判定式

IIA‡ま-b∂==占 (3.2)

を満たす入=入(∂)を正則化パラメータとして用いる方法である.これは,次のように解釈することも可能

である.

データに関する情報(3･1)から,方程式血=ぁの最小2乗最小ノルム解を求めるとき,集合

軌皇(J‥Il血-む∂l!≦占)

の中のノルム最小のベクトルを近似解として採用することは､合理的な方法である.ここで,集合℡｡は問

凸集合であるからノルム最小なべクトルヱ∂は一意に存在する･次に,このヱきが(3.2)を満たしていること

を示す･今ル4‡占一項i<きとすると,0<≠<壬で1に十分近い‡をとればル如｡一項<∂となる.しか

し･このとき附託刷<!極細であるから,昔～がノルム最小なべクトルであるという仮定に反する.これより,

£きほ(3.2Jを満たす.

次の定理は,判定式(3.2)を満たすパラメータは唯一つであることを示している.

定理3･1･1【叫♭とがは(3･1)を満たしているとする･このとき,入の関数掴夷-わ∂!fは連続で狭義単調
増加関数であり,その値域に占を含む.

r証明〕諾まはAの特異催分解を用いると,

訂ま=(j+人的Tむ=妄読了(むき,Wi)t,i
と表せることから,残差は

A諾ま一ぁき= A(d+Åり-1扉一扉
∞

=∑示(む～,叫)叫-¢もJ
となる･ここで,¢はJ2から.畔㌦)=兄(A)⊥への直交射影である.これより,残差ノルムの2乗は

Iけ現一項ド=ヽ｢∠__■

i=1

-Å

(言㌫)2軒叫)…抑
と表せる･上式より･Jの関数lト4ごま一項!は明らかに狭義単調増加連続関数である.また,む∈又(A)より,

入聖慧Il血ま-bW=1‡(トQ)珊+=Q捌2=‖畔>占2

忠!lA諾ま一項2==弼l2=I榊一項Il2≦伸一捌2≦∂2

38



となり,その値域に∂を含むことがわかる.1

次に,相変原理(3･2)により選択したパラメータの意義を考察する.2乗誤差=和一諾まIl2ができるだけ小

さい近似解〇まを求めるのが孜々の目的である.

帆一拙==拙一言(Aア(血ま-扉),り+帖‖2

==緋-;(血ま一軒刃+‖ヱ｡l‡2

=‖拙+言(血ま一畔)･言(血ま一冊一町I捌2
≦‖緋一言(加ぇ-畔)+筈‖血ま一叫冊｡tt2

如b∂)皇=拙-;(A諾ま-蹄)+等価一項+糎0!!2
と定義すると,関数丘(人;扉)は2乗誤差の上界の一つとなる.ここで,この点(入;が)は常に2乗誤差よりも

大というわけではない.もし,ムをA.4rのノルム1の固有ベクトル,対応する固有値をJ>0,もβ=(1十占)む

とすると,

Iiヱ｡一正まl!2=£(入;が)

となり,等号が成立する例が存在する.

相変原理は,且(入‥朽を最小とするパラメータを選択していることが次の定理よりわかる.

定理3･1.2【10〕bとむネは(3.1)を満たしているとする.このとき,丘(入:扉)が最小となるのは,(3.2)のとき

で,また,そのときに限る.

[証明】先ず,任意のÅ>0について冊ヱま一項>0を示す.今,ある1>0に対し,血ま-あ～=0とする.

一4T(一4才ま一折
= j(j+入り-1ATも占一月アむき

=(A(A+入J)~1-ハATむ∂

=((j+人用j+入ハー1一入(j+M)-1一丁)Aアぁ∂

一入(A+入ハー1月Tむ占

一入ごま
(3.3)

より,このときJま=0となる.これはむ′∈刈.4T)=兄(A)⊥を意味する.仮定(3.1)とも∈兄(A)より

∂2≧牌一項l2=1酬2+腑‡!2>牌Ii2+∂2

となり矛盾である.

次に,丘(入;〆)をÅで微分すると

嘉納呵=2ト
となる.ここで

旧j+入ハー1/2(血ま-あき川2

旧一4+㍍)-1/2(A才ま-が)lt2
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は上と同様の理由により常に正である･そして,定理3.1.1より1の関数‡l血ま一項lは狭義単調増加関数で
あることから

冊勇一む∂I‡<占のとき

Iけ夷一項‡>占 のとき

となり,定理が示せた.1

相変原理の正則性は,次の定理により示される.

孟恥巧<0
去恥む∂)>0

定理3･1･3【1P】もし,むとも∂が(3.1)を,入=l(∂)が(3.2)を満たしているならば,

ェま(｡)一正｡,(∂一0)

である

【証明〕ヱま(き)は汎関数

爪(｡-(打ハ封!山一柵+Å榊‖洲2
の最小点であることから,

lト4Jま…-bW+Å(∂)=結き川2=

㌫(∂1(Jま(｡-:む∂)
≦ ㌫(∂)(正｡;む∂)

= 牌-む∂!!2+Å(軸木㌦

≦ ∂コ+入(∂)糎｡‡ぎフ

が得られる∴これより1i卜4ヱま-り一項=占であるから,すべての古>0について,

根調≦l重訂｡I… (3.4)

がいえる･したがって･ヒルベルト空間内の任意の有界列は,由収束する部分列を含むから,ある部分列i占n)
があって.あるy∈Jコについて

叛帰エⅧ
である.今一4はコンパクト作用素であるから､

坤‰)一Ay
となる･そして,(3.2)より

ル4ヱま7｡｡,一打l=∂れ→0

(3･1)よりがn→bであるから-Ay=bとなる･また,i才まて｡.))⊂R(AT)より,y∈珂=叫A)⊥で
あるから,終局,y=諾｡がいえた.

次に,強収束することを示す.バナッハ･スタインハウスの定理を用いると

帖!!≦1iminr=秘.)ll

が得られる.また､(3.4)より,

王imsup=玲｡.)ll≦帖lIn-→00
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であるから,

帆tl≦1無碧f=布.)lt≦1im8up=埼りIl≦帖=n一-●00

となり,

1崎｡.)=→=勘l‡

である･ヒルベルほ間において､諾まてりエヱ｡かつ糎まて｡れ)lト糎｡Ilならば,正まてきれ)→訂｡であるから【22】,

‡まて｡.)→‡｡が示された･
列〈£ま(β))が‡｡に収束しないならば,任意のど>0について‡｡の∈一近傍に入らない無限部分列をとるこ

とができる･しかし,その部分列に上の論法を適用すると矛盾となる･ゆえに,i‡ま(∂))は‡○に収束する･I

V.A.Vinokurovは相変原理を用いるときの,正則化パラメータの上界を事前に与える定理を示している･

定理3･1･4【33】パラメータ入=入(∂)が(3.2)を満たしているならば,

入(∂)≦
∂llA=2

ll叫ト∂

圃ト∂ = ‖坤卜冊項(舌)一項

≦ 陣珠誹

I州2I!血ま(β)一項
人(∂)

である.

【証明】(3.2)と(3.3)より,

l!A=2∂

人(∂)

となる.一

次に相変原理の収束速度を与える定理を紹介する.今,方程式A才=ぁの最小2乗最小ノルム解諾｡は

又(Aγ)に属しているものとする.

定理3･1･5【10】もし,認｡∈又(AT)ならば,帖-‡ま(｡)tl=0(㌦)である･

【証明】あるぴ∈J2について,正｡=Arwとすると,(3.1),(3.2),(3.4)より

響I諾ま(｡)一正｡!!2
=

tI頃(㌦-2(ェま(｡),‡｡け帖=2
≦ 2ilれ=2-(ヱま(`),エ｡))
=

2(ェ｡一正ま(頼AT廿)
=

2(血｡一山‰),W)

=帥-む∂,W)+坤∂一血ま(町W)
≦ 4鞘w=

となる.1

作用素Aが有限階であれば,上の収束速度は0(∂)に改善できる.これは以下により示すことができる.作

用素Aが有限階であるとき,定理1･3･4,定理1･3･8より,〟は有界作用素となる･また,正｡,‡ま(`)∈〃(A)⊥
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より,

エま(∂)一正0=〟A夷(｡)-A†血｡
= 〟(血ま(｡)-り

となる.これより,

鵬(∂)一正｡l】≦=刈l†掴‡ま(き)一項回画一輔)

≦ 211〟泄

が得られる.

次の定理は,Aが有限階でない場合は0(ヽ作)が最速の収束速度であることを示している.

定理3･1･6rlO】条件(3･1)を満たす任意のいきに対し,I嫉β)-エ｡II=0(㌦)ならば,Aは有限階の作用
素である.

【証明トAを無限階の作用象む=叫,む占れ=叫+如nと仮定する.このとき,明らかに諾｡=γ1/♂1で,
ん.んd･･は

伸一む占れ1蓼=∂れ<瀬畑

を満たす.また.

結訂 =(一ぅり(ど｡)J十月r町+二+∂n(jり(∂n)J)-1月γunJl

一入(～れ)

となるから,∂n=仁王とおくと､

=軋れ)一勘=2≧

となる.今,仮定より,

占れJn

)j▼▲'J£+入(占｡

占れJn

､/訂
1+入(占nj/占n

1:r.

=0(∨石)

であるから,これは入(∂n)伍-∝､を意味している.しかし,定理3.1.4より

入(∂れ)ノ !IA王子2
ん 二J后頂一占れ

となり,上式の右辺はl‡功臣こ収束する.これより矛盾となる.l

3.2 正則化法の離散化

この節では積分方程式の有限次元方程式による近似と正則化法について考察する,

第1種フレドホルム積分方程式

〟(ざ,り/(f)df=タ(ざ),β∈上一
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に適切な基底関数†や`),抽)を導入することにより,J2上の線形方程式

A許=も

が得られたとする.1.3節で定めたように,Aのiメ成分とあの第i成分ほそれぞれ

ぎ二tlせ､f.∬(£,f)の(りdfdざ

(3･5)

bi= ¢"β)g(ぶ)dざ

である･先ず,方程式(3.5)を有限次元の方程式で近似することを考える.

今,作用素A【〃】,A<〃>をそれぞれ

｡4<∧'> (d言〃>),ロ言〃>-

=-(ア!
叫,1≦盲,J≦∧丁,

それ以外

月理 = カー.4<〃>

と定義する.同様に,ベクトルむ【呵,b<〃>をそれぞれ

も<∧丁>
=(占f〃>,古手八丁>,‥ア∈J2,呼〃>=

とする･また,A(〃■)=(ロさけムー∧')=(あ;呵,ぁらルー･‥)T∈∫2を

〃…㌻7j
=

占;入r)=

i
{

あi,1<f<∧丁,

0, 〃<査,

(3.6)の右辺を数値積分により近似したもの,
nU

(3て)の右辺を数値積分により近似したもの,

0

とおき,丸め誤差どについて

1≦よ,ブ≦∧了,

それ以外チ

1<i<∧r､

∧'<i

Iけ呵一月<〃>‡‡=0(亡)

牌けり-あ<〃>!i= 0(ど)

であると仮定する.これは数億検分による誤差が丸め誤差程度であることを意味する.さらに,十分大きな

〃をとって

l‡A閃Ii=0(⊂),l‡㌦判=0(亡′)

であると仮定すると,作用素A,ベクトルむはそれぞれA(呵,む叩)により

(3.8)

llA(Ⅳ)一利
=l!A(〃)-(A<〃>+㌦瑚≦掴(Ⅳ)-A<Ⅳ>l回書A閏‡!=0(∈)

牌(〃)一句‡= 牌(〃)-(む<Ⅳ>+押州≦牌(〃)-あく〃>臣りl㌦判=0(£)

と近似できることがわかる.このとき,重要なことは,基底関数と数値積分別の選択である.基底関数は

(3･8)において,∧rを小さくできることが望ましい.これは,数値礁分にも影響を及ばす.そして,数億領分

別には,精度が高く,計算効率に良い手法が適していることはいうまでもない.

次に,方程式

A(〃)才(〃)=む(呵
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にTikhonovの正則化法を適用したときの解について考察する.上の方程式にTikhonovの正則化法を適用

(j(〃)+入J)打)j(岬む(〃),j(〃)皇A(げA岬 (3.10)

となる･この方程式は本質的にⅣ元連立1次方程式である.ここで,(j+入刀の条件数を艦で表すことにす

ると,認r)と2入の関係

lt才㍗)一正誹ノ 〟

lI正人‡…二1-㍍Ii△一利/iij+叫l
lI△朴.胆(げむ(〃)-AT叫

卜i+叫;一 Iげ凧

が得られる【35〕.ただし,△j皇A(Ⅳ)-jである.条件数片は

に=Iij+刷=(j+㍍｢1!l彩一丁-

であるから,

l‡△.亘I! =

El=0(ど)
暮I月岬Tむ(∧リー.4γb!i=∈｡=0(亡)

である･‡げ刊=0(1).Jデ≫入≫∈と促定すると,(3.11)の右辺は

‡仏_和 l喜一4r入rノITゎr〃)-一4丁叫

1-㍍I!ユ利/=A+叫… 百丁三市十 肘け粧

)(3･11)

)た蒜i毒+ご2)
打て∈･′

た号+十二人

となる･これは正郎化パラメータスが亡よりも十分に大きければ,(=0)の解‡rjは意味のあるものであ
ることを示している.

次に‥A(呵の特異催と月の特異催との関係について考察する.P.C.Bansenはd<∧丁>の特異催とAの

特異催との関係について以下のことを示した[12〕.

定理3･2･1【12〕i灯さ∧r>)た1を月<∧'>の特異催とすると,次の関係が成り立つ.

灯さル>≦Jf〃+1>≦Jt,i=1,…,軋

定理3.2.2【12〕占〃皇IIA<∧うー割とすると,

0≦Ji一打f〃>≦占〃,i=1,…,〃

が成り立つ.

定理3.2.3【12】

∑(Ji一打f〃>)≦紘･

Jさ〃>≦J`≦((Jf〃>)2･鴫)を,i=1,…,〃･
これらの結果はA(〃)が数値稜分により精度良くA<〃>を近似していて,なおかつ∂〃が十分に小さけれ

ば,A(呵の特異億はAの特異催を良く近似していることを示している.

以後この章において我々は方程式(3.9)を血=あと見なし議論を進める.
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3.3 AICによる正則化-MAICE-DP法-

3.5節で述べるPRESS法,GCV法は統計的検定を基礎としている.本節でも同様に,統計的な立場から

正則化パラメータを推定する方法について考察する【17】.

3.1節で述べたように,Morozovは事前にノイズの上界が判れば,常に誤差の上界となるように定義され

た関鮎(入;が)を残差により最小化できることを示した.これより,もし,統計的手法を用いてノイズレ

ベルを推定できれば,正則化パラメータの選択ができるであろうと予測される･以下,情報量AIC(Akaike

InfbrmationCriterion,【1】,【2】,【3])を用いたデータ平滑化法,AIC最小化推定法(MinimumAICEstimation,

MAICE法,【27】)と,相変原理を用いたパラメータ推定法について考察する.我々はこの手法をMAICBDP

法と命名する.

3.3.1 AIC最小化推定法

ノイズのレベルを推定する問題への一つのアプローチとして回帰多項式を利用する方法がある.しかし,

このままではあてはめるべき多項式の次数がわからないという問題点が残る.もし,次数を低く抑えると,回

帰多項式は其のデータから偏る.逆に次数の高いものを許容すると,回帰多項式はノイズの影響を過度に受

けることになる.この問題に対して田辺匪士は情報量AICを用いて,この多項式の次数を決定するMAICE

法を提案した【27】.

情報量AICは,現実に観測されるデータを用いて統計的モデルの適切さを評価するために赤池弘次によ

り導入された統計量である.それは,次式のように定義される【2】.

AIC=-2×ll-(尤度の最大値)+2×(自由なパラメータの数). (3.12.)

ここでノマラメータ数とほ,モデル内にあって自由に変化させられるものの数である.このAICは情報量規

準の推定値として広く使われ,また,その有効性がさまぎさな分野から報告されている.

本節では,問題を次のように定式化する･m個の観測点†β`)畏1上で観測されたデータ†あf)畏1は,平均が

0で,未知分散が占吉のノイズ拓)畏1を含んでいるものとする.すなわち,

ぁご=g(ぷi)+∈ト

これより,第1穫フレドホルム積分方程式

王あ∬(β,t)J(f)出=ダ(.β),ぷmi｡≦β≦ぶmax

を満たす可稜分関数′(りを求めることが我々の問題である.

先ず,データ(あf)から回帰多項式を用いてg(β)を推測するMAICE法の概要を紹介する.

回帰多項式ん9(β)の形ほ一般に

九9(β)=∑瑚(β)

と表される･ここで,P`(β)ほf次の多項式である.ダ(β)の推定に9次の多項式ん9(ざ)を用いるとすると,こ

のモデルに対応するん曾(･)と∂2の対数尤反間鋸nエ笹∂;ん9,∂2)は

-21nエ(む∂;ん乎,頼=mln(2打∂三)+
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で与えられる.ただし,

G9皇 (
Po(β1) p曾(β1)

伽(βm.)‥.･～句(βm)ト叶1), (3･14)

とする･したがって,次数9を固定したときの係数句の最尤推定値は(3.13)の右辺の第2項の分子を最小と

する最カ､2乗解

c;豊G!もf=(魂9),‥･,禿9))r
となる･このときのg(･)と∂2の最尤推定値はそれぞれ

9

)ぐU′し笹
木

ノ
∫
l
＼
.
●
●

-ハし

∑闇
d≡

伺-鋸

り
一
々
一

一【人U 朝一d≡

γれ

点…皇牌～-G9騨=附-G9G碑!2

となる･ここで】坤ま残差平方和

(3･15)

(3･16ノ)

を表す.

上述したように問題は回帰多項式の次数ヴの決定にある.次数が決まれば係数は最尤推定法で求めれば

よいのであるが.残差平方和長吉は9が大きくなるにつれ単調に減少するから,曾を選ぷ基準とはなり得ない.

一般に9は観測者が長吉の動きをにらみながら､経験的.主戟的に選ぶのが普通である･しかし,入▼iAICE法を
用いると.これを客観的に決めることができる.

次数qのモデルを採用したときの統計量AICをAIC(q:bt)とすると､(3･12)の第1項は(3･13)にi吉を代
入した

mIn吉富+mln2訂仁
となる･そして,自由なパラメータ数は多項式の係数とβであるから9+2となり,結局

AIC(再巧 mIn吉富+29+mln2汀f+4

"-･噂+勾+mIn聖三+4nl

(3.17)

となる.上式を最小とするヴを百とすると.

緑£)=∑が)針回

がMAICE法が選択するg(β)の推定関数となる.そして,データベクトルがに含まれるノイズの推定レベ

(妄(ゐぎー抽))2)き(3･18)
となる･これは残差平方和郎の平方根に他ならない･
ただし,注意すべきこととして,この方法が漸近理論に基づいていることを考慮すると,たとえば,

已ユ<孟 (3･19)

となる範囲で用いるべきであると由辺ほ指摘している【27】.
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乱3.2 MAICE_DP法のアルゴリズム

以上の算法を次にまとめる,先ず,検分核∬(£,t)とm個の標本点上でのデータiあf)を与える.

【Stepl】エ2【α,ふ】上のm個の基底関数i¢j(f))を与え,適当な数値積分別を用いて,

上あ∬(ざi､f)¢バt)df (3･20)

をわ成分とする行列Aを計算する.

【Step2】行列Aの特異債分解

A=打∑l′T

こ7=(叫,…,≠れ)∈RmXn,V=(t,i,…,Vn)∈RnXn

∑=diag(Jl,‥･,Jれ′)

を求める･ベクトル†叫),iむi)は正規直交基底である.

【Step3]区間【βmln,占max〕上の適当な多項式i和国)を与え,0≦曾≦芸の範囲で,行列G曾と情報量
AIC(q;bJ)を計算する･AIC(再巧が最小となるqをすとすると,このときの残差平方和郎がMATCE
法によるノイズの2乗ノルムの推定値である.それを占2とする.なお,最小2乗解(3.15)ほ不必要で

ある.

【Step4】Tikhono､･の正則化法による近似解頃の残差の2乗ノルムを

γ(=占)2=tl血ま-むき‡i2

とすると,方程式

r(Å;嗅=言2 (3.飢)

の解がMAICE-DP法が選択した正則化パラメータである.上の方程式は行列の特異債分解を用い

妄(ふ叫,巧)2=言2
とÅの陽な非線形方程式として表せる.関数r(Å;が)は狭義単調増加関数であるから【10】,この方程式

の解は一意である.

【S捷p5】方程式(3･21)の解を入ずとすると,

ム℡(f)皇∑紬(f)

がMAICE-DP法による第1種フレドホルム積分方程式の近似解である･ここで,2ま督圭(豆1,…,云n)T
である.

3.3.3 MAICE-DP法の数値実験および考察

次に,MAICE-DP法の実用性を数値実験により検証する.数値実験は第1種フレドホルム積分方程式

上1J冨市′(f)蛮=
り+ざ2)号-㌔
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に対して以下の手順で行なった.

右辺のデータ関数の定義域である【0,1】区間に100個の一様乱数を用いて標本点を採った.ノイズは平

均が0で標準偏差が1･0×10~7の正規乱数を用いた.解関数空間の基底関数i¢メ(瑚およびデータの平滑

化にはルジャンドル多項式を採用した.その理由は,ガウス･ルジャンドル数値積分別を用いることにより

(3･20)の数値積分が容易に,高精度で行なえるからである.残差平方和(3.16)の計算にはライブラリ【37jの

LEqLSDを,行列の特異債分解と非線形方程式(3.21)の解法にはライブラリ【38jのDASVDlとDTSDlを用い

た.計算は全て倍精度演算で行なった.

先ず,解関数空間の基底関数として0次から99次までのルジャンドル多項式を用いて数値実験を行なっ

た･このとき,行列Aのサイズは100×100となる.その結果を表1に示す.

表1:ノイズベクトル1.に対する実験結果
¢ AIC Est Noise Parameter Error

0
-0.3丁770E+02

0.81152E+00 0.38150E+Ul 0.19323E+OD

1
-0.37715E+03

0.14723E+00 0.12640E+0ユ 0.11940E+00

2
-0.73859E+03

0.23922E-01 0.36257E+00 0.30437E-01

3
-0.11368E+04

0.32348E-02 0.12312E+00 0.14288E-0Ⅰ

4
-0.16215E+04

0.283丁7E-03 0.30732E-01 0.44238E_02

5
-0.23867E+04 0,61224E-05 0.36435E_02 0.916$OE_03

6
-0.25153E+n4

7
-0.27385E+04

8
-0.27610E+04

9
-0.27602E+04

10
-0.27599E+(I4

0.31875E-05 0.24891E-02 0.71509E●03

0.10336E-05 0.85365E-03 0.33435E_03

0.91420E-06 0.32386E-03 0.11075E_03

0.90902E-06 (j.27465E-03 0.17600E_03

0.9010TE-06 0.20436E-03 0.36813F_03

ここで!qはデータの平滑化に用いた回帰多項式の次数を表す.AICはAIC(q;b6)から定数項を除いた

もの!EstNoiseはノイズレベルの推定値.parameterは正則化パラメータの平方晩解の平方根.Errorは

I‡‡0一正ま91!である･

この表から9=8のときAICが最小となり,そのときに誤差が最小となることがわかる.なお丁この実験

に用いたノイズベクトルを以下の数値実験での便宜上ノイズベクトル1.とする.

表1では回帰多項式の次数毎に誤差を表したが,次の図1はノマラメータを速読的に動かしたときの誤差

の曲線の中で､MAICE-DP法が選択した正則化パラメータが,どのような位置にあるかを図示したもので

ある.

logl｡ERが

ー3

-4

-5

-6

-7

-8
logl｡ヽ巧

-5 -4 -3 -2 -1

図1:MAIC臥DP法による正則化パラメータ

図中で9=8と書かれている直線がMAICE-DP法が選択したパラメータの位置を表している.この囲

を見る限り,MAICE-DP法はかなり精度の良い正則化パラメータの推定に成功しているといえる.

48



次に,ノイズベクトル1.と同じノルムの,二つの異なるノイズベクトル2.,3.を用いての数値実験を行

なった.その結果がそれぞれ表2と表3である.

表2:ノイズベクトル2.に対する実験結果.

q AIC Est Noise Parameter Error

J

-0.27387E+04

8
-0.27615E+04

9
-0.27598E+04

10
-0.27578E+04

0.10324E-05 0.74514E-03

0.91212E-06 0.17651E-04

0.91083E-06 0.14885E-04

0.91071E-06 0.14649E-04

0.57932E-03

0.30937E-02

0.42792E-02

0.43921E-b2

表3:ノイズベクトル3.に対する実験結果

AIC Est Noise Paramet,er Error

7
-0.27380E+04

8
-0.27575E+04

9
-0.27555E+04

ユ0
-0.27536E+04

0.10360E-05 0.64393E-03

0.93071E-06 0.15292E-05

0.93064E-06 0.14882E-05

0.92991E-06 0.10680E-05

0.38688E-03

0.27655E-01

0.28563E-01

0.41027E-01

表2,表3ともにヴ=8のときAICが最小になっているが,表1とは違い､そのときに誤差最小とはなら

ない.これらの表からほ,h4AICE-DP法は最適の正則化パラメータを推定しているとは言い難い.これに

ついてほ,囲2から次のように考察されヱ.

王oglOr(ス;b∂)

logl｡JÅ

囲2‥ノイズベクトル1.,2.,3.に対するMAIC払DP法が選択した正則

化パラメータと推定ノイズレベルと残差ノルム.

国中の1,2,3と番号付けられた直線が,それぞれノイズベクトル1.,2.,3.に対してMAICE-DP法が選

択した正則イヒパラメータの位置を表している.上述したように,r(入;が)は狭義単調増加関数である.しか

し,あるところから増加が鈍り,ほぼ平坦になっていることがわかる.そして,平坦となるのほ大体ノイズレ

ベル付近である.この現象はこの数値例だけではなく,これ以外の悪条件線形方程式においても観測される.

問題は,この残差ノルムが平坦になるところにある.この範囲内ではパラメータの動きに対して残差ノ

ルムの変化は鈍いが,誤差は鋭く変化している.MAIC駐DP法は囲2中の横線である推定ノイズレベルと

残差ノルムのカープとの交点を正則化パラメータとして採用する方法である.上で実験を行なった3つの

ノイズに対するMAICE法に上る推定ノイズレベルはそれぞれ0.914×10-6,0.912×10-6,0.931×10-6
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である.この差はMAICE法の許容誤差範周内であると言える.事実､国2では3本の横軸はほとんど1本

に見える.しかし,残差ノルムの曲嫁がほば平坦であるため,これほどの差ですら無視できず,正則化パラ

メータは2桁近い差が生じている.さらに,誤差の曲線もパラメータに敏感であるため,大きく違っている

のである.以上のことから考えると,ノイズベクトル1.に対する実掛ま,偶然成功した例であると考えるべ

きである･なお,図中の繁雑を避けるため,それぞれのノイズベクトルに対する誤差曲線は割愛したが,ほ

ぼ同様の振る舞いであることを付け加えておく.

次の図3は行列Aの特異値Jiを大きい順に並べて常用対数の尺度で表示したものである.

logl｡Jf

【∠

■

■･⊥+

こJ

ハU

【
ヽ
)

⊂J

一
-
▲

.⊥

0 1Ci 2C 30 4〇 50

囲3:行列Aの特異倍.

特異倍は30までは順調に〔!に収束していくが,それ以降は丸め誤差レベルで頭打ちとなり横ばいとなる.

理論上非退化骸を持つ積分作用その特異催は,0に集潰する.しかし,倍精度演算であるため,丸め誤差以

下の特異催はそのレベルに丸められてします.これより,丸め誤差レベルにある特異佳は信頼性が薄く!こ

の場合であれば,解関数空間の基底関数は30倍程度で十分である.

そこで,40個のルジャンドル多項式(0～39次)を用いて同様の実験を行なった.その結果が表4である.

表4:基底関数40億での実験結果.

AIC Est Noise Parameもer Error

7
-0.2丁385E+04 0.10336E-05

8
-0.27610E十04 0.91420E_06

9
-0.27602E+04

0.90902E_06

10
-0.27599E+04 0.90107E_06

0.12054E-02 0.43683E-03

0.10776E-02 0.40295E-03

0.10715E-02 0.40127E-03

0.10621E-02 0.39865E-03

この表で,AICとEstNoiseの項は,ノイズ､標本点,データは同じものを用いているので,表1と同じで

ある･しかし,表1では9=8のときに誤差が最小となったが,ここでは最小とならない.さらに,表中では

省略したが,9を10よりも大きくすると,誤差ほ減少する.

これほ,図4より,次のように考察することができる.図4は解関数空間の基底関数の個数をm=

20,40,60,100としたときの相変原理の誤差の上界点(入;が)と(El),鼓差(E2)を図示したものである.縦線

はElとE2が最小となるパラメータの位置を示している.横線はノイズレベルを表している.この匪から

わかるように,丘(入:む∂)が最小となるÅと,誤差が最小となる入は,基底関数の個数が少ないほど離れたもの

となる･MAIC♭DP法は相変原理を基にした手法であるため,相変原理が選択した正則化パラメータと其

の最適の正則化パラメータとがかけ依れている場合は無意味なものとなる.そのため,n=40のときほ表

4のように芳しくない結果となったのである.
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区4:誤差推定関鮎(Å:が)と誤差の関像

上でも述べたように,MAICE法はノイズレベ)L/を高精度で推定している.これより,MAICLDP法は棍

変原理の意味においての最適の正則化パラメータの選択には成功している.しかし,この手法はパラメータ

の選定のために不安定な非線形方程式(3.21)を解かなければならないという間産点が残る.次の節で我々

ほ,MAICE-DP法よりも有効で,なおかつ安定である"しカープによる最速正則化法"を提示する.

3.4 L-カーブによる正則化法

乱4.1Ⅰ._カーブ

正則化法による近似解正人,もしくは頃の情報を的確に表示させる方法としては,諾まのノルムと,残差

血ま-む∂のノルムを対にして表示する方法が考えられる.データもが兄(A)に属しているとき,l曇血ま一項!
は小さいが,糎紬が大きい･または,=ペIIは適度な大きさであるが川Aごま一項げ大きいような諾まは,近
似解として適当でないのは明らかである.そのため,上のような方法で,二つの量の妥協をとるアイデアが

考えられる.この節では,この着想よくり正則化パラメータを得る方法について考察する.

この表示法を実際に,最初に用いたのは【叫である.また,類似の方法が【23】にも見られる.最近では,

【31】,【11】,【13jなどである･この図形に"しカープ,,と名付けたのはP.C.Eansen【15】である.

なお,以下において,Aは第1種フレドホルム積分方程式(1.1)に適当な数値積分を施すことにより得ら

れた〃行〃列の行列であるとする.同様に,い∂も〃次元ベクトルに離散化されたものとする.ここで,数

億積分による離散化誤差は,計算棲イブシロンに比べ,小さくなるようにあらかじめ分点致〃を十分大きく

とるものとする.なお,数値積分については4.5節で述べる.
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定義3.4.1【16】,【15〕

r(入;巧皇IIA諾ま一項日中;巧圭=項I

とすると,しカープとは,r(入;も∂)をご座標,頼巧を即座標として,正則化パラメータ入を【0,∞)の範囲

で動かすことにより得られる点(r(入め,ヱ(入:ありの集合である･
L-カープは次のような性質を持つ.

定理3.4.1【16】

ん皇室∑(叫
l=1

{{
〃
∑
出

d≡∫U

O
正視ヽ j

`P

,
h
U

恒‥朽-I鶴墓,

∬(入:が)→0｡

▲U

¢

､

J
r
し
▼

+
-
-
-

一
【

＼
1
-
ノ

㌧
■
一
J

が
∵
が

､
人
､
Å

′
一
l
ヽ

′
-
-
～

r

ど

一視t､わ`-t,,

Ji

(ユ→∞),

(A→0)

とすると,

である.

持正明j血ま-むき,諾まはそれぞれ特異債分解を用いて

一4Jノニーむ√ ｢
r
-
一
隼

〃
∑
d
〃
∑
出

入
｢
｣ 言(折叫れ

㌔(折叫h
と表すことができる･これより明らかである.I

定理3･4･2[16い∈(0,∞)において‥r･r`ユニ!}～■きiま恒‥朽の単調減少関数である.

【証明】前定理の証明より,

r一入:ん･-一

g(Å;むき)=

が得られる.これらを入で微分すると!

孟r(細)

主二二人二占~こ
となる･今,入>0であるから,

(垂線)2(む～,叫)2)1′2

(裏紙)2(む∂ヤ2)1′2

∑ニ1爵(あき,叫)2
r(入;が)

∑た王轟rむ∂･叫)2
申;あ`)

孟申;巧け0,孟榊き)<0
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となり,これより

d可入;扉)_d可入;が)dl

dr(入;が) d入
dr(入;扉)

<0

が得られる.I

ただし,定理3･4･1において,Il諾狛ま〃→∞で発散する量である.

L-カープの大きな特徴ほ,曲線の途中に"コーナー"を持つことである.悪条件線形方程式でなければ,こ

のコーナーは現れない.名前の由来もこれに依存する.

特徴【16],【15]ベクトル△むを摂動ベクトルとする.すなわち,扉=む+△むとし,次を仮定する.

1･右辺ベクトルむの特異ベクトルによるフーリ土係数の絶対値l(叫,b)!は､特異値Jfよりも速く0に収

束する.

2･摂動ベクトル△わは,平均が0,標準偏差が∂｡の正規乱数ベクトルである.

このとき,L-カープ(帖頼(入弟)はコーナーを持つ･そのコーナーは,大体(=A軋‖勘亜の付近で
ある.

ここでt上の3つの条件のうち､仮定1･は,定理1.4.11に対比させて,凝散的Picard条件【瑚と呼ばれて

いる.

上の特徴に正確な証明を与えることはできない.しかし,この現象は次のように説明することができる.

今,ベクトル頃を二つのベクトル

丼∑.寓d≡
1′認 売(叫軌2倉皇書式了(叫,△軌

により,認…主諾Å+埠とする.離散的Picard条件より,J`はt(叫,む)‡よりも速く0に収束する.しかし】

卓(町△bj/Jさ!はJ≠が0に収束していくに従って増大していく･ゆえに,Å≪1では,=現Ii≪tl正則となる.

これは,諾まは認倉の項が支配していることを意味する.

Åを増加させると,訂今の項に影響が出て,曲線は降下を始める.さらに入を増加させると正人の項にも影響

が出始める･このとき,諾まを支配する項が‡分から‡入へと変わり,曲線は水平となる.そして,(牌狛0)へ
と収束していく.

つまり,L-カープは曲線の中ほどに"コーナー,,を持ち,そのコーナーは頃を支配する項が正分から正人へ
と変わる点で誹△む…=∂とすると,(ち=£川村近にある.

定理3･1･2を用いるならば,r(項折=∂となるとき,誤差の上界丘(入;嗅が最小となる.これより,コー
ナーを表現する入は,相変原理の意味での最適の正則化バラメータといえる.

ここで,注目すべきことは,間違を解くにあたって,ノイズベクトルのノルムに関する情報を必要としな

いことである.

次に,実際の第1種フレドホルム積分方程式に上のL-カープを適用する.囲5は,積分方程式

､(1
eさtJ(印書=

ビJ+1_1

ぶ+1

0<β<1 (3.22)

に対する結果である･上式の解はJ(f)=亡1で,【5】より引用した∴摂動ベクトルは平均が0,標準偏差が

1･0×10~5の正規乱数を用いた.拡散化は50点ガウス･ルジャンドル数億積分倒を用いた.このときの摂
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動ベクトルのノルムは∂=0.66×10-4,I‡ヱ｡II=1.78である.数値計算は倍精度演算,特異債分解と正規乱

数の生成はライブラリ【38〕を用いた.

lo9(X)

･L--1.11･l:1.1.1L
3

2

■l

ハU

図5‥積分方程式(3.22)のL-カープ,

10gけ)

囲は横軌縦軸とも常用対数の尺度である.入は最大特異億の2乗Jデから,計算機イブシロンc=1.0×10-15

の範囲で動かした･曲線が(む=諾｡l!)付近でコーナーを持つ桂子がわかる.

院6は:第1種フ/ドホルム積分方程式

､†!
､TTJ=刷=

(1+㌔)喜一£3
0<5<1 (3.23)

に適用した結果であるtこの方程式の解は/(り=f,(3.22)同様に同より引用した.占=0.73×10-4,l匝誹=

0.58である.
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へ∠

図6‥積分方程式(3.23)のL-カープ.

log(r)

次に,積分方程式の特異催と右辺のデータ間数の特異関数によるフーリエ係数が正確にわかっている第

1種フレドホルム積分方程式

誓王( Si凸(訂(ざ+f)) Sin(汀(ざ一書))

α2-2αあcos(可β+頼+ふ2■82-2αふcos(中一f))+あ2
あsin訂β

1-2あcos訂ぶ十ふ2'

J(f)蛮

-1<β<1

(3.24)

対する同様の結果を囲7に示す.上式の解は

/(f)=
d_COS訂t_α2

1-:ねcos打電+82
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であって,このと番目の特異値及び右辺のフーリエ係数はそれぞれ(りα)上,ふょである.数値実験では¢=

0.2,あ=0.05と設定した.

lo9くX)
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2

1

0
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-2
-4 -3.5 -J -2.5 -2

図7‥積分方程式(3.24)のしカープ.

loq(r〉

最後に,退化核を持つ第1種フレドホルム積分方程式

.トt)2榊=筈占2一等ざ+筈0≦£≦1への同様の結果を区沌に示す.
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図8:積分方程式(3.25)のしカープ.

loq(ご)

これは悪条件線形方程式ではないので,曲線にコーナーが現れない.

3.4.2Ⅰノーカーブの曲率による正則化法

次に,Åに関するL-カープの動きを検証する.図9の左図は積分方程式3.24に対し!

入n=10~れ n=1,2,…,15

の点でLカープを図示したものである.右図は各点での誤差

坤;b∂)皇帖一拍l

を表す.
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囲9:L-カープの動きと､誤差.

この固から観測できるように.コーナー付近ではÅの動きに比べて,曲線の動きは銘くなる.しかし.コー

ナー付近でしカープが停滞している間の､才まの有効桁数は2桁から6桁と幅広い.これでは,L-カープの

コーナーを表現するÅというだけではパラメータの限定は困難である.

そこで,我々ほ,L-カープの曲率が最大となる入を正則化パラメータとして選択することを提案する【呵･

ベクトル値関数抑〉= における曲率〝(り甘

小木=
届け頼照)一軒f)ま/ら√ハ

け拍ヅ十yら両21ち

と表せる.これより､L-カープのÅにおける曲筆は.特異催分解を用いることにより,
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である･また,Lカープは常用対数の尺度で用いるが,曲率は不変である.

図10は積分方程式(3･22)に対するL-カープの曲率と誤差(3.26)を図示したものである.
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10g(err)

15
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5

0

-5
lo9(par)

図10‥積分方程式(3.22)のしカープの曲率と誤差･

これより,有効桁数5桁程度の近似解が得られることがわかる･

囲11と囲12は,それぞれ積分方程式(3.23)と(3.24)の同様の結果である･

10g(eごr〉

ー1ち -12 一三〇 -8 -ら -4 -2 0
lo9くpaごラ

囲11‥積分方程式(3.23)のL-カープの曲率と誤差･

log(er三〉

15

10

5

0

-5

-14 -12 -1C -8 -6 -4 -2 0
109(par)

囲12‥積分方程式(3.24)のL-カープの曲率と誤差･

これらも,有効桁数5桁程度の近似解が得られている･

最後の例として,MA‡CE-DP法の数値実験に用いた問遷に対しての結果を示す･MAICE-DP法ではデー

タ点が100個で基底関数が40個のときの実験結果は芳しいものではなかったが,しカープの曲率による最

適正則化法では良好な結果が得られた,
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log(`r)

図13:MAICE-DP法の数値実験僻の基底関数n･=40)に用いた問題に

対するL-カープと曲率と誤差.

3･5
一般化交差横言正法-GCV法-

Morozo､･の相変原理は一正別化パラメータの選択法として湖東欧諸国の数学者を中心に支持を集めた.

一方,醐諸国ではG･VVahbaにより提唱された一般化交差検証法(GeneralizedCros←Validation[34j.以
下GC＼∵法)が有名であるtこの事法はID･M･AIlel一により提案された交差検証法"ordinary)Crosト

Validation,または･PredictionSumofSquares･略してPRESS法とも呼ばれている勅を基:こしている.

PRESS法の基本的な考え方は･｢与えられたデータ点の一部を取り除き樋常1点)､残りのデータ点を

使って解を求め,それが除かれた部分をよく推定するようにバラメータを決定する｣というものである.こ

のアイデアを実際に数式で表現すると以下のようになる･今,も∂･(上)を扉の第戚分を0に置き換えたベク

む岬皇(占…･‥･,ゐ…-1,0鶴,…㈲r∈が,む=(ゐ;,･‥,舶T∈R∧r

データむき呵こ対するTikbonovの正則化法による近似解を

正三･{た}室(ArA+叫-1月Tむβ,(よ)∈R〃

とする･もし｣B紳化パラメータ入の選択が妥当であるならば-ベクトルA‡三刷の第城針A£三,rた偏まわ‡の

よい推定となることが予想される･すなわち†棍(【A正三刷jた-ゐ…)2をすべてのデータ点ゐ呈,た=1,…,∧▼
で求め,その総和が最小となるような沌,最適の入として採用するのがPRESS法である･つまりノヾラメ一

夕選択のための判定式は

p(刷重言皇(【山王▼(り】た一ぁり2
と表わされる.上式は,二つの行列

ム≦∴畑山+入咋ユdア=(aiJ)

虐入･皇diag(丁忘…,

P(細)=妄=如-ム)項
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を定義することにより,

(3･28)

(3･29)



とも表すことができる.

しかし,このように導入されたPRESS法には,二つの弱点がある.一つは計算量の多さである.もう一

つはAが対角行列に近い場合の弱さである.極端な例としてAが対角行列の場合を考える.このとき,ム

も対角行列となり,判定式はP(入;呵=去∑と1(嘲2となる.これは最小点が存在しない･
これらの原因はPRESS法が直交変換によって不変ではないことに依存する.そして,この要請から考案

された手法がGCV法である.すなわち,GCV法はPRESS法の直交変換不変版であるといえる.この

化は,Aの特異債分解

A=打∑VT

と,フーリエ行列

Ⅵ′=(叫),勒=完e得
によって実現される.これにより,PRESS法のパラメータ判定式(3.29)は,

l′′(入;巧豊
剥(トム)呵l2

(紳ace(ト如)2
(3･30)

と変換される.上式を最小とする入を正則化パラメータとして採用する手法がGCV法である.

GCV法の詳細,収束証明は参考文献【34】,【10】などを参照されたい.

しかし,この手法の悪条件線形方程式に対する有効性への疑問ははやくから指摘されている【32】.GCV

法をMAICE-DP法で数値実験に用いた問題(m=n=100,データのノイズはノイズベクトル1.)に適用

した結果を臨14に示す,

Iog

O

-2

-4

-6

-8

-10

-12

-14

囲14:方程式(3.23)に対するGCV法の結果.

-1

logl｡ノ貢

国中のGCVほ(3.30)のV(入;朽を表す.囲が表すように,Ⅴ(入;むd)はあるところからほぼ平坦となり,
パラメータを選定することは困難である.

3.6 まとめ

Tikbono､rの正則化法を悪条件線形方程式に適用するときの本質的な問題は正則化パラメータの選択に

ある･この正則化パラメータの選択法としては,相変原理とGCV法が有名である.我々はMAIC駐I)P法

とLカープの曲率による最適正則化法を提案した.MAIC♭DP法は相変原理の意味での最適正則化には
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成功している･しかし,相変原理がうまくいかない場合心無意味な結果となる.また,不安定な非線形方程

式を解く必要があるという問題点も残る.

L-カープの曲率による最適正肘ヒ法は悪条件線形方程式に対して良好な結果が得られた.また,相変原理

がうまくいかない場合にも有効であることが数値実験により確認された.これより,正則化パラメータの選

択法としてはL-カープの曲率による最適正則化法を用いるべきであるというのが我々の結論である.
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第4章

直接法による悪条件線形方程式の解法

この章では右辺のデータにノイズを含んでいない悪条件線形方程式

A諾=む, む∈J2

の解法について考察する.第1章で述べたように,一般にこの方程式の解はJ2空間に存在するとは限らない.

そのため我々は打ち切り最小2乗最小ノルム解を導入する.

通常,悪条件線形方程式の解法としては特異債分解が用いられる.我々も,先ず特異債分解を用いて打ち

切り最小2乗最小ノルム解による悪条件線形方程式の数値解法の検証を行なった.その結果は良好であった.

しかし,特異債分解は固有値問題として定式化されるため,直接解法では求めることができず,計算量が

多くなるという欠点を持っている.我々の目的は直接解法により特異債分解と同程度の近似解を打ち切り

最小2乗最小ノルム解として求めることである.

行列のQR分解による線形方程式の解法は古典的な数値計算法の一つである.また,ランク落ちした線形

方程式の最小2乗最小ノルム問題に対しても,ビポッティング付修正グラム･シュミット法などを用いるこ

とにより,1回のQR分解で最小2乗解が,2回のQR分解で長々､2乗最小ノルム解が得られる【26】.しか

し,1,2回のQR分解では打ち切り最小2乗最カ､ノルム解を得ることはできない.我々は,悪条件線形方

程式の解法として,3回のQR分解による打ち切り最小2乗最小ノルム解を求める方法を提案する.この方

法により,特異債分解による打ち切り最小2乗最小ノルム解と同程度の精度の近似解が得られることが数

億実験により確認された.

次の4.1節で一般的な打ち切り最小2乗最小ノルム解の定義を与える.4.2節では特異債分解による打ち

切り最小2乗最小ノルム解について述べ,その有効性を数値実験により検証する.4.3節では,修正グラム･

シュミット法を用いた3回のQR分解を基礎とした悪条件線形方程式の直接法による解法を提示する.4.4

節で,その具体的なアルゴリズムを,4.5節で,その有効性を数億実験により実証する.

4.1 打ち切り最小2乗最小ノルム解

舷形方程式A認=もの係数行列Aが次の形に分解されたとする.

A=U月別′T,β豊diag(dl,d2,…),dl≧d｡≧‥･>0. (4･1)

ここで打,Vは正規直交行列,月は悪条件でない上三角行列,βは対角行列である.このとき,A才=もの打ち

切り最小2乗最小ノルム解を次のように定義する.
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定義4･1･1【18】亡>0を与え,C圭机=(cl,e2,…)rとし,∑`,れCぎ<ど2を溝たす削､のn=n(引こ
対し,

An皇打点βnVγ,βn圭diag(dl,･‥,dれ,0,…)

を係数とする方程式4声=ぁの最小2乗最小ノルム解をA諾=あの打ち切り最小2乗最小ノルム解という.

定義からわかるように,打ち切り最小2乗最小ノルム解は分解(4.1),あとどに依存する.また,∈に応じて

mを切ったとき,兄が上三角行列であることから,解空間の部分空間の次元mが決まる.その部分空間上で

の最小2乗最小ノルム解が逆代入と現による変換だけで求められる.

打ち切り最小2乗最小ノルム解は,制限された解空間の中では最良の解である.もし,亡として計算機イプ

シロンをとれば,その解は与えられた演算桁数の下では,ほほ限界の精度に達していることになる.

4.2 特異債分解による打ち切り最小2乗最小ノルム解

行列Aの分解(4･1)において,最も一般的であるのは行列の特異債分解(1.10)である.この節では特異債

分解を用いての悪条件線形方程式の最小2乗最小ノルム解の解法を述べる.先ず,残差ベクトルのノルムを

評価する.ぴ,Vが正規直交行列であることから,

掴正一叫‡= 附∑Vr才一叫I

=l璽∑z-C‡t

となる.ただし,

ヱ皇l･汀‡=(ヱ1,ヱ2,…)T,｡皇[′㌔=(あ1,あ｡,…)T
である･したがって,方程式Aヱ=もは一般性を失うことなく単独の方程式を単に列記したものとなる.

Jfヱi=Ci, よ=1.2,･‥

次に,特異債分解による打ち切り最小2乗最小ノルム解について述べる.行列Aの特異債分解(1.10)が

得られたとする･このとき,特異値分解による打ち切り最小2乗最小ノルム解£㌘VD)は,定義4.1.1にした
がって,虎=J,β=∑,残差の許容誤差限界∈=∈ふを与えることにより,Cをn=n(どぁ)で打ち切り,

漂ヽ′D) ト′l旦
J
l

れ
∑
出

ニ

として求めることができる.近似解認㌘VD)の誤差は

恥(n)圭妄(訂

(4.2)

(4･3)

で表される･この級数の収束が速ければ,事実上(4.2)の右辺のフーリエ係数の最後の2項の絶対値の和

g(SV｡-(m)豊
Cn_1

Jn_1 芝‡ (4･4)

により誤差を推定することができる.級数(4.3)の収束が遅ければ,悪条件線形方程式の数億解法はいっそ

う困難となる.

数倍計算では,計算横イブシロン亡〃に対して,亡〝以下となる特異値は0に置き換える.このとき,もし

αmヰ1<亡〃なる最小のm=m(亡〃)について∑i,mCぎ>ど芸なら吼ノルムが1/亡〃以下の数億解は存在しな
い.この意味でJ2には解は存在しない.

62



悪条件線形方程式に対する,特異債分解による打ち切り最小2乗最小ノルム解の有効性を数値実験で検

証する･まず,第1種フレドホルム積分方程式(3.22)を50点ガウス･ルジャンドル数値硬分別を用いて離

散化して解く.このとき得られた特異債分解による打ち切り最小2乗最小ノルム解の計算結果を図15に示

す･数値計算はすべて倍精度演算,すなわち亡〃=1.0×10-15で行なった.特異債分解はライブラリ【呵の

DASVDlを用いた.

lo9

n

0

-2.5

-5

-7.5

-10

-12.5

-15

図15‥方程式(3.22)に対する特異債分解による打ち切り最小2乗最小ノ

ルム解の数値結果.

図15の左図は離散化した行列の特畢値と左特異ベクトル(叫)によるデータベクトルぁのフーリエ係数
の絶対値を常用対数の尺度でプロットしたものである.どちらも丸め誤差レベルまでは順調に小さくなる

様子が観測できる.これから,敢散化した行列の実質的な次元は10程度であるといえる.

右図は(4･2)のnを順次増やしたときの誤差E(SVD)(n),推定誤差E(SVD)(n)と残差R(SVD)(n)の振る舞

いを示したものである･ここでのE(SVD)(n)とR(SVD)(n)ほ,それぞれ

E(SV｡)(n)皇l恒-2㌘VD)l!

兄(SVD)(m) ＼ノウ
T
I

m
∑
軸

/し
d≡

を表す･ただし,認｡は解J(t)=etを鮭散化したベクトル,mは計算磯イブシロ■ン∈〝以上の特異値の個数で

ある.有効桁数7桁程度の近似解が得られていることがわかる.

次に,積分方程式(3.24)に対する同様の結果を図16に示す.

4 6 8 10 12 14 16 18 4 6 8 1(〕 12 14 16 18

図16:方程式(3.24)に対する特異債分解による打ち切り最小2乗最小ノ

ルム解の数値結果.
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この例においても有効桁数7桁程度の近似解が得られている.いずれも特異債分解による打ち切り最小

2乗最小ノルム解が,悪条件線形方程式に対して有効であることを示している.

4.3 QR分解による打ち切り最小2乗最小ノルム解

前節で述べたように,特異債分解による打ち切り最小2乗最小ノルム解は,悪条件線形方程式に対して有

効である.しかし,特異債分解は直接法ではないので計算量が多いという欠点がある.また,無駄な計算も

伴っている･方程式(3.22)を粧散化した行列の実質的な階数は10程度であるが,この情報は特異債分僻を

行なう前には不明である･つまり,この例では10個の特異値とそれに対応した特異ベクトル(叫と℡i)を得

るために50個の特異倍と特異ベクトルを求めている.それ以外の40個の特異値と特異ベクトルは全て無

駄となった.

以下,ピポッティング付修正グラム･シュミット法を用いたQR分解による悪条件線形方程式の直接法

による解法を提案する.特異債分解との対応を明確にするために,本筋においてもU,VIc等の記号を用い

るが,意味は異なることを注意しておく.

行列Aの特異借はすべて正であるとする.Aの列ベクトルにピポッティング付修正グラム･シュミット

法を適用することにより

一4P=¢1β5,β皇diag(dl,d｡,…)
(4.5)

の分解が得られたとする■ただし,Qlは列ベクトルが正規直交系の行列,g=(句)は上三角行列,そして,
ピポッティングの効果により

dl≧d2≧･‥>0,

£iJ=1･

lβiJJ≦1,J>f

(4･6)

が成り立つ.以後,簡単のためAの列ベクトルのピポッティングは事前に行なわれているものとしてPを

省略する.

ここで,5の条件数を考察する.gが有限次元行列のとき,その評価が【呵にある.しかしながら!5が無

限次元行列のとき,その評価は発散してしまう･ここでは,典型的な場合として,旬,J>iが区間ト1,1]

上の一様乱数の場合を考察する･このとき,gTgの非対角要素は,隼の統計的独立性から,対角要素に比べ

て無視できる程度となり,5の条件数は有限である.したがって,(4.5)の分解においてAの悪条件性(1.12)

ほ,対角行列βだけに反映されると考えてよい,

次に,gアをQR分解すると,gr=Q2エア,すなわち

A=QIA′粥ぎ,属す圭以β-1

が得られる.Q2は列ベクトルが正規直交系の行列Jは下三角行列である.エの条件数は,Q2の正規直交性

から,∫の条件数と同じである.さらに,βでエを相似変換すると,

A=Ql〟粥ざ,〟皇βエβ-1 (4.7)

となり,βの対角要素の単調性(4.6)より下三角行列〟の対角成分は非対角成分に対して相対的に大きく

なる.

対角行列捌こよる相似変換がエの対角要素をどれほど強調しているかを示すために次の指標を定義する.

刷皇よ岩岨,上=(らJ),j=1
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榊)皇よ盲デーm勅巨
〟⇒叫ブ)･

ここでmは行列ん〃の次数である.積分方程式(3.22)と(3.24)の行列に関する上式の指標を求めたのが

囲17の左図と右図である.

2 4 6 8 5 10 15

図17:行列エと〟の対角優位性の比較.

〟が上に比べて対角要素が優位である様子がわかる.

さらに,八州こQR分解を施すことにより,Aオ=Q3兄が得られる･こ羊で,Q3は列ベクトルが正規直交系

の行列,丘は正則な上三角行列である.以上3回のQR分解を用いて､Aの分解

力=Q王Q｡鮎虜

が得られる.ここで,とノ丁重Ql臥l′′皇Q2とおくことにより,

月=こJ月βt′T (4･8)

となる.

本題に立ち返って,A〇=むを解くことを考える.行列Aの分解(4.8)が得られれば,悪条件線形方程式

血=♭の打ち切り最小2乗最小ノルム解諾㌘R)は,定義4.1.1にしたがって,残差の許容誤差限耗=亡〃を
与えることにより容易に求めることができる.

4.4 アルゴリズム

前節で述べた分解(4.8)を用いて,悪条件線形方程式A認=もの解法について述べる.先ず,A,b,計算機

イブシロン∈〃>0と残差の許容誤差限界どあ≧亡〃を与える.

【Stepl】月の列ベクトルに対し,ピボット列のノルムが亡〃以下になるまでピポッティング付修正グラム･

シュミット法を施すことにより,AのQR分解

AP=Ql上)g+0(ど〃)

を求める･ただし,Pはピポッティング行列である.m=m(亡〃)列でピボット列のノルムが£〃以下に

なったとすると,Qlは列数が†れの縦長の列正規直交行列,gは行数がmの横長の台形型行列,nはm

次対角行列となる.
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【Step2】ベクトル△b=ぁー仇¢rむを計算する■このとき,lゆ!仙｡>亡〃ならば元の方程式はJ2に解を持
たない.計算停止.

【Step3】∫TのQR分解を行なう.すなわち,5=エ¢ぎを求める.ここで,いまm次の正則な下三角行列で
ある.

【Step4〕上=こよるエの相似変換〟=β上β-1を計算し,引続き〟のQR分解〟=Q3月を求める.ここ

で,虎はm次の正則な上三角行列である.

【Step5]ベクトルc=¢ぎQTむ=(cl,…,Cm)Tを求め,残差の許容誤差限界亡あに基づき,

主｡三:<ご≡

を満たす最小のれ=m(ごあ)を決定する.上式を満たすれ<mが存在しないときほn=mとする.

【Step6〕cn=(cl,…,Cn,0,…,0)r∈Rmとし,軸n=Cnを逆代入で解く.

【Step7]βnQぎ‡=yn=(封1,…,yn,0,…,0)rを諾について解く､

ざ=1,2,‥･.m

‡>m

ヱ = Q2(モ1ふ…ふ,0,…)r

最後に正にピポッティング行列Pの逆変換を行なえば近似解読拘が得られる.このときの残差の2

乗の上界はii△む‡喜2+ご言である.解の誤差は

毎-(叫紳輔
(4.9)

で推定する.

計算法としては,Aの最終列にむを加えた行列に修正グラム･シュミット法を施すと効率が良い.もちろ

ん,ぁの列はピポッティングの対象から外さなければならない.これにより,【Step2】の仇もと△もが同時

に計算できる.

4.5 数値実験およぴその考察

第1種フレドホルム積分方程式

王わ∬(5,f)/(f沖=ダーβ),ぶmi｡≦β≦ぶm8X

の離散化法を述べる.一般性を失うことなく､区間【α,ふ】及び【ぶmi｡,ぷm8X】は区間ト1,1〕にとる.

区間ト1,1]上の〃点ガウス･ルジャンドル数値積分別の分点を(ェ1,…,細),重みを.(叫,…ル〃)と

する.今,

′
〃
,
巧

彷

旦
ニ
d
≡

d≡

(呵エ`,エJ))∈R〃×〃

di喝(㌦打,…,､β有)∈R∧rx入r

(g(ェ1),…,ダ(和))T∈R〃
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を定義すると,未知関数/に対する積分方程式の残差ノルムのは,R〃における2乗ノルム‖Ⅷを用いて

上〟(β,f)J(f)df一夕(β)
上2
棚板雨殉一夕lトJ圭(拍1),…,′(和))T

で近似できる･ここで,数値積分による離散化誤差は,計算横イブシロン亡〃に比べ,小さくなるようにあら

かじめ分点数〃を十分大きくとるものとする.したがって,積分方程式の最小2乗最小ノルム問題は,線形

方程式

血=b,A皇Ⅳ与加′去,む皇Ⅳ毒g

の最小2乗最小ノルム問題に帰着する.このときの解は諾=Ⅳ与Jである.

方程式(3.22)に対する計算結果を囲18に示す.

図18‥方程式(3.22)に対する分解(4.8)による打ち切り最小2乗最小ノル

ム解の数値結果.

左囲のdn,Cnは,それぞれ

β=diag(dl,･t･,dm) A=QIQ3月β¢訂,

c=¢ぎ¢rあ=(cl,…,Cm)T

であって,それらの振る舞いは図15の左図に酷似している.これはAの悪条件性が対角行列捌こよく反映

されていることを意味している.

右図の国中の£(qR)(-1),£(QR)(m),旦QR)(れ)は,それぞれ誤差十推定誤差(4.9),残差ノルムを表す.こ

こでの誤差,残差ノルムは

£(QR)(乃)皇I‡‡｡一正㌘R)l‡ (4.10)

極量(妄Cザ,
(4･11)

である一今,亡占=1.0×10-14とすることにより,有効桁数7桁程度の近似解が得られることがわかる.これ

は特異債分解による打ち切り最小2乗最小ノルム解と同程度?精度である.

方程式(3.24)に対する計算結果を図19に示す.
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log

2 4 6 8 1C 12 工く 16 1巨

旦QR)(れ)

4 6 6 10 12 14 16 18

囲19:方程式(3.24)に対する分解(4.8)による打ち切り最小2乗最小ノル

ム解の数値結果.

この場合も特異債分解による打ち切り最小2乗最小ノルム解と同程度の精度の計算結果を得た.

4.6 まとめ

打ち切り最小2乗最小ノルキ解は､解空間を制限し,その空間内での最良の近似解である.本方法を用い

るときの問題は基底ベクトル系の選択にある.基底ベクトル系としてAの特異ベクトル系を用いることは

合理的である･事象数倍実験においても1特異債分解による打ち切り最小2乗最小ノルム解は,与えられ

た演算桁数の下で,ほぼ限界の精度が得られた.しかし,特異倍分解は固有借問題として取り扱われるため､

計算量が多いという欠点を持つ

これに対して孜々は,直接法による打ち切り最小2乗最小ノルム解を提示した.この直接法はピポッティ

ング付を含む3回のQR分解からなる.特異債分備による方法と比較し,本方法は同程度の近似解が得られ

ることが数値実験より検証された.
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おわりに

第1種フレドホルム積分方程式の数値解法において,典型的な悪条件線形方程式A諾=ぁが現れる.我々

は,Aの条件数Il.4仙川=∞の線形方程式を取り扱った.

Tikbonovの正則化法における正則化パラメータ選択問題について,既存の方法の間邁点を指摘し,L-カー

プの曲率による最適正則化法を提案した.この手法の有効性を数倍実験により実証した.

また,データにAIC最小化推定法を適用することによりノイズレベルを推定し,それをもとに相変原理

を用いて正則化バラメータを選定するMAICE_DP法についてその有効性を考察した.MAICE-DP法は裾

変原理の意味においての最適の正則化バラメータの選定には成功しているといえる.しかし,相変原理がう

まくいかない例においては,やはり良好な結果を得ることができなかった.これに対して,Lカープの曲率

による最適正則化法はこのような例においても高精度の近倣解が得られる.これより,悪条件線形方程式の

正則化パラメータ選定法にはL-カープの曲率による最適正則化法を用いるべきであるというのが我々の結

論である.

また,我々は悪条件線形方程式に対して打ち切り最小2乗最小ノルム解を定義し,それを求める直接法を

提示した.この直接法の主要な部分はAに対する3回のQR分解からなる.特異債分解による方法と比較

し,本方法は精度においても遜色がない.与えられた演算桁数の下で,ほほ限界の精度が得られることを示

した.
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付録A

使用例の主プログラム

第1種フレドホルム積分方程式

.(ミ
〆ソ(りd～=

亡き+1_1

£+1'

0<ざ<1

をガウス･ルジャンドル数値積分別を用いて乾散化し,修正グラム･シュミット法によるQR分解を3回

行なうことにより打ち切り最小2乗最小ノルム解を求めるプログラムを以下に示す.なお,上の積分方程式

の厳密解はJ(り=仁†で,サンプルプログラムではガウス･ルジャンドル数値積分別は30点を用いた.

サンプルプログラム

C

C

C

C

C

C

C

IHPLIC工T REAL*8(A-E,D-Z)

P▲RAHETER(椚匝30)

DエH即SIO封A(yⅣ,Ⅲ),R(Ⅳy,ⅣⅣ),ロ(甘Ⅳ,m),Ⅴ(甘甘,甘郎,VX(ⅣⅣ,耶+1)

DIXEFSIOⅣPT(ⅣF),VT(m),DATA(HF),D(Ⅳ甘),ⅣP(F封),APF(甘H),VV(甘F)

EXTER恥L FXER,GD

数億積分別の分点を求めるための甘e甘tOn法の収束判定定数と,qR分解の

ピポッティングのしきい億はEPS=1.0♪-15を用いる.

EPS=1.OD-15

DA=0.ODO

DB=1.ODO

甘三甘Ⅳ

ト1,1コ区間のガウス･ルジャンドル数値積分別の分点と重寧を求める.

CALL TGLEGD(Ⅳ,PT,VT,EPS,ICOⅣ)

IF(ICOy.ⅣE.0)VRエTE(◆,1001)ICOⅣ

1001FORHAT(,ERROR OCCVREDIⅣTGLEGDICロ賞=,,工5)

ト1,1コ区間のガウス･ルジャンドル数値積分別の分点と重寧を
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C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

[DA,DBコ区間に変換する.

D〔!10Ⅰ=1,Ⅳ

PT(Ⅰ)=((DB-DA)■PT(Ⅰ)+DA+DB)■0.5DO

VT(Ⅰ)=(DB-DA)*0.5DO相T(エ)

10 COⅣTエⅣロE

積分作用素とデータ関数を離散化する.

CALL DCKLDl(A,ⅣN,Ⅳ,Ⅳ,DATA,PT,VT,PT,甘T,FKER,GD)

積分作用素を離散化して得られた行列Aを分解する.

同時にデータベクトルも展開する.

CALL QR3DCP(A,ⅣⅣ,N,Ⅳ,U,Ⅴ,R,D,DATA,ⅣP,EPS,RS,陀,VK,ICON)

IF(ICON.陀.0)WRITE(*,1002)ICDN

lOO2FDRHAT(,ERROR OCCUREDエⅣ〔澤3DCPICO甘=,,Ⅰ5)

データベクトルのフーリエ係数を打ち切るための定数を

EPX=1.OD-13 と定める.

EPX=1.OD-13

CALL SロLVEl(R,yN,Ⅴ,D,封,NK,DATA,APF,ⅣP,K,EST,EPX,VV)

サブルーチンSOLVElによl)求められた近似解APFを,

数倍積分別の重みVTで割ることにより標本点上での近似解の

催が求まる.

D〔)20Ⅰ=1,ガ

APF(I)=APF(I)/SQRT(VT(I))

20 COⅣTIⅣロE

C

ERR=0.ODO

DO 30Ⅰ=1,Ⅳ

ERR=ERR+(EXF(PT(Ⅰ))-APF(Ⅰ))*(EXF(PT(Ⅰ)トAPF(Ⅰ))

30 CロⅣTエⅣロE

ERR=SqRT(ERR)

R‡=0.ODO

DO40Ⅰ=Ⅹ+1,yK

R‡=RX+DATA(Ⅰ)*DATA(Ⅰ)

40 COⅣTI甘UE

RX=SqRT(RX)

C

VRITE(*,1003)
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1003FORXAT(10X,,標本点,,16Ⅹ,,近似解,,14Ⅹ,,巌密解,ノ)

VRITE(*,10O4)(PT(I),APF(I),EXF(PT(I)),I=∬,1,-1)

VRITE(■,1005)ⅣⅩ,E,RS,RX,ERR,EST

lOO4FORhAT(F20.15,2F20.10)

1005FORHAT(/,,Aの数値的階数},10Ⅹ,工3,

& /,,解近似に用いた基底の個数,,Ⅰ3,

& /,･Aの値域とB との距掛,DlO.3,

よ /,一近似解の残差ノルム,,3Ⅹ,DlO.3,

& /,一誤差,,17Ⅹ,DlO.3,

よ /,,推定誤差,,13Ⅹ,DlO.3)

STOP

EⅣD

FVⅣCTIOⅡFXER(S,T)

IXPLICIT REAL■8(A-H,ローZ)

FEER=EXP(S*T)

RETロRⅣ

EⅣD

FUNCTION GD(S)

IHPLICIT REAL*8(A-E,0-Z)

GD=(EXP(S+1.ODO)-1.ODO)/(S+1.ODO)

RETロRⅣ

EⅣD

FV甘CTIOⅣEXF(T)

IHPLICエT REAい8(A-E,0-Z)

EXF=EXP(T)

RETロRⅣ

EⅣD
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実行結果

標本点

0.001553257962675

0.008165938360126

0.019989067515846

0.036899976285363

0.058719732103974

0.085217118808616

0.116111283947587

0.151074752603342

0.189736908505379

0.231687925928990

0.276483115230955

0.323647637234561

0.3726815369i6055

0.423065043195708

0.474264078722341

0.525735921277659

0.576934956804292

0.627318463083945

0,676352362765439

0.723516884769045

0.768312074071010

0.810263091494621

0.848925247396658

0.883888716052413

0.914782861191384

0.941280267896026

0.963100023714637

0.980010932484154

0.991834061639874

0.998446742037325

近似照

王.0015546265

1.0081995037

1.0201902748

1.0375892675

1.0604779667

1.0さ89534216

1.1231207805

1.1630835311

1.2089314501

1.2607262139

1.3184847113

1.3821602475

1.4516:…20380

1.5266336435

1.6068312920

1.6917033498

1.7805724935

1.8725823862

1.9666907971

2.0616710893

2.1561237879

2.2484994929

2.3371337180

2.4202933380

2.4962332821

2.5632610151

2.6198053397

2.6644852922

2.6961747561

2.714062741〔p

Aの数値的階数 9

解近似に用いた基底の個数 5

▲の値域と B との距離0.312D-15

近似解の残差ノルム 0.841D-15

誤差 0.397D-06

推定誤差 0.411D-03

厳密解

1.0015544649

1.0081993706

1.0201901868

1.0375892321

1.0604779812

1.0889534733

1.1231208505

1.1630835984

1.2089314962

1.2607262275

1.3184846902

1.3821601995

1.4516219782

1.5266335899

1.6068312610

1.6917033509

1.7805725267

1.8725824418

1.9666908578

2.0616711355

2.1561238033

2.2484994700

2.3371336612

2.4202932634

2.4962332139

2.5632609793

2.6198053568

2.66448537ま2

2.6961748914

2.7140629129

数値的階数は1回目のピポッティング付き修正グラム･シュミット法が打ち切られた回数を指す.行列

Aの実質的な値域の次元は9程度であることを示す.解近似に用いた基底の個数は,絶対値がEPヱ以上で

あるデータベクトルのフーリエ係数の個数を表す.この例では近似解の構成に5個の基底ベクトルが用い

られた･Aの値域とBとの距離点上により求められたAの実質的な値域とデータベクトルぁとの距離(2-

ノルム)を表す.もし,この催がピポッティングのしきい値EPSより大きければ方程式Aヱ=いこ解はない.

近似解の残差ノルム,誤差はそれぞれ式(=軋(4.11)を指す.推定誤差は式(4.9)により定められた量で

ある.
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付録B

打ち切り最小2乗最小ノルム解のサブ

ルーチン集

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

***■******■**********■■*事*■***********■*1‖■■りl■■*****■*一=■■■■*■******■

修正グラム･シュミット法によるqR分解を3回行なうことにより

行列A を

T

A ==1JIも 工 Ⅴ

の形式に展開する.

-一引数の説明--
CALL qR3DCP(Å,LA,H,y,U,Ⅴ,R,D,B,甘P,EPS,甘Ⅹ,VE,ICOⅣ)

A

‥.人力
実数型2次元配列.

分解する行列A.内容は保存されない.

LA

‥.入力
整数型.

Aの配列宣言における第1添字の倍.(LA>=策).

H

‥.人力
整数型.

A の行数.

甘

‥.入力
整数型.

A の列数.

U

‥.出力
実数型2次元配列.

データ空間の正規直交基底が列ベクトルに入る.

配列宣言の第1添字の億はLAでなければならない.

Ⅴ

‥.出力
実数型2次元配列.
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C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

R ‥.

D ‥.

B

解空間の正規直交基底が行ベクトルに入る.

配列宣言の第1添字の億はLAでなければならない.

出力 実数型2次元配列.

上三角行列R.

配列宣言の第1添字の催はLAでなければならない.

出力 実数型1次元配列,大きさ甘.

対角行列Dの対角成分.

入出力 実数型1次元配列,大きさH.

データベクトルB を入力,Uの列ベクトルによる

フーリエ係数が出力される.

肝.‥ 出力 整数腰1次元配列,大きさ方.

ピボッティングによる置換行列.

EPS ‥ 入力 実数型.

ピポッティングのしきい伍.

RS

‥.出力
実数型.

行列Aの値域とベクトルB との距離(2-ノルム).

ⅣⅩ

‥.出力
整数型.

ムの数値的階数.

靴.‥ 作業領域 実数型2次元配列.

列数はⅣ+1.

配列宣言の第1添字の値はLA でなければならない.

ICOⅣ 出力 整数型.

ICO甘 = 0

ICOⅣ == X

ICOy =

-Ⅹ

&

正常終了.

2回目のqR分解においてE列目の直交化で

ノルムがEPS以下となった.

処理は打ち切る.

3回目のqR分解においてⅩ列冒の直交化で
ノルムがEPS 以下となった.

処理ほ打ち切る.

■■*1‖■■■***■★*■■■■***■欄欄■■*■**■●■■*■■■書==*■暮■■■■*■■■書■■*■●■■■■■■

SUBROUTIFE QR3DCP(A,LA,町牒,U,V,R,D.B,KP,EPS,RS,甘Ⅹ,VK,ICO瞥)

エHPLエCIT REAL*8(A-ヱ,0-Z)

DエHEⅣSID甘A(LA,∬),ロ(LA,郎,Ⅴ(LA,Ⅳ),R(LA,Ⅳ),

D(封),B(H),甘P(Ⅳ),VX(L▲,甘+1)
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ICO軒=0

DOlOJニ1,Ⅳ

甘P(J)=J

lO COⅣTI肌花

20

30

C

40

50

79

DOllO X=1,Ⅳ

qHAX=0.ODO

JHAX=Ⅹ

DO 30JニⅩ,Ⅳ

JP=ⅣP(J)

THP=0.ODO

DO 20Ⅰ=1,托

THPニTHP+A(エ,JP)*A(Ⅰ,JP)

COⅣTエⅣワE

IF(TMP.GT.QMAX)Tf王EⅣ

q拭AX=THP

JHA‡=J

EⅣD三F

CO甘丁工ⅣUE

qHAX=Sこ!RT(口和A‡)

IF(R.Eq.1)A陀H=qHAX

D(Ⅹ)=q出AX

IF(qHAX/AyR蘭.LE.EPS)T王IE野

ⅣⅩ=Ⅹ-1

GOTO120

EⅣDIF

IF(JHÅⅩ.甘E.X)TEE甘

JPニ甘P(JEA‡)

ⅣP(JHAX)=ⅣP(E)

ⅣP(Ⅹ)=JP

D040Ⅰ=1,Ⅹ-1

T甘P=Ⅴ(Ⅰ,J粥AX)

Ⅴ(Ⅰ,J覿AX)=Ⅴ(Ⅰ,Ⅹ)

Ⅴ(エ,E)=TXP

CO甘TIⅣUE

EⅣDIF

V(E,Ⅹ)=1.DO

XP=ⅣP(E)

DO 50Ⅰ=1,れ

▲(Ⅰ,ⅩP)=A(エ.XP)/叩A‡

CO甘TI甘UE

DO80J=Ⅹ+1,瞥

JP=肝(J)



60

90

100

THP=0.ODO

DO 60 エ=1,H

T差P三丁宮P+A(Ⅰ,JP)■A(Ⅰ,EP)

COⅣTIⅣUE

V(Ⅹ,J)=TEP/qHAX

DO 70Ⅰ=1,H

A(エ,JP)=A(エ,JP)-THP*A(Ⅰ,肝)
COⅣTI甘UE

COⅣTIⅣUE

TXP=0.ODO

DO 90Ⅰ=1,椚

THP=THP+B(エ)*A(Ⅰ,EP)

COⅣTIⅣUE

VE(Ⅹ,1)=THP

DOlOOI=1,H

B(Ⅰ)=B(Ⅰ)一丁HP■A(エ,ⅩP)

COⅣTIⅣUE

110 COⅣTI甘口E

ⅣE=y

120 COⅣTIⅣUE

RS=0.ODO

DO130Ⅰ=1,H

RS=RS+B(Ⅰ)■B(エ)

130 COⅣTエⅣロE

RS=SQRT(RS)

140

150

DO190Ⅹ=1,ⅣR

XP=E十1

q宮A‡=0.ODO

DO140J=1,y

qHAX=qHAX+Ⅴ(E,J)■Ⅴ(Ⅹ,J)

COⅣTIⅣ甘E

q血Ⅹ=SqRT(叩AX)

IF(qHAX.LT.EPS)TE訓

ICO甘=Ⅹ

RETURⅣ

EⅣDIF

VX(E,ⅩP)=QHAX

D8150J=ま,野

Ⅴ(Ⅹ,J)=Ⅴ(Ⅹ,J)/q艶AX

COⅣTIⅣロE

DO180ⅠニⅩP,粧
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160

170

C

T覿P=0.ODO

DO160J=1,Ⅳ

THP=T宮P+Ⅴ(E,J)暮Ⅴ(Ⅰ,J)

COⅣTI甘口E

VX(エ,KP)=T宮P

DO170J=1,甘

Ⅴ(エ,J)=Ⅴ(Ⅰ,J)一丁宮P*Ⅴ(Ⅹ,J)

COyTIⅣUE

180 CO甘TIⅣUE

190 COⅣTェⅣUE

DO 210Ⅰ=1,ⅣⅩ

THP=D(エ)

Dロ 200J=2,Ⅰ+1

VK(Ⅰ,J)=THP*甘Ⅹ(工,J)/D(J-1)

200 COⅣTIⅣロE

210 COⅣTI甘口E

220

230

240

D0 290Ⅹ=1,HK

KP=K+1

qMA‡=0.ODO

DO 220Ⅰ=1,ⅤⅩ

qHAX=qMA‡+VX(エ,ⅩP)哺E(エ,ⅩP)

COⅣTI甘口E

qHAX=SQRT(qHA‡)

IF(qHAX.LE.EPS)T壬王EⅣ

ICOⅣ=-E

RETURⅣ

E甘DIF

R(E,E)=qHAX

DO 230Ⅰ=1,ⅣⅩ

VE(Ⅰ,ⅩP)輔Ⅹ(工,EP)/qHAX

COⅣTI甘けE

DO260J=EP,ⅣⅩ

JP=J+1

T差P=0.ODO

DO 240Ⅰ=1,陀

丁拭P=T宮P+官Ⅹ(Ⅰ,EP)*甘K(Ⅰ,JP)

COⅣTエⅣUE

R(E,J)=T差P

DO250Ⅰ=1,Ⅳg

VX(Ⅰ,JP)ニVE(エ,JP)一丁賞P●Ⅵ((エ,ⅩP)

CO甘丁三好UE

COⅣTI野口E
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T宮P=0.ODO

DO 270Ⅰニ1,甘Ⅹ

THP=THP+VX(Ⅰ,ⅩP)相Ⅹ(Ⅰ,1)

270 CロⅣTIⅣUE

B(Ⅹ)=T㌍P

DO 280Ⅰ=1,甘E

甘Ⅹ(エ,1)=VE(Ⅰ,1)一丁HP■VE(Ⅰ,ⅩP)

280 COⅣTIⅣロE

290 COⅣTIⅣUE

DO 320Ⅰ=1,H

DO 310J=1,ⅣⅩ

JP=J+1

T宮P=0.ODO

DO 300Iく=1,ⅣE

THP=TMP+A(I,肝(K))相K(K.JP)

300 COⅣTIⅣロE

U(Ⅰ,J)=THP

310 COⅣTIⅣUE

320 COⅣTIⅣロE

且ETロRガ

EⅣD

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

**■***■1■****■■■■■■■■■■暮■*■*■事■**■■■■*■■■■*■■■**■書*◆**■■*■■■*■■■■■*

サブルーチンqR3DCPで得られた行列Aの分解より,Ax=bの

近似解を求める.

-一引数の説明--
CALL SOLVEl(R,LR,V,D,y,肝,B,X,ⅣP,Ⅹ,EST,EPS,VV)

R

‥.入力
実数型2次元配列.

qR3DCPにより得られた上三角行列R.

LR

‥.入力
整数型.

Rの配列宣言における第1添字の催.(LR>=甘).

Ⅴ 入力 実数型2次元配列.

qR3DCPにより得られた正親直交行列Ⅴ.

配列宣言の第1添字の値はL見でなければならない.

D

‥.入力
実数型1次元配列.大きさf.

qR3DCPにより得られた対角行列Dの対角成分.
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C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

封.‥ 入力 整数型.

方程式の解ベクトルの次元.

陀

‥.入力
整数型.

qR3DCPにより得られたAの数値的階数.

CC ‥.

Ⅹ

入力 実数型1次元配列.大きさⅣ.

qR3DCP により得られたデータベクトルBの

フーリエ係数.

出力 実数型1次元配列.大きさⅣ.

Ax=bの近似解.

ⅣP

‥.入力
整数型1次元配列.大きさ Ⅹ.

qR3DCP により得られたピボッティングによる

置換行列.

X 出力 整数型.

解近似に用いた基底ベクトルの数.

EST ‥ 出力 実数型.

近似解‡の推定誤差.

E門 ‥ 入力 実数型.

解近似に用いるフーリエ係数のしきい僅.

QR3DCPで用いたEPS以上である必要がある.

1Ⅳ

‥.作業領域
実数型1次元配列.大きさⅩ.

■*■■*■■■■**■■■**■*■**■■■◆■*■■■■■*■■*■****■■■■■***■■■*■■事■■■*■◆■*■■*

SUBR8UTI陀SOLVEl(R,LR,V,D,Ⅳ,甘Ⅹ,CC,Ⅹ,FP,K,EST,EPX,VV)

Ⅰ光PLICIT REAL*8(A-H,0-Z)

DIHEⅣSIOⅣR(LR,机,Ⅴ(LR,Ⅳ),D(郎,CC(机,Ⅹ(Ⅳ),ⅣP(Ⅳ),VV(郎

C-----------------_______________________________________________________

Ⅹ=0

10 R=Ⅹ+1

IF((ABS(CC(K)).GT.EPX).A甘D.(E.LE.甘K))GOTOlO

X=E-1

C

20

工F(K.Eq.0)TヱEⅣ

DO 20J=1,Ⅳ

Ⅹ(J)=0.ODO

CO貯TIⅣ甘E

EST三0.ODO

RETVR∬
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EⅣDIF

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

30

Ⅹ(E)=CC(Ⅹ)/R(Ⅹ,Ⅹ)

DO40Ⅰ=E-1,1,-1

THP=0.ODO

D0 30J=Ⅹ,Ⅰ+1,-1

THP=THP+R(工,J)*‡(J)

COⅣTIⅣUE

Ⅹ(Ⅰ〉=(CC(エ)一丁HP)/R(Ⅰ,エ)

40 COⅣTエⅣVE

50

DD 60Ⅰ=1,Ⅳ

THP=0.ODO

DD 50J=1,Ⅹ

THP=THP+Ⅴ(J,Ⅰ)*Ⅹ(J)/D(J)

COⅣT工ⅣUE

VV(Ⅰ)=THP

60 COⅣTエⅣロE

DO 70J=1,が

Ⅹ(甘P(J))=VV(J)

70 C〔)ⅣTIⅣUE

工F(E.E〔ト1)TFEガ

EST=ABS(CC(1))/D(1)

ELSE

EST=ABS(CC(Ⅹ-1))/D(Ⅹ-i)+ABS(CC(‡:))/D(K)

E甘DIF

RETロRⅣ

EⅣD

♯■***■■*■*■■******■■*♯■*1ト■l=■■■*■■***■*■*■■■*■■■■■■■*◆*==*■■●♯*■

第1種フレドホルム型積分作用素とデータ関数を乾散化する.

…引数の説明…
CALL DCXLDl(A,LA,H,y,B,SX,SV,TX,m,FK,G)

A 出力 実数型2次元配列.

LÅ

‥.入力
整数型.

上の配列宣言における第1添字の億.(LA>=Ⅹ).

H

‥.入力
整数型.
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C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

甘

B .‥

SX ‥.

SV ‥.

TX ‥.

TV ‥.

▲の行数.

入力 整数型.

A の列数.

出力 実数型1次元配列,大きさX.

データ関数を離散化したベクトルが出力される.

入力 実数型1次元配列,大きさH.

データ関数の定義域のH点ガウス･ルジャンドル数倍

積分別の分点.

入力 実数型1次元配列,大きさH.

データ関数の定義域のH点ガウス･ルジャンドル数倍

積分別の重寧.

入力 実数型1次元配列,大きさ甘.

解関数の定義域の∬点ガウス･ルジャンドル数値

積分別の分点.

入力 実数型1次元配列,大きさⅣ.

解関数の定義域の加点ガウス･ルジャンドル数値

積分別の重率.

FX

‥.入力
実数型関数副プログラム.

第1種フレドホルム型積分作用素の積分核.

使用者が積分変数だけの2変数の関数副プログラム

として用意しなければならない.

G.‥ 人力 実数型関数副プログラム.

積分方程式のデータ関数.

使用者が積分変数だけの1変数の関数副プログラム

として用意しなければならない.
書♯*****■■***■*■*■■■■♯■*■*■■*■■■事♯■**■■**■■■■■■■事■■■*■■書■■■■■●**■■♯■

SUBROUTI甘E DCKLDl(A,LA,拭,封,B,SX,SV,TX,TV,FX,G)

IHPLICIT REAL■8(A-E,0-Z)

DIXEⅣSIOⅣA(LA,甘),B(F),SX(M),SV(X),TX(y),TV(甘)

C------一一--__________________________________________________--__________

DO20Ⅰ=1,桝

TXP=SQRT(SV(Ⅰ))

DOlOJ=1,Ⅳ

A(I,J)=THP■FE(SX(I),TX(J))■SQRT(TV(J))

10 COⅣTエyUE

B(エ)ニTHP●G(SX(エ))
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EMUⅣ

甘"

T▲

R

T-

【U

Ⅳ

T

D

00

氾

即

02

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

■**■*■■■■***■■■■■*********■■■■■■■*■■**■■■■■■■*■■■*■■■■■■■■■暮■**■■■■

ト1,1コ区間のガウス･ルジャンドル数値積分別の分点と重率を与える.

このサブルーチンほ二宮市三による作成で,瞥VHP▲Cよりの転載である.

--引数の説明--
CALL TGLEGD(ⅣD,Ⅹ,Ⅴ,EP,エCOⅣ)

ⅣD

‥.入力
整数型

分点数n.(2<=nく=50).

Ⅹ

V

出力 実数型1次元配列,大きさy.

分点Ⅹkの催が出力される.(k=1J,…,郎.

出力 実数型1次元配列,大きさⅣ.

重率雨の値が出力される.(k=1,2,…,Ⅳ).

EP

‥.入力
実数型.

分点頭 を求めるときの封e机On法における収束判定定数.

工COⅣ 出力 整数塑.

ICロy=0
:正常終了.

エCOⅣ=10000:EPS が小さすぎるのでEPS=1.OD-15 に

引き上げて計算を行なった.

ICOⅣニ30000:入力引数ⅣDの制限が破られた.
■●♯■■■■■■■■■♯■**■**■■■**■****●■*■■攣■■◆**■■■■■**==**■*●■*■■■■■*■

SUBRDUTIⅣE TGLEGD(N〇,Ⅹ,V,EP,ICOⅣ)

IHPLICエT REAL■8(Å-E,0-Z)

DIHEⅣSIOy X(ⅣD),V(ⅣD)

LEGEⅣDRE-GAUSS

IF(ⅣD.LT.1)GO TO40

IF(ⅣD.GT.50)GO T040

ICOⅣ=O

EPS=DHAXl(1.OD-15,EP)

IF(EPS.GT.EP)ICO封=10000

甘D光1こⅣD-1

翳三(甘D+1)/2

FⅣD=ⅣD

DO30E=1,甘

ISV=ISV+1

ⅩE=DSIⅣ(DFLOAT(ⅣD+1-E-Ⅹ)/(FⅣD+0.5)書1.570796)
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10 PO=1.O

Pl=ⅩE

DO 20Ⅰ=1,ⅣD㌍1

p封=(DFLOAT(Ⅰ+Ⅰ+1)■ⅩⅩ*PトDFLOAT(Ⅰ)■PO)/DFLOAT(Ⅰ+1)

PO=P1

20 Pl=P封

ⅩⅩ21=(1.-ⅩⅩ)■(1.+ⅩX)

P翳三Pl■ⅩE21/(PO-ⅩⅩ坤1)/FⅣD

XX=ⅩⅩ-Py

IF(DABS(P甘).GT.EPS)GD TOlO

ISV=ISV+1

IF(ISV.LT.2)GO TOlO

X(Ⅹ)ニ ⅩE

V(Ⅹ)=2.■ⅩE21/((F甘D*PO)*■2)

J=ⅣD-E+1

Ⅹ(J)=-ⅩⅩ

30 V(J)=甘(K)

RETUR∬

40ICO.Ⅳ=30000

RETURⅣ

50 Ⅹ(1)=0.O

V(1)=2.O

RETVR∬

EⅣD
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