
二====■

- -
･･二~

~ .~■二二~~二■~~._~~ ~

申第■ き忌望2骨

三次元弾性理論の厚肉円筒シェルへの

応用に関する研究

山 田 耕 司



図･:牢賢言

三次元弾性理論の厚肉円筒シェルへの応用に関する研究

山田耕司



1 序

1.1研究の意義と目的

1.2 論文の概要.

1.3 記号.

5

にり

仁リ

6

Ⅰ線形解析

2 三次元線形弾性理論の基礎式

2.1 はじめに.

2.2 三次元等方弾性体の基礎式.

2.3 解析手法の分類.

2.3.1 ポテンシャル解法の欠点.

2.3.2 変位ポテンシャルを用いた方法.

2.3.3 ガラーキンベクトルを用いた方法

2.3.4 体積歪を補助パラメータとする方法.

2.4 各解析手法の比較.

2.4.1 彼の伝播問題.

2･4･2 静的問題(物体力の働かない場合)･

2･4･3 静的問題(物体力が作用する場合)･

2.5 円筒シェルへの適用.

2.5.1 円筒座標系における諸式.

2.5.2 任意表面力に対する解.

2.5.3 せん断力と曲げモーメントが作用する場合.

2.6 本章のまとめ.

3 円筒シェルの一般解

3.1 はじめに.

3.2 既往の研究.

3.3
一般解の定義と基礎式.
3.3.1
一般解の定義.

3.3.2 円筒座標系における諸式.

3.3.3 変数分離‥

3.4 周方向にフーリエ展開した場合の一般解.

3.4.1 変位が軸方向にべき級数で表される解

3.4.2 変位が軸方向に指数関数で表される解

1

9

l

l

1

2

2

ウ】

3

4

6

6

7

9

0

0

1

⊂リ

【′

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

2

2

2

2

2

9

∩ジ

9

0

0

1

1

〔リ

5

9

2

2

2

3

3

3

ウリ

ウリ

?リ

3



2

3.4.3 まとめ.

3.5 軸方向にフーリエ展開した場合の一般解.

3.5.1 変位が周方向にべき級数で表される解.

3.5.2 変位が周方向に三角関数で表される解.

3.5.3 変位が周方向に指数関数で表される解

3.5.4 まとめ.

3.6 本章のまとめ.

4 シェル理論との比較

4.1 はじめに.

4.2 周方向フーリエ展開した場合の一般解の比較.

4.2.1 変位が軸方向にべき級数で表される解の比較.

4.2.2 変位が軸方向に指数関数で表される解の比較.

4.2.3 一般解の構成.

4.3 軸方向フーリエ展開した場合の一般解の比較.

4.3.1 変位が周方向にべき級数で表される解の比較.

4.3.2 変位が周方向に三角関数で表される解の比較.

4.3.3 変位が周方向に指数関数で表される解の比較.

4.3.4 一般解の構成.

4.4 有限長の円筒シェルの解析.

4.4.1 端部境界条件.

4.4.2 用いる解.

4.4.3 解析例.

4.5 本章のまとめ

5 有限長の円筒シェルの三次元理論解

5.1 はじめに.

5.2 三次元理論解を用いた解析方法.

5.2.1 解析レベルの設定‥

5.2.2 選点法による解析..‥

5.2.3 ガラーキン法による解析.

5.2.4 両解法の比較.

5.3 有限要素法で得られる解との比較

5.3.1 解析対象と解析条件.

5.3.2 有限要素法の解析モデル.

5.3.3 解析結果‥

5.4 シェル支持端における拘束条件の特性解の重みへの影響.

5.5 本章のまとめ

6 線形解析のまとめ

ⅠⅠ 幾何学的非線形解析

,】U

O

O

l1

3

1hリ

lhリ

Rリ

だじ

尺じ

仁じ

仁U

【-

【∫

77

77

77

77

79

.86

.88

88

.89

.90

.100

.101

.101

.101

.101

.110

111

.111

.111

.111

.112

.117

.120

.121

.121

.121

.122

.126

.128

129

131



目次

7 幾何学的非線形理論の基礎

7.1 はじめに.

7.2 解析のための諸式.

7.2.1 記号.

7.2.2 基本量の関係.

7.2.3 微小ベクトルと微小面積.

7.3 釣り合い式の導入.

7.3.1 釣合式､歪､構成式.

7.3.2 第二Piola-Kirchhoff応力テンソル.

7.3.3 理論解析のための釣合式.

7.4 歪エネルギーを変分した式との対応.

7.う 本章のまとめ

8 円筒シェルの幾何学的非線形解析

8.1円筒座標系における基礎式一

8.1.1 解析対象.

8.1.2 基本関係式の物理成分表示.

8.1.3 解の精度と近似解.

8.2 純曲げの働く円筒シェルの幾何学的非線形解析.

8.2.1 はじめに.

8.2.2 解析対象.

8.2.3 解析.

8.2.4 シェル理論に基づく解析との比較

8.2.5 今回の解析で得られた解の特徴.

8.2.6 塑性座屈と局部座屈.

8.3 横せん断力の働く円筒シェルの幾何学的非線形解析.

8.3.1 はじめに.

8.3.2 解析対象.

8.3.3 解析.

8.3.4 楕円化について.

8.3.5 楕円化を考慮した局部座屈の発生予測

8.4 本章のまとめ.

9 幾何学的非線形解析のまとめ

10結論

参考文献

発表論文リスト

謝辞

付録

A周方向フーリエ展開次数Tl≧2の膜応力解

3

133

.1:う:う

.134

.134

.134

.1:うう

.136

.1:う6

.136

.137

.137

.1:58

139

.139

.139

.140

.141

.143

.143

.143

.144

.154

.156

.158

.160

.160

.160

.161

.171

.172

.180

181

183

185

187

189

190

191



4

B せん断力が作用する円弧の解析

C 軸方向フーリエ展開山口=0の場合の特性値

D シェル理論による一般解

D.1法線保持を仮定したシェル理論

D.1.1仮定.

D.1.2 円周座標系におけるシェルの基本式

D.1.3 膜応力解.

D.1.4 曲げ応力解.

D.2 せん断変形を考慮したシェル理論(曲げ応力解ト

E 幾何学的非線形性を考慮した三次元理論解析における円筒の楕円化の種類

目次

195

2()1

203

,203

.20:i

.203

.205

.208

.210

215



第1章

1.1 研究の意義と目的

近年､原子力発電用の圧力容器､深海作業艇の耐圧壁､大深度地下構造物の外壁など､非常に大きな強

度と高い安全性を求められる構造物の需要が増加してきている｡これらの構造物は強度上の要求からシェ

ル状構造物となることが多く､その厚さも今まで用いられているシェルに比べかなり厚内のものとなって

いる｡このような厚肉シェル状構造物の解析に用いることのできる方法には､古典的なシェル理論に基づ

く理論解析法のほか､有限要素法などに代表される離散化数値解析法がある｡後者の場合､要素データの

作成の労力や計算時間の増大を厭わなければ､三次元物体としての解析も可能であり､幾何学的および材

料的非線形性を考慮した解析も困難ではない｡

しかし､有限要素法などの数値解析法により得られた解は､妾素内の仮定関数の次数と解析領域の要素

分割数の影響を受けやすい｡当然解析を行う個々の場合に対応して適正な要素分割を行い､適正な仮定関

数を用いれば良いわけではあるが､それらを行うには経験が必要となる｡一方､シェル理論による近似理

論解析においては､厚さ方向の断面内応力分布に近イ以仮定を導入するので､その仮定の範囲内の精度でし

か解の保証はできない｡また､座屈挙動の解析には幾何学的非線形性を考慮した増分解析が必要になるが､

この場合､逐次解析を進めるにつれて計芽誤差が累積することも予想される｡

数値解析法で避けられない離散化誤差､計算誤差や近似解析理論の近イ以誤差を把握し､三次元物体とし

ての挙動を定性的に理解するためには､その規範となる解が必要である｡そのためには､三次元弾性論に

基づく厳正解の導出が不可欠である｡

三次元弾性問題の解析手法としては､ポテンシャル関数を用いる方法､ガラーキンベクトルを用いる方

法､体積歪を用いる方法などが提案されているが､主に地盤などの半無限弾性体の解析に用いられており､

厚肉シェルの解析に用いられることは少ない｡また､三次元弾性論に基づいてシェルの曲げ応力状態の線

形一般解や幾何学的非線形解を導出し､それを基準にシェル理論の精度や適用限界を検討した研究は､著

者の知る限りでは見受けられない｡

以上のような背景から､本論文では､線形等方弾性体で構成されるシェル状の三次元物体に対して､シェ

ル理論や離散化解析法の精度の検証のための指標となりうる理論解の提示を目的とし､三次元弾性論に基

づく線形および幾何学的非線形解の導出およぴその解の性状の考察を行う｡

1.2 論文の概要

本論文は2部10章から構成されている｡

5



6 第J葦 序

第1章では､序として､厚内シェルの三次元弾性論に基づく理論解析の必要性と本研究の目的及び各章

の概要を述べるっ

第l部(第2章～第6葦)では､円筒シェルの曲げ応力状態の一般解を三次元線形弾性論に基づいて導出

し､シェル理論解との比較を行う｡

第2葦では三次元線形弾性論の基礎式を示すとともに､既往の解析法を比較し､本研究で用いる体積歪

をパラメータとして導入する解析法の利点を述べている｡

第3章では､円筒シェルの曲げ応力状態の一般解として､周方向にフーリエ展開した場合および車山方向

にフーリエ展開した場合について､べき級数型および指数関数型の解を導出し､それぞれの解の特性およ

び未定定数の総数について考察する｡

第4章では､前章で得られた三次元理論解をシェル理論解と比較することにより､シェル理論の近似精

度と適用限界を検討する｡

第5章では､第3章で得られた解の未定定数の総数とシェル断面の拘束条件の数との対応について考察

した後､高次の曲げ応力解を用いて有限長円筒シェルの解析を行う｡高次の解を用いた解析法として選点

法とガラーキン法を採用し､有限要素解との比較によりその精度を検討するっ

第6章では､第Ⅰ部で得られた成果をまとめを行う｡

第ⅠⅠ部(第7章～第9章)では､幾何学的非線形性を考慮した三次元解析法を提案し､応用例として､純

曲げおよび曲げ･せん断力の作用する円筒シェルの理論解を導出する｡

第7章では幾何学的非線形性を考慮した三次元弾性論の基礎式を示す｡

第8章では､円筒シェルの幾何学的非線形解析を行うための基礎式を誘導し､その一般的な解法を提案

する｡応用例として､純曲げおよび曲げ･せん断力の作用する場合の理論解を導出し､シェル理論解と比

較する｡さらに､曲げ･せん断力が作用する場合について､断面の楕円化を考慮した局部座屈の予測法を

提案し､実験結果との比較を行う｡

第9章では､第ⅠⅠ部で得られた成果をまとめを行う｡

第10葦では､結論として､本研究で得られた成果を総括するとともに､今後の課題について言及するっ

1.3 記号

本論で主に用いる記号を以下に示す｡なお､変形後の量は を付けて表すとする｡また､大文字はベク

トル､Cl,C2など大文字は未定定数を表し､線形解析においては反変､共変ベクトルの区別はしない｡

●材料定数など
且 ヤング係数

G せん断弾性係数

レ ポアソン比

〝,戸 変形前､変形後における質量密度

ご 体積歪

●ベクトル
γ 位置ベクトル

1` 変位ベクトル

.方
物体カベクトル

βよ
一般曲線座標

叫,αヱi方向共変･反変基底ベクトル
r 応力ベクトル

1･l 法線ベクトル

●テンソル及びその他



J･J･記号
J

αfJ,"P`J 共変･反変計量テンソル

:三~≡芋二三葦ご≡三二≡三~三二三:=三三二二二二二.二ご~l三二三一三二丁∴三三∴●∴二_て二÷三一三.予一二
,ナ 偏微分(芸=〃.二)
し 共変微分

r㌫･(加istof[elの3手記号
∂j クロネッカのデルタ

e申 E(1(【illgtOl-のe記号(配列扉か偶順列の場合1､奇順列の場合-1､その他は零)

[α1α2恥】スカラー三重積
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第Ⅰ部

線形解析
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第 2章

三次元線形弾性理論の基礎式

本章では､本論文で使用する線形解析手法を導入するっまた､円筒シェルに関す

る基本的な解を示す｡

2.1 はじめに

現在一般に知られている三次元理論解析法は変位ポテンシャルもしくはガラーキンベクトルを用いるも

のであり､簡便な方法であるとは言えなかった｡そこで本章においては､本論文で使用する体積歪を用い

た三次元線形弾性問題の解析法を示し､従来提案されてきた三次元解析法と比較し､その有用性を示す｡

また､本手法の解析応用例として､本論文の解析対象である閉断面円筒シェルについてフーリエ展開さ

れた荷重に対する解と､純曲げと横せん断力の働く場合の円筒梁についてそれぞれ解析を行う｡

2.2 三次元等方弾性体の基礎式

弾性体の微小部分釣合式は次のように書ける｡

釣合式 〆1し+∬古=〝叫,tf

ただし JよJ:応力

ズ=ズJαブ=ズfαよ‥物体カベクトル

ααorαβ‥基本計量ベクトル

線形な歪一変位関係･応力ー歪関係は次のようになる｡

ごよJ=…(帰+･t▲J,よ)
Jよj=2C(句+rコが吊ふ)一勅β
ご:体積歪(ご=(liv?ム)

-↓=･㌦叫=明αよ:変位ベクトル

Cル:せん断弾性係数,ポアソン比

β=2G㌫…:熱線膨張係数
β:温度差

11
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Lコ 第2茸 三次元線形弾性理論の基礎式

式(2.1)に式(2.2)の関係を代入すると釣合式は以下のようになるっ

C(∇･∇)≠+丁=五gra坤Iiv叫+ズー/ブ脚(川=叩,=

この式をカルテシアン座標系に表すと次のようになるっなお､以降は熱応力項(βgl･之l･(川)は､物体力項ズ

に含めるものとする｡

△･uガ+｢=訂ご,芳+∫こ[=β`u･岬

△■旬十仁芯封+∬γ=勒tf

△･uこ+i=訂ご,こ+ズニ=〝′uニー=

ご=叫.,.､r+〃･…+′【∫ニ,二

△=∇■∇=評+評+評

上記の式を直接解析するのは困難である｡よって､現在までに次のような解析法が提案されているっ

2.3 解析手法の分類

2.3.1 ポテンシャル解法の欠点

現在まで､均質等方な物体の線形問題を三次元解析する方法として､変位に関する

およぴベクトルポテンシャル を用いる方法､又それらを発展させた

(2･3)

スカラーポテンシャル

ガラーキンベクトル を用いる方法

などがあった｡これらの方法を用いた場合､均質等方な線形弾性体に対する静的平衡な基礎式の解は､物

体力が作用しない場合､それぞれ調和関数､重調和関数で表記されるっそのため解析過程において応力な

どを得る場合各解関数が複雑に絡み合い､応力を得るのに経験が必要なものであったっまた解ベクトルが

ポテンシャル関数であるため､実際の変位が一目瞭然に示されず､解析過程でその解が妥当なものか判別

し難かった｡このように変位成分を積分したポテンシャル関数が採用されたは､変位成分で表した微小部

分線形釣合式がそれぞれの式で各変位成分を含み､解析が困難であるためである0

一方､体積歪を用いた解析方法は､ガラーキンベクトル法の考え方を更に進め､未知量として､新たに

体積歪を加えることにより､体積歪との関係を持ちつつも各変位成分の独立化を行い､変位成分による直

接的な解析を可能にしたものである｡このため､従来の方法に比べると､解析過程が明瞭で一般解が得ら

れ易く､解析途中での解の妥当性の判別が簡便である｡

2.3.2 変位ポテンシャルを用いた方法

参考文献川によると､スカラーポテンシャル(帖ベクトルポテンシャル(擁,ゼ恒=0)を用いて弾性

解析を行う場合､次の式が成立する｡

変位との関係

釣合式

机=¢,よ+e小‥軌,J ･れよ=O

c鮎+〔‰蝕J+吉∫よ=¢一拍+与車両誹
C'呈=
2G(1-〃)

〃(1-2レ) cェ‥膨張波速度〔宣=≡阜‥せん断披速度

(2.4)

(2･う)



2.-ブ.解析手法の分類

ここで更に次のようにおくと一般解が解析できる

◎=△¢-よ~守¢,= せ人:=△山~す山一‖

13

釣合式C呈◎,よ+仁恥J丑:,J+土〃f=0
〝

△◎=0 △せ人:=0

この方法を用いると一般解は解析が困難であるが､物体力項等がない場合の振動問題解は､簡単に解析可

能であるっ

変位との関係
叫〒¢,才+e申せ机 ･れf=0

釣合式 C呈△如+C宣e小△れJ=¢,∫tt+e小山誹

ただし次のようであると仮定する

△¢-か壬=0
膨張披

△由一毒恒=0
せん断波

上式をカルテシアン座標系で書き表すと､次のようになる｡

△∂コ
が が

古詩+亦+罪

′u:r=¢,こr十¢;,〝-■¢∫y,ニ1′y=¢,ツ十¢こr,ニー･¢こ,-r町=¢,ニ+せγ,こr一一¢こr,y

△¢-かt=0
△一¢こr一毒偏=0瑚~す偏=0 △一¢ニー去れ"=0

以上のように､変位ポテンシャルを用いれば､振動問題に関して各振動成分に分離して解析可能である｡

2･3･3 ガラーキンベクトルを用いた方法

また参考文献[2】によると､ガラーキンベクトル君を用いて弾性解析を行う場合は､次の式が成立する｡

変位とガラーキンベクトルの関係 2G叫=2(1-レ)△1月一巧,j盲

釣合式 2G△1△2fl=

△1=△-

｡＼■∫一朝..
1-レ

1∂2

(･､'三川コ
△っ=△-

1∂2

(■トノド

ガラーキンベクトルの場合は､上記の様に動問題においては構成式が複雑である｡しかし､静的問題では

下記のように釣合式を重調和関数で記述可能であり､多少分かりやすくなる｡

変位とガラーキンベクトルの関係 2〔7明=2(トーレ)△蔦一旦漣

釣合式 2C△△君=
差

1-レ

この時､ガラーキンベクトルは次の特質がある｡

･物体力差=0の時には､任意のガラーキンベクトルはz方向の成分が0の等価ガラーキンベクトル
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を持つっ

･軸対称の場合には､更にもう1つの成分を0に置けるっ

ここで､式(2.6)(2て)をカルテシアン座標系で書き表すと､次のようになるり

〃

∂二!:

(･ノ

軸

∂

∂ニ(筈+

∂ダリ

軸

･-け＼/

軸

∂均

軸

■＼■ソ

式(2･7)は∇4Fr=-だ;∇`一馬=一丁学;

式(2.6)は 2(プ".r=2(1-レ)△凡･-

2Ct′･γ=2(トー〃)△均一

2G′u｡=2(1一レ)△真一

_ノ.【
∫,｡

∇4F.= .Vご
l-Jノ

(2･8)

このように､ガラーキンベクトルを用いた解析は､動問題に関しての一般解が求め難い事が分かるっ

2.3.4 体積歪を補助パラメータとする方法

本論で用いる体積歪を用いた方法を以下に示す

2.3.4.1 導入

以下に一般化された系統的三次元解析法を導くっ

三次元微小部分釣合式は､応力テンソル､変位ベクトルを用いて次のように書ける0

釣合式Jメェし+ズよ=〝勒f

△-t=gr之l･(l(liv-いrOt-1･Ot･-′･=Jハて′て_-レざαP

△亡=α丁●ざごし･∫

α〔rβ=α〔Y･αβ(lαβ=α｡r･αβ(↓=det(榊)

ここで応力テンソルを変位成分で表し､整理すると次のようになる｡

釣合式 G(∇･∇)≠+丁=訂gra･d(div-り+ズ=押りt

さらに､この式に発散演算子((liv)を作用させると､体積歪を用いた次の式が得られるっ

体積歪式
2(プ(1-レ)
1-2ェノ
(∇･∇)ご+(livズ=〝ご,`t

よって変位と体積歪を変数とした次の式が得られる｡

釣合式

C杓-い丁字訂ごィー+〃′･-=伸tt

体積歪式堵完狂抹+〃ぜl㍉=和
ただし､変位と体積歪の適合条件として

ご=(1ivll

(2･9)

(2･12)

を満足しなければならないっよって三次元解析を行う際には､釣合式(2･10)と体積歪式(2･11)の4つ

の偏微分方程式を解き､それらの解が適合条件式(2･12)を満たす様に未定定数を決めれば､それが一般

解であるっ
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また､体積歪を陽に表さないで定式化を行うと､

;L l二,

(イ､′iニ･iハ+･＼~.･.=′川∴

C〟′一局-い丁完r{i:一理=〝{昌一,‖(て刷に関する特殊解のみを馴扱う)
･り′,し,=一定

となるっこの式による解法は体積歪を陽に表示した場合に比べ､計算がやや煩雑であるっ

ここで､カルテシアン座標系で体積歪を陽に表現した形で書き表すと以下のようになる｡

釣合式

△=蒜+蒜+芸として

体積歪式

仏叫r+GT完㍉･キ｡=町‖
~二 ∴±丁ご -∴~= ‥

C△…CT完ご,こ+∫こ=β′と′｡,とt
G竿主意△いHX町+斗…+〃｡,｡)叩,"

適合条件式 ∈=笹｡,.JⅧ…+町,エ

1う

(2.13)

2･3･4･2 体積歪を用いた解法の手順

先にも概略を述べたが､実際に釣合式を解析する方法を述べる｡まず最初に､解析対象の変形性状を考

察して､体積歪の分布関数の各方向の最大次数を決定するっ

釣合式 弔+カ=β叫,‖

G△…G去ご,∫棉=彿,‖

∴÷ニト∵=十
ただし ご=叫,よ

上記の式から考察して､

･体積歪(∈)は､現に関して∫J,j(摸)より､2次高い関数
･変位い↓よ)は､£iに関してご,よより､2次高い関数
となるっこれらから､体積歪関数(ご)と､変位関数(情)のJプよに関しての最高次数が決定される｡

次に､体積歪式に関して､変数分離などにより体積歪関数(ど)の一般解と特殊解を求めるっそして､こ

の体積歪関数(ご)を変位関数の釣合式に代入し､変位関数(机)の一般解と特殊解を求める｡こうして求め

られた体積歪関数と変位関数には､ご=町fの関係があるので､この式を満足するように体積歪関数と変

位関数の未定定数を定めるっこの段階において､基本となる解は導かれたことになる｡あとは､解析対象

の表面力･変位の拘束条件などを満たすように残りの各未定定数を決めてやれば良い｡

この解法は､各変位関数の調和関数を得た後し､体積歪の調和関数に付随して発生する特殊解を求めれ

ば良いので､解析手順が明瞭で､解析が容易であるっ

加えて､本解法によると体積歪が変位の重要なパラメーターとなっている事が容易に識別できるっ
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2.4.1 波の伝播問題

変位ポテンシャルの構成式(2.∠t)を見ると､この手法は彼の伝播問題に最適であるっここでは､･-ニ方向に

のみ波が伝播していく問題について考察するっ

2.4.1.1 変位ポテンシャルを用いたとき

変位ポテンシャルの構成式を以下に示すっ

変位との関係 叫｡=¢,..,十¢･∴ツー{/ノッ,｡ -′･γ■=れ+れ,ニー′¢こ,.r

･lJ｡=¢,ご十¢ッ,こ｡一両,ツ

釣合式

△¢-か亡=0
△山一かr･仁王=0
△い去れt亡=0

△･¢ッー毒偏=0

¢軸e恒山とすると､α=左〕となる瀾こして両=拓㌦加持･たfとすると､′′ヲ人:=左〕人:と
=--･-~

=十

･町=→笹車oe呵山;f βヱ=左〕ニ
′l′･｡=舶oe叫"･yf

ノβγ=左〕ヮ
2.4.1.2 体積歪を用いたとき

構成式を以下に示すっ

釣合式

体積歪式

払…CT完ご,ニr=グ廿町詔

払ぃ彗三評=榊

G△頃･GT完ど,ニ=β･‖･ニ,‖
c廻△ご=榊1-2レ

ご=A(-ef中とおくと､0′=左〕となるっまた一昭の一般解は､叫=β彿山一£とすると､′βよ=左叫
特殊解は､ご,よが値を持つのは牲l‥の釣合式のみであるので､･り･こじについてのみ求めるっ解くべき式は以

下のようになるっ

G△【▲こじ+丁=五山=e川':r-仁山=仇,`t
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この解は､′u:r=-∫〔Y去仁王扉(t･こreよ"∫fとなり､次のよう摘果が得られるっ

り･t袖;:■:■∵-′什去〔冊仁仙`,′ノ･r･=壱〕･′丁り･ツ=β〝∈卑e叫
,′′ん=

一山ニリ

?

17

■"二=扉隼"'ニ`

,ノ′ノニ=吉〕こ
これを適合条件(ご=町イ+里Ⅶ+町,｡)に代入すると､β..r=0となるっよって解は以下のようになるっ

叶..=-よ什‡(′▼呈.-1‖｡冊‥｡皿･′㌧仇=｣7~

ruッ=町西燕項

ruこ=β一e軋re仙ニf

_:三:lこうして比べると､変位ポテンシャルが最も活用できる例を解析した場合であるが､体積歪を用いた方法

でも大して解析が煩雑であるとは思われないっまた､解析の過程において㌶方向のせん断振動の存在が陽

に示されている｡

2･4･2 静的問題(物体力の働かない場合)

ガラーキンベクトル法の構成式(2･8)を見ると､動的問題への適用は難しい｡しかし､静的問題に対し

ては構成式が整理されているり特に物体力の作用しない場合には､解は重調和関数で表されるっただし､

物体力が作用している場合には重調和方程式の特殊解を求めなければならない｡そこで､本節においては

物体力の作用しない静的問題について考察してみる｡

次のような問題を考えるっ

解析対象は､ニ≧0を占める均質等方な半無限弾性体に､

ニ=0において J二二=2(プ.4(,COS〔l∴～:COS伽

Jニこr=Jニッ=0

こ=00において Jり=0

という荷重条件を与える｡ただし､物体力は働いていない(差=0)ものとする｡

2･4･2･1 ガラーキンベクトルを用いたとき

まずガラーキンベクトルを用いたときは次のようになる｡

この場合は､静的かつ軸対称問題であるので､1成分か0でない

能である｡また､差は重調和関数で表すことが可能であるのでJニニ

おいてて▲二=0になることを考慮して解を表すと

ン

L】
キ/し一

C

ラ

2

ガ
ニ

差=2C(■1+βニ)cos…ニCOS/ブ〃C~｢′こ

っ/一=〔l′一+ゲ

ム,β:未定定数

ベク

ニ+i

のみで解析可

､ニ=CC一 に

(2･14)
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とおけるっ更にニ=0での境界条件を考慮すると

Jニこ=2(1一凄恒(〃∇コ一芸)(砦･箸+筈)
=βナう(1+7ニ巨osα∬COS伽e~7ニ

Jニ･r=(1-レ)(孟∇2い芸印r)一
∂2

∂ニ∂∬

=一(2レβγ2-(A+βっノニがsitl〔l･･どCOS伽e~7こ

Jニッ=(1-レ)(孟瑚+孟∇コちト
が

∂こ軸(砦+
=-(2レβγ2一(A+βっ′ニ)Tコcos〔ほSillβ耶~7ニ

Jニニより
2(プβ73=A.-)

Jニこrより
A=2〝β

〆yより A=2ェノβ

∂均

軸

∂均

一-ノ.ソ

蔦=2G$(2レ･7=)cos〔YXCOSPye-7:
恥ン聖(-1+2レ+7ヱ)sinαご｡｡S伽-｢′ニ7~

･uy=一筆-1+
2レ+γニ)cosα∬SiIl伽e~Tニ

一u;=一生(2-2レ+γニ)cosαこrCOS伽e-7ニγ

(2･1う)

であるから､

となり結局､

という結果が得られる｡

2.4.2.2 体積歪を用いたとき

次に､本解法を試みるっ

Jユニ=2C(′帰+ご石∈)
であるので､La･placeの方程式である体積歪式(2･13)をz=00において

ご=0になることを考慮して解くと

∈=Ae~7Jcosα∬COSβ〃

とおける｡これを参考にして変位ベクトルを求めると以下のようになるっ

.4α
叫｡=βe~7;sill(†こどCOS由一

･uッ=Ce~7こcos〔YこrSil-伽一

･u｡=βe~7こcosαJプCOS動+

A,β,C,β:未定定数

2(1-2レ)7

.-り

2(1-2レ)γ

2(1-2レ)

ニe~7こsillαこCCOS動

こe~7ニcosαガSinβy

ニe~7ニcosαエCOSβ〝

(2･16)

(2▼17)
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ここで､適合条件(∈=･と↓町十u…+u｡,｡)を考慮すると､

3-4ェノ

2(1-2〝) Jl+2(βα+仁リーβっ/)=0

更にこ=0での境界条件を考慮すると

Jニニ=2C(･{√ニ,ニ+ご訂･ご)
(一つ′β一言)C･OS〔=:C･OSノ旬仁~｢′ニ

Jこtr:=CいJ｡‥｡+〃..∴二)

(一つ･′β-.-h

2(1-2ん′)γ

Jニッ=G(て√｡,〝+･t∫y,｡)

(-7C▼-.4ノβ2(1-2レ)γ

Jニニより

-γβ一書=A{-)
J∴rより -γβ-A

Jごツより -｢′C一人

α

Sillα.I:COS′勅e~｢′ニ

COSαこ‡ニSillβ〟e~7こ

2(1-2レ)7

ノβ

2(1-2レ)｢ノ

ーαβ=0

-ββ=0

よって

となる｡結局､以下のように解を得るっ

ご=2(1-2〝)J4(〕COSαこⅠニCOS伽e~｢′こ

叫アン空(-1+2叫γ｡)sillαご｡｡S伽｡-7こ

･uッ=一撃(｣+2叫γ小｡Sαユ:Sil､伽-7ニ

′"･ン告(2-2レ頼)cos〔l′こ叫ブ〃e-7ニ

19

(2･18)

このようにして比べると､ガラーキンベクトルを用いた方法より､体積歪を用いた解法は先にも述べた

ように解の関数を合理的に推測でき､境界条件を考慮していく上で､等式の数と未定常数の数が等しく､非

軸対称問題への拡張が容易であるっまた解析途中において同じ様な計算手順が繰り返されるので機械的に

解析を進めることが可能である｡

2･4･3 静的問題(物体力が作用する場合)

物体力が作用する場合は､変位ポテンシャル法の構成式(2･4)･ガラーキンベクトル法の構成式(2･8)は､

解析が困難であるっ物体力が静的な場合､ガラーキンベクトルを用いれば解析可能に思えるが､実際には､

重調和方程式の特殊解を求める作業を行う必要牲があり難解であるっ

そこで､体積歪を用いた解析法のみを示すっ

物体カノY.r=e(り●eざし'`が作用している問題を考えるっ解くべき式は以~Fのようになるっ

釣合式

仏上･r+C去㍉+押"∫`=〝て√こ′′,‖
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C△【′･ツ+C去ご,ツ=勒‖
C△u･ニ+CT=訂r･=〝〃･川

体積歪式

C呈憲△帥圧√l∴【Teノ"′£=和己
適合条件式 ご=∈′･二.:,こ-:+■U･…+叫∵

(2･19)

一般解は前節に示されているので､ここでは特殊解のみに注目して解いていくっまず体積歪を次のように

おくり

ご=一-l‖｢(l'･′●仁/｣■J

ノ1-}は次のようになるっ

n一

ノ1()=

隼諾什一+β〕コ
リ

ご,よが値を持つのは､′uこrの釣合式のみであるっ物体力も町の釣合式のみ関係するので､′【▲:仁の特殊解を求

払uで+eα･re仙亡+品Aoe(-こじe仙t=仇,tt
この解は､

牲r=β‖e(r･re仙f

と置くと

1+

β(〕=

Gα

1-2上ノ

G仁一コ十β山コ

となる｡またこの解は適合条件式を満足していることから､上式は正解であるっ

このように従来の方法では解析が困難であった問題を体積歪を用いると容易に解析可能である｡

2.5 円筒シェルへの適用

本節では体積歪を用いた方法による応用解析例として､閉断面の円筒シェルについて任意表面力の働く

場合と､円筒シェルに対してせん断力と曲げモーメントの働く場合の変位を示すっただし､物体力は働い

ていないものとする｡なお､図2.1に示すようにシェルの中立面半径を7･り､シェル厚をtいシェルの内面

半径を7-1=7･0-ま0/2､外面半径を7･2=丁-()+玩/2とするっ

2.5.1 円筒座標系における諸式

円筒座標系に対して各式を物理成分で表示すると次のようになるっ

微小部分釣合式J:ニヱ･+土(J′･′･-J銅)+土媚=ご･+〃′･=0

J:こグ+土(2〆･β+媒)恒ご+〃β=0

J::ご+土(J,･二+媚)小豆+〃ニ=0

応力諸関係式JよJ=2G(ごり+ご古布)

(2.20)

(2.21)
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図2.1:解析対象及び円筒座標系

歪一変位関係式 ご=ご‖.+ご川+ご｡｡

ごげ=叫･,,･ ニハけ
山口
rし

ご‥='t▲ニ,ニ ど川=

l
一
γ
l

)β勅+叫(

ごβニ=喜(軌+三･‖･こ!β)ごニ′･=言い∴+叫･,ニ)

体積歪式

∈,,り寸土㍉+‡ご,朋+ご,｡｡=丁- 7'~

1-21′

2G(1-レ)

21

…(三町卜lノ･β,′･一三･圧β)(2･22)

(〃7･十+｢差･+土方〝,β7t ■7-

釣合式

叫･,け･三叫･,,･一基…吉叫･,〟汁叫･,ここ一言′仰+ふご,′1=一言〃丁･1 1 1 2 1

一頃り･γ･+-`(叶丁▼一｢一り･β+｢㌢叫り掴+〃町｡こ+rT叫･,β+
7■ γ~ 7■~ T-一

1 1

-uニ,=･+-1▲ニ,↑･+一丁■uニ,ββ+`tlこ,ニ｡+
γ `J●~

1 1
適合条件式 ご=叫･,r+一叫･+一輝β十"｡,｡

となるっ以降に解析手順を示す｡

(1-2〃)･′-

｢完ご,ニ=一差〃ニ

ご-〝=一百∫∂(2･23)

2.5.2 任意表面力に対する解

本節では任意表面力の作用する円筒を解析する｡そこで任意表面力が周方向と軸方向にフーリエ展開さ

れたと仮定し､そのフーリエ展開された表面力に対して解析を行うりまず､物体カズよ(丁､,β,ニ)を､β方向

ここで､ニ方向の材長を〃とし､みⅢ･=等⊥打とするっ軸方向にフーリエ展開したモードと周方向の
フーリエ展開と合わせると次のようになるっ

さて､荷重を次のようにフ丁リエ展開するっ

〃′･(7･,β,こ)=C∫川冊.い･,ニ)siIlみ…ニCOS一け〝
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∫β(r,β,ニ)=G〃腑け,,(7-,ニ)siⅢみmニSiI川β

ズ｡(T-,β,ニ)=GX｡n-.れ(丁-,ニ)cosんmニCOSれ･β

以下､同様にして変位､歪み､応力をフーリエ展開表示していく｡

叫,=甘m.几Sinわm.ニCOS川β

1u==Wm.｡.COSbm=COSnO

亡".=ごm.m.れ.Sinみ"1ニCOS71β

ど掴=ご相川.れ.Sillん′丁-こCOS71β

ご｡エ=ご｡｡"ln.SiIlみm.ニCOSTl♂

∈州=ごr仙川Sillみγれ.ニSinTlβ

Eo;=Eo:m,,7,COSbm=Sil川0

/t(β=ノUmnSinbm.=Sin77･0

し†･rγ‖･川=llTTけり･

ご伽=土(叫丁-.n十けU川れ.)
㌫㍍汀川=みnパ〃n,.れ.

ごr軌れ･-2

ごβこnl.れ.=

E;,.=E｡,.m.n.COSbm=COSnO E=,･mn=

ご=EmnSinbm=COSnO

(--rl▲nl".+u〃-.れ.,′･7-

わ｡-.rUm".-竺･【t′n-.n)

一l〃"ln,,･+みm,･um.れ.)

1 ㍑

ごm.れ=′un川,r+一丑m･れ･+-･U〃1･れ■+みm･勒
丁- J■

〆,-=G5'".mれ.Sillみm.ヱCOS†lβ ∫"･m｡.=

2(
J朗=G5'ββmれSiIlみ",.ニCOS71β ∫銅mm=2

J::=GSz=mnSinbm=COSnO
S;:mn=2

r
ヽ′丁●rTγLn

【
ご銅mれ

r
しニュmγl +

レ21

‖

‖

m

m

r)

一-し

＼1-ノ＼1-一′く､1-■■一一′ノ

cTl■9=GSl.om.nsinbmzsinnO
S,･Omn=2ご,･Omn

J♂ニ=G∫βヱmれ.COSみ,nヱSil川β
5β｡mr-.=2ご∂｡m,-.

Jニγ■=G5';,･m｡.COSムm.ニCOSTlβ 5';Ⅰ･m".=お｡r〝m

以上のフーリエ展開に倣って､表面力もフーリエ展開する｡

シェル内面 〆'-■(γ1)=G5-∴,γmれSil-みmニCOS71β

J,'∂(丁-1)=G∫さ抽几Sillふm.ヱSil=lβ

Jr;(rl)=G5'ヱ;mれCOS♭m.ニCOS71β
シェル外面 〆り-(7-2)=C5'ご,,m.nSillふmごCOS7-β

Jre(r2)=GS3｡m.nSinbm,:SinnO

JT●ニ(丁･2)=C5'ヌ｡mれ.COS♭〝lニCOSTl♂

また､(2.23)式は､ん,l=叫,-.rl+′Uけ川.,鮎".=丑m.几一一Um.几とおくと次のようになる0

体積歪式

ご"岬+吉ごm,りt一芸ど"lれ-航lれ1-2ェノ

釣合式

2(1-2〝)

ん叩+土ん町･
丁'

[(孟+三)
T12+]∴.

÷二んⅢ-♭nふ･叫3一缶んnr~

ズ川In+一方仙川-♭〝lズ｡nⅢ
r

2†l_

･去(ご町一三どn川･)=-〃川･‖･-ズ紬-･

(2.24)

](2･25)
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1
〝m.".,7･,･+-〟冊り･

J■

71コ+1

7-コ
･′′川川 '′nュこ′==

7-2

271

J7‖.∩.-ん三一甘mれ.+rJ川".
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一去(ご町･芸∈冊l)=-∫川川･+ノY仙,

町け･-t帰+才【Un…一舶"-･nlT寛ご′丁"-･=-ノY胴･γ

適合条件式 ご丁冊.=′l′｡叫,･+-叫nn+-′Ur,川十んγ"/tβ′l

=喜んけノ･+盲帖･+!畳ん"･一丁-〝"川+ら′-湖も
1 7-1-1

よって､上記の4式を解いていけばよい｡また､本例題では､物体力∫よ(一r}β,ニ)が存在しない場合を扱っ

ているっここで､体積歪ご7れ.符に関する式は変形ベッセルの微分方程式になっていることに注目して､変

形ベッセル関数ノーl(り,〟n.(7りを用いて体積歪もwを求め､んr7.,〝n抑･∽川.れ.の斉次解も同様に求めるっまた､

ノ｢〃仙〟′"･"･,叫一川の非斉次解については､釣合式に変形ベッセル関数で表わされた体積歪ご"川を代入するこ

とにより､釣合式に含まれている非斉次項を変形ベッセル関数で表わした釣合式を導くことかできるっこ

こで非斉次解の求解法は､非斉次項がん.(みnげ)の場合､次の方程式を考えればよい｡

〃,‖･+吐-(軋+告)〝=抽-ノう
この方程式を解いて得られる非斉次解は次の解の内2つを選べば良い｡

瓦予+1(如上元誉-1佃,友孟∫叫1佃
また､非斉次項が〟,l(み"17-)の場合は､

〟,‖･+吐-(払+芸)〃=〟招m7･)
を解いて､

~瓦予刷(みm畑~荻〟れ-1(み"-･γ),書取が叫(み川･γ)
となるっ こうして得られた偏微分方程式の解を､適合条件

1 け

ご"川=･un-.町･+-叫,川.+-･U"川.+占n-一l〃和

を考慮して整理する｡

解析結果は変形されたベッセル関数により次のようになる｡

71=0の場合

ご〝-.γ-.
=[Cl〈ん)+仁J2(〃0)]sillムnlニ

′とょm･n･=卜1ト主ょ丁勺+榊}+C2ト主ょ↑-叫+榊小11みγn･ヱ･U"…

=【C′'5(り+亡1ミ(〟1)]sillみ"-.ニ

叫}川･=卜1(一言了

5-けmn/2=

ニーー7イ1-

-2ん/

1 2-2〃

(1-2〝)んγ,-.
2-2上ノ

(1-2〝)ろm

→+C刷}

〟0〉
+C4(-〟〔I) COSみnlニ

み"l†-

一丁去∫1
ム"lT･

2(1-2レ)

一言車cぅ(みmん一三′1〉
〟1一言〃車c㌧(一帖一三爪〉]sil-ム"-･こ

(2･26)

(2･27)

(2･28)

(2･29)
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5･伽ノ2ヰー1ト喜小〔･一‥i(‡小〔′▼2(一両+〔･∠小〉ト"-･ニ
.5'｡｡川.γ,/2=

み川.丁-

2(1-2〃)

み′".丁･
いi詰ん+ご訂→+〔榊"-イ･}}

2(1-2レ) い‡諾〃(}+丁完叫+〔ノ▼4{刷}トi--わr‖･こ

･5･伽=[〔中ロ一日+〔ヰ"･〃(】一冊sil-ん川･ニ
.う'β｡川イ～.=[仁'5(わ…イ1)+C'.ぅ(み川.〟1)】cos♭′‖.ニ

ーう･こ′,γ丁"-･=[〔･-1(-ん川丁･丁完ん-i諾小〔-:刷1}
･〔-2(一隼占汁ぺ諾可+C潮可cosゎ…･ニ

･Jl>上の場合

∈〃"l
=[Cl(り+C'2(〟柁)】sin♭mニ

叫‖･け

=[cl(-
+C2

`U〃川

一[〃T†川

.5'-･r"-.れ./2=

叫+C‥-(喜ん･1〉+C･5(喜ん･-1〉
2(1-2レ) 可+C4〈…〟頼〉+C･5(ト1〉]sillわ′--ニ
[c:∋(喜ん･1〉･小吉ん-1ト(喜帰〉･C6〈一芸〟和一1〉]sillわ〃lヱ

1
, (乃+4-4レ)
↑イn+1-

2(1-2レ)■▲叩⊥2(1-2〝)みm.

+C2(喜子完堆叶1一
(Tl+4-4レ)

2(1-2レ)ムm.

71+2-4ェ′▼
み〃げ

2(1-2〃)一川 2(1-2〝)

71+2-4レ,,
み,川r

｣+C3(…→+C5(;ん〉
〟｡.

ん+1

2(1-2〃)▲▲′い2(1-2レ)

〉+G(一回+Ct5ト主用cosゎ"-･ヱ
〉+G(箸∫n一畳ん･+1〉+C5(㌢い憲ん-1〉

帰〉+C4(-㌢〃和一岩可

+寸㌢い憲〟m-1〉]sillみnlニ
∫伽/2=[cl(一言｣+C3(畳ん十1〉+C5(憲ん-1〉
+C2ト喜り･q(岩可+Ct5(憲〃∩･-1〉]siIl♭m･こ

.S'｡｡n-.れノ2=

5･伽=卜1(
+C2

･うー仙･=[cl(

ん+1+
み,nノー

,.(㍑+4-4〝),.
レ

ん.+
2(1-2〝)▲叩⊥■ 2(1-2〝)~"● 1-

♭….丁-
.._ (Ⅲ+4-4レ)
〟川+1+

2(1-2〝)
Tl

2(1-2レ)

‖.

ん.

2(1-2〝)
Tl.

2(1-2レ)

詞+G(-払〉+C5ト㌢∫れ･〉

〟"1ご茹り+仁一4(㌢叫+C･･∋(㌢〟r拒んアナ-･ニ
ト糎-･一宇′叫1〉+C5(-㌢∫"■-÷∫"･-1〉
り+C4〈一字〃れ･一宇帖〉+C一骨空γ-･-÷〃′い1〉]sillん丁′1ニ
(㍑+4-4レ)↑-･

2(1-2レ)-▲れい†⊥■2(1-2レ)♭rn.
丁イn+1+ 小G(一芸い告∫刷〉+C5ト…∫n-㌢′n･-1〉
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+C2

一5'｡川Ⅲ

γ･〃れ+1+

TI

M.r′,.(乃+4-4レ)乃2(1-2んケ`■叩⊥■2(1-2〃)ムn1日れ'叫･C4(…い㌢〃｣

2う

+C▼6〈…〃∩･-㌢〟n･-1〉]cosんロー･ニ
[cl〈て㌔舶

7l
T (㍑+4-4レ)

2(1-2〃)~‖■T⊥ 亜"-.

･C車ん1+芸′J+〔′5〈んγTl′和一1一芸ん〉

+〔▼2ト嘉･7-〟n･-
〟几+1+

(L｣+ん車)〉
7-･

r.
(氾+4-4〃)

2(1→2レ)‥叩1一 朝….＼▲1∩●~(〟∩･-1+帖)〉
･坤m〟叫1一芸〟"･〉+C6〈刷-1･芸可]cosムーγlニ

ただし

Jγ1=ん(ム,r17うT一次第一種変形ベッセル関数 〟n=〟n(み"l↑-)Tl次第二種変形ベッセル関数

以上が一般解である｡ここでシェル内外面の表面力の条件を満足するように次の条件を用いて､係数

Cl～C'6を決定する｡

∫,･,･mn(γ1)=島m,-.,5'ァ,･nln(7}2)=∫ご,.mn

一ぎ,･仇¶れ(丁-1)=∫ヱ紬几,扶働けl(7-2)=島血
$･｡"Ⅲ(rl)=島n川,.5',･｡mγl(7-2)=.ゞご｡mn.

以上の操作によりフーリエ展開された表面力乱"-.れ,∫ヱ紬"い∫ユニ〃ln,∫ヌ,.m,-.,端m.れ.,∫ヌ｡m.れ.に対しての解が得
られる｡従って種々の応力状態にはフーリエ展開された表面力に対するここの解を重ね合わせて対応する｡

2･5･3 せん断力と曲げモーメントが作用する場合

閉断面の円筒シェルの端部にせん断力と曲げモーメントが作用した場合を解析する｡この荷重状態は､

円筒の梁に曲げモーメントまたはせん断力が作用した場合と酷似するので周方向に1次のフーリエ展開し､

軸方向にべき級数展開をして解析する｡まず､座標丁-,β,こに作用する線荷重∫よ(γ,♂,ニ)を､次のように円

周方向の分布を仮定する｡

∬↑･(7-,♂,ニ)=C〃"lCOSβ･弟(丁･,♂,ヱ)=Gズ紬Sinβ

〃｡(↑-,β,ヱ)=Gズ｡,-.COSβ

(2･30)に対応して､変位･歪･応力も次のように表記する｡

叫･=･uCOSβ 一IJβ=′USiIl♂

てエ｡=ⅧCOSβ

ご"･=ごr州COSβ

ごββ=ご銅OCOSβ

ご｡｡=亡｡｡UCOSβ

ご,･〟=ご′･βOSillβ

ごβ｡=亡β｡OSillβ

g｡,･=ご｡,･OCOSβ

ご=･0='u,丁･

ご〝〃0=

∈ニニロ=′∽～
】▲■

ご†･β0= 喜(
1

一-`u+一U,γ･一
7'

加=喜(′U,ニー㌦)
ご二川=去(一町･【∫,;)

(2･30)

(2･31)
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ご=ご-)COSβ
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1 1

ご‖=llノ･+-′u+-′U+■【〃,ニ
′J一 丁-

J′●丁■=C▲5',.′･COSβ.5'げ=2

Jββ=G.ゞ〃βCOSβ.う'錮

Jこニ=C.5'｡｡COSβ

(ご′･州+

2(加+

･5･ここ=2(ごこニー)+J′●〝=C.5■,･βSillβ ▲S,′舶=2ご用O

J〝ご=G.ゞβニSillβ ▲S▼〝二=お柑)

Jニ↑'=G.S'｡,.COSβ .S'二,･=お｡州

以上のことを用いて(2.23)式をは次のようになるっ

1 1 1-2上/

ご(】〃+-ど(〕,,･+一丁ご()+ご0,ニニ=
7- 7●~ 2(1-2レ)

エノ

r

ん/

丁~二~

上/

1-

[(芸+三)∴●･-二∴一十∴-r

′u,",+三･l↓,-･一言叫ここ一言再去毎=一方川
′り･7･+-′U-r一｢=′U･ニニー｢■U一丁二五;ごu=一方紬T' γ~ 丁'~

てり･↑･+-･【β,↑･+｢≠+Ⅷポ+丁=訂毎=-〃ニ"･

また､.′=〟+一U,〝=ノu一･Uとおくと､式(2.32)を1変数の方程式に変換することができるっ

1 1 1-2〝
ご町･,t+-ご(い一-7ご()+ごり,こニ=

丁--1り'丁事コ)l‥)lJ'ん~ 2(1-2レ) [(孟･吉ト丁･n寸土〃紬+芸∬ニn
J■

い‡い芸…ニニ+丁完トー‡ごし})=-㌫･′-一-∫紬

〟,〝ヤ+g･‡一去(叶軒端皿-･`l〃･汀+-′∽･,･+才【叶l〃,ニ;+丁二訂毎=~ズ川7'

(2.32)

(2･33)

次に､式(2.34)に示すように変数をz方向にべき級数展開して､解を求める｡この時､物体力吉よ(T､,β,こ)=0

と仮定する｡

Jと′･=∑叫)･ニ`J=1

′U=∑′U′(γ)･ニ`J=1

‖･=∑‖･`い･)･ニ`
′=1

J=∑ルトニヱ
J=1

ク=∑ル)･ニ′J=1

ご{〕=∑ごわ)･ニ`
J=1

(2･34)

ここで､せん断力の作用した片持ち梁の変形曲線から推測して叫′Uの軸方向の最高次数を3次と仮定し､

式(2.33)を満足する解を求めるっその後､体積歪と変位の適合条件､およぴシェルの内外面(r=γ17丁-2)

において表面力が0である(〆◆↑■=〆-〝=〆■こ=0)境界条件を考慮するっこうして得られた解に対して､ニ

か一定である断面においてせん断力(Q)､曲げモーメント(〟0)を次のように計算するっ

こ=∴~●
(J二′-cosβ-Jニβsil-β)7事(Jβか
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解析結果はJ=

ているり

7申･蔓-･′-子)

.l･･/0=

./:●コ.J2汀
(JJニ7･COSβ)7･〟紬･
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として次のようになるっこれを見ると､体積歪ごはこについて2次の関数となっ

ご=[嘉(1-2〝恒掛-2小s♂
=ニーニ≠ニー
り･β=指ニ:-

l
一
→
∠

+

=二†ニーJ什=0

1〟0}コ 〃Q り

-
+
_

一

一-`J-~ニ

2丘'J 2gJ

つ一肌
～
｢βJ

Jl/｢)
+一汗7-こ

竺且,.2｡_
2gJ

]Cl
■･L

T
ソ
】

+
り一

計

〃
一
2

～
一t--ノリーCハ潰

つ
一
り
一

γ+顎

′
-
-
ノ
＼
-
し

+

{
.+Q訂l一
4γリーr+

Jニ;=2叶+〃掛叫+昔]cosβ〆'伊=0

り】

八
丁
l)レ21身

l
一
4トG二

～
)

ハ〃

b

cosβ

ーC†2〉ニー;許コー;小il-β

と芋(車r鳩一旦芋r墟去トβ
‥警り一

へ
一
一

っ
一
り
一

γ.+
つ一l

{
:剛体変位 C2:剛体回転

〉嘉]

2.6 本章のまとめ

本章においては三次元線形理論解析手法を比較した｡その結果は次のように要約される｡

体積歪による構成式(2･3)と変位ポテンシャル法の構成式(2.4)･ガラーキンベクトル法の構成式(2.8)

を比べると､体積歪を用いた解法は体積歪を新たに未知量に加え変位ポテンシャルを媒介にしていないた

め､従来の方法に比べ､式の構成が簡便になり､書き表されている釣合式の内容が明確になっている｡そ

の反面､特定な条件下の解析に対しては多少煩雑になるっただしそのような場合においても変位成分の内

容が明確であるという特徴は変わらない｡各解析法の得意とする分野をまとめると

変位ポテンシャル 振動問題の解析

ガラーキンベクトル
ー般静的問題(物体力は作用しない)

体積歪
一般問題

となる｡

以上のことから､体積歪を補助パラメータとして採用した解析法を用いれば､三次元線形解析が容易に

なることを示したっ これより､形状の簡単な物体の挙動を三次元的に､有限要素法を用いず普遍的に示す

ことが可能となった｡又､熱応力問題に対してもこの解析手法では熱応力を物体力項に含めれば解析可能

である｡
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第 3章

円筒シェルの一般解

本章では､本論文における円筒シェルの一般解の定義とその定義を満足する解を

求める｡

3.1 はじめに

シェルはその曲面の効果により面内応力によって面外方向の分布荷重に抵抗している｡このため､小さ

い断面で大荷重に抵抗でき､大空間構造物の屋根､圧力容器､地下埋設構造物の外壁などに多用される｡

通常､シェルの解析にはシェル理論が用いられる｡シェル理論では､薄肉のシェルを対象として､次の

2つの仮定を採用している[4】｡すなわち

･Ⅰくirclll10frの仮定:変形前のシェル中央面に対する法線は変形後も直線を保ち､変形後の中央面に対し

ても法線となる｡またシェルの厚さは変形後も変わらない｡

･Loveの仮定:シェルの法線方向の垂直応力は､厚さが薄いため､他の応力と比べ微小になり､従って
これを無視する｡

これらの仮定により三次元の釣合式を二次元のそれに単純化して解析を容易にしている｡なお､本論文

ではこれら2つの仮定を総称しで,法線保持の仮定"と呼ぶことにする｡

通常"シェル"と呼ばれるものは薄肉の構造物である｡しかし､現在､原子炉の圧力容器､地下LNGタ

ンクなどに厚肉のシェルの需要があるウ ニれらの厚肉シェルにおいても､膜応力状態は面内応力しか作用

しないので､法線保持を仮定したシェル理論で十分な解析が可能と考えられる[5】｡それに対し､曲げ応力
状態で発生する面外応力はシェル断面が大きくなれば法線保持の仮定から予想される応力分布と違ってく

ると考えられるので､詳しい解析が必要である｡又､薄肉のシェルにおいても､曲げ応力状態が発生する

シェルの支持断面の断面内変位の拘束の違いにより､法線保持理論では､表現不可能な応力分布が生ずる

可能性がある｡

3.2 既往の研究

曲げ応力状態は､法線保持の仮定を用いたシェル理論では､その釣合式より導かれたDischinger[6]の特

性方程式から得られる特性値の関数の和として表される｡この特性方程式は正確な理論解を得難く､

Zel･11a･[7],Finsterwalder[8],Scl-Orer[9】等により種々の近似解が与えられ､今日に至っている｡またこ

れらの近似解の精度は日置【37】によりシェル理論の厳正解であるDiscllingerの特性方程式を基準に比較さ
れている｡この他､厚内シェルでの面外方向せん断変形を考慮するため､断面内平均せん断歪を仮定して

面外のせん断変形を考慮したシェル理論[11]も提案されている｡しかし､その特性方程式はDiscl-illgerの
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円筒産院系

図3.1:解析対象

第ブ章 円筒シェルの一般解

解析対象

ものより難解なものになっているっまた､松永ら【12][13】はシェルの変位成分を厚さ方向座標の無限べき

級数に展開し､変分原理を用いて高次断面力成分を導入する方法を提案している｡

以上のような断面変位を仮定した理論解析から曲げ応力状態の特性を把握する方法に対し､有限要素法

などの数値藤析法は曲げ応力状態を含めての実際のシェルの断面内の応力分布を詳しく知るための非常に

有効な手段である｡しかし､曲げ応力状態はシェルが他の物体により拘束を受けた場合に生ずるものであ

り､シェルの変位と応力の分布は拘束物体の剛性に強い影響を受ける｡この為､有限要素法ではシェル本

来の基本的な特性を定性的に把握し難い｡従って､様々な境界条件に対する変位や応力分布を予想し､シェ

ル理論を補完し､その適用限界を知るためにも､シェルを三次元理論解析し､シェル断面における応力の

分布などの特性を明らかにする必要がある｡そこで本論文では曲げ応力状態を含む円筒シェルの一般解を

三次元線形理論解析により求め､厚肉円筒シェルにおける曲げ応力解を検証する｡

3.3
一般解の定義と基礎式

本節では､本論文における一般解の定義を行い､解析に必要な諸式を示す｡

3.3.1
一般解の定義

本論文の解析対象は､"有限長の円筒シェル'とし､シェル理論で示される一般解(シェルの支持端以外

においては外力が作用しない場合に対する解)に倣っで一般解''の定義を次のようにする｡

1.三次元微小部分釣合式を満たす

2.シェルの内外面において表面力が作用しない

また､解析対象は中立面半径7-t】､シェル厚さtoである円筒シェルとし､内面半径を7-1=7･(-一言fo､外面

半径をr2=小言ま0とする0なお本章では､煙突のような閉断面円筒シェルに適用される周方向にフーリエ展開した場合の一般解と､円筒の屋根のような開断面円筒シェルに適用される軸方向にフーリエ展開

した場合の一般解を求める｡
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3.3.2 円筒座標系における諸式

ここで､円筒座標系に対して各式を物理成分で表示すると次のようになる｡

J:;:･+土(〆･′･-J〝β)+土J写･…ご･+∫↑･=0

J::グ+土(お′･〟=昔)恒ニア+∫〃=0

咋+土(J7･こ+掬=ご+エ｡=O
r

応力ー歪関係式

歪一変位関係式
Jよブ=2Gト+ご訂勅)

∈=ちり･+ご…+ごこご

ご=･=叫･,J･

ご‥ =1′､､
～■I､'

8ワ
一こ

一こ

)〝ハ〃〃+叫(
l
一

ニ′〃U

β=三(‡･"
-,β+叫′･-

∈βニ=;(町+三′し`･ニ,βトニ7･号"J叫･-ニ)
ただし､ニどノ,は､∬を7-で偏微分したことを示す｡

次に上記の釣合式を､変位成分を用いて書き直すと､次のようになる｡

釣合式

叫･,‖･+土叫･,丁･･吉叫,銅+叫･,ここ･与u直ょい音
γ 7'~

町r7･+~l恒+戸叫銅+輝こニ+｢㌻叫･･β+丁=訂手ご･β+7- J-~ J-~

一U･ニノ･-･+一【√こノ･+戸■【′ニ･銅=ニ,ニニ+丁二訂ど-ニ+古=0丁-

1 -1
ごノー7･+-ご,r+｢ご,錮+ご,ニニ+

7- 7-~

1-2工ノ

2G(1 ｣り
〃( ＼1)ノ

､
}

､
〕〃+β〔け〃

l
一
r+∫

l
一
γ+

1 1
適合条件式 ∈=叫･,,･+-叫･+一叫〟十【↓｡,;

特に周方向に一様な変位を発生する軸対称傍=0)の場合には次のような釣合式になる0
釣合式

叫･,‖･+土叫･,′･･叫･,ヱ;+ょい告=0
町,▼丁･+瑚′･+叫ここ+音=0

1

γ

て′･ニノ･Ⅰ･+~-′ニ,′守り･二,ニこ+丁二五ご･ニ+古=07-

1 1-2上ノ
∈,"･+-ご,丁･+ご,ニニ+
しⅠ7●‥丁∴,↑■■し,ニニ■2G(1-レ)

1

適合条件式 ∈=叫･,,･+-町+Ⅷり
J■

ズりt+二∫†･+∫ニ‡い∫ニ･こ)=0

:=

(3.1)

(:う･2)

(3･3)

=0 (3･4)

(3･5)

3.3.3 変数分離

一般解を表す変位関数は変数分離可能な複素関数とし､β方向およびこ方向に指数関数で展開可能である

とするっ
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次のように､変位と物体力を仮定するり

ご=どrJe冊e｣･ニ

叫･="e棚e〕ニ u〝=一川e加e〕こ ■u†=･【ロe棚eし一こ

差･=㌫㌦油早■ニ ∫〟=一江購冊什‥ ふ=〃｡汀ビ∫′-･〝e山ニ

/=･〔′･+u,J=【′･-･仁ノとし､釣合式(:う.4)を書き直すと次のようになるっ

1 †12

三町･丁･+-ご町･-｢ド‖+〕コご‖+
7- Jノー~

.′,,･7･+土./ノ･-J■

1
〟,汀+-J,,･-

7-

(･け+1)コ
り

J●~

いぃげ
●j

T-~

1-2上ノ

2(プ(1-レ)(
1 †1.

∫川ノ･+-∫′･+-∫紬.+山一Y｡‖.
J■ J■

･恒2′+丁完(ご{〕ノ･-:り+
〝｣〕2打丁完(ご‖.丁･+:り+

町け+-一lり,一TIU,銅=2て〃,｡｡+丁一丁ペ｡.｡+≒=0
'

γ'■ 7･コ'り'′ '】}'1-2〝

1 71

軸=`l∫,-･+-'u+-･U+山て〃
J■ ■r

∫′･r-.+∫紬

r.1

.＼■川-.＼■軌

ただし本論文においては物体力が作用しないとする｡よって釣合式は次のようになる｡

1 ‖.コ

旬r↑･+一伸一｢ド0+〕2ごり=0
■J- 7-~

ん,･+土J√
一J-

1
ク,=･+-グ,,--･

丁'

1

`l〃,↑･,･+-′【〃,,･-
7'

1

(川+1)2
7･2

いl-1)2
つ

7-~

仲井㌧完(和一‡亡0)=0

打〕2打去(和+:∈0)±0
戸てβ-掴+〕2･【〃,ニニ+丁二五毎=O
Tl

ご(.)=′[J,,･+-`u+-′U+山′〔〃
丁一 丁■

(3･6)

=0

3.3.3.1 周方向フーリエ展開

今､71を整数であるとする｡この場合､周方向にフーリエ展開されたことになるっただし､ニ方向には､

変位場の仮定は設けないで表記する｡

変位･体積歪･応力

叫･=一uれ.COS†1.β ･叫=ノU托Sil‖用

ご=ごれ.COS↑lβ ご川=叫り･+土t′J竺叫J勒∫.,｡J､ ■J-

〆●′●=C5-,･γCOS川β
.5-,リ.=2

Jβ〝=G5-銅COS71β 5'錮=2

がこ=G.ぎ‥COS†1β

〆●β=G∫州SiI川β

J〝こ=C∫β｡Sil171β

Jニ,●=C5'｡t･COS†1β

5'‥=2

■Jl.

′【√れ.,丁･+

エ′

1-2ん′

1 け

-叫l+一一Lノn.+
J■ 7-

エノ

叫l,二+

5■,･β=一二叫l十U".J･一二u".
J■ J-

5-〟｡=′Uγl,｡一丁′叫l

∫ニ!･=･‰J+叫町
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ここで./,〟を次のように定義し､物体力か働いていないものとするり

ん=町,.+uT‥〝′7.=1J･n-L′丹,∫,,=∫β=〃｡=0

‖.次の釣合式

二二二≡二≡三二二
l TIコ 1

町り･′･+手〔t恒~戸勒+勒･ニ=~｢=訂ご"･こ

I JIコ

ご′-.′リ･+-ご′け-｢ご‖.+ご′丁.,∴=0

特に軸対称(一け=0)の場合の変位と応力の関係､釣合式は次のようになるっ

1
ご=町,′･+-叫･+′uニ,ニ

G

G

2

2

ト

ト､

1-2ェノ

)〃‖
･
･
･
▲
一
｢

胸(Cニ
〃

b

Jβ〝=2G(三…ご訂∈)

J〝二=G･～√β,ニ

J二′-=G(町∵+て′｡,,･)

釣合式

叫･▼什+;叫･,7･+町ここ=1_2レり･

1

鋤,げ+-･u町･｢卜uれ｡｡=0
J`

-Uニ,け+;`uニ,7･十uニ,こニ=~丁=訂ご,ニ
1

ご,∫リ･+-ご,,･+ご,｡｡=0

3.3.3.2 軸方向フーリエ展開

今､〕=山扉(叫-:実数)とするっこの場合､軸方向にフーリエ展開されたことになるっ

変位･体積歪･応力

叫t=て上eJ〃･βsillしJoニ ･ll♂=一川e冊sill〕0ニ

′lJ.=′l〃e冊cosしJニ

ご=ご--e棚sin山0ニ

が丁･=C∫‖･e冊cos叫)こ

Jββ=G.S▼錮eよ几βsiIl叫}ニ

〆ニ=C.5'｡｡e冊sill叫,ニ

〆-〝=一JC5',.〝eよ‖･〟si11し恒ニ

Jβ二=-′JG5'〝二e加〟cosしJ‖ニ

Jニr=G.う'｡∫.e冊cos山(}ニ

1 Tl

ご0=`【′,T･+一一IJ+-′U+叫〕′l〃
7■ 丁-

ーt√,丁･+丁=訂ご(】.ぎ,リ･=2

一ぎ細=2

.S'‥=2

1 一け

一て√+一′LJ+
J- ■J●

一山り･l〃+ 1-

忘ご(〕)
㌔ご(二})

ゝら星 型

.5'州=--･{↓+ロ,,･--･U
J■

‖.
J■

∫〝｡=叫)U--′【〃

.5-｡,･=叫)u十て〃,r

:i:i

(3･7)

(3･8)
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ここで/,〟を次のように定義し､物体力が働いていないものとするっ

./=ノu+【フ,〝=u-′L′,〃′t=〃〟=.Y｡=0

釣合式

./.け.土/.′.-ヒ土壁ト〕言./ン
=`E

1 (川-1)コ ･j

〝.,･,･+-ク.,･-+〝-叫拍=-
J● J-~

1

1-2Jノ

1

1-2レ

畑+三′lり･-紅諭=一莞ご(}1 71コ リ

ご(いり･+｢ご‖.,･-一丁･ご()一山占ご‖=0
-J` 7■~

第｣章 円筒シェルの一般解

(和一‡ご(})

(軸+:三-】)

(二Ⅲ)

特に変位分布が軸方向に変化しない(砦=0)の場合､変位と応力の関係､釣合式は次のようになるっ
叫･=′ue棚 ･u〝=-↓･Ue棚

･u､=′l〃ei′-･β

ど=ご()eよれ･〃

〆●7■=G5-‖.e冊

Jββ=G5-〟βe冊

Jニこ=G.S●‥eよrlβ

〆●β=-よG5■,･♂eよr】･β

｣
〃二∩り

ご
.
)

2

2

2

∵
=

-

｢
=

〃

こ

ハけ

ヽ
}

ぐ〕

〔〕

■.〕

1
-
γ
巨
1
㌣

｢

+

/し((

‖U

㍑
一

+u

+

+

l ㌔ごr】)
和

一t,+
J●

㌔ご(〕)
ご訂三(-})

‖. 1
5',･β=--1J+･U.丁.--■U

Jβこ=_fC5･β｡｡調.ゞβ｡=_里･【〃7-

Jニ丁-=C∫｡丁.e調

/,,･,･+土/,,･-
■J-

1

〟,7･,･+一〟,′･-

∫｡,･=てU,,･

(川+げ
●ナ

(川-1)コ

･Jt･′-′ 7-2

.′=-去(和一:ごり)
〟ン去(ごい:三0)

1 一′12

･l〃,"･+一Jl〃,,･--一丁･"ノ=0
7- 7-~

1 〃.コ

ご0,げ+一旬,･-一丁ご0=0
J● J●~

釣合式

(3･10)
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3.4 周方向にフーリエ展開した場合の一般解

本節では､周方向にフーリエ展開された場合の一般解を求める｡本節で得られる解は閉断面円筒シェル

の一般解に相当するっ

周方向にフーリエ展開した場合の釣合式は式(3.7)であり､次のようになっていた｡

町=叫-.COS71β

′lJ｡=叫,.COS71β

ん=てlれ,+ノUれ.
1

ん,"･+-ん,,･-
むこ

1

仇,げ+一クn,,､-
γ

′【▲β=坊-.Sill乃β

亡=ごれCOS71β

〝†l=叫l.~′U川

(㍑+1)コ
ア-2

(71-1)2
r2

1 ‖..コ

ん+んパ=一去(eれ,丁･-:e乃)

鮎+鮎･,こニ=て完(en･,7･+≡eれ一)
1

て〃町γ+言叫り･~声`l〃れ∵トl〃n･ここ=~丁=~訂eγl-ヱ

1 T12

ご町r+-ごれ,丁,一戸ごれ+ごn･,;ヱ=0

3.4.1 変位が軸方向にべき級数で表される解

周方向にフーリエ展開された場合の釣合式(3･7)を満足する解の内､変位が軸方向にべき級数で表される

ものを示す｡これらの解は､法線保持を仮定したシェル理論では膜応力解に含まれる｡また､解析方法と

して2.5.3節で用いられている方法を用いる｡

解析結果より､軸方向の変位分布がべき級数で表される解は､周方向フーリエ展開次数･n=0,1のみ存

在し､n≧2では存在しない(証明は付録Aを参照)｡これは､これらの解がn=0が軸引張り状態と円筒

のねじり､Tl=1が端部にせん断力又はモーメントが作用した状態を示し､変.形が解析領域全体に及ぶの

に対し､71≧2の解では､"こ=一定断面"で応力を積分するとせん断力もモーメントも0になり､解析対象

の全体に及ぶ変形が考えられないためであるっ

以下にTl=0,1の場合の解を示す｡

Tl=0 の場合

叫･

-ご訂Clr
･u∂ =Grご+C4r

,.

β

こ

r

ハロ

l£

b

J

去clヱ･C†2
=0

=0

J}一

=ヰ完c†1
J州

=O

Jβこ
=CC3γ

〆γ'
=0

㍑=1の場合

(3･11)
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し

=[C'1γニ+C2r]cosβ

叫･=ト

てJ･〝

1
▲.り

1

6(1-2ェケ~⊥▼2(1-2レ)

{+

ニ三↑.≡吉

3+2レ･

6(1-2レ)

3+2ん′

4(1-2〝)

2(1-2レ)

Cっこ2_

C▼ワニ2_

l/

2(1-2レ)

2(1-2〝)

2(1-2〃)~~~ 2(1-2レ)

C-17･コこ

弟J章 円筒シェルの一般解

C▼コ丁･コ･;Gトsβ
仁一17･コ

2(1-2〝)

〔･1丁･ニコ+去〔･▼27-ニ+Cげ

J←-

=2雄完〔恒･≠完仁一27トβ
J′t〟

=0

Jβニ
=G

Jニ,●
=G

1っ 3+2レ
一丁-~-

4 4(1-2レ)
3+2レ

4(1-2レ)

(丁･…+丁､…)-

(7､ヲ+r≡-r~
-

)〃21(
▲■■l-▲
/L

3+2ェノ っ り

つ一宇)cl]cosβ

仁･'1Sillβ

3+2上ノ

)レ21/14
βSOC｢■｣

･
l
一
γlr

リ
一
り
一

っ
一
l

(3.12)

ただし 丁･1:内半径 ア2:外半径

以上に示した解はそれぞれ端部に軸引張り力､ねじり､せん断力･モーメントの働く棒材の解であるの

で個々に詳しく述べる｡

間断面円筒シェルに軸引張リカを与えた場合(7l=0)軸引張り力をⅣとすると､

Jニニ丁･(1βdr=∧｢

の関係がある｡よって先のH.=0の解を代入すると次のようになる｡

2汀G(1+
1-2jノ

い′
Ⅳ二Cl)

り
一
l

～
了
一

っ
一
っ
一

†一

(

g=2G(1+レ)断面積A=汀(7-ヨー7-…)であるから､

ご=土諾Ⅳ
叫･=一扇･Ⅳァ

ル=去〃ご･C2
J…

ここでC'コの項は軸方向の剛体変位を表す｡

(3･13)

(3.14)

(3.15)

■

ーーき

ねじりと剛体回転いl=0)この解は釣合式(3･8)の･lJ･〝に関する釣合式の最も簡単な解であり､ねじりを

受ける円筒シェルを表す｡



ゴ.4.周方向にフーリエ展開した場合の一般解

円筒の軸回りのねじりモーメントを〟〃とすると､

ノ∴J2汀Jニ〝7･(1β山･=ノーJ〃

の関係があるっ よって先の丁†.=0の解を代入すると次のようになる｡

2汀G(7-卜一一事子)

2汀い卜T･子)

ここで､Clは円筒の軸回りの剛体回転を表すっ

.廿＼げニ+(∴･J･

叶v･J･

:i7

(3.17)

間断面円筒シェルに端部曲げモーメントと端部せん弾力を与えた場合(71･=1)閉断面円筒シェルの両端

にモーメント〟0､横せん断力Qを別個に作用させた場合､それぞれの場合で純曲げ状態ではモーメント

〟0､純せん断力状態では横せん断力Qが､ニに関して一定である｡

ここで､〟0とC'2の関係は次のようになっている｡

J･･Jo= J
2汀

G汀

C2=

ノ:-2(JニヱγCOSβ)rdβか
1+〃

2(1-2レ)
(r孝一r壬)C2+G汀

2(1-2レ)〟0

C汀(1+レ)7,孝一γ壬

1+.Jノ

2(1-2レ)
(T一芸-γ･‡)Clニ

芸(ト2レ),Cl=0

(3･18)

(3･19)

よって

また､Clはせん断力Qと次の関係がある｡

Q

よって

Cl

上2汀
C汀

/:●2(J
l+レ

,●coso-J=Hsil-0)r(10dr

2(1-2レ)
(丁一芸一7一子)Cl

2(1-2レ) Q

汀C(1+〝)rさ-′′･子
嘉(1-2レ)

また､Clとシェルに作用する曲げモーメント(〟0)との関係は式(3･18)より次のようになる｡

JIJ=(J汀

=Qニ

1+レ

1-2Jノ

最終的に得られる状態での変位､応力を以下に示す｡

l諒トニぐし

-2〝)…芸(1-2小sβ
り一肌訂l一

2

3Q許

･
l
一
尺
Uトニ叫

〃
一
り
】

‥
l
‥
■
-
"
"1
一
り
】

+

■
一
一
一
l
■
･
■
-
一
J
-
"

l
一
代
Uトニ胸

りr

こ

謡針

(3･20)

…(7棚L旺≡⊃J

d せん断l

～
"

}G旦封蝋引丁

㍉
-
ニ{+

～
～

{ こ

ヽ--〉--･ノ

Gハ居

り
一
リ
ー

丁+
り一1
7(

ー…許2+喜Gトsβ
-…許コ一言中lβ
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t√ニ=指7､ニ2･許ニ+〔▼47･一〆り■=0

+
3トり

→
n

l
一
4

Jニこ=2叶+堵γニ+(叫劃cosβ
lT･〟=()

ハ券

l
一
4トGニ

～
)〃■

b

[C二J

レ2+
つり

1
一
r

戊旭
7I
リーl

cosβ

第j葦 円筒シェルの一般解

(3.21)

1-2〃)7-コー1芋(車7碩一三芋7･癌吉トβ
り一

丁

り
一
っ
】

几7■

+
り一l
T( 苧)訃osβ

上記の解の各項について､検討していく｡

変位の未知数としてまだ､Ci(剛体回転)仁1(剛体変位)が残っているっこれは､剛体変位を意味し支

持端での変位･回転の拘束条件を満たすのに必要である｡

変位の各項を一つずつ見ていくと､叫.,′【▲βにおいて丁､コの項があることがわかる｡これは､付加変位と

呼ばれる､rの2乗の項が作用して厚さ方向に伸縮を起こしている変位である｡軸方向応力〆ことの比較か

ら､引張側は薄く､圧縮側は厚く､またポアソン比〃か含まれていることから､ポアソン比による影響であ

ることがよくわかる｡

なお上記の解のうち変位を見ると､梁理論でも得られる主要変位､三次元解析でのみ得られる付加変位､

そして剛体変位に分けることができる｡

主要変位

叫･=ト謡ニ:--;芸ニ2･と
′【上β

=指ヱ:∋+;芸ニ2一笑
′uご

=[付加変位

叫

=[
′U〟

=[

1(フ:- 1ノlノJoヨ.3+

謹(′′-ぎ車1癒]cosβ
∴-二っ

一
･
り
一

γ+
り一1
7●盟 sillβ

土旦γ-ニ2+訂ニ〟0

2βJ

_竺旦7.㌔_

cosβ

〝〟0 り

コE≡コ囁

-謡丁-2ニー;芸7-コ

･u;=ト謡7･3+ヨ剛体変位

l
一
rハ桜r釣

叫

=ト･4こ+喜cト♂
′uβ

=ト一言ci]sillβ
一〔▲｡

=[C4†-】cosβ

c.osβ

ここでせん断力Qが働いた場合､面外応力成分Jニ‡■が出ているっせん断力の面外応力成分qヶ｡rのせん断



j･4･周方向.にフーリエ展開した場合の一般解

力Qに対する割合を表すと､

Qヶこ｢/q=
3+2〝

2(1+2〝)

tl一4

/-1
り一

卦･l(

舟+l旦～
/L

＼ゝ-Iノ

39

-() (/(ノ･′･(,-0)

これは具体的には､丁･‖/1-)=1では12.64甥へ7･-)/壬-}=10では0.16%へ･′･-}/h-｢イ氾では0ワもとなっているっ

3.4.2 変位が軸方向に指数関数で表される解

3.4.2.1 解

フーリエ変換,ベッセル変換 偏微分方程式(3て)を解析するっ試みとして体積歪の偏微分方程式を解析

するっ

式(3･7)は次のようになっていたっ

ん,汀･ンγり･一等㌦恥=-去(e町･-≡en〕

町,･･三帰一㌔壁腑n･,こニ=一去(eれ･,′･+:eれ)
1 m2 1

叫り･†･+;叫-･,r~声明+勒樟=●丁二茄eれ･,3

1 †12

ご町･,･+-ご町･-｢㌻ごn+ごれ.,｡｡=0･

体積歪の分布関数を∈".=e,･(γ)e｡(ニ)と変数分離し､ニに関してフーリエ変換すると､

午(〕)(eり･,･トeり･一戸e↑･一モ2eT･)=0

ただし訂=.仁eこe山ニ(た

e,･=A;ん(fか)+A;Ⅳγ-.(一よモT･)

訂(ぐ)(一山2e二+e｡,｡;)=0

ただし 百;= 王Ne.･7リγl(モ7-)か

よって

またハンケル変換をすると

よって

e;=.4ie〕J+.4ミe~uノニ

ここでe=e,.e｡を元の方程式に代入すると次のようになる｡

山
=-∈2

ただし山は複素数とするっ よって､

ご".=(.4;ん(ノ〕･′･)+J;〃γ-.(んげ))e山ニ

紅二二二〕
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となるっ 同様にして､ムl,〝m,叫lを求める｡

.ん. =(β1ノ叫1(山丁-)+β2〃叫1(〕7う)e〕ニ

｣41(
2(1-2レ)

第j葦 円筒シェルの一般解

-(〔l′3+伽ノルり+擁壁±吏ん+1(｣∴′･)+7‥-ん+1(山りLJ 〉e山ニ

A2(-(α4･β4)r佃-)･β4鷲ゴ〃叫1(…74〃叫1(ヰ〕ニ
伽. =(Clん-1(〕Tう+C'2〃｡._1(山7､))e〕こ

2(1-2〝)
1

2(1-2レ)

Al((α5+騨湖-ノ叫声ん-1(〕伸二5ん-1(ヰuニ

■42((α6+β6州〕Tうーβ半詳∧√γ-･-1(…仙1(ヰし･ヱ勒. =(β1ノ■n.(〕丁う+β2∧｢れ.(山ア))e山こ

2(1-2レ)
1

2(1-2レ)

J41トα1丁-ん-1(〕r)+′β1rん+1(｣ノγ)+γ1ん(〕γ-)ニ)e〕ニ

A2(-α2rⅣn_1(〕Tう+βコア･〃叫1(山γ)+γ2〃n(〕7-)ニ)e〕;

ただし
αi+仇+7盲=1(壱=1～6)

1 Tl

解 ここで､体積歪と変位に関する適合条件(どm=′U町+-′uれ+一U′l+〕l〃れ)を満足する解を求める｡適

合条件を満足する解はCl～C6を未定定数として次のようになる｡

〃.=0の場合

ご
=[C'1(ん)+C2(〃0)】e〕ニ

町

=[c†1〈一言i
･uヱ

=[clト喜i

1

1訂7Jo〉+榊1}･C2〈一言長州車c4{〃1}巨
訂坊+去乙詳Jo〉･Cも{-Jo}

+q｢喜去畔+長音叫購{一可e〕ニ
〆り'=中〈莞Jl- {G一+

117-ノ
■力

2
一
γ

JO〕2

′
1
1
く
ー
1
＼

G+lノJO
しJT､

1-2ェノ

J錮=GトJo}+G(‡Jl〉+G{瑚+q〈珂巨
一二二=二二∴ニー士･--

筆耕0･i二五
2ェ′

Jo〉+

(3･22)

Ⅳ1-〃0〉+q(2〕梢一回巨
(3･23)

C3ト2｣Jノ0)

+G〈-ごか･筆意〃0+品Ⅳ車c4{一2可e付こ

Jヱ↑'=C[clトr去Jo-(2-2〝)去Jl〉･C3{帰}
･C2ト丁･去Ⅳ0一(2-2〝)丁完Ⅳ1〉･C4{2〕Ⅳ1}巨

･"β

=[C5(Jl)+C'6(〃1)】e〕;

〆●β=車〈〕ん-‡｣+Ct;ト〃(}一回巨
J〝こ

=G[C5(山り+Ct5(山〃1)】e〕こ

n･≧1の場合

(3･24)



j.4.周方向にフーリエ展開した場合の一般解

′l柏

′Jl､

J■J-

(ア

J〟β

J~}

JこⅠ◆

ただし

=[Cl(ん)+C'2(〃れ一)】cosT-βe山;

=卜1ト喜丁完7叫+C3(;ん+1〉+C†5(…ん一1〉
+〔′-2ト主ょ7･叫･雄Ⅴ叫1〉+Cl弓(…ル〉トos冊

=ト〈喜ん･1〉+〔-5ト喜ん-1トー4(去∧√叫1トぅト喜∧′n･-1〉ト腑
卜{…去7リ叫1+

1(和+4-4〃)
1-2〝 2しJ

+〔･-2〈一言丁完7‰+

｣+G十三り+C-5(去ノ′-･〉
1(㍑+4-4レ)

1-2ェノ
‥'1~⊥

■1-2上ノ 2LJ

∠tl

Ⅳ車c†4(一言〃車仁一tぅ(主用cos一冊

=G伸蕊+1)ん+学ん･1〉ヰん一宇ん+1〉ヰ舶÷ノ′巨1〉
+仁一2(一(ご㌃叫V7一寸丁万〃叫1〉+〔ヰ∧√"･一宇∧√叫1〉
+Ct5

=G

(_〕〃れ.+±〃｡_1J-

Cl(-Jn)+G

+C2ト〃".)+C4

中(

(空
(竺

+

T-

+

ア

-
_

_
ん+1+

1一封ノ

｣JT'

一丁ニ訂Ⅳ叫+

‖.

2(1-2レ)
`け

2(1-2レ)

〉]cos71βeレ'ニ

H+C5(
一凡叶1〉+G(†1+4-4上/

1-2〝

Tl+4-4ェ′

1-2〃

L一日

γ

1一‖.

丁'

〃γ-._1

八一+r=一方∧｢れ･

〉]

~-1一士●ニ
~-一丁=一二･

り+〔▼‥ミ(…ん-
叫+〔･-4(…〃Tl一
ん+1-

Tl+1

γ

れ.+

γ

7l, (㍑+4-4レ)7l

2(1-2け′叩⊥ 2(1-2〝)〕γ
Tl

入r (川+4一触)乃
Ⅳれ+1-

2(1-2レ)▲'′んT⊥2(1-2レ)〕ア

+C6〈一芸Ⅳγl一号〃両〉]sin71βe]こ

=中(-ごょい
ん+1+

cos71βe山ニ

+C:i(一山ん)+C5(〕ん)

+C4ト〕∧｢".)+C'.5(〕∧J丹)

ん･1〉+C5(…Jn･-÷Ll〉

cos乃βe(⊥'ニ

土∧√叫1〉+C(S(冨井-･-÷∧√r巨1〉]sil17腑
り+C3〈芸い号ん+1〉+C5〈一芸ん一号ん-1〉
叫+C4〈芸∧√γ-･+号恥〉

m･, い+4-4レ)

2(1-2レ)′川T⊥ 2(1-2レ)

･C㌧i〈〕ん+1一芸ん)+G〈〕ん-1一芸ん〉
+C2 〈一丁=訂〃乃+

〕T･入r. γl
入r (㍑+4-4レ)
Ⅳn+1+

2(1-2〝｢'叩⊥■ 2(1-2レ)

〈芸ん-J叫1〉〉

〈£Ⅳれ一Ⅳ叫1〉〉
･C4トⅣ叫一芸∧り+C･ミト軋1一芸∧r用cos7酔･ニ

ん=Jn(山丁り第一種ベッセル関数 ∧r几=ノ＼｢川(山7う第二種ベッセル関数

(3.25)
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特性値問題 u及び､未定定数Cl～C'6は丁･=γ1,†･2における境界条件を満たすように定められる特別な値

であるっ そこで､以降においては山を特性値と呼ぶことにする｡

次に境界条件として自由表面条件､すなわちシェルの内外面において表面応力が作用しないという条件

を考慮するっ

7･=7-1,7-コにおいてJ〝=〆-β=J′●こ=0

式(3･24),(3･25)を式(3.26)に代入すると､山とC'1～仁'6を定める方程式か次式のように得られるっ

軸対称し′-=0)の場合

4

4

4

.〃｢

l

り一

つり

d｢

ハU

O

α

α

α

〃

つり

3

つり

3

1

ワ一

つり

4

0

0

α

〃

α

〃

り一

つ一

っ一

っ一

l

つ一

3

d.

nU

nU

α

〃

〃

化

l

l

l

1

1

つ一

3

4

0

0

α

α

〃

〃

｣ノγ1

1-2ん′
山γ1

1-2ユノ
山丁､1

α21=-

α23=-

α31=

α:i3=

Jl(〕7･1)-ん(〕丁･1)

Ⅳ1(〕丁､1)-Ⅳ口(〕γ1)

1-2王/
山7､1

1-2ヱノ
UT､2

1-2ユノ

山7'2

1-2ヱ′
山r2

〔J41=

ここに

0

･0

0

0

0

0

0

0

ヽ､ノ

ヽヽノ

■.J
､
h
リ

α

α

-hり

こリ

ーり

｢)

√

l■l

′l

′l

Jo(叫)-i諾Jl(町)
Ⅳ0(叫)-i諾Ⅳ1(〕rl)
Jl(〕7-2)-Jo(｣り･2)

Ⅳ1(〕r2)一Ⅳ0(〕7･2)

1-2レ 頼↑-2)-i詔勅-コ)2-

i二

α55=山J口(山7､1)-ニノ1(〕丁･1)

｡`…5=〕叫可_宣伸-2)r

α4:ミ=-だ詰Ⅳ0(｣り･2ト2一.

l

つり

り一

.パ｢

てり

､トリ

C

C

r

C

C

r

}0iニ

,α12=2山ノ轟7･1トユノ直7･1)

,｡1｡=2刷(叫卜丁主項〕ア1)
7-1

,〔エ22=2〕Jl(〕γ1)

,α24=2〕〃1(〕一′･1)

,α32=2山J｡(山丁･2)一三Jl(｣り-2)

,α:う｡=2山∧帖丁､2トヱ∧√1(山γ-2)

,〃42=2LJJl(山丁-コ)

芸〃1(〕7-2),α44=2〕Ⅳ1(〕7･コ)
,α56=山〃0(〕T-1)-

,α郎=〕Ⅳ0(〕7-2･)一

三.＼･lい′･l)

室町〕丁,2)
†-

(:i.26)

(:i･27)

ここでCl～Clに関する条件式を満足する特性値は叫,一u｡に関する特性値であり､C5,C.;に関する条件式

を満足する特性値は′lJβに関する特性値である｡

7!･≧1の場合

6

ヽり

にり

にり

言り

にリ

l

り一

つり

4

一b

､b

α

α

α

α

α

α

5

5

5

-▲り

くリ

5

1

り一

3

4

Rリ

､b

α

α

α
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ここに

α11=-
71+1-21/

1-2ェノ 抽-1)+丁三宝ん･1(叫)



ノト1.周方向にフーリエ展開した場合の一般解

r∫1｡=〕ノ轟γ･1)一生㌦.1(叫)γ

√√1:-=一山ん(〟1)+一丁ん-1(叫)

〃｡+1-2ェ′ ｣‖･

Ⅳ川(｣り･1)+丁二丁-∧｢叫1(JT･1)
1-2上ノ

■`､ ▲′

1-2上ノ
｢√1∠l=

"15=山∧′′,(叫卜聖±∧√叫1(町)

√り6=一山鮎(｣‖-1)+巴｣爪_1(叫)ノJ■

‖

(√コ1=

2(ト2〃)
ん(〕･′-1)

r′･ココ=…ノル･1)一生㌦.1(町)

町㍑=号抽-1ト巳㌦-1(叫)γ

門.

αコ4=

2(1-2〃)
∧｢れ.(山丁-1)

r′･コ5=盲〃′-･(㍍1ト
聖±∧′叫1(叫)
7-

"2t;=す〃"･(｣=-1卜｢-∧｢れ･-1(叫)

しJ7- け

(√:il=一丁ニニーん(〕丁･1)+1-2ヱノ■川＼⊥′■ 2(1-2〝)

α:i2=〕ん+1(叫)一弄ん(叫)

α:i3=〕ん-1(叫卜弄ん(〕rl)

しJ7●

_ .
‖.

α:う4=一丁二二=丁Ⅳれ(〕γ･1)+~~り-

1-2レ~■川＼▼▼■⊥ノ■2(1-2レ)

(厘=〕爪■･1(叫卜芸Ⅳγl(町)
α那=〕〃れ-1(㌦1ト訂∧ル7-1)

71+1-2ェノ
α41=-

ん+1(｣り･1)+
川+4-4ェ/

2(1-2レ)〕

∧｢叫1(〕7･1)+

ん(｣り-2)+÷ん.1(〕丁-2)1-2ェ/
▼川＼~~`ノ

■1-2レ

α｡2=〕ノル,-2)一生㌦.1(〕7-2)

α4:-=一山ん(山丁切+巴±ん_1(山巧)

71+1-2レ‥/ 山･J■

Ⅳ".(〕7･2)+丁二=∧｢叫1(〕丁事コ)
1-2ェノ

~"＼~~ ~ノ

1-2ん/
(Lトl=

-

"｡5=叫.(山7･2)-±±〃叫1(山T･2)

軋購=一山鮎(じ7小+竺ニユ〃∩_1(山T-コ)7-

Tl

(~I51=

2(1-2〃)
ん(山丁事2)

(加=号ん(〕㍗か
71+1

■J●

ん+1(山丁･コ)

〝53=号ノル･2)-=ユLl(〕7-2)J-

‖.

α54 =

2(1-2レ)
〃け(山7･2)

†1+4-4レ

2(1-2〝)〕

(芸頼1)-■′叫1(叫)〉

(芸∧√′-J(町)一Ⅳ叫1(叫)〉

l:う



∠l∠【

"55=号〃ルーコト竺吏ノ､′′叶1(｣り･2)丁'

伸吊=･す〃"･(｣り･2卜丁ノ＼｢け-1(〕7･コ)
｣J7- r7l

〃{;1=一÷｢ん(｣り･コ)+､'り⊥

1-2レ~川＼▼▼
~′-

2(1-2〃)

"tヨコ=〕ん+1(〕7･2)一方ん(〕7,コ)

牝う=〕ん一1(〕7-2)一訂ん(〕↑■コ)

｣J`J■ 一打

(偏=-.∴､爪.(山7-コ)+

ん+1(｣り･コ)+

り~【

1-2ん′ ′``､~′'2(1-2上ノ)

r′ィ;1=山＼r刷(〕･′･コ)一エノ＼ル′･コ)

〃.∋t5=山∧′′いL(〕丁･2トエノ＼′川("=･コ)2丁-

‖.+∠t-4上′

2(1-2〃)〕

丼叫1(〕′･コ)+

第J茸 円筒シェルの一般解

〈芸仙･コ)-んル′･コ)〉

JI.+∠1-∠レ

2(1-2〃)山 (芸ノ＼′′∫(項-∧′〃ル′･コ)〉

この結果､曲げ応力解を求める問題は式(3.27)(3.28)の左辺の行列の行列式が0となる複素数である特

性値山を求める問題に帰着される｡

3.4.2.2 数値解析

式(3.27),(3.28)を満足する特性値山を得るために､特定のr{-/to,〝に対して､〕の値を複素平面上で変化

させながら､式(3.27),(3.28)に示される行列の行列式の実部と虚部がともに0になる値を探索したっこの

際､行列式の値を精度良く得るために､行列の各行を最大値が1のオーダーになるように2のべき乗で除

して規格化し､計算には倍精度演算を用いたり

特性値の探索は次のようにして行ったっまず､複素平面を図3.2に示すような長方形格子に分割し､各

格子点で行列式の値を計算し､実部と虚部の符号がともに反転する領域"+か㍉(α+△α)+わJ,α+(ん+

△り仁(α+△")+(ム+△み)･よを探した｡次に､この領域をさらに細かい格子に分割し､同様の計算を行っ

て符号が反転する領域を狭め､△(小/抑,△み/ノ訂了下が10~4以下になった時点で探索を打ち切り､

("+△(イ2)+(わ+△み/2)トを特性値としたり

図3.3に7l=2ル=0.3,丁･｡/ナ(,=5.0の場合の解析例を示すりここで式(3･27),(3･28)に示される行列の行

列式の虚部が0であると推測される位置を太線で示し､行列式の実部が0であると推測される位置を細線

で示すっつまり､太線と細線の交点が特性値の存在する位置である｡



J.`J.周方向にフーリエ展開した場合の一般解

(
3
)
叫
d
2
【

≡

J
▼･･■

図3.2:特性値の探索法

一札eal(行列式)=0 -Ilnag(行列式)=0J l

-10.10 14.95

uの実部

40.00

図3.3:特性値の存在箇所(㍑=2ル=0.:い-‖/よr)=5.0)

こtう



46 第J章 円筒シェルの一般解

3.4.2.3 解の分類と特性

特性値は､図3.3に示されるように複素平面上に複数個得られた｡これらの特性値は工学的な考察によ

り､実軸と虚数軸について対称に存在すると考えられる｡つまり､第一象限にある特性値を山とすれば､

その共役な複素数訂も特性値になるっまた､特性値山,訂を用いた場合､変位関数の軸方向分布はeし'こ,e｣'こ

で表され､これは特性値の実部が正であるからこの増加とともに増加するっ逆にこの増加とともに減衰す

る解に対応する特性値一打,-〕が存在すると考えられるっこれらの特性値(〕,訂,一打,一山)は同じ性質を

示すから､第一象限の特性値〕で代表させることにするりまた､これらを絶対値の小さいものから､順次

山Al,山A2…と記すことにする｡

また､特性値の値および断面内変位､応力分布モードの違いより､特性値を3種類に分類することがで

き､それぞれを山Al,山A2･‥,山β,山Cl,山C2･‥とおくっ

これらの特性値は実数軸と虚数軸に対して軸対称に分布しているのは力学的考察から明らかであるので､

以後､第一象現にのみ注目する｡

特性値の種類とその数をまとめると表3.1のようになる｡なお､フーリエ展開次数円=0の場合のC種

の解は､変位･uβのみの円筒のねじりに関する解である｡

表3.1:三次元解析解の未定定数の数

フーリエ展開次数 数

n A種 B種 C種

0 4m なし 2111

口 4m なし 2m

2以上 4m 4 2m

(A･C種は無限に解がある("-≧1))

特性値および特性モードの例 71=0,1,2とした場合の代表的な特性値の値を示すっ

表3･2,3･3,3･4,3.5はγ0/fo=5.0ル=0.3の場合のそれぞれ7l=0,1,2,3に対する特性値の計算結果で

ある｡

また､これらの特性値uを特性値の複素平面上に表すと､図3.4,3.10,3.16,3.23,のようになる｡

ここで式(3･27),(3.28)に示される行列の行列式の虚部が0であると推測される位塵を太線で示し､行列

式の実部が0であると推測される位置を細線で示す｡つまり､太線と細線の交点が特性値の存在する位置

である｡

なお､変位及び座標は中立面半径γ(〕で､応力はせん断弾性係数でそれぞれ除して無次元化しており､

以後掲載される変位､応力の分布モードは全て無次元化されたものである｡

なお､Bessel関数の計算には名古屋大学大型計算機センターのライブラリー･プログラム(NUMPAC)

のBESJNB,BESYNBを用いた｡



･ブ.′1.周方向にフーリエ展開した場合の一般解

去3.2:特性値の値(門･=0ル=0.3,丁▼0/f(1=5･0)の例

(探索範囲-10<実部<40,-14<虚部<14)

_Real(行列式)=0 -Imag(行列式)=0
冨

J
rl

-10.10
14.95

山の実部

40.00

図3.4‥特性値の催いl=0,レ=0･3,γ0/ま0=5･0)の例

t7
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図3.5:山Alの断面内変位･応力分布モード

Tl=0ル=0.3,7-(〕/ま(〕=う.0,山=2.9752+2.7845f
O:実数部 △:虚数部

図3.6:山A2の断面内変位･応力分布モード

7-=0ル=0･3,ア0/ま0=5.0,山=21.0962+11･2534J
O:実数部 △:虚数部

図3.7:山ノl:iの断面内変位･応力分布モード

･け=0･〃′=0･:い()/f()=5･0,〕=37･与01与+13･8471J
O:実数部 △‥虚数部

第j章 円筒シェルの一般解

図3.8:山clの断面内変位･応力分布モード

Tl=0ル=0.3,丁-0/よ∩=5.0,〕=15･8272+0･OJ

O:実数部 △‥虚数部

図3.9:Uc2の断面内変位･応力分布モード

71=0,レ=0.3,rO/ま0=5･0,〕=31･4757+0･Oi
O:実数部 △:虚数部



J.∠ゴ.周方向にフーリエ展開した場合の一般解

表3.3:特性値の値(門･=1ル=0･3,7､()/ま(〕=う･0)の例
特性値 実部 虚部

｣㌧11 3.1438 +2.6049･J

山ノ11 3.1∠l:i8
-2.60∠19ノ

~山.11 -:i.1/l:i8 +2,6049■よ

~山.-11 -3.1438 -2.6049ノ

山一4:ヱ 21.1137 +11.2425･よ

山12 21.1137
-11.2425･J

山A:i 37.5157 +13.8244f

山A3 37.5157
-13.8244f

山cl 15.8604 +00.0000J

山c▼2 31.4923 +00.0000f

(探索範囲一10<実部<40,-14<虚部<14)

-Real(行列式)=0 -一Ilnag(行列式)=0
富

士

一10.10
14.95

uの実部

40.00

図:う.10:特性値の値(川==1ル=0.3,′J■u/ナ()=5･0)の例

∠19



第j章 円筒シェルの一般解

図3.11:山▲-11の断面内変位･応力分布モード

川=1ル=0･3,r【〕/fo=5･0,〕=3･1438+2･6049f
O:実数部 △:虚数部

≡≠=二三

図3.12:山A2の断面内変位･応力分布モード

乃=1,レ=0･3,丁-u/壬0=5･0,〕=21･1137+11･2425J
O:実数部 △:虚数部

図:j.13:山胴の断面内変位･応力分布モード

川=1,〝=0.3,7･‖/′し)=5･0,〕=訂･5157+上3･82∠14J

O:実数部 △‥虚数部

図3.14:山clの断面内変位･応力分布モード

71･=1,〃=0.3,丁-{)/fo=5･0,｣ノ=15･8604+0･0盲
○:実数部 △:虚数部

図3.15:山C2の断面内変位･応力分布モード

†l=1,〝=0･3,7◆0/ま0=5･0,〕=31･4923+0･Of
O:実数部 △‥虚数部



J∴f.周方向にフーリエ展開した場合の一般解

表:j.4:特性値の値(･‖･=2ル=Oバレー】/ナ()=う.0)の例

特性値 実部 虚部

山ノ11 3.7~1:i7 +2.212い

山一▲11 3.7~137
-2.2121よ

~山′11 -3.7`137 +2.2121J

~山ノ11 一:i.71:i7 -2.2121･J

山..12 21.1701 +11.21/lう′g

山ノl:∠ 21.1701
-11.2145ノ

山.4:‡ 37.5456 +13.8314J

山九1 37.54う6
-■13.8314･J

山β 0.6457 +0.4728･∫

訂β 0.64う7
-0.472鋸

~山β -0.6457 +0.4728J

~山β -0.6457 -0.4728J

山cl 15.9589 +00.0000･よ

山C▼2 31.5409 +00.0000･∫

(探索範囲-10<実部<40,-14<虚部<14)

一札ea･1(行列式)=0 -Ima･g(行列式)=0⊂⊃

⊂⊃

J
▼･･-1

ー10.10
14.95

uの実部

40.00

図:5.16:特性値の値(川=2ル=0･:い(】/ま()=5･0)の例

う1
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図3.17:山ノ11の断面内変位･応力分布モード

"･=2ル=0,3,7-(〕/f(〕=5.0,山=3.7137+2.2121よ
○:実数部 △:虚数部

享
≡
二

図3.18:山A2の断面内変位･応力分布モード

㍑=2ル=0･3,丁-(1/まl)=5.0,山=21･1701+11･2145∫
○:実数部 △:虚数部

図3.19:山人3の断面内変位･応力分布モード

"一=2ル=0･:い()/‡()=う･0,〕=37･5∠156+13･831∠lよ
○:実数部 △:虚数部

図3.20:山βの断面内変位･応力分布モード

門･=2ル=0･3,7て】/fo=5･0,〕=0･6457+0･4728J
O:実数部 △:虚数部

図3.21:山Clの断面内変位･応力分布モード

Tl=2ル=0･3,γ-0/fo=5･0,〕=15･9589+0･0′g
O:実数部 △:虚数部

図3.22:山C2の断面内変位･応力分布モード

‖･=2ル=0.3,･ノー.】/f(l=う,0,山=:う1･5409+0･OJ

O:実数部 △:虚数部



J.∠J.周方向にフーリエ展開した場合の一般解

表:iう:特性値の値(川=:うル=0.3,7･t)/J‖=う･0)の例

特性値 実部 虚部

山′11 4.う809 +1.8870JJ

山｣1 ∠1.う809 -1.8870ノ

~山Al -4.う809 +上.8870J

~山ノ11 -4う809 -1.8870J

山ノ1:～ 21.2628 +11.1613･∠

山.4:∠ 21.2628
-11.1613言

山A:i 37.6110 +13.7985ノ

山.4:‡ 37.6110 -13.7985′g

山β 1.う161 +0て977ノ

正β 1.う1(;1
-0.7977･J

~山β -1.5川1 +0.7977ノ

~山β →1.う16■1 -0.7977･∫

山cl 16.1225 +00.000飢

山C2 31.6213 +00.000飢

(探索範囲-10<実部<40,-14<虚部<14)

----Real(行列式)=0 -Imag(行列式)=0冨

J
▼■

-10.10
14.95

uつ実部

40.00

図:i.23:特性値の値(71=:i,レ=0.3,T-0/才一】=5･0)の例

う二与



う∠t 第ブ葦 円筒シェルの一般解

図3.24:山ノ11の断面内変位･応力分布モード

71=3ル=0･3,7･u/fし)=う･0,〕=4･5809+1･8870-J
O:実数部 △‥虚数部

図3.25:山A2の断面内変位･応力分布モード

7-･=3ル=Ot3,7･r】/ナ【j=5･0,〕=21･2628+11･1613f
O:実数部 △:虚数部

図3.26:山A:うの断面内変位･応力分布モード

m=3ル=0.3,7･l)/f()=5･0,〕=37･6110+13･7985･よ

○‥実数部 △=虚数部

図3.27:山βの断面内変位･応力分布モード

71=3ル=0･3,7-(つ/まし)=う･0,〕=1･5161+0て977一よ
○:実数部 △:虚数部

≒
≡
二

図3.28:山C･1の断面内変位･応力分布モード

†l=3ル=0.3,7■(,)/ま0=5･0,〕=16･1225+0･0享
○:実数部 △‥虚数部

図:う.29:山C2の断面内変位･応力分布モード

川=3ル=0.3,7･(1/f(〕=う･0,〕=31･6213+0･0王

○‥実数部 △‥虚数部



J.｣f.周方向にフーリエ展開した場合の一般解 うう

解の特徴 曲げ応力解を得る過程ではポアソン比レ､半径-シェル厚比7･()/J()､周方向フーリエ展開次数けが

パラメーターとなるっ

これらのパラメーターの特性値への影響は､丁･()/′‖の影響が顕著であるり他にも､フーリエ展開次数･川

により大きく変化するが､一J-し}/′りほどではないゥポアソン比の影響は､前二者に比べ非常に小さいっ

･人種(減衰の大きい複素数解)

シェル理論の曲げ応力解により得られる減衰の大きな解を含む複素数解っ

変位ゐ特性モード(図3.17,3.18)を見ると､r方向･Z方向変位に対してβ方向変位が小さい｡r方向･

Z方向変位の境界条件の細かい違いを合わせる解と考えられる｡

絶対値の小さいものから､山..11,山′12,･‥と呼ぶことにする｡山.11,山ノ廿
‥と解が大きくなるほど､断

面内モードが複雑になる｡〕.▲11は､シェル理論による特性値〕=佃)J石打(1+ノ=こ近い
値となるっ

人種について↑-(1//l),"ルの影響を把握するため､7･‖//(l,′=,〝をパラメトリックに変化させて山▲｣llを求め
たっ 図3･30に､"〝=0.3の場合の･J･(lル1と=･による特性値の変化'ど･′･()/J{)=∠【の場合の〃と71によ

る特性値の変化"を示す｡特性値に対して､7-(ノまりが小さいほど･川の影響が強いことか解るっ また､ポ

アソン比〃の影響は､ほとんど見られない

･B種(減衰の小さい複素数解)
シェル理論の曲げ応力解より得られる減衰の小さい解もしくは､膜応力解に相当する複素数解っ

変位の特性モード(図3.20)を見ると､特定の変位の優越性はみられない｡変位の境界条件を全体的

に合わせる解と考えられるっ

m=0,1の場合には存在しない｡

B種について7-0/f(),Tl,レの影響を把握するため､7･‖/‡‖7一町〃をパラメトリックに変化させて山βを求め

たっ図3.31に､"〃=0.3の場合の†て)/≠(】と=･による特性値の変化"ど丁-(1/ナり=4の場合のレと71によ

る特性値の変化"を示す｡特性値に対して､γ【)/f‖が小さいほど71の影響が強く､特に特性値の実部に

おいてro/ま0より影響を与えることが解る｡また､ポアソン比レの影響は､ほとんど見られない

･C種(実数解)
法線保持の仮定を用いたシェル理論では求められない実数解｡ただし､せん断変形を考慮したシェル

理論では1組(〕cl)得られるっ

変位の特性モード(図3.21,3.22)を見ると､r方向･Z方向変位に対してβ方向変位が大きいりβ方向変

位の境界条件の細かい違いを合わせる解と考えられるっ

ほぼnl汀T･【】/ま(.)(r=･=1,2,3,…)近辺に存在している｡絶対値の小さいものから､〕cト〕c･2,…と呼ぶ

ことにする｡山C･1,山C･コ,…と解が大きくなるほど､断面内モードが複雑になる｡

C種についてT-u/ナ(),7l,〝の影響を把握するため､7･{}/′‖,丹ルをパラメトリックに変化させて山仁tlを求め

たっ図3.32に､"〝=0,3の場合の7･‖/′()と"･による特性値の変化"ど･′･()/才一)=4の場合のレと‖･によ

る特性値の変化"を示すり特牲値の絶対値に関して､一けとポアソン比〃の影響は､ほとんど見られないり
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J.｣.周方向にフーリエ展開した場合の一般解 ､)J

3.4.2.4 特性値の変化

シェルが薄肉の場合､特性値の値は3.4.2.3節述べたような性質を示すっ しかし､極度に厚内のシェル

(′･‖//‖=2.0程度)になった場合図3.1(=こ示されるような特性値の分布を保たなくなるっ

周方向フーリエ展開次数川=2の場合を例に上けると､･′･‖/f‖=10であれば､十分に減衰の大きい特性

値を含む基準状態(図:う.1()の状態二)であるっしかし′･‖//‖=1･1ぐらいになると図:iJi:iのように変化が〕..1L

の虚邦が小さくなり､解が振動しなくなるっ

これは､シェルか極度に厚くなり､シェルのせん断剛性が鰯視できなくなり､単に減衰するモードか増
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3.4.3 まとめ

本節においては､周方向にフーリエ展開された閉断面円筒シェルの一般解を示した｡

変位の軸方向分布がべき級数で示される解は､円筒の柱に軸引張りが作用する場合､ねじりか作用する

場合､円筒の梁に純曲げが作用する場合､円筒の梁にせん断力か作用する場合､剛体変位､剛体回転のみ

であるっ

また､シェル理論で'曲げ応力解"と祢せられる変位の軸方向分布が指数で表される解の特性値を三次元

弾性論上で求める方法を示し､解析例を示した｡その結果､シェル理論では得られない断面内に高次の分

布モードを持つ特性値および特性モードを発見した｡また､特性値の変化と分類を､特性値が満足すべき

行列式の値をマッピングした図上で行えることを示した｡

解析の結果､円筒シェルの周方向にフーリエ展開された場合の特性値及び特性モードは3種類に分類で

きた｡A,C種は断面の分布モードの違いにより多数の特性値および特性モードが存在し､シェル理論より

得られる解は､それらの解の内最も単純なものであることが判明した｡

また､各種の特性値の特徴は次のようになるっ

･A種(減衰の大きい複素数解)
シェル理論の曲げ応力解によりもとまる減衰の大きな解を含む複素解｡

変位の特性モードより､r方向･Z方向変位に対してβ方向変位が小さい｡r方向･Z方向変位の境界

条件の細かい違いを合わせる解と考えられる｡

絶対値の小さいものから､山Al,山A2,･‥と呼ぶことにする｡｣ノAl,山A2,…と解が大きくなるほど､断

面内モードが複矧こなるっしん=は､シェル理論による特性値〕=佃>石布(1+申こ近い
値となるっ

A種についてγ0/ナ0,↑-ルの影響は､特性値に対して､↑･口/toが小さいほど↑lの影響が強いことが解る｡

また､ポアソン比レの影響は､ほとんど見られない

･B種(減衰の小さい複素数解)
シェル理論の曲げ応力解からもとまる減衰の小さい解もしくは､膜応力解に相当する複素解｡

変位の特性モードによれば､特定の変位の優越性はみられない｡変位の境界条件を全体的に合わせる

解と考えられる｡†l=0,1の場合には存在しない｡

B種についてro/ま0,n,レの影響は､特性値に対して､†-0/ま0が小さいほどTlの影響が強く､特に特性値

の実部においてγ0/foより影響を与えることが解る｡また､ポアソン比レの影響は､ほとんど見られ
ない

･C種(実数解)
法線仮持の仮定を用いたシェル理論では求められない実数吼ただし､せん断変形を考慮したシェル

理論では1組得られる｡

変位の特性モードより､r方向･Z方向変位に対してβ方向変位が大きい｡β方向変位の境界条件の細

かい違いを合わせる解と考えられる｡

ほぼn-･汀7-0/わ(ml=1,2,3,…)近辺に存在している｡絶対値の小さいものから､山Cl,山C2,…と呼ぶ

ことにする｡山Cl,山C2,‥･と解が大きくなるほど､断面内モードが復雑になる｡

〔:種について7-0/ま0,71･ルの影響は､特性値の絶対値に関して､川とポアソン比レの影響は､ほとんど

見られないっ

以上の結果より周方向フーリエ展開の一般解の種類とその未定定数の総数をまとめると次のようになる｡



J.4.周方向にフーリエ展開した場合の一般解

一般解を構成する解とその未定定数の数(A･〔:種は無限に解がある)

フーリエ展開次数 軸方向にべき級 軸方向に 指数関数で 表される解

11 数で表される解 A種 B種 〔:種

0 4 ∠1Ill なし 2111

口 4 ∠llll なし 211l

2以上 なし 4111 ∠1 2111

う9

(川･≧り

この裏から､フーリエ展開次数㍑=0,1の場合の軸方向にべき級数で表される解は､B種の解の特性値が

0になり減衰しなくなった場合とも考えられるっ

なお､軸対称の場合の"ねじり"に関する解を除くと次のようになるっ

一般解を構成する解とその未定定数の数(ねじりモードを省く)
フーリエ展開次数 軸方向にべき級 軸方向に 指数関数で 表される解

1l 数で表される解 A種 B種 〔:種

0 2 4111 なし なし

口 4 4111 なし 211l

2以上 なし 4111 4 2m

(nl･≧1)
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3.5 軸方向にフーリエ展開した場合の一般解

本節では､軸方向にフーリエ展開された場合の一般解を求める｡本節で得られた解は開断面円筒シェル

の一般解の内､変位分布が周方向に変化する解であるっ

軸方向にフーリエ展開した場合の釣合式は式(3,9)であり､次のようになっていた｡

叫･=′(作調sill叫j二 !′β=-･J･UPノ川βsillしJ()ニ

･=･=･【〃e冊cos山りニ
･ご=ごeよ=･〃siIl叫)ニ

./=･川+′ロ
〝=〃一-･tブ

ん,..-/ノ.-ヒ土壁ト〕言.ト=_
-1

リ

'J■ T■~

1 (川-1)2
〝,′･′･+;〝†′･-~丁､2

1

1-2Jノ (三‖,′･一三ご(})

クー〕呂〟=一読(ご再‡∈0)
1 712 っ 〕0

■l〃･"･+~`lロ,,･~｢一l〃~叫い〃=~丁二訂(j
■J- ■J-~

1 †12 り

軸7･+-和一声ご{･}一瞞0=O

ただし､じ0を実数として軸方向にフーリエ展開している｡

3.5.1 変位が周方向にべき級数で表される解

変位がべき級数で表される解は､剛体回転､円筒シェルに面内せん断力が作用する場合､円弧に組曲げ

モーメントが作用する場合であるっ

3.5.1.1 剛体回転

円筒シェルの剛体回転の解は次のようになる｡

叫･=ご=一打｡=0

･uβ=Clr

〆り●=J =Jこニ=〆●β=Jβニ=J′■ニ=0

3.5.1.2 面内せん断変形

軸方向にせん断変形を発生する三次元理論解は次のようになる｡

叫･=ご=･llβ=0

≡≡き声声
(3･29)

≠′■′一′∴
･uヱ=Clβ+C'コ

〆●,'=Jββ=Jニヱ=〆●β=〆'ニ=O

Jβヱ=G[‡cl】
ここで､Clほせん断力に関する未定定数であり､Cコは軸方向への剛体変位である｡

(3,30)

2次元平面歪問題廿里=0,芸=0)において､円弧に純曲げが作用した場合の解は､応力関数法により既に得られている｡



･ブ.!ラ.軸方向にフーリエ展開した場合の一般解

(デモ)
図:i.3∠l:曲けモーメントか作用する円弧

≡=仁'1+C'コlog･J･

3-4レ

て上β=G‥㌶c2↑･β
′u｡=0

J↑●丁-=2C

J〝〟=2G

2(1-2レト~⊥4(1-2レ)

1 上

C.フ+

)レ21(2

2(1-2レト~⊥-4(1-2〃ト~■■2(1-2レ)

Jニこ=2Gご訂[C-1+Glog↑-】
〆●♂=J〟;=J,●;=0

ただし､ Cl=-

G=-

(2log↑･2-1)7-…-(2log7■1-1)rぎ

2(r宣-r…)
(logγ2-logァ1)T-≡↑一子

2(T､ヨー↑-ぎ)(1-2レ)
Cっ

1
〔
｢C.

八
7
■げbOり一C

仁1, ]
1草
C+γけbO

なお､Gは剛体回転項であるっ

3.5.2 変位が周方向に三角関数で表される解

変位が周方向に三角関数で表される解は､剛体変位､円弧にせん断力が作用する場合である｡

3.5.2.1 剛体変位

剛体変位は次のように示される｡

叫･=CICOSβ+C2Sillβ

･uβ=-CISillβ+C2COSβ

て√｡=ご=0

〆γ■=J
=Jニニ=〆●〟=〆■ニ=Jβニ=0

〟〝
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(3･31)
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図3.35:剛体変位

3.5.2.2 せん断力が作用する円弧(2次元問題)

第3葦 円筒シェルの一般解

き㌘

平)

2次元平面歪問題(′"ヱ=0,髪=0)において､円弧にせん断力が作用した場合の解は､Airyの応力関数◎を用いて次のように得られている[2]｡

◎=C(γ3一鴎-2(T-ぎ･瀞logTうsinβ

〆･丁･=三笠+吉宗

=2Cト響一
J銅=宗

-≒惑)sinβ

(3･32)

=一2C(γ+苧-≒蔓)cos♂
なお､Cは任意の定数である｡

しかし､このAiryの応力関数により得られた応力より変位を導き､その変位を釣合式に代入すると釣合

を満足しない｡そこで､体積歪を用いた解析法を用いると次の解が得られる(解析過程は付録Bを参照)｡

ご=Clト聖升os♂-C2ト
叫･=Cl

一C2

1
r享γ≡.1(3-4〃)r2

4(1-2レ)T･2 1-2ェノ

γ冒r子 .1(3-4頼2
(1-2レ)r2 ■41-2レ

~-‥‡1一二二
1(γ…+7-至) γ2

1-2レ 2(1-2レ)

γヲ)
γ2 一旦ヂlog(γ)]cosβ

41-2レ 2(1-2レ) 一旦ヂlog(γ)]sin♂



3.5.軸方向にフーリエ展開した場合の一般解

′uβ=Cl

+C2

′u;=0

〆■丁'=CI

Jββ=CI

Jヱヱ=Cl

〆∂=CI

J♂ニ=O

Jエーt=0

-て/｡ ~_､▲､｡+
1
γ書γぎ 1(3-4〃)r2

4(1-2〝)r2 ■41-2〝

r書r… 1(3-4〝)r2
(1-2レ)r2 ■41-2レ

l

〃21

l

l

2

l

トC
り】2
r
つ一l
r

3
r

トG一ル

2
り
一

γ
り一l
r

3鵬r

ト〃G一弘

トG一ル

2
つ
】

r+
つ一l
鵬r

つ
】
り
一

r
つ】l
r

1(r書+r至). r2

41-2〃
■

2(1-2〝)

1(γ宣+γ至) γ2
+旦詳log(r)]sill♂

41-2〃 ■2(1-2レ)

｡｡Sβ_Cっ⊥G~1-2レ

]計

cosβ

cos♂-C2去G
坑

レ21

sin♂+C2去G[響一旦誓+丁トβ

上記の解の応力はAiryの応力関数で得られる解(3･32)と同一である｡

3.5.3 変位が周方向に指数関数で表される解

3.5.3.1 理論解

偏微分方程式(3.10)を解析する｡

式(3･10)は次のようであった｡

63

(3･33)

い言い吐詳ト〕言′=-去(和一‡和)

ダ,,･r･三タ,,･-㌔笹-〕言g=-i÷訂(毎+:ご｡)1 乃2 山0

･∽,rr+;･∽,r一声･∽-〕言Ⅷ=一丁=訂亡0

旬汀+プ小一声朝一〕言ど0=O

山0を実数として軸方向にフーリエ展開する｡3.4.1節で行った操作と同様の操作を行い､特性億円を複素
1 1

数であるとし､体積歪と変位に関する適合条件(亡=′ur,r+-叫･+一瑚㍉+笹り)を満足する解は次のよう

になる｡ただし､Cl～C6は未定定数である｡

山0=0の場合

ど
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1
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丁州〉･硝ル1〉]e棚4(1-2け ■4(↑l-1)(1-2レ)
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叫)≠0の場合
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ん=J".(叫)･′･)=･次第一種変形ベッセル関数 〃け=〃川(山力γ)〃次第二種変形ベッセル関数

(3･3う)

(うう

3.5.3.2 特性値問題

㍑､未定定数C'1～C'6は†-=7-1,7･3における境界条件を満たすように定められるっ以後､ノ71を特性値と

呼ぶっ

次に､境界条件として自由表面条件､すなわちシェルの内外面において表面応力が作用しないという条

件(式3.26)を考慮する`っ

･′-=7･⊥,7･2において
〆●丁'=〆●♂=J′●ニ=0

式(3･34),(3･3う)を式(3.26)に代入すると､Cl～Cl∋を定める方程式が次式のように得られるっ

山0=0の場合
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ここに

7-r,α12=(7ユー1)T-ご~3,α13=

7･㌢,α22=(-7卜十1)T･r~2,叱-=
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-‖-1

,(J･151;=~一〆けり

ここでC'1～Clに関する条件式を満足する特性値は町,′(√〟に関する特性値であり､C'5,C'.ぅに関する条件式

を満足する特性値は･"ェに関する特性値である｡また､C5,C.;に関する特性値は理論計算可能である(付録

C参照)｡

〕0≠0の場合
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この結果､曲げ応力解を求める問題は式(3･36)(3･38)の左辺の行列の行列式を0とする複素数である特

性値71を求める問題に帰着される｡

3.5.3.3 数値解析

3.4.2.2節に示される方法を用いて特性値柑を解析したっ

その結果､山0=0の場合には解析可能であった｡しかし､それ以外は複素ベッセル関数の計算をべき級

数展開で示される式により計算を行ったため､原点から離れたところで精度落ちが発生した｡そのため原

点(71=0+0盲)近傍でしか解析できなかった｡

3.5.3.4 解の分類と特性

特性値は､表3.7に示されるように複素平面上に複数個得られたっ これらの特性値は工学的な考察によ

り､実軸と虚数軸について対称に存在すると考えられる｡つまり､第一象限にある特性値を71とすれば､

その共役な複素数万も特性値になるっまた､特牲値〃.,万を用いた場合､変位関数の周方向分布はe冊,e∠訂β

で表され､これは特性値の実部が正であるからβの増加とともに増加する｡逆にβの増加とともに減衰す

る解に対応する特性値一重一日も存在すると考えられるり これらの特性値(7l,万,一万十川)は同じ性質を示

すから､第一象限の特性値Ⅲで代表させることにする｡
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また､特性値の性質から､特性値を2種類に分類することができ､それぞれを川ノ11｡7tAlん,川.｣lコ‥,7†一Cl,Jr叱コ･

とおく｡

これらの特性値は実数軸と虚数軸に対して軸対称に分布しているのは力学的考察から明らかであるので､

以後､第一象現にのみ注目するっ また､これらを絶対値の小さいものから､順次乃..11T‖∴-1コ…と記すこと

にするっ なお､原点に近いもの2つについては実数部の小さいものを･け.⊥=い実数部の大きいものをJ上▲⊥=

とし､叫}=0の場合には､‖･ノ山,川｣1んは指数関数で表されない解に含まれると解析結果より考えられるの

で､‖.′lコから番号を付ける｡

特性値の種類とその数を推測すると表3.6のようになるっ

表3.6:三次元解析解の未定定数の数

フーリエ展開次数 教

LJ() 人種 〔:種

0 ∠上111 2111

≠0 8+∠1111 2+2111

(A･〔:種は無限に解がある(…≧0))

特性値と特性モードの例 山0=0,1の場合について､特性値の値を示すっ

表3ては丁-り/fo=5.0ル=0.3,叫〕=0.0の場合の特性値の計算結果であるっまた､表3.7に示した特性値

丁‡を特性値の複素平面上に表すと､図3.37のようになる｡図3.37は周方向にフーリエ展開した場合(図

:i.3)と同様な傾向が見られる｡この場合､周方向フーリエ展開した場合と同じように､減衰のみの性質を

持つ解(71が純虚数で表される特性値)が得られている｡

また､山0≠0の場合の例として､山0=1.0として､特性値を求めると表3.8､図3.42のようになるっ

数値計算誤差により計算不可能な区域を除けば､この場合にも､周方向フーリエ展開の場合(図3｣i)と同

様な傾向が見られる｡
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表3.7:特性値の値(山0=0ル=0･3,rO/ま-)=5･0)の例

(探索範囲-30<実部<30,-40<虚部<40)

Real(行列式)=0 -Imag(行列式)=0

-30.10 ー0.05

乃の実部

30.00

図3.37:特性値の値(山0=0ル=0･3,γ0/to=5･0)の例
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図3.38:･7l.42の断面内変位･応力分布モード

〕0=0,レ=0･3,rO/to=5.0,乃=11.2517+20.9857J
O:実数部 △:虚数部

図3.39:71A:うの断面内変位･応力分布モード

叫)=0,レ=0.3,7-(〕/fo=う.0,71=13.8295+37.3566J
O:実数部 △:虚数部

図3.40:71clの断面内変位･応力分布モード

山0=0ル=0.3,7･0/to=5･0,↑1=0･0+1与･6550J
O:実数部 △‥虚数部

図3.41:†lc2の断面内変位･応力分布モード

山u=0ル=0.3,7･(〕/to=5･0丁7l=0･0+31･3154一∫
○:実数部 △‥虚数部
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表3.8:特性値の値(叫)=1ル=0.3,丁-()/ナ()=与･0)の例

(探索範囲-10<実部<10,-20<虚部<20)

一Real(行列式)=0 -Imag(行列式)=00

0

岳

r

r工m
【M【け年声ヨ
池(羊iヰ⊥l-】【

､-

詫は目･■

卜
｣⊥L--エ1

Lq-h..～
｣L▲_｣._.L⊥_｣｣_⊥一

′一暖室賀コ℡｢｢[~

.識≠酵#;輔±∃

]】‖ゴ且｣こ｢山

ー10.10 -0.05

乃の実部

10.00

図3･42‥特性値の値(〕0=1ル=0･3,rO/ま0=5.0)の例
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図3.43:mAl｡の断面内変位･応力分布モード

山0=1,レ=0.3,丁･0/fq=う.0,↑1･=0.6742+1･9855f
O:実数部 △:虚数部

図3.44:TIAlんの断面内変位･応力分布モード

山0=1ル=0.3,7･0/fo=5.0,7l=1･7727+0･8077･J
O:実数部 △:虚数部

図3.45:Tl.clの断面内変位･応力分布モード

叫)=1,〃=0･3,丁･(〕/ナー)=う.0,′け=0.0+1う.6874王

○:実数部 △:虚数部



J.う.軸方向にフーリエ展開した場合の一般解 丁:i

解の特徴 曲け応力解を得る過程ではポアソン比〝､半径-シェル厚比′･{,/ナ(,､軸方向フーリエ展開次数勅か

パラメーターとなるっ

これらのパラメーターの特性値への影響は､ポアソン比の場合ほとんどなく､7-(〕/～0の影響も山0に比べ
れば小さいっ

･A種 シェル理論で得られる解(〃･ノ11(いJし11ん)を含む解群っ変位の優位性は見られず叫.,り.β,廿=全ての

方向に適度な変位を発生すると思われるっ

叫1が0に近づくにつれ､′′lAl(-は原点へ､′71月lんは1に近づくっ人権について･′--,/∠‖,叫,ルの影響を把握

するため､丁･l)/′り,叫1,〝をパラメトリックに変化させて川′lL(い･‖...11んを求めたっ図:i.∠16,:i.∠t7に､〃=0.:i

の場合の･～･(I/ま‖と〕‖による特性値の変化とノ′-.}//‖=∠1の場合の〃と叫,による特性値の変化を示すり特

性値に対して､′J･‖//‖が小さいほど川の影響か強いことが解るりまた､ポアソン比レの影替は､ほと

んど見られない

･(プ種 せん断変形を考慮したシェル理論で得られる解(7-1c･1)を含む解群っ変位の優位性は見られず

叫･,′tl∂,･u｡全ての方向に適度な変位を発生すると予測される｡
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3.5.4 まとめ

本節においては､軸方向にフーリエ展開された開断面円筒シェルの一般解を示した｡

変位がべき級数で表される解は､剛体回転､円筒シェルに面内せん断力が作用する場合､円弧に純曲げ

モーメントが作用する場合であるっ一方､変位が周方向に三角関数で表される解は､剛体変位､円弧にせ

ん断力が作用する場合である｡

また､シェル理論で,曲げ応力解"と祢せられる変位の周方向分布が指数で表される解の特性値を三次元

弾性論上で求める方法を示し､解析例を示した｡その結果､シェル理論では得られない断面内に高次の分

布モードを持つ特性値および特性モードを発見した｡特性値及び特性モードは2種類に分類できた｡両種

とも､断面の分布モードの違いにより多数の特性値および特性モードが存在すると予測され､シェル理論

より得られる解は､それらの解の内最も単純なものであることが予測される｡

以上の結果より軸方向フーリエ展開の一般解の種類とその未定定数の総数をまとめると次のようになる｡

一般解を構成する解とその未定定数の数(A･〔:種は無限に解がある)
(Jo 周方向にべき級数 周方向に三角関数 周方向に指数関数 で表される解

で表される解 で表される解 A種 C二種

0 4 4 4111 2+211l

0以外 なし なし 8+4111 2+2Ill

(叫}≠0の場合は推測,"-≧0)

図3.46,3.47より､山0が0に近づいた場合mAl｡は0､71Alみは1に近づくことが解る｡その結果〕0=0の場

合は､特性値乃Al｡が構成していた解は変位がペき級数で表される解になり､特性値71Alあが構成していた

解は変位が三角関数で表される解になったと考えられる｡

また､面内せん断変形に関する解を除くと次のようになる｡

一般解を構成する解とその未定定数の数(面内せん断モードを除く)
｣Jo 周方向にべき級数 周方向に三角関数 周方向に指数関数 で表される解

で表される解 で表される解 A種 C種

0 2 4 4nl O

0以外 なし なし 8+4m 2+2Ill

(山0≠0の場合は推測,m≧0)

3.6 本章のまとめ

本章においては､本論文における円筒シェルの一般解を"シェルの内外面で表面力の作用しない状態を表

現する解"と定義し､その定義を満足する解を求めた｡本章で得られた知見は次のようにまとめられる｡

周方向にフーリエ展開した場合について 変位の軸方向分布がペき級数で示される解は､円筒の柱に軸引

張り圧縮が作用する場合､ねじりが作用する場合､円筒の梁に純曲げが作用する場合､円筒の梁にせん断

力が作用する場合､剛体変位､剛体回転のみであるっ

また､シェル理論で,曲げ応力解"と称せられる変位の軸方向分布が指数で表される解の特性値を三次元

弾性論上で求める方法を示し､解析例を示した｡その結果､シェル理論では得られない断面内に高次の分

布モードを持つ特性値および特性モードを発見した｡また､特性値の変化と分類を､特性値が満足すべき

行列式の値をマッピングした図上で行えることを示したっ



7(う 第J茸 円筒シェルの一般解

特性値及び特性モードは:i種類に分類できたっA,C種は断面の分布モードの違いにより多数の特性値お

よび特性モードが存在し､シェル理論より得られる解は､それらの解の内最も単純なものであることが判

明した｡

一般解を構成する解とその未定定数の数(人･〔:族は無限に解がある)
フーリエ展開次数 軸方向にべき級 軸方向に 指数関数で 表される解

n 数で表される解 A種 B種 〔て種

0 4 4111 なし 211l

口 4 ∠1111 なし 2111

2以上 なし 4111 4 2111

(n!･≧1)

軸方向にフーリエ展開した場合について 変位がべき級数で表される解は､剛体回転､円筒シェルに面内

せん断力が作用する場合､円弧に純曲げモーメントが作用する場合である｡また､変位が周方向に三角関

数で表される解は､剛体変位､円弧にせん断力が作用する場合である｡

また､シェル理論で,曲げ応力解"と称せられる変位の周方向分布が指数で表される解の特性値を三次元

弾性論上で求める方法を示し､解析例を示したっその結果､シェル理論では得られない断面内に高次の分

布モードを持つ特性値および特性モードを発見した｡

特性値及び特性モードは2種類に分類できた｡両種とも､断面の分布モードの違いにより多数の特性値

および特性モードが存在すると予測されれ､シェル理論より得られる解は､それらの解の内最も単純なも

のであることが予測されるっ

一般解を構成する解とその未定定数の数(A･C族は無限に解がある)
LJo 周方向にべき級数 周方向に三角関数 周方向に指数関数 で表される解

で表される解 で表される解 A種 C種

0 /l 4 4111 2+2Ill

0以外 なし なし 8+4111 2+211l

(〕口≠0の場合は推測,γ-1≧0)
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4章至吊

シェル理論との比較

本章では､シェル理論と三次元解析解を比較することによりシェル理論の有効性

を検証する｡ただし､シェル全体での変形解析は周方向にフーリエ展開された場

合についてのみ検証する｡なお､本論では付録Dに示される仮定のもとにシェル

理論解を求めている｡

4.1 はじめに

第3葦において三次元弾性論に基づく円筒シェルの一般解が得られたっ そこで本章においては薄肉の仮

定を用いたシェル理論に基づく一般解を三次元理論解と比較する｡特にシェル断面に曲げモーメントが作

用する曲げ応力解(指数関数で表される解)については､その特性値と変位､応力の断面内分布モードを比
較し､薄肉を仮定したシェル理論の適用可能範囲を示す｡

4.2 周方向フーリエ展開した場合の一般解の比較

4.2.1 変位が軸方向にべき級数で表される解の比較

シェル理論により得られるべき級数型の解のうち､Tl≧2のものは日置により､曲げ応力解の小さい複

素数解をべき級数展開したものであると証明されている[37】｡また､フーリエ展開次数丁-=0,1の場合の

解は三次元解析のべき級数解にほぼ等しい｡

4.2.1.1 軸引張リカが作用する円筒シェル(7l=0)

軸引張り力の作用する円筒シェルの法線保持の仮定を用いたシェル理論の膜応力解(D･1･3より)を三次

元解析と同じ座標系に書き直すと次のようになる｡

叫･=-〃T-(〕Cl

て`｡=Clニ+C'コ

ケニニ=Ⅳご/fo=一βC'1

これは三次元解析解(式(3.11))において丁-=7-0とおいた場合に等しい｡また､応力Jニこはシェル理論に

おいても正しく計算されている｡

77
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4.2.1.2 ねじりが作用する円筒シェル(･川=0)

円筒にねじりが働いた場合の法線保持の仮定を用いたシェル理論の膜応力解(D.1,3より)は次のように

示される｡

叫･=′l▲二=0

′【Jβ=C'1二l:+仁･'コ

J〟ニ=ノV芳β/よ.▲,=GC'1

これは､中立面(γ=r-))における三次元解析解(式(:i.17))と同一である｡ただし､付録Dに示したシェル

断面内の変位と応力の分布の計算式では､三次元解析解と同じ応力J〟こを計算することばできない｡

4.2.1.3 端部曲げモーメントと端部せん断力が作用した場合(〃･=1)

シェル端部に曲げモーメントまたはせん断力が作用する円筒シェルの法線保持の仮定を用いたシェル理

論の膜応力解(D･1･3より)を三次元解析と同じ座標系に書き直すと次のようになる｡

叫･=ト吉c･1ニ:i一言c2ニコ

-=二二二+こ-

+(2+小言仁▼1ニーC‥iニー〝丁一言C†コ

-2(1+小言C'1ニ+(･'‥-ニ

一u;=[喜clr(}ニ2･C2T-口こ+GT-0]cosβ
Jこニ=ル｡/f(}=β[ClrOこ+C2可cosβ

Jβニ=ル｡β/f〔,=-か言CISinβ

また､三次元解析解(式(3･12))において′′･=γ･0とすると次のようになる｡

町.寸言clニ3一言c2ニ2
･l∫β=[吉clニ:-+
･uこ=[喜c▼1丁--Jニ2

-C-ニ+G-…c17･吉ニ+三業(↑-…+舶ニー;cコ↑-岩
喜c2ニ2-C3ニー仁一…c17-岩ニーと芋(T-子+7一輝-…仁一2丁一言

+C27-0ニ+C冊…cパ+旦宇7膏Cl⊥7-()

Jニこ=g[C･'17-0こ+C2†-0]cosβ

J〟ニ=鉢[(1-2レ)7=3+2〃)(7-;+
)レ

リー
+

(てり

()

り
一
っ
一

丁

リ
一
n
U

八
｢
一
■

sillβ

Jニ‡･=G[と詳(丁-ぎ恒三ーTt呂一等)c▼1]cosβ
以上の式において､変位叫,,1▲β,･【′｡はポアソン比による付加的な変位とせん断変形に関係する下線部以外は

一致しているっ また､応力Jニこは完全に一致しているっ〆--は三次元解析結果よりシェルが薄肉の場合0と

見なせるっ

せん断応力Jβこは数式上で単純に比較できないため､丁-{-,/f(J=う.0の場合の計算例を図4･1に示す｡このよ

うな厚肉のシェルにおいてもシェル理論が非常によい近似を与えていることが解るっ



4.2.周方向フーリエ展開した場合の一般解の比較

図4.1:J〟ニの断面内分布の比較

(レ=0･3,丁-n/≠0=う.0)○:三次元解析 △:シェル理論
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4.2.2 変位が軸方向に指数関数で表される解の比較

4.2.2.1 特性値の比較

シェル理論の曲げ応力解の適合性の検討を行うため､特性値を三次元解析による厳正解と比較した｡た

だし､法線保持を仮定したシェル理論の特性方程式では､三次元解析により得られる解の内､山人l,山βし

か得ることが出来ないのでこの山.41,山βのみを数値的に求め､比較することとした｡また､せん断変形を

考慮したシェル理論では､山Al,山β,山Clしか得ることが出来ないのでこの山Al,山β,,山Clのみを数値的に

求め､三次元解析解を正解としてその実数部と虚数部を百分比で表し､比較することとしたっ

シェル理論で得られる特性値と三次元解析で得られる特性値を比較するため､レ=0.3の場合について､

三次元解析解を正解として比較し､図4.2の結果を得た｡法線保持の仮定を用いた解析では､rO/ま0<10

の範囲において和が大きくなるにつれて誤差が大きくなり､実用に適さないと考えられる｡しかし､せん

断変形を考慮して得られた特性値は､山Al,山β,山Clのいずれの場合にも､特性値の誤差は許容範囲内にあ

ると考えられる｡

図から明らかなように､せん断変形を考慮した場合の方が特性値の精度がよい｡これは､せん断変形を

考慮したことにより､より断面変形の仮定が三次元弾性体に近くなったためと考えられるっ

A種の特性値 誤差は､各解法とも､γ0/ま0が小さくなるほど誤差は大きくなる｡また､フーリエ展開次

数nが大きくなると､誤差が大きくなる傾向があった｡三次元解析解においてポアソン比は特性値の変化

にあまり寄与していないので､シェル理論の特性値の誤差に対するポアソン比の影響は､余りないと考え

られる｡誤差への影響度は丁-0/fo≫Tl≫レとなる｡

特性値の誤差が10%以内を実用範囲とすれば､シェル理論の各解法の特性値を厳密に求めた場合､γ0/ナ0=

10ぐらいまではどのシェル理論を用いても良いと考えられるっ

B種の特性値 誤差は､γ0/ft)か小さくなるほど誤差は大きく乍る｡また71が大きくなるほど誤差は大きく
なるっ三次元解析解においてポアソン比は特性値の変化にあまり寄与していないので､シェル理論の特性

値の誤差に対するポアソン比の影響は､余りないと考えられる｡誤差への影響度は7-り/ま(〕>71≫レとなるっ

特性値の誤差が10%以内を実用範囲とすれば､法線保持の仮定をしたシェル理論による厳密解なら

ro/fo=30ぐらいまで特性値を採用できる｡また､せん断変形を考慮したシェル理論では7-0/ま0=5ぐら
いまで特性値を採用できる｡ただ､nが大きいほど誤差の低下が起こりにくいので､nが大きい場合には三

次元解析により､特性値を求めたほうがよいっ
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C種の特性値 せん断変形を考慮したシェル理論のみで解析可能であるっ 誤差は周方向フーリエ展開次数

〃･に関係ないようであるっまた､特性値の誤差は非常に小さく丁-()/まr)=うぐらいまで特性値を採用できる｡

4.2.2.2 断面内分布モードの比較

断面内の変位､応力の分布モードについて､三次元解析解に対する違いを法線保持の仮定を用いたシェル

理論とせん断変形を考慮したシェル理論とを用いて比較した｡実線が三次元解析解を示し､破線がシェル理

論解を表すっただし､シェル理論による断面内の変位応力分布は付録Dに示したものを使用する｡また､三

次元解析解とシェル理論の分布性状を比較するため､山｣1,山βについては′7･=7･0における変位町の値を等し

くし､比較した｡〕clについてはT･=丁-rバこおける応力〆〟の値を等しくしたっ図4.3～4.8にγ-イま{,=う.0,9.0

の場合についての計算結果を示すっ

全般的にせん断変形を考慮したシェル理論が良い分布性状を示しているのが解る｡また､周方向フーリ

エ展開次数㍑が大きくなるにつれ､誤差が増え､法線保持の仮定を用いた場合のTl=2の解は信相性が低

下する｡
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図4.2:シェル理論による特性値の誤差(レ=0･3)
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法線保持を仮定した場合(山Al) せん断変形を考慮した場合(〕Al)

図4.3:シェル理論と三次元解析解の断面内分布モードの比較

乃=0ル=0･3,アー(〕/fn=5,○:実数部 △:虚数部,実線:三次元解析
破線:シェル理論

法線保持を仮定した場合(山Al) せん断変形を考慮した場合(〕ノ11)

せん断変形を考慮した場合(山Cl)

図4.4:シェル理論と三次元解析解の断面内分布モードの比較

′川=lル=0｣i.′･‖/ナ(}=う.0‥実数部 △‥虚数部,実線:三次元解析 破線‥シェル理論



∠1.2.周方向フーリエ展開した場合の一般解の比較
8:i

法線保持を仮定した場合(〕Al) せん断変形を考慮した場合(レナ11)

法線保持を仮定した場合(〕β) せん断変形を考慮した場合(山β)

せん断変形を考慮した場合(〕cl)

図4.5:シェル理論と三次元解析解の断面内分布モードの比較

丹=2ル=0.3,7て,/ナ(,=5､○‥実数部 △:虚数部,実線‥三次元解析 破線‥シェル理論
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法線保持を仮定した場合(uAl)

第4章 シェル理論との比較

せん断変形を考慮した場合(山.41)

図4.6:シェル理論と三次元解析解の断面内分布モードの比較

㍑=0ル=0･3,丁-0/ナ()=9,○:実数部
△:虚数部,実線:三次元解析 破線:シェル理論

法線保持を仮定した場合(山Al) せん断変形を考慮した場合(〕Al)

せん断変形を考慮した場合(〕cl)

図4.7:シェル理論と三次元解析解の断面内分布モードの比較

川=Lレ=0｣i,7-()/ナl)=9,○:実数部 △‥虚数部,実線:三次元解析 破線‥ シェル理論



4.2.周方向フーリエ展開した場合の一般解の比較 占う

法線保持を仮定した場合(山Al)

法線保持を仮定した場合(山β)

せん断変形を考慮した場合(山.41)

せん断変形を考慮した場合(山β)

せん断変形を考慮した場合(山Cl)

図4.8:シェル理論と三次元解析解の断面内分布モードの比較

･け=2ル=0.3,7-r)/ナ(1=9,○:実数部 △‥虚数部,実線:三次元解析 破線‥シェル理論
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4.2.3
一般解の構成

シェル理論を用いて三次元解析と同じ条件で解析を行うと次のような一般解が得られる(付録D参照主

なお､ねじりモードは省いているっ

シェル理論の一般解

･膜応力解

軸方向にべき級数型の変位分布を持つ′〕また､膜応力解の川≧2の場合は､曲げ応力解のB健(山β)に相

当することが日置により証明されている[37】っ

･l_Lhげ応力解

<法線保持を仮定したシェル理論の場合>

軸方向に指数関数型の変位分布を持つっ解は特性方程式より得られる特性′値に対応する特性モードの数だ

けあり､2種類に分類される｡(特性値の絶対値の大きい複素数解と小さい複素数解)

<せん断変形を考慮したシェル理論の場合>

法線保持を仮定したシェル理論より得られる曲げ応力解に加え､振動せず減衰のみの解か存在するっ

シェル理論と三次元解析の一般解の構成を比較すると麦4.1～4.3のようになる｡

閉断面円筒シェルの材端における変位の境界条件は､一つの断面につき町(γ方向変位)･u伊(β方向変位)

･り･｡(ニ方向変位)′l▲｡,,･(ニー定断面の傾き)町,･(β一定断面の傾き)の5ヶあり､計10ヶある(軸対称問題の場
合叫h叫町･を省いて6ヶ)｡しかし､法線保持を仮定したシェル理論では山Clに相当する解がないっ山clはそ

の断面内変位分布より町′･に関係する解であるから､法線保持を仮定したシェル理論においては､叫′･は

無視され､境界条件として計8ヶになると考えられる｡

従って､三次元解析解の未定定数の数において…=1とし､〔:種(山Cl)を無視しすれば､法線保持の仮

定を用いたシェル理論と三次元解析解が十分に対応していることか解るっ
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去∠【.1:三次元解析解の未定定数の数(=≧0)

フーリエ展開次数 軸方向にべき級 軸方向に 指数関数で 表される解 計

(Ⅰり 数で表される解 ノl種 B碓 〔:種

0 2 4+Jl111 なし なし 6+⊥1l~1ュ

口 4 4+∠1111 なし 2+2111 10+6111

2以上 なし 4+4111 4 2+211l 10+仇1l

表4.2:法線保持を仮定したシェル理論の未定定数の総数

フーリエ展開次数 膜応力解 曲げ応力解 (指数型) 計

(ll) (べき級数型) 減衰大 減衰小

(A種)(B種)

0 2 4 なし 6

口 4 4 なし S

2以上 4 4 4

(膜応力解に含める)

8

表4.3:せん断変形を考慮したシェル理論の未定定数の総数

フーリエ展開次数 膜応力解 曲げ応力解(指数型) 計

四 (べき級数型) 減衰大 減衰小 実数

(A種)(B種)(C種)

0 2 4 なし なし 6

ロ 4 4 なし 2 10

2以上 なし 4 4 2 10

87



4.3 軸方向フーリエ展開した場合の一般解の比較

第｣茸 シェル型論との比較

4.3.1 変位が周方向にべき級数で表される解の比較

4.3.1.1 剛体回転

法線保持の仮定を用いたシェル理論の膜応力解叩.1.:うより)は次のように示される｡

叫t=′t′｡=0

(J.β=〃り

これは､中立面い･=7■‖)における三次元解析解(式(:i.調))と同一であるっ

4.3.1.2 面内せん断変形

法線保持の仮定を用いたシェル理論の膜応力解(D.1.:はり)は次のように示されるっ

･【J｡=〃1β+〟2

Jβニ=ル｡｡/ナ(,=G⊥〃1

これは､中立面(7･=丁･‖)における三次元解析解(式(3.30))と同一であるっただ■し､付録Dに示したシェル
断面内の変位と応力の分布の計算式では､三次元解析解と同じ応力J〟こを計算することほできないっ

4.3.1.3 純曲げが作用する円弧

法線保持の仮定を用いたシェル理論の膜応力解(D.1.3より)は次のように示される｡

･u｡=0

てJ〟=〃1β+〟2

町=-〟1

月イ〃=一考〟1丁一占

β=
Gfiミ

6(1一･〃)

また､三次元解析解(式(3.31))は′′･口に対してfr-を無視することにより､次のようになるっただし､変位は

中立面において計算する｡

叫.=4±ヱc▼:i

･と′〟=-4±ヱc:挿+Cげ｡,′J-(〕

怖=ノ:■コJββ7て′7･=塙〔一▼3
両式を比較し､〟1=_4ユニヱ仁.･‥∋とすると両式の変位は一致することか解るっしかし､三次元解析結果の

曲げモーメント睨ま､シェル理論のそれの…の結果となっているっ応力J卵.は単純に比較できないため､三次元解析解と法線保持の仮定から推測される応力分布を数値解

析例で比較するっ ただし､シェル理論から推測される応力分布は一次関数で分布するとして次のように仮
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J錮=品(･′--㍗‖)
7-り/よ‖=う･0の場合の計算例を図4.9に示すっこのような厚肉のシェルにおいてもシェル理論が非常によい

近似を与えていることが解るっ

図4.9:Jββの断面内分布の比較

(レ=0.3,rO/ま0=5.0)○‥三次元解析 △:シェル理論

4.3.2 変位が周方向に三角関数で表される解の比較

4.3.2.1 剛体変位

法線保持の仮定を用いたシェル理論の膜応力解(D･1.3より)は次のように示される｡

′【上｡=O

Juβ=KISil10+1;2COSO

叫･=-〟1COSβ+〟2Sillβ

よって､三次元解析解(式(3.32))において､γ=7-0とした場合と同一になる｡

4.3.2.2 せん断力が作用する円弧

法線保持の仮定を用いたシェル理論の膜応力解(D･1･3より)は次のように示される｡

′uβ=芸(-〟1COSβ亮2Sinβ)+芸(柚osβ+〟由β)
叫･=一芸(-〟直β･〟2COSβ)Qβ=〟1COS♂+〟2SiⅢ♂

Ne=KISinO-1;りCOSO

〟β=一乱打1SiIlβ+α〟2COSβ

また､三次元解析解(式(3.33))は1に対してf(-/γ0を無視することにより､次のようになる｡ただし､変

叫･=C･1(喜丁-3-7紬--))cosβ-C-2(去r言一触rf))sill♂
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′uβ=Cl

Q〟= ノ;'コ

ノ＼√〃=ノ1t■J
ノーイβ=./エーコ

3-2ェノ

2(1-2〝)r呂+伽gγ0)sinβ+C2(
J〟丁･か=G読了--)′()〔･▼1Sillβ+

2

J〝〝rJ7･=C一両‖〔'1ぐOS〝-
1-2上ノ

2

3-2ん/

2(1-2レ)

第4葦 シェル理論との比較

′′･呂+γ一言log′r｡

G孟7･‖佑cosβ
2

C∵J･(】′()仁′'コSi11β
1-2上ノ

2 .､

J州7･(J7･=一C一⊥7･れ√1COSβ+Cr=五7-言ナ(}仁･'コSil-β1-2ん′

両式を比較すると､断面力(Qβ,〃〝,〟〟)は､等価であるり しかし､変位に関しては､シェル理論における

変位を町掴=一芸ノVβとして計算したため､厳正解との誤差を生じたと考えられるっ

また､応力J掴,Jナ'コは単純に比較できないため､三次元解析解と法線保持の仮定から推測される応力分

布を数値解析例で比較する｡ただし､シェル理論から推測される応力分布はJβ〟は一次関数､〆〝は二次関

数で分布するとして次のように仮定したっ

J州=些+品(7-･･---7､0)
ナ0

〆-〝= 3(フ〟(7･一丁-1)(7■一丁､コ)
2壬0 (f呂/4)

･J･(〕/ま0=5.0の場合の計算例を図4.10に示す｡このような厚肉のシェルにおいてもシェル理論が非常によい
近イ以を与えていることが解る｡

Jββの断面内分布 〆●βの断面内分布

図4.10:応力の断面内分布の比較

(レ=0･3,rO/ま0=5･0)○‥三次元解析 △‥シェル理論

4.3.3 変位が周方向に指数関数で表される解の比較

4.3.3.1 特性値の比較

シェル理論の曲げ応力解の適合性の検討を行うため､特性値を三次元解析による厳正解と比較した｡た

だし､三次元解析では71Jl｡,TIAlムしか得ることが出来なかったため､TIAl｡,乃Alみのみを比較するっなお､

法線保持を仮定したシェル理論の特性方程式では､三次元解析により得られる解の内､乃Al｡,TIAlムを得る

ことができ､せん断変形を考慮したシェル理論では､㍑Al｡,†lAl占,71clを得ることが出来る｡

各種の理論を比較するため､〃=0.3の場合について､三次元解析解を正解として百分比で比較し､図

4.11の結果を得たっ法線保持の仮定を用いた解析では､叫)<1の場合､丁-0/tq<10の範囲において誤差が
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大きくなり､実用に適さないと考えられるっまた､せん断変形を考慮して得られた特性値も､叫-=8の場

合､項/′()<10の範囲において誤差が大きくなり､実用に適さないと考えられるっ

しかし､丁･()/′‖>20の範囲においては誤差は3%以内であるのでシェル理論は実用にこの範囲で十分に

適用可能と考えられるっ

A種の特性値 誤差は､各解法とも､7-‖/′r)が小さくなるほど誤差は大きくなるっ三次元解析解において

ポアソン比は特性値の変化にあまり寄与していないので､シェル理論の特性値の誤差に対するポアソン比

の影響は､余りないと考えられる｡また､軸方向展開次数叫)の特性値の誤差への定性的な影響はあまりな

いと考えられる｡

実用上､特性値の誤差が10%いないであれば良いなら､各解法とも解を厳密に求めるなら7-{)/t(,=20

ぐらいまで､シェル理論を用いても良いと考えられるっ
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図4.11:シェル理論による特性値の誤差(〃=0.3)

100
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4.3.3.2 A種の断面内分布モードの比較

断面内の変位､応力の分布モードについて､三次元解析解に対する違いを法線保持の仮定を用いたシェ

ル理論とせん断変形を考慮したシェル理論とを用いて比較したっ実線か三次元解析解を示し､破線がシェ

ル理論解を表すっただし､シェル理論による断面内の変位応力分布は付録Dに示したものを使用する｡ま

た､三次元解析解とシェル理論の分布性状を比較するため､7-=丁-りにおける変位叫･の値を等しくして比較

した｡図4.12～4･19にァ｡/‡r】=4.0,9.0,25.0,49･0の場合についての計算結果を示すっ

三次元解析解と比較してシェル理論は全般的に比較的良い近似解を与えている｡しかし､特性値?1肌占の

叫〕=0.1､γ-0/fo=25,49の場合は法線保持のシェル理論では特性値の誤差が小さいのに対して､特性モー
ドが三次元解析解と異なっているので注意を要する｡

法線保持を仮定した場合(71Al｡)

法線保持を仮定した場合(mAlb)

せん断変形を考慮した場合(7-Al｡)

せん断変形を考慮した場合(乃Alb)

図4.12:シェル理論と三次元解析解の断面内分布モードの比較

叫】=1.0ル=0.3,rO/to=4,○‥実数部
△‥虚数部,実線‥三次元解析 破線:シェル理論
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法線保持を仮定した場合(TIAlll)

′

法線保持を仮定した場合(†lJ川)

り:i

せん断変形を考慮した場合(ノ′乙▲▲11(l)

せん断変形を考慮した場合("･.肌)

図4.13:シェル理論と三次元解析解の断面内分布モードの比較

〕0=0･1ル=0･3,7-0/ま0=4,○:実数部 △:虚数部,実線:三次元解析 破線:シェル理論
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法線保持を仮定した場合(†lAl(-)

法線保持を仮定した場合(7-Alん)

第d章 シェル理論との比較

せん断変形を考慮した場合(↑l▲41")

せん断変形を考慮した場合(=･..11ん)

図4.14:シェル理論と三次元解析解の断面内分布モードの比較

叫)=8･0,レ=0.3,r口/ま0=4,○:実数部 △‥虚数部,実線:三次元解析 破線‥シェル理論
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法線保持を仮定した場合(71Al｡)

法線保持を仮定した場合(m▲41ん)

せん断変形を考慮した場合(Tl.41｡)

せん断変形を考慮した場合("･Å1ん)

図4.15:シェル理論と三次元解析解の断面内分布モードの比較

〕∩=1･0,レ=0･3,7･口/ナ(】=9,○:実数部 △:虚数部,実線:三次元解析 破線:シェル理論



第｣葦 シェル理論との比較

.
･
㌧

法線保持を仮定した場合(TIAl｡)

法線保持を仮定した場合(71ノ11ん)

せん断変形を考慮した場合(71ノ11｡)

せん断変形を考慮した場合(′JIAlん)

図4.16:シェル理論と三次元解析解の断面内分布モードの比較

叫)=0･1ル=0.3,アr-/‡0=9,○:実数部
△:虚数部,実線‥三次元解析 破線:シェル理論
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法線保持を仮定した場合(7l.11｡)

法線保持を仮定した場合(T}･Alん)

せん断変形を考慮した場合(れ′一41｡)

せん断変形を考慮した場合(7~1.11占)

図4.17:シェル理論と三次元解析解の断面内分布モードの比較

叫〕=8･0,レ=0･3,7･0/壬(_)=9,○:実数部 △:虚数部,実線:三次元解析 破線‥シェル理論
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法線保持を仮定した場合(7†･Al--)

≒≡≡
巨
-
:
.
一
.

一■■ノー■■■●■■■■■一卜廿-一卜十■}巾叶一卜仙叫■㌧■ノー‥‥‥､-■-{‥∵-トTいlヰ∵∴㌧い-卜∵卜叫叫-■‥■■■■-■■■r■■ト斗}-叶■十叫

法線保持を仮定した場合(〃･Alb)

せん断変形を考慮した場合(7l..11｡)

せん断変形を考慮した場合(7り=占)

図4.18:シェル理論と三次元解析解の断面内分布モードの比較

叫)=0･1ル=0･3,丁-0/ナ〔】=25,○‥実数部△‥虚数部,実線‥三次元解析
破線‥シェル理論



⊥イ.ノブ.軸方向フーリエ展開した場合の一般解の比較

法線保持を仮定した場合(Tl仙-)

法線保持を仮定した場合(7とAlん)
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せん断変形を考慮した場合いl.41｡)

せん断変形を考慮した場合(71Alん)

図4.19:シェル理論と三次元解析解の断面内分布モードの比較

叫〕=0･1ル=0･3,7,0/ま0=49,○:実数部 △:虚数部,実線:三次元解析 破線‥シェル理論
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4.3.4
一般解の構成

シェル理論を用いて三次元解析と同じ条件で解析を行うと次のような一般解か得られる(付録l〕)っただ

し､面内せん断変形に関する変位は除いているり

･平面歪問題

周方向にべき級数で表される解(剛体回転､新曲けモーメントの作用する円弧)と周方向に三角関数で羞さ

れる解(剛体変位､せん断力の作用する円弧)を解に持つっ

･曲げ応力解

･‖･=0近辺に8佃の解を持つっただし､せん断変形を考旛したシェル理論を用いると‖･が純虚数(減衰の

大きい)解が得られる｡

軸方向フーリエ展開の一般解の種類とその未定定数の総数をまとめると表∠1.∠l～∠川のようになる′,

叫)=0の場合の三次元解析による特性値の数を考えれば､周方向にフーリエ展開した場合と同様な結果

が得られていることが解るり

閉断面円筒シェルの材端における変位の境界条件は､一つの断面につき叫イ′-方向変位)uβ(β方向変位)

･{′｡(ニ方向変位)町,･(β一定断面の傾きい′｡,′･(こ一定断面の傾き)の5ヶあり､計10ヶある｡(2次元問題の
場合･u｡,て∫｡,,･･を省いて6ヶ)しかし､法線保持を仮定したシェル理論では′叱･1に相当する解がないっ7叱1の

特性値は虚数部のみであり､7J...11｡,7J.Alんに比べ減衰が大きいため､法線保持を仮定したシェル理論におい

ては無視されると考えられるっ従って､三次元解析解の未定定数の数においてnl=0とし､C種を無視し

すれば､シェル理論と三次元解析解が十分に対応していることか解る｡

表4･4‥三次元解析解の未定定数の数(…≧0)

軸方向展開次数 周方向にべき級数 周方向に三角関数 周方向に指数関数 で表される解 計

(J(〕 で表される解 で表される解 A種 〔:種

0 2 ∠上 4111 なし 6+4111

≠0 なし なし S+4111 2+2111 10+611l

表4.5:法線保持を仮定したシェル理論の未定定数の総数

軸方向展開次数 周方向にべき級数 周方向に三角関数 曲け応力解(指数関数型) 計

LJ(1 で表される解 で表される解 A種 〔:種

■0 2 4 なし なし 6

≠0 なし なし 8 なし 8

表4.6:せん断変形を考慮したシェル理論の未定定数の総数

軸方向展開次数 周方向にべき級数 周方向に三角関数 曲げ応力解(指数関数型 計

山(二) で表される解 で表される解 A種 C種

0 2 4 なし なし 6

≠0 なし なし 8 2 10
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4.4 有限長の円筒シェルの解析

本節では､周方向にフーリエ展開された場合について有限長の閉断面円筒シェルの端部に強制変位を与

えた場合の変位と応力についてシェル理論と三次元解析解とを比較するっ

4.4.1 端部境界条件

シェル理論と三次元理論解析を比較するため､周方向にフーリエ展開された場合について解析を行う｡

以下にシェルの端部の境界条件を示すっ

･軸対称の場合:ニ方向変位､･′■方向変位､ニー定断面のこ方向への傾き(町,亡上二,ノブ｡)か両端にあるの

で､計6佃の境界条件があるっ

･非軸対称の場合:ニ方向変位､J･方向変位､β方向変位､ニー定断面のこ方向への傾き､二一定断面の

β方向への傾きいJ↑･,･り･β,町,′β二,ノブβ)が両端にあるので､計10個の境界条件があるり

ただし､′′ブこ=告,′ブβ
とするっ

4.4.2 用いる解

上記のような境界条件を与えられた場合､用いるべき解は以下のようになると考えられる｡

･軸対称("･=0)の場合:ペき級数型(未定定数2個)､指数型〕一11解(未定定数4個)の計6個の未定
定数

･フーリエ展開次数′7l=1の場合:べき級数型(未定定数4個)､指数型〕11解(未定定数4個)､指数型

〕cl解(未定定数2個)の計10個の未定定数

･フーリエ展開次数?l≧2の場合:指数型山Al解(未定定数4佃)､指数型〕β解(未定定数4個)､指数
型〕cl解(未定定数2個)の計10個の未定定数

となる｡

4.4.3 解析例

中立面半径γ(】=1シェル長さ(L)が2である円筒シェルに対し､シェルの端部に周方向にフーリエ展開

した強制変位を与え､そのニ=0における断面内の応力分布を見るっ

以上に示した解を用いて､端部の中立面に強制変位を与えた場合を解析した｡

式に示すと以下のようになるっ

L

″
ニ
ニ
″

l
′
｡
仇
}
碗
㌦
-
∫

l√

Ⅲ

u

β

〃り

叱
U
｡
l
〃
｡
阪
娠

-
咽
-
堀
一
明
-
偏
偏

ニ
ー
‖
け

咽
順
鞘
侮
‰

ーl▲.一l?l〃｡-‰血

ニ
ー
〃

岨
Ⅲ
槻
板
‰

二

〟

C
｡
■
㌫
砧
-
侮
C
｡

中立面でのA種(山｣1)の固有変位

断面のこ方向への傾き

断面のβ方向への傾き

A種(山.41)のモードに関する未定定数

∫の共役複素数
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ただし､法線保持の仮定に基づく理論においては､(二て種の解(山cl)が得られていないので､ノブ〃に関する

拘束を行わないことにするっ また､三次元解析解においては断面の傾きは明示されないので､内外面での

各方向変位を断面厚さで険したものを採用しているっ

′/ブ｡=

(Jこい=′･コ)~!Jニ(r=H･l) 上旬(′･=′･コ)~′旬′･=′･l)

境界条件として叫･=い▲β=′u｡=′/ヲ｡=ノブ〟=0を与え､半径一厚さ比7-｢)/‡()=4の場合と丁･0/ナ()=9の場

合の変位と断面力の軸方向分布およぴニ=0における変位､応力の断面内分布の比較を図4.21～4.26

に示すっただし､各変位と応力の正方向は､図Ll･20にあるように採用するっまた､○は三次元解析解によ

る結果を表し､△は法線保持のシェル理論による結果､+はせん断変形を考慮したシェル理論による結果

を表すっ

図4.20:変位と応力の正方向

ただし､今回の例是引こおいては､特性値の誤差は､せん断変形を考慮した場合､5%以下である｡また､

法線保持を仮定したシェル理論では川=2の場合で誤差が非常に大きいか‖.=0,1の場合には誤差は10%

以下である｡

なお､㍑=0,1,2の場合の円筒の変形は大体次のようになる｡

‖.=0 7J.=1 門.=2

円筒シェルの変形

図4.22を見ると､変位は法線保持の仮定の結果は三次元解析と酉封以しているっ
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また､断面内の応力分布は､周方向フーリエ展開次数川=0の場合ほ､↑-(,//‖=4の場合にも､法線保持

のシェル理論で十分な解が得られていることが解るっ しかし､′川=1､〃=2の場合にはせん断変形を考慮

したシェル理論を用いる必要性かあるっ

結果として､今回取り上げた例題のような特性値の誤差が10%以下である場合には､使用可能と判断さ

れる′,また､法線保持の仮定を用いたシェル理論では〆●βの応力分布を除いて､使用可能と判断される′)
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変位､断面力の軸方向分布

シェル断面内の変位､応力分布(二=0)

図エt.21:強制変位による変位､応力分布

(7-･=0,レ=0･3,7-()/′()=4)

○‥三次元解析解,△‥法線保持のシェル理論 +‥せん断変形を考慮したシェル理論



4.4.有限長の円筒シェルの解析

変位､断面力の軸方向分布

シェル断面内の変位､応力分布(こ=0)

図4.22:強制変位による変位､応力分布

い=1ル=0｣い(_)/′り=4)

○:三次元解析解, △:法線保持のシェル理論 +:せん断変形を考慮したシェル理論



第4茸 シェル理論との比較

変位､断面力の軸方向分布

シェル断面内の変位､応力分布(ニ=0)

図4.23:強制変位による変位､応力分布

(川=2,〝=0｣い()/ナ‖=4)

○:三次元解析解,△:法線保持のシェル理論 +‥せん断変形を考慮したシェル理論



J.｣.有限長の円筒シェルの解析

変位､断面力の軸方向分布

シェル断面内の変位､応力分布(ニ=0)

図4.24:強制変位による変位､応力分布

(Tl=0ル=0｣い{)/′り=9)

○:三次元解析解, △:法線保持のシェル理論,+:せん断変形を考慮したシェル理論
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変位､断面力の軸方向分布

シェル断面内の変位､応力分布(ニ=0)

図4.25:強制変位による変位､応力分布

(7に1,〃=0･3,7･〔)/ナ【)=9)

○:三次元解析解, △:法線保持のシェル理論 +:せん断変形を考慮したシェル理論



′イ∴1.有限長の円筒シェルの解析

変位､断面力の軸方向分布

シェル断面内の変位､応力分布(こ=0)

図4.26:強制変位による変位､応力分布

(川=2ル=OJい(}/J(I=9)

○‥三次元解析解,△‥法線保持のシェル理論 +‥せん断変形を考慮したシェル理論
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4.5 本章のまとめ

本章においては､シェル理論で得られる一般解を三次元厳正解と比較した｡

周方向にフーリエ展開された場合の一般解の場合､軸方向にべき級数で表される解は三次元解析解とシェ

ル理論解では大差はないっ 軸方向に指数関数で表される解は特性値とその特性値に関するシェル断面内の

変位･応力の分布モードから考えて､せん断変形を考慮したシェル理論では半径と厚さの比･′･(･)/ナ(二,か10程

度の厚肉シェルまでは特性方程式を数値解析すれば十分であり､法線保持を仮定したシェル理論において

は､半径と厚さの比ro/l()か30程度の厚内シェルまではDischingerの特性方程式の厳密解で得られるシェ

ル理論の曲げ応力解で十分に解析可能であるっなお､法線保持を仮定したシェル理論では､減衰のみを発

生する曲げ応力解(〔】樺)は計算できないので注意を要する｡また､有限長の円筒シェルの端部に強制変位

を作用させた場合についてシェル理論と三次元解析解を比較した｡その結果､今回取り上げた例題のよう

な特性値の誤差が10%以下の場合にはせん断変形を考慮したシェル理論では使用可能と判断されるっ ま

た､法線保持の仮定を用いたシェル理論ではせん断力〆●β,Jβニ,〆7■の応力分布を除いて､使用可能と判断さ

れる｡しかし､シェル理論の実構造物への適用範囲を決定するには今後の更なる解析が必要であるっ

軸方向にフーリエ展開された場合の一般解の場合､面内せん断変形､剛体変位､剛体回転はシェル理論

と三次元解析解は一致する｡しかし､純曲げが作用する円弧､せん断力が作用する円弧では､変位と応力

の比が理論解析と近似理論では変わるので注意が必要である｡周方向に指数関数で表される解は特性値と

その特性値に関するシェル断面内の変位･応力の分布モードから考えて､軸方向フーリエ展開次数山0が1

以上の場合は特性値の精度のあまり関係なく特性モードの分布形状は良く､7･0/ま0が10程度の厚肉シェル

までは特性方程式を数値解析すれば十分である｡しかし､山0=0.1の場合では特性値の精度が良くても特

性モードの分布形状が良いとは限らないので注意が必要である｡これは､山0が0に近づくにつれ軸方向の

変位分布が小さい二次元的な変形になり､純曲げが作用する円弧やせん断力が作用する円弧に近づくため

と考えられる｡つまり､山0が0に近い場合に法線保持を仮定したシェル理論を用いるべきではないと結論

される｡またこの場合､半径と厚さの比ro/ま∩<25のシェルでせん断変形を考慮したシェル理論を適用す

るのは危険と考えられる｡



第 5章

有限長の円筒シェルの三次元理論解

本章では､3章で得られたシェル理論では得られない高次の一般解を用いた三次

元強制変位解析を行う｡

5.1 はじめに

3章でに行った三次元解析より､特性値は複数存在し､その組み合わせによりシェル端部の境界条件が

満足されることが推測される｡

例えば､第4章で示したように､周方向にフーリエ展開された場合の特性値の内､薄膜の仮定を用いた

シェル理論でも得られる特性値山Al,山β,山Clで示される解を用いればシェル理論と同じような解を得るこ

とができるっ そこでこれらの解に加え､山A2,山C2で示される解を解析で用いれば断面内に変位や応力の分

布に制約を加えた解析が可能と考えられる｡

そこで本章では､周方向にフーリエ展開された場合について､高次の解を用いた三次元解析を遠点法と

ガラーキン法により行う｡また､有限要素法による解析結果と比較し解の妥当性を検証する｡

5.2 三次元理論解を用いた解析方法

5.2.1 解析レベルの設定

三次元解析を行う上で､使用する一般解により解析レベルを次のように決める｡この解析レベルは解析

レベルが上がるにつれ､変位及び応力の断面内分布モードが複雑な境界条件に対応できる｡なお､膜応力

解とは､変位が軸方向にべき級数で表される解である｡

周方向フーリエ展開次数 解析レベル 使用する解 未定定数の総数

Tl=0

ロ 膜応力解､山Al 6

田 膜応力解､山Al､山A2 10

団 膜応力解､山Al､山A2､山A3 14

〃.=1

ロ 膜応力解､山Al､山Cl 10

田 膜応力解､山Al､山A2､山Cl､山C2 16

団 膜応力解､山.41､山ノlコ､山ノー:∋山Cl､山Cコ､山C3 22

Ⅲ>2

ロ 山βヽ 山Alヽ しJcl 10

田 山βヽ 山Alヽ 山.⊥l:2 ヽ 山Clヽ 山Cコ -16

団 山βヽ 山11ヽ 山ノlコ､ 山凡i山Clヽ 山Cコ ヽ 山C:う 22

111
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5.2.2 選点法による解析

本小節においては､遠点法を用いて三次元境界値問題を解析するっ選点法を用いる場合には､端部の境

界条件の総数と未定定数の総数を一致させなければならない′)そこで､㌧前節に示される解レベルに対して､

7-よをシェル端部断面内の任意点としてシェル端部における境界条件の種類を以下のように決めるっ

周方向フーリエ展開次数 解析レベル ニ=0及びニ=上における境界条件 境界条件の総数

ノけ=0

ロ

田

四

∂てJ.｡

訂町(恒ニ(亘巾=1)
訂叫●(′両(棚=⊥,2′)
方,町(J′巾′･ニ(′′`瀞=1,27:i)

6

1_0

1J上

一=･≠0

ロ

田

団

J川｡裾β

訂訂帖{`轟い州よ=1)
訂一訂一叫･(ノ′巾√β(7恒こ(7･よ)

(f=1,2)
∂･u｡∂てlβ

有,∂T-ル(7㌧い上∂(7-才),ノuこ(7-ブ)
(f=1,2,3)

10

田

22

上記の境界条件の内､告,砦はシェル断面の平均回転角に相当する値であり､本論では次の式で定義している｡

∂′u｡･l′｡(丁-2)-′u｡(γ1)∂て∫β ′亡▲β(7-コ)-てエβ(γ1)
か fo か ナロ

(う･1)

解析例として､先ず7に0,丁､(,,=い-n/ま口=5.0,シェル長さ(L)が2である円筒シェルに対して､軸方向

強制変位を円筒の両端において叫.=1を与えた場合を取り上げる｡

解析の条件として､円筒シェルの端部の変位をニ=0およぴヱ=2の断面で次のように与える｡

告=0,砦=07町=1-′と′∂=0,1上ニ=0
また､解析点は次にように採る｡

解析レベル 解析点(ColltrOIPoinり

6 γ0

田
ァ0士0･5773樗

団
丁-0･･7-は0･7746咤

ニ=0における解析結果を図う.1～5.5に示す｡

これらの図より､解析点(ColltrOlf)oint)の総数によって断面内の応力分布が大きく変化する事がわか

る｡特に解析レベルⅠⅠの場合に大きな違いがある｡解析レベルⅠⅠの場合について適切な解析点を考察する

ため､先に示した以外の解析点を与えて解析を行ったっ解析結果は図5.4,5.5の様になった｡これらと先

の解析結果より､中立面において変位を指定するべきであることがわかるっ また､解析点の位置が解析結

果に大きな影響を持つことか解るり



くう.2.三次元理論解を用いた解析方法

図5･1:解析レベルⅠ(†l=0ル=0.3,γn/fo=5)

図5･2‥解析レベルⅠⅠ(7l=0ル=0･3,7･0/fo=5)

≒
≡
二

図5･3‥解析レベルⅠⅠⅠ(川=0ル=0.3,丁-n/`′(】=5)

11:i

図5･4‥解析レベルⅠⅠ(7l=0ル=0･3,7､(〕/f()=5)

解析点γ=一′-0丁巾0･5･773轄

図5･5‥解析レベルⅠⅠ(7-=0,レ=0･3,7-0/ま0=5)

解析か=ro±筈
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‖,=0の解析レベルⅠⅠの場合における解析点の結果より､解析点を次のように改めた｡

解析レベル 解析点(Collt･rOIf)oillt･)

ロ r口

田
7-0,冊0･5773樗

団
7-｡,丁再0･7746咤

解析モデルと解析条件は先程と同じものを用い､m==0,1,2の場合を解析するっ川=0,1,2の場合の円筒の

変.形は大体次のようになるっ

71=0 氾=1 71=2

円筒シェルの変形

以降に､レベルⅠ～ⅠⅠⅠの解析比較結果を示す｡図中において､○は解析レベルⅠ､△は解析レベル

ⅠⅠ､+は解析レベルⅠⅠⅠの解析結果を示す｡

この解析例では､山A3のモードが16%に減衰するヱ=0.05において､解析レベルⅠⅠⅠと解析レベルⅠ,ⅠⅠ

とでは､せん断応力〆'β,Jβヱ,〆-一に差が生じている｡

また､レベルⅠの解析では微小であった〆り●がレベルⅠⅠ､レベルⅠⅠⅠにおいては有意な値を持つことが

解る｡
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叫
■
■
■
一
■
■
■
■
一
叫
■
l
‥
■
■
‥
叫
卜
叫
叫
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卜
叫
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■
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■
∵
■
■
‥
■
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～
→
川
-
W
■
■
-
‥
い
ぃ
仙

巾■-†-■■■一川■-■■●}}卜叩q■■-■■■■}叩L小■■トトい■小一-■>十■■●-∴■右l一■小/一､■■l■叶‥…

z=0.05

図5･6‥強制変位解析(一‖･=0ル=0･3,7･し】/√r)=5)

○:解析レベルⅠ △:解析レベルH

+:解析レベルlII

11う

二三三享…

z=0.05

図5て:強制変位解析(〃=1ル=0･:い{)/ナ{)=5)

○:解析レベルⅠ △:解析レベルⅠⅠ

+:解析レベルⅠⅠⅠ



n円歴

転

γ■■サ■■■■一川川■■■■‥㌧叫叫-一■十■妻′■■トト㌧㌧叫叩■■-■十-■■■ト■■■青いノ=■■■-■小∵一

z=0.05

囲う.8:強制変位解析(†も=2,〝=0･3,丁･0/ナ0=5)

○:解析レベルⅠ △:解析レベルⅠⅠ

+:解析レベルⅠⅠⅠ

第･う葦 有限長の円筒シェルの三次元理論解



う.2.三次元理論解を用いた解析方法 1上7

5.2.3 ガラーキン法による解析

本小節においては､ガラーキン法を用いて三次元境界値問題を解析するっそこでシェルの一般解の特性

モードをそれぞれの未定定数に対する分布関数とみなし､次の式でそれぞれの関数の重み(未定定数)を計

旺イト〈妄伸一可+=･去(7せ㌧′〔′･去(7-)㈱〉･
+J'∴‖(り≡_‡∑(･1〆り●J(丁十けこ二′●(7り) 丹ノーJ-=0 (う･2)

■佑〝(′′り,Jニ:'-(7う‥叫･,〆リーなどの指定変位､応力断面内分布関数

可,J明 ‥町,〆■'●などの未定定数qに対する変位､応力断面内分布関数

解析例として7･n=い-0/fり=う.0,シェル長さ(L)が2である円筒シェルに対して､円筒シェルの端部の

変位を次のようにこ=0およびニ=2の断面内で一定値とする境界条件を与える｡

叫･=1 打β=0,一【▲｡=0

なお､解析レベルは5.2.1節において､定義したものであるり

ニ=0における解析結果を図5.9以降に示すっなお､図中において､○は解析レベルⅠ､△は解析レベ

ルⅠⅠ､+は解析レベルⅠⅠⅠの解析結果を示す｡

この解析例では､山A3のモードが16%に減衰するニ=0.05において､解析レベルりⅠ,ⅠⅠⅠの間で､JrT'を

除いた応力分布に差が生じていない｡

また､レベルⅠの解析では微小であった〆●丁●がレベルⅠⅠ､レベルⅠⅠⅠにおいては有意な値を持つことが解

る｡これはシェルの構成材料の塑性化が従来考えられた場合より低い荷重で発生することを意味すると考

えられる｡



円円空

■｢転院捧∵.･･■｢≡≡∵二

≡≡=二

z=0.05

図う･9‥強制変位解析いl=0ル=0.3,丁･0/ま(〕=5)

○:解析レベルⅠ △:解析レベルⅠⅠ

+:解析レベルⅠⅠⅠ

第う章 有限長の円筒シェルの三次元理論解

z=0.05

図う･10:強制変位解析(Ⅲ=1ル=0･3,･′-{一再(〕=う)

○:解析レベルⅠ △:解析レベルⅠⅠ

+:解析レベルⅠⅠⅠ



う.2.三次元理論解を用いた解析方法

z=0.05

図5･11‥強制変位解析(㍑=2,〃=0.3,′′-(-/ま-〕=5)

○:解析レベルⅠ △:解析レベルⅠⅠ

+:解析レベルⅠⅠⅠ

119
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5.2.4 両解法の比較

選点法による解析とガラーキン法による解析を比較するっ

両解法の解析結果は図5.6と図う.9､図う.7と囲う.10､囲う.8と図う.11､が対応するっ

フーリエ展開次数川=1,2の場合､せん断応力〆β,J〝この分布か両解法で違いを生じているっこの違いは

その応力の分布モードから､じノl‥うの特性モードの励起量の違いと推測され､遠点法においては､解析点で

の変位の拘束が解全体に強い影響を及ぼしていることが解る｡

なお､計算時間としては､ガラーキン法による解法は断面内積分を行っているので不利である｡しかし､

遠点法では解析点((二:0山ro=〕oillt･)の選択によって解析結果が変化するので､解析の安定性の観点からはガ

ラーキン法が優れていると考えられるっ 両解法の特質は以下の真にまとめられるっ

利一貞 欠点

遠点法 境界条件の設定を解析点で与えればよいので

直感に訴えやすく､解析を行いやすいっ

解析結果か解析点の選び方に依存するっ

ガラーキン法 解析結果が選点法に比べ安定している｡ 断面内で積分を行うので計算時問が多いっ

境界条件を境界断面内分布関数として

与えなければならないっ



･Jフ..ブ.有限要素法で得られる解との比吏

5.3 有限要素法で得られる解との比較

本節においては､前節において得られた三次元解析結果と三次元有限要素法と比較するr)

5.3.1 解析対象と解析条件

L=

解析モデルは､前節と同じ･′･‖=ト′･‖/ナ.,=5.0.シェル長さ(L)か2である円筒シェルに対して､軸方向

強制変位を円筒の両端において町.=1を与えた場合を取り上げる｡

解析の条件として､円筒シェルの端部の変位を次のようにこ=0およぴニ=2の断面内で一定値とするっ

筈=0プ砦=07町=1,て▲β=0

また､フーリエ展開次数を川=0,1,2の場合を解析する｡

7l=0

5.3.2 有限要素法の解析モデル

け=1

円筒シェルの変形

′【上二=0

71.=2

今回用いる有限要素法では､周方向にフーリエ展開を行い､次元を低減した上で定式化を行った｡

また､解析には∠l節点四辺形アイソパラメトリック要素(3自由度/節点)を用いたっ

要素分割は､厚さ･‡･=0.9～1.1の範囲を均等に20分割し､軸方向は､シェルの固定端近傍のニ=0～0.1

およびこ=1.9～2の範囲をそれぞれ均等に10分割､こ=0.1～1.9の範囲を均等に10分割したっ
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5.3.3 解析結果

周方向フーリエ展開次数71=0,1,2の場合の有限要素法と三次元解析結果を図5.12～う.14に示すっ なお､

図中において､○は解析レベルⅠ､△は解析レベルⅠⅠ､+は解析レベルⅠⅠⅠ､×は有限要素法の解析結

果を示す｡

ただし､有限要素法の解析結果では､ヱ=0の支持端において､シェルの内外面の〆↑●,〆β,〆;が零でな

く解析結果を鵜呑みに信用はできないっ

解析結果より､ガラーキン法で得られた解は､ニ=0.070.03,0.05と支持端から遠ざかるにつれ､有限要

素法で得られる解に近づき､解析レベルが高いほど有限要素法との誤差は小さい｡また､選点法で得られた

解では､支持端から遠ざかるにつれ､有限要素法で得られる解に近づくか､フーリエ展開次数㍑=1,2の

場合の〆■β,JニⅠ●の断面内分布は解析レベルが高ければ有限要素法との誤差が小さいとは云えない｡従って､

三次元理論解を用いる場合にはガラーキン法を採用した法がよいと考えられる｡

また､二=0.03における応力分布から､支持端近傍における応力の断面内最大値は､レベルⅠⅠⅠの三次

元理論解析によって予測可能であると考えられる｡



■う.J.有限要素法で得られる解との比較
1:2:i

z=0.05

遠点法

ー･∵血

z=0,05

ガラーキン法

囲う.12:三次元解析法(選点法)と有限要素法との比較

(71=0ル=0･3,7､(-イJ()=う)○:解析レベルⅠ △‥解析レベルⅠⅠ+二解析レベルlII x‥F･E･ルⅠ･
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厄

z=0.05

選点法

z=0.05

ガラーキン法

図5.13:三次元解析法(選点法)と有限要素法との比較

(川=1ル=0.:い(}/£()=う)○:解析レベルⅠ △:解析レベルⅠⅠ+‥解析レベルⅠⅠⅠ ×:F.軋M.



･う.ごタ.有限要素法で得られる解との比較

z=0.05

選点法

12う

z=0.0う

ガラーキン法

図5.14:三次元解析法(選点法)と有限要素法との比較

(7l=2ル=0■3,7-‖/ナr,=5)○‥解析レベルl △‥解析レベルⅠⅠ+‥解析レベルlII x‥FJ∴M･
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5.4 シェル支持端における拘束条件の特性解の重みへの影響

三次元解析による曲け応力解はシェル理論により求められる曲げ応力解以外にも複数得られるっ

そこで本節においては､これらの新しい曲げ応力解の影響度を周方向にフーリエ展開された場合を例に

検討するっ

曲げ応力解の各特性値のモードの影響度を考察するため､べき級数で表される解(式(3･1り)を無視し､

曲げ応力解(〕ノ11～〕A3)のみを用いて､ガラーキン法(式(5･2))で解析する｡解析条件として､閉断面円

筒シェルのこ一定の断面に強制変位を与える｡

図5･15～5･17は､レ=0.3,T-(〕/ナ0=5.0として､ニ=0の断面にu｡=1の強制変位を与えた場合の断面内変

位･応力分布モードをニ=0断面において計算したものであるっまた､図5.18～与.20は､レ=0.3,7t-)/t口=5.0

として､ニ=0の断面に･り｡=1の強制変位を与えた場合の断面内変位･応力分布モードをこ=0断面にお

いて計算したものであるっ使用した特性値は図:う.5～3.7に示される山Al～山.4:うの3つのみである1｡なお､

図中において､○は山人l,山ノlコ,山′l‥iの三つのモードを用いた場合の計算結果であり､△ほ山｣1のモードの

み用いた計算結果である｡

図5.15～5.17においてはが7'の値が極端に違う以外は山Aコ,山A:iの寄与は小さい｡しかし､〆丁●の最大値の

絶対値はJここのそれの1割程度であるのでこの程度の差異であれば実用的には無視しても良いと考えられ､

例に示されるような厚肉のシェルにおいても､高次のモード山A3,山A3の影響は小さいと考えられる｡

また､図5.18～5.20における応力分布は､使用モードの数により大きく違っている｡これは次のように

考えられる｡図5.15～5.17では断面内において､軸方向変位町を一定に保つ条件を与えている｡この条

件は実際の構造物においても発生しうるものであり､理にかなっている｡しかし､図5.18,5.19舟20では断

面内において､半径方向変位町を一定に保つ条件を与えている｡これは軸引張力の作用させた場合ポアソ

ン比の影響で断面が縮むことを考えれば､非常に難しい条件で解析していると考えられる｡よって､高

次の断面内分布モードが励起され､断面内に一定の半径方向変位を与える(叫･=1)という条件を満足させ

たものと考えられる｡

以上の結果より､例えばシェルの材端を拘束する材料の剛性がシェルの材料の剛性と同じであるような"

シェル断面の厚さの変化が許容される"場合には､高次の断面内変位､応力分布モードが大きく励起される

ことはないと考えられる｡

1剛体変位と軸方向の引っ張りを表す膜応力解(式(ニう.11))は考慮していないので､純粋な曲げ応力問題となっている｡
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図5.15:′u｡=1の強制変位を与えた場合

(㍑==0ル=0.3,rO/fo=5.0)

三三≡∵二
一-■-‥-■■-一-川■l【■■■‥lトートト叫叫■l■●■■-■■■■一川■卜下トト十■‥叫叶■■‥■-■■lJJl■㌧一l{什､-㌧ト■←■■トトl}一

囲う.16:′u｡=1の強制変位を与えた場合

(7l=1ル=0.3,7･0/fo=5.0)

図う.17:･lJ｡=1の強制変位を与えた場合

い1=2ル=0.3誹】/‡l)=う.0)

○:山▲4ト山ナlコ,山▲.1:弓のモードを用いた値

△:J..11のモードのみ用いた値

図5.18:叫.=1の強制変位を与えた場合

(7l=0ル=0･3,rO/壬0=5.0)

図5.19:町=1の強制変位を与えた場合

(7l=1,レ=0･3,7-0/to=5･0)

図5.20:叫.=1の強制変位を与えた場合

(=･=2ル=0･3,7-{)/t()=5･0)

○:山ノ11,山.42,山.13のモードを用いた値

△:山一⊥11のモードのみ用いた値



5.5 本章のまとめ

本章で得られた知見は次のようにまとめられるっ

第う章 有限長の円筒シェルの三次元理論解

高次の解を用いた解析法について 高次の解を用いた解析法として､選点法とガラーキン法を取り上げたっ

両解法の特質は次の表に示される｡

利点 欠点

選点法 境界条件の設定を解析点で与えればよいの

で直感に訴えやすく､解析を行いやすい｡

解析結果か解析点の選び方に依存するっ

ガラーキン法 解析結果が選点法に比べ安定している｡ 断面内で積分を行うので計算時間が多いっ境

界条件を境界断面内分布関数として与えな

ければならないっ

また､有限要素法で得られる解との比較から､シェル断面内の応力分布精度の良いガラーキン法を採用

すべきと考えられるっ ただし､支持端近傍における応力の断面内最大値は､選点法､ガラーキン法双方の

レベルⅠⅠⅠの三次元理論解析によって予測可能であると考えられるウ

シェル支持端における拘束条件の特性解の重みへの影響について 高次の変位､応力分布モードの影響度

は､シェルの支持端における断面内の強制変位の指定により､大きく変化する｡しかし､断面の厚さの変

化を許容する断面内変位分布条件を指定された場合には､高次の断面内変位､応力分布モードが大きく励

起されることばないと考えられる｡



第 6章

線形解析のまとめ

第Ⅰ部では､円筒シェル構造の材端での固定条件を満足するための"一般解"を三次元弾性論上で取り

扱った｡

第2章では､三次元理論解析手法を比較した｡その結果､各解析法の得意とする分野をまとめると

変位ポテンシャル 振動問題の解析

ガラーキンベクトル
ー般静的問題(物体力は作用しない)

体積歪 一般問題

となるっ

第3章では､本論文における円筒シェルの一般解の定義と解析に必要な周方向にフーリエ展開した場合

と軸方向にフーリエ展開した場合の微小部分釣り合い式､応力ー歪関係式､歪一変位関係式を表し､定義を

満足する解を求めた｡

周方向にフーリエ展開した場合の変位が軸方向にべき級数で表される解は､円筒の柱に軸引張りが作用

する場合､円筒にねじりが作用する場合､円筒の梁に純曲げが作用する場合､円筒の梁にせん断力が作用

する場合､剛体変位､剛体回転のみであるっ一方､シェル理論で)曲げ応力解"と呼ばれる軸方向に指数関

数で表される一般解では､シェル理論で得られる曲げ応力解の特性値以外の高次の特性値が存在した｡ま

た､軸方向にフーリエ展開した場合の変位が周方向にべき級数で表される解は､変位がべき級数で表され

る解は､剛体回転､円筒シェルに面内せん断力が作用する場合､円弧に純曲げモーメントが作用する場合

である｡また､変位が周方向に三角関数で表される解は､剛体変位､円弧にせん断力が作用する場合であ

る｡一方､シェル理論で,曲げ応力解"と呼ばれる周方向に指数関数で表される一般解では､シェル理論で

得られる曲げ応力解の特性値以外の高次の特性値が存在した｡

本解析で用いだ,曲げ応力解"の特性値を求める手法は特性値を複素平面上に示すことにより､その特性

値の特徴を分類し易くした｡また､この表現手法を用いれば厚肉シェルでの特性値の分岐の理解もし易く､

理論上は全ての特性値が得られる｡この手法は他のシェル構造の三次元曲げ応力解析にも適用可能である

と考えられる｡

また､今回示した解の形状から推測すれば､高次の解は断面内に非常に複雑な応力分布を持つと考えら

れるっ このことほシェル構造物の断面内方向の応力分布の計算精度が必要とされる解析を有限要素法によ

り行う場合には､高次の断面内分布モードか表記可能なように要素分割に注意しなければならないことを

示している｡

第4章では､シェル理論解と三次元解析解とを比較した｡
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周方向にフーリエ展開された場合の一般解においては､今回の解析結果より'､法線保持を仮定したシェ

ル理論では7■‖/′-)>30､せん断変形を考慮したシェル理論ではγ‖/′{)>10の範囲で信頼できると思われ

る｡また､軸方向にフーリエ展開された一般解においては､軸方向フーリエ展開次数叫)が1以上の場合は

特性値の精度のあまり関係なく特性モードの分布形状は良く､7-1)/′{}が10程度の厚内シェルまでは特性方

程式を数値解析すれば十分であるり しかし､叫}=0.1の場合では特性値の精度が良くても特性モードの分

布形状が良いとは限らないので注意が必要であるっ これは､叫〕が0に近づくにつれ軸方向の変位分布か小

さい二次元的な変形になり､純曲げが作用する円弧やせん断力が作用する円弧に近づくためと考えられる｡

つまり､叫-が0に近い場合に法線保持を仮定したシェル理論を用いるべきではないと結論される｡またこ

の場合､半径と厚さの比7-口/foが25以下のシェルでせん断変形を考慮したシェル理論を適用するのは危険
と考えられるっ

しかし､シェル理論の実機造物への適用範囲を決定するには今後の更なる解析が必要であるっ

第5章では､第3章で得られた高次のフラ曲げ応力解"を用いた三次元解析を行ったり ここでは､三次元理

論解を利用した解析法として､選点法とガラーキン法を提案した｡両解法の特質は次の真に示されるり

利点 欠点

遠点法 境界条件の設定を解析点で与えればよいの

で直感に訴えやすく､解析を行いやすい｡

解析結果か解析点の選び方に依存するっ

ガラーキン法 解析結果が遠点法に比べ安定しているっ 断面内で積分を行うので計算時問が多いっ境

界条件を境界断面内分布関数として与えな

ければならない｡

また､有限要素法で得られる解との比較から､シェル断面内の応力分布精度の良いガラーキン法を採用

すべきと考えられる｡また､支持端近傍における応力の断面内最大値は､選点法､ガラーキン法双方のレ

ベルⅠⅠⅠの三次元理論解析によって予測可能であると考えられる｡

また､高次の変位､応力分布モードの影響度は､シェルの支持端における断面内の強制変位の指定によ

り､大きく変化する｡しかし､断面の厚さの変化を許容する断面内変位分布条件を指定された場合には､高

次の断面内変位､応力分布モードが大きく励起されることはないと考えられるっ

本論文により､三次元等方弾性体の特性値を求める方法が示された｡また､円筒シェルの特性値の一般

的な特徴が示され､特定の場合を除いて薄肉の仮定を用いたシェル理論がγ0/fl〕=30程度のシェルにおい

ても使用可能であることが示された｡
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幾何学的非線形解析
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第 7章

幾何学的非線形理論の基礎

本章においては､幾何学的非線形解析を行う際に必要な変形後の釣合状態におけ

る釣合式､歪一変位関係式､応力ー歪関係式を示す｡ただし､歪はグリーンの歪を

用い､応力の交換別として第二Piola-KirchllOff応力テンソルを用いる｡

7.1 はじめに

シェルの安定問題は､薄肉の仮定を用いたシェル理論上で議論されてきた｡しかし､近年､地下構造物､

海洋構造物などに比較的厚内のシェルが用いられ､厚肉のシェルの座屈解析の必要性が生じてきた｡この

問題に対し､薄肉の仮定を用い､幾何学的非線形性を考慮したシェル理論がどの程度の厚内シェルに対し

て有効であるかは明らかにされていない｡ここにシェルの幾何学的非線形性を考慮した三次元解析を行う

ことの意義がある｡

三次元解析の方法には､有限要素法などの数値解析法のほか､厚さ方向に高次の近似関数を用いたシェ

ル理論[13],[15トあるいは厳正な三次元理論による解析などが考えられる｡しかし､三次元有限要素法に
より解析した場合､シェルの支持端における変位､応力等の拘束条件の違いにょり､座屈荷重は大きく変

化する｡座屈荷重に影響を及ぼさないシェル端部の拘束条件は現在のところ不明であるから､例えば純曲

げによる屈服座屈のような単純応力下でのシェルの三次元座屈解析にでさえ､有限要素法を適用して純粋

な座屈荷重を求めるのは難しいと考えられる｡また､法線保持の仮定を用いたシェル理論に幾何学的非線

形性を考慮すると､釣り合い式は煩雑になる[12],【16】｡更に厚さ方向に高次の変位を仮定することによっ

て､釣合式は一層煩雑になると予想される｡また厚さ方向の変位場が仮定されているため正解である保証

もなく､幾何学的非線形性により発生する線形解析では得られない新たな応力の断面内分布を適正に表現

することが可能であるかは明らかでない｡よって現段階において厚さ方向に高次の近似関数を用いたシェ

ル理論を幾何学的非線形解析に適用するのは難しいと考えられる｡

三次元理論解析による幾何学的非線形解析はシェル理論によるよりも煩雑で労力も多いが､線形弾性体

における三次元理論解が得られるため､三次元有限要素法などの数値解析の規範となることが期待される｡

そこで第3部では幾何学的非線形性を考慮した三次元理論解析法を提案し､解析例を示す｡

通常､三次元物体に幾何学的非線形を考慮した解析を行う場合には､有限要素法が用いられる｡有限要

素法では弾性体に対して弾性エネルギーの停留を条件にして解析を行う｡その為､幾何学的非線形性を考

慮した解析においても､歪のみに幾何学的非線形性を考慮すれば十分である｡しかし､幾何学的非線形性

を考慮した三次元物体を弾性理論解析する場合には､その微小部分釣合式に幾何学的非線形性を考慮しな

ければならない｡そこで本章においてば,変形後の状態"での微小部分釣合式を構成する｡また､この"微

小部分釣り合い式"を観察する視点(座標系)となる''基底ベクトル"を導く｡
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7.2 解析のための諸式

第7章 幾何学的非線形理論の基礎

本論文において取り扱う物体は､線形弾性体である｡また､歪の定義としでフグリーンの歪"を用い､変

形前と後の応力の関係にば)第二Piola,一Ⅰくircl1110汀応力テンソル†,の関係を用いるっ

7.2.1 記号

本章で用いる記号を以下に再掲する｡なお､変形後の量は を付けて表すとする｡

β ヤング係数

G せん断弾性係数

〃 ポアソン比

T･ 位置ベクトル(γ=βよαよ=βfαf)
-▲ 変位ベクトル(一に′uよ叫〒榊f)
ズ 物体カベクトル(ズ=∫tαよ=〃よαり
βよ

一般曲線座標

αよ,αも i方向共変･反変基底ベクトル

r 応力ベクトル

71 法線ベクトル

叫,d呵 共変･反変計量テンソル

句
‥
郡
‥
♂
･
㍉
し
持
･
彗
町[α1α2α3]

〝,戸

グリーンの歪テンソル

変形後の面積を基準とする変形後の基底ベクトル方向の応力､真応力(以後､変形後の応力と呼ぶ)

変形前の面積を基準とする変形前の基底ベクトル方向の応力(以後､変形前の応力と呼ぶ)

偏微分(婁=(),ニ)共変微分

Cllristof指1の3字記号

クロネッカのデルタ

E(1dingtollのe記号(配列ijkが偶順列の場合1､奇順列の場合-1､その他は零)

スカラー三重横

変形前と変形後の質量密度

7.2.2 基本量の関係

上記の各量の関係は次のようになる｡

F=7-+-▲,祝=′uよαも=′uJαメ

αよ=蒜,叫α∫=∂ぎ
叫=α`αメ,αり=α手αJ,α=detl叫l

よって､変形後の共変･反変基底ベクトル百よ,蔚共変･反変計量テンソル言よJ,訂9はそれぞれ､下のように

表される｡

言よ=αi+(･udα｡),よ=(呼+㌦lよ)αp,古よ訂=∂ブ

叫=αよαメ,有り=訂訂,石打椚=∂ヱ,百=(1et･l存壱Jl

持=裾αた,テ芸=古よ,j言`‥



7.2.解析のための諸式

7.2.3 微小ベクトルと微小面積

物体内部の微小ベクトルr仔を次のように表す｡

(仔=F,よrJβよ=融廠=α′,(∂デ+㌦l才)(Jβノ

ここで､d評'を新たに定義し､

d訂=(什㌦碑,即ち霊=軒恒畑

とおくっ霊の連関妻幕は次の恒等式から求めることができるゥ

霊謡=∂ぎ,豊富=∂ぎ
よって､次の変換式が成立する｡

∂許

dテ=αpd許席=αp話,αp=叫蒜

αJ=霊訂
晶[言1言湖=[霊αよ評α∫

=㍉e小漂悪霊
また､変形前後において質量は不変であるから次の関係が存在する｡

/,∨丁=戸＼′吉

∂針

1ニiう

(7･1)

(7･2)

(7･3)

(7･4)

次に､微小面積は次のように表される｡変形前､弾性体内の一点を起点とする二つの微小ベクトルdT･と

dγは変形後dテと肝に移るとする｡

面dg=dγ×dT事の面積をd5'､その外向き単位法線をm=机㌦とし､(JT･=αよr鮮,(JT･=αJd碧∫とおくっ1 つ
1 1 つ

J5=dT･×ヤ=㍉e小‥α㍉掴盲dβJ=7叛α人‥(J5-

71たd5'=ノ言e小暗硬

同様に､変形後の微小面積ベクトルd青ば以下のようになる｡

d言=肝×亦=筏×句dP手dぎJ=詭e扉れ呼榔

r店の外向き単位法線を布=再p訂とおいて次の式が得られる0

霜〆店=詭e巾d曾dザ

また式(7･7)に式(7.4),(7.5)を用いて､次の関係が導かれるっ

~こ=〒∴-

(7う)

(7･6)

(7･7)

(7･8)
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7.3 釣り合い式の導入

本節では前節で示した諸量の関係を用いて､幾何学的非線形性を考慮した理論解析のために必要な式を

導く｡

7.3.1 釣合式､歪､構成式

幾何学的非線形解析を行うにあたり､以下の関係を用いる｡

変形された状態でのの釣合式を採用し､変形後の量を用いて次のように表される[1ト

品(詭絢)+㍉君可=0
グリーンの歪テンソルごよJを採用する[1】｡

ごよJ=;(和一√↓よJ)=;(情け刷･喜･里-げIj
変形前の応力と歪の間には次のような線形関係が成り立つものとする[1]｡

JよJ=G(α畑=佃+丁=如拙)ごαん

(7･9)

(7･10)

(7･11)

7.3.2 第二Piola-Kirchhoff応力テンソル

変形前の微小面積d5'に作用する応力ベクトルをrとする｡変形前の微小面積全体に加わる力は次のよ

rd∫=JPす丁-pd叫=(JPヴ㍉e擁dP雀d望J)αv=肋曾 (7･12)

丘ぜはrd∫のαせ成分である｡

変形後の微小面積d言に作用する応力ベクトルをテとする｡式(7.2),(7.8)から､変形後の微小面積全体

に作用する力は次のように表される｡

rd厨偏店=芸才佃掲=芸新ム7潮=飢p
(7･13)

第二Piola-Ⅰ(irchhofr応力テンソル(変形前の応力)と真応力(変形後の応力)との変換則は式(7･12)の

廊と式(7.13)の常に対して次式で与えられる｡

叫=蒜飢J
上式に式(7･12),(7･13)の関係を代入することにより､次の関係が得られる｡

一二==÷÷=-==こ｢=こ==‥-β 戸

(7･14)

(7･15)

上式に式(7.4)の関係を用いることにより､変形後の反変対称応力テンソル百よJと変形前の応力テンソルJij

との間には次の関係が成立する｡

J言行り=∨后Jり (7･16)

(?)

式(7.16)は阜ルヒホフ応力Jijの変換式と同一である｡また､式(7.16)は応力の物理成分〆∫を用いて次の
ように書き直すことができる｡

･･=三=-=-~三一-
(7･17)
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よって､変形前の応力と変形後の応力の関係は､第二f}iola.-Ⅰくircl1110fr応力テンソルの交換別により式

(7.1(りで表される｡

7.3.3 理論解析のための釣合式

変形後の釣合式(7･9)寧､式(7･16)を用いて､変形前の状態量で表すと次のようになるっ

･変形後の基底ベクトルで表した場合

[孟{㈲}+㍉鴫+直中=.0

[品{√J甥+㈹}+㈲r描･叫J)+諦才(什可α∫-=0
また､変形後の断面に働く断面力は式(7.8)(7.16)を用いて次のように表される｡

断面カ テd言=百石J句融言=JよJ叫d.5句

また､後に用いる"断面に働くモーメンド は次式で算出する｡

モーメント 〟d言=γ".mX戸d言

γ｡,･m
:計測点から微小面積までの位置ベクトル

(7･18)

(7,19)

(7･20)

(7･21)

変形後の釣合式(7.9)を実際に解析するには､変形後の基底ベクトル玩が予測できればその基底ベクト

ル方向の釣合式(式(7.18))を形成すれば容易に解析可能であり､次に示す式を解けば良い｡

品(√巧+㍉珊+諭斉=0 (7･22)

また､予想不可能な場合にも､初期形状での基底ベクトル方向(αブ)での釣合式(式(7･19))を得ることば

可能であり､釣合式は次のように繁雑になるが解析は可能である｡また､変形後の基底ベクトルをそれに

近い基底ベクトルで表すことにより､複雑な釣合式を少しは簡略化可能と考えられる｡

品(√J盲∫(琴+㌦い)･㍉明(畑山鮎)+詭斉昭十uPい=0(7･23)

7.4 歪エネルギーを変分した式との対応

以上で得られた釣合式(7･19)と幾何学的非線形性を考慮した歪エネルギーの変分により導かれる釣合式

を比較をする｡まず､歪エネルギーの変分をとることにより変形後の釣合式を求める｡ただし､ここでは

変形前の初期形状を基準にして述べる｡

変形前の単位体積あたりの歪エネルギーⅣは次のように表される｡

Ⅳ=喜鵜ブ
(7･24)

ただし､ごよJはグリーンの歪テンソル(式(7･10))であり､Jよメは式(7.10)により､歪成分で表される｡

式(7･24)を変形前の全領域にわたって積分し､変分をとるっ

､さぎ~f~Ⅳノ言dβ1dβ2dβ3= ､斥Jよブ転Jdβ1dβ2dβ3 (7･25)
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式(7･25)は｢ガウスの発散定理および応力テンソルの対称隠諦=JJよ､変分操作と共変微分操作が交換

できること(叫j叶㌦lよ)=叫メ頼砧))1等を用いて､次のように表すことができる｡

イノノ帰√′腑コ√′β3

=-ノ川睾{で(佃)}+嘲十叫刷2r′β‥う
+ノノノ蒜{√〆鳩車佃占}両2dβ:-

(7･26)

式(7･26)の右辺の第一項は微小部分の釣り合いを表し､第二項は物体表面の境界条件を表すっ今､右辺の

第一項の∂(√むが任意であるとすれば､物体力かない場合の釣合式が次のように得られる｡

蒜(√Jf判十叫j))+√珊(琴+㌦い=0(7･27)
変形後の応力と基底ベクトルを用いて表示された変形後の釣合式を､変形前の応力と変形前の基底ベクト

ルによって表示して得られた式(7･19)は､物体力が零のとき､式(7･27)と一致する｡よって､先の釣合式

(7.19)は､幾何学的非線形性を考慮した歪一変位関係を用いた歪エネルギーの変分により得られる釣合式

と等価であることが示される｡つまり､本解法は歪に幾何学的非線形性を考慮した三次元有限要素法と等

価であり､有限要素法により得られた解の検証の手段になりうることが示された｡

7.5 本章のまとめ

本章においては､幾何学的非線形解析を行うに必要な変形後の釣合式と解析対象の表面に働く変形後の

表面応力ベクトルを変形前の断面で算出した応力を用いて表した｡

結論として､幾何学的非線形性を考慮した三次元理論解析でほ次のことに留意する｡

･変形後の釣合式をキルヒホッフ応力Jよメを用いて表す｡(式(7.18)または(7･19))

･幾何学的非線形項を考慮した厳密な歪一変位関係すなわちグリーンの歪テンソル(式(7･10))を用いる｡

●応力は変形後の単位断面に働く応力として定義し､断面力･モーメントは変形を考慮して算定する｡

(式(7･20))

断面力 rd∫=百り句冗よd∫=Jり↑lよd∫句

モーメント 〟d言=T■椚,-.×テ店

T･｡,.〝l

:中立軸から微小面積までの位置ベクトル

(7･28)

1明しクiた=㌔しであるから､U･bし坤′･♭l,)=l`･むい(呵巨㌦)=l√bしクJ叫uJ,)=･lノし叶uJli)=【↓ゎい(′u･bli)となる
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8章卓弔

円筒シェルの幾何学的非線形解析

本章においては､前章において得られた諸式を円筒座標系に適用し､円筒シェル

における幾何学的非線形性を考慮した三次元理論解析法を示す｡また解析例とし

て､"純曲げの働く円筒シェルの幾何学的非線形解析"ど横せん断力の働く円筒

シェルの幾何学的非線形解析"を示す｡

8.1 円筒座標系における基礎式

8.1.1 解析対象

図8.1:座標系及び解析対象

解析対象とする円筒シェルは図8･1に示すように平均半径をT--)､シェル厚をよ(〕､内半径を丁-1=丁いラモ0､

外半径をr2=ro+言f【〕､とする0

なお､今回取り上げる解析例においては､変形後の基底ベクトルで表された釣合式(7･18)ではなく､自

然状態(無荷重状態)での基底ベクトルで表された釣合式(7･19)を解析するっ

139
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8.1.2 基本関係式の物理成分表示

前節に示した歪一変位関係式(式(7.10))､応力ー歪関係式(式(7･11))および釣合式(式(7･19))を円筒座標

系における物理成分で表示すると以下のようになる｡ただし､偏微分操作を次のように表すこととする｡

=(),ヱなお､ の項は線形解析では無視される非線形項である｡

㍉=隼+如こ･)2+(･uニ･)2+冊)
ご〝〟=土(再恥亮((･碕+㌦㌣小宮｢･"〃)2+(･l㌦)r

ごニヰ｡･喜((′lげ…㌔)2+(･上げ)
ご用=ラ

Eβ;=2

(轟珂･一三･uり
(′u㌔+三やト

+去(何も一理;･+(■鳩十呵巫･桝〝)
去((･塙一項隼+軒1塙)巧･巾㌔〉

ごェ,寸叶u::)･喜(付い叫･濃+丞隼)

Jよメ=2G(軒巧ご訂)

ど= らり･+ごβ♂+どヱヱ

･応力ー歪関係式

･釣合式

(r方向)

(β方向)

ト;;ご･･三(〆り･一帯･三射Jご･〉
1._._. ｡｡､ 1

+けニr'+二(〆,'-Jββ)+二璃■+J†' 丁

･〈申‡J相+三J芳･可拉-′Uβ)
車+三〆･;+三堵‥車㌧

+竺生+Jβ♂三(中三吋盲β-′U詣卜三(碕+㌦)〉･空也

･…〆小▲:;･∂-′"㌣･)-‡(･塙一再･二二ニー≒丁二●こ･∴｡

ト:;ダ+‡〆･β･三J昔…プ〉
中･+三(〆･丁･-Jββ)+三J昔･ヰu㌣･

中+…〆･♂+三J晋…プ〉(三(･碕+㌦)〉

(8･1)

(8･2)

一′u㌔〉=0
(8･3)
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+(咋+三〆･こ

(ヱ方向)

咋+二〆●こ+‡媚…ニニ,中

+仁色付〟仲･+三(瑞叫も)+三(-√:ムー･可･仁生

+巨匝叫･)一三(榊↑●)〉･
2〆こ･":･｡+呈Jニ〝〈耽
-

■J■
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+隼〉=0 (8.4)

(〆･ニ･rヰ丁･こ･三媚朽〉

+トご･+三(〆･,･-J錮)+‡射J斗ニ1
+トゲ･‡〆･β+三J誓‥プ〉三′【▲㍉
車+三〆■ヱ･三堵+ヰu‡

･竺』+巧(亘局･竺』

+…〆βトニ･♂一三′u詣〉
+お'-ヱ′uニ･ヱ+ (8･5)

8.1.3 解の精度と近似解

式(8･3)～(8･5)を用いて幾何学的非線形性を考慮した完全な厳正解を求めるのは不可能と考えられる｡

そこで､摂動法を用いる｡先ず､】αl<1であるαを用いて､変位を次のように表す｡

㌦=α1㌦.α2(.:言)‥..α‡.㌦….αれl⊥p
(α1)

.(αl)
(αれ)

(8･6)

この時､グリーンの歪テンソ肋pvは式(7･10)より､変位と線形関係にある島と非線形関係にあるご㌫に分
けられ次のように表される｡

∈pヴ=島+ご㌫
(α1) (α2) (αJ) (αn)

=α琉+α2ご㌫…+αJど㌫‥･+αれど㌫
(α2) (α3) (αJ) (αコTI)

+α2∈㌫+α:う∈㌫…+αブ∈㌫…+α2′lご㌫

(チー.)(α1)(α巨1)(ヤ)(α`)

(8･7)

ここで､島は､･u〆を用いて計算され､ご㌫は､′u〆～､･uP′を用いて計算される｡従って､歪の精度は歪の線
形批吉(′の精度αれと同一となる｡一方､応力と歪は線形関係であるから､応力の精度と､断面に働く応力の
総和(断面力)の精度は､歪の精度と同一である｡歪､応力の精度をその構成する変位成分で表すと次のよ

うになるっ
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歪､応力の精度 線形部分 非線形部分(付加応力)

α1の項

(α1)

一㌦

α2の項

(αコ) (α1)

■㌦ ′【lP

α3の項

(α3) (α2)(α1)

･up ㌦,㌦

αよの項

(αl) (αi~1)(αⅠ)

一㌦ ･㌦ ～･㌦

αrもの項

(α'l) (αn-1)(α1)

･㌦ .㌦･～･uP

釣合式の精度は､式(7.22)の場合､応力の精度と同じαnであり､式(7･23)の場合は､応力と変位の積

が存在するか､釣合式の精度は応力の精度と同じαれである｡
(αi)

以上のように表された変位､応力の精度を考慮しつつ､釣合式に変位成分一㌦(よ=1～7-)を代入し､釣

合式をα盲(f=1～m)で整理してn個の部分に書き表し､その釣り合い式を構成する変位成分を表すと以

下のようになる｡

釣合式の精度 線形部分 非線形部分(付加物体力)

α1の項

(α1)
㌦

α2の項

(α2) (α1)

･㌦ 一㌦

α3の項

(α3) (αコ)(α1)

㌦ ㌦,㌦

α`の項

(αi) (αi~1)(α1)
㌦ 一㌦ ～祝P

αnの項

(α几) (α几~1)(α1)

一㌦ 一㌦ ～祝P

そこで､これらの釣合式の内､影響の大きいα1の釣合式から解いて行き､順次､精度を上げていくことに

する｡

実作業としては､先ず釣合式のα1の項は線形の式となっているから､この式をシェルの内外面での応力粂

(α1) (αl)

件などを考慮して解き､ぴ㌧を求める｡この㌦を釣合式のα2の項に代入すると､釣合式の非線形部は､釣

合式の線形部に対する付加物体力としての影響を持つ｡このようにすると釣合式の非線形部は確定される

から､釣合式のα2の項も線形の式となり､この式を解いて(;芸)を得る｡ただし､シェルの内外面(r=rl,r2)
(α2)

等における応力に関する境界条件に対しては､釣合式の線形部より計算される′uPに由来する応力に歪一変

位関係式(7･10)
(α1)

に由来する応力の非線形部､即ち､一㌦で計算される付加応力を加えて境界条件を満足さ

せる必要がある｡

(α1~1) (αl)(α-~1)

同様にαよ-1の変位′uP まで得られたとして､釣合式のαよの項に′uP～′uP を代入して､釣合式の線形
(αi) (αt) (αl)

部に対する付加物体力を求める｡その後､線形部のαよの変位′uPを得る｡また､′upの未定定数は､･uPを
(α1)(αi~l)

歪一変位関係式の線形部に代入して得られる応力に･㌦～･up を歪一変位関係式の非線形部に代入して得ら

れる付加応力を加えてシェルの自由表面などにおける表面力の境界条件を満足するように決定する｡
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8.2 純曲げの働く円筒シェルの幾何学的非線形解析
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本節においては､三次元幾何学的非線形解析の例としで,純曲げの働く円筒シェルの屈服座屈"を取り上

げ､解析するっ

8.2.1 はじめに

幾何学的非線形性を考慮した三次元理論解析法を検証するため､シェル理論に基づいた解析で解の得ら

れている純曲げの作用する円筒について解析を行うっ

純曲げの作用する円筒の屈服座屈解析はBrazier[17]によって始められ､その後は曲げと軸圧縮の同時

載荷問題[18]など複合荷重下での座屈解析が行われてきた｡また､最近においても材料の等方硬化を仮定

した解析[19]や数々の実験【20】,[21】が行われている｡しかし､シェルを三次元体として扱った文献は著者

の知る限りでは見られない｡

そこで本節では純曲げの作用する円筒について三次元幾何学的非線形解析を行いその解析解を示し､シェ

ル理論に基づいた解析と比較検討する｡また､この結果を用いて､Misesの降伏条件に基づいた材の塑性

化と円筒シェルの半径一厚さ比の関係を考察する｡

8.2.2 解析対象

純曲げの働く円筒の屈服座屈を解析する｡図8.2に示すように円筒シェルの平均半径を7-0､シェル厚を

図8.2:座標系及び解析対象

1

ま0､内半径をrl=γ0一言壬0､外半径をr2=机守0､とする0
なお､今回の解析例においては､変形前での基底ベクトルで表された釣合式(7.19)を採用する｡また､

三次元物体であるシェルの境界条件として､シェルの内外面(r=rl,r2)において表面力が0となる様に
する｡

〆,●=〆'β=J7'ニ=O atァ=γ1,γ2 (8･8)

さらに､ニ=0,ヱ=エでのシェルの両端は､現実問題としてはスチフナーが存在し､シェル断面の変形が

拘束されることが多い｡このような場合は､当然､シェルの両端は固定端として解析すべきではある｡し

かし､ここで対象としているのは両端の拘束条件に依存しない純曲げによる屈服座屈であるから､シェル

両端の断面の変形(変位)､及び､断面内の応力分布を制限しないこととする｡

ただし､応力を円筒断面上で積分した軸力(変形後の断面力の内､変形前の軸方向に向かう分力Ⅳ)､横

せん断力(変形後の断面力の内､変形前の軸方向に直交する分力Q)を0､円筒断面に加わる曲げモーメン
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卜を〟であるようにし､純曲げモーメントが作用している状態を再現する｡

Ⅳ=ノ■子禁(′∫=0,Q=ノ訝〟∫=0
〟=.ト･nlXr)･計5■
T･",nl:応力の中立点から微小面積までの位置ベクトル

a･L 二=0,ニ=ム (8･9)

8.2.3 解析

釣合式(8･3),(8･4),(8.5)を満足し､シェルの内外面(T･=･r･1,T-2)において表面力(〆,17〆β,〆こ)が0とな

るような変位と応力を完全に得るのは難しい｡そこで摂動法(8.1.3節)を用いて､解の検証に必要な精度α:う

まで解を求めるっ

(α1)

8･2.3.1α1の解仁uク)(線形解)

8.1.3節によればα1の釣合式は線形であるから､線形解を解(芸;)として使用して良い｡
純曲げの作用する線形解は式(3･12)より､次のように表される｡

ト音小05
書中l-β

'●=(α三(一三`一生ピ)+三ニ)cosβ

･u,･=(α喜(一三2一定)･

･㌦=(α…(z2一定)-

一uヱ=(一書+αヱ)ァcosβ

(8･10)

〆●-'=J♂β=〆●β=Jβヱ=J;↑●=O

Jエ`=2G(1+〝)αrCOSβ

∈=α(1-2レ)rcosβ(∈‥体積歪)

ここで､線形解においてαはα=〟/飢1〟はモーメント､Jは断面二次モーメント)となり､変形後の

軸方向の曲率を表す｡また､このαに中立面半径roを乗じたαア0は､中立面半径での歪に比例する値と

なる｡

純曲げの作用する円筒シェルを梁とみなすと､せん断力は零であるから平面保持理論から得られる変位

は､三次元解析解(8.10)に極めて接近したものであり､同式の を除いたものである｡また､ は剛

体回転による項である｡剛体回転による応力に無関係であるから､本解析においては剛体回転を0と置く｡

よって､本解析で用いる線形解は次のようになる｡

(霊1)=喜(一三2-レ↑,2)cosβ(訪)=喜(ヱ2-〝↑-2)sil-βl･
▲/

_コ _._2＼___
ハ β

(α1J)
′uん =ニγCOSβ

〆一丁'=J♂∂=〆●β=Jβご=Jヱ丁■=0

〆ニ=2G(1+レ)αT-COSβ

従って､α1の変位は以下のようになる｡

(一:ニ)=(霊ナ),(ニ;)=(訪),(;:)=(霊)

(8･11)

(8･12)
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(α2)

8･2･3･2〔Y2の解仁uP)

(α1) (α2)

次に8.1.3節に示される手順に従って､･㌦を釣合式のα2の項に代入してノuPを求める｡

先ず､線形解(8･11)から､厳正な応力を求め､変形後の釣合式(8.3)～(8.5)に代入するっ釣合式の左辺で

はαの一次の項は零となり､α2の項とα3の項が左辺に残留し､付加物体力の項となる｡

まず､釣合式のα2の項を解析するっこれらは､軸対称物体力の部分と周方向フーリエ展開次数"7l=2"

の物体力の部分から成り立っている｡そこでこれらの項を打ち消すための新たな解を線形の釣合式と線形

な歪一変位関係を用いて求める｡ただし､厳正な歪一変位関係の非線形項に由来する付加応力が物体表面

(γ=γ1,丁-2)において作用しているので､これらを加えて､自由表面の条件(〆↑'=0,〆●〝=0,〆ニ=0)を

満足するようにしなければならないっまた､ニか一定の断面において､変形後の軸力が零(Ⅳ=0)となる

ようにするっ

α2の付加物体力は次のようになるっ

･J-方向 α2G
1(1+2レ)(ルー1)
2 1-2レ

妨向

α2年諾ヱ
付加応力は､次のようになる｡

J=-=α2G

J錮=α2c

Jヱヱ=α2G

1+21′ り

リ丁一一+α2G

レr2+α2G

両コG去完
rcos2β

-α2G吉宗rsin2β

1+2レ り り

ニ`+αJC

z2+α2(プ

2(1-2け'●■(t′2(1-2レ)
1+2ェノ っ

っ〈1+2〝

2(1-2レ)‥ ■岬'′2(1-2〝)
血′:i-レ+1

2(1-2レ)

〆●∂=-α2G三三2sin2♂

2

r2+α2G⊥ヱ2+｡2cl-2レ

J∂ヱ=-α2G土芋rヱSin2♂
Jヱ丁･=α2c三γヱ+α2G聖rヱ｡｡S2β2また､付加断面力(軸力)は

∴=一士･一ニーーさ-
よって､解析する釣合式は次のようになる｡

軸対称(m==0)の釣合式

2(1-2レ)
ヱノ

2(1-2レ)
1-レ

2(1-2レ)

γ一cos2β+α2G三三2cos2β

丁･2cos2β-α2G三三2cos2β(8･13)
γ-一cos2β

(7-箋-7-"(1一レ)(3-4〃2)
1-2ェ′

C汀 (8･14)

J:;:･+三(〆,･-J錮)+Jご･･α2G
(1+2レ)(4リー1)

2(1-2レ)

咋+土〆ニ‥ニf…2Gと堂ノ
†･,- 1-2レニ=0

フーリエ展開次数Tl=2の釣合式

J:;ご,+土(〆･-･-Jββ)+土J詣･‥ご･T- γ

J:;ヲ+三仇,･β+土J㌍=エアーα2G

咋･土〆･ニ+三媚‥こプ=0･J･ ■r･リ
･~

+α`G

41/-1

っ.′､4ユノー1

2(1-2レ)

2(1-2〃)

r=●0

rcos2β=0

γSil12β=0

(8.15)

(8･16)
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式(8.15),(8.16)はα2の係数が乗ぜられる変位(誓),(誓),(霊フ),(岩(誓)を用いて次のように表される｡
軸対称(乃=0)の釣合式
(α20) (α2タ) 1

-uT●=′u,′uん=Ⅷ,ご=･[↓,,･+一朗+･∽,ごとして
r

∂2 1∂ ∂2 1+4上ノ2

評e+;訂亡+前ヂ=~~ 1-〃

が 1∂ 1 ∂2 1 鮎

石戸u+;訂u~｢u+古手`u+丁=訂訂
~

r~

(1+2レ)(4〝一1)

2(1-2レ)
∂2 1∂ ∂2 1(お 3-2l′

万戸′【〃+;訂〃+評-【〃+r二う;訂
~~'

1-2ェ/～

フーリエ展開次数Tl=2の釣合式
(α22) (α22)

ul'=JuCOS20,･u9=′USin20,

して

∂2 1∂

(α2プ) 1 2

uん=･l〃COS2β,ご=′u,,･+-･u+-･U+t〃,ヱ,′=･u十U,g=′u一一Uと
†- T'

4 ∂2

+右前ど~

芸J+王墓J

41/-1
-

r

l-レ

1-2ェノ

∂2 1∂ 1 ∂2 1

石戸ク+;訂g~戸ク+評ク+i二芯

(芸2三)
=0

(芸+2三)=一芸T-

済…諒l〃一戸′【〃･評…去芸=0
(α2)

解(′up)は､シェルの内外面及び断面における付加表面力･断面力を考慮して､次のようになる｡

<軸対称(7-=0)の解>

(α20)

･㍑J●
=

(α2タ)
･l▲~ =

<几=2の解>

(α22)

てJl- =

(α22)

′u♂=

1-2レー4レ2｡
-3+10レー6〝2+4レ3{

3+2レ

16(1-〝) 16(1-レ)

(8･17)

[β0β3毎-4(1一埴β1β2三･⊥砦丁､3+4β瀞γ3-血β3r一言ヰos2β

[郎3β結･2(ト叫柚β三三+
+β0β1β3r+貢げ

`誓)=`ト喜ヰos2♂
ただし β0=

1+レ

4(r孝一rぎ)2'

sin2β

(リー2)(1+2レ)
12 r3-2(3-2レ)β0β2γ3

_,β3=r≡+T･ヲ
β1=γ-子+γ-≡T･…+丁･号

_,β4=町･2

(;:)=(霊P).(霊ヌ),(.:;)=(諜),(;:)=(ごナ).(誓)

(8･18)

(8･19)
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(α3)

8･2.3･3〔Y3の解(′up)

(α1)(α2) (〔r3)

α2の解を得るのと同様にして､･㌦と･㌦をα3の釣合式に代入して〔t:∋の解･㌦ を求める｡

α:】の釣合式には､付加物体力が周方向フーリエ展開次数71=1,3という形で発生する｡

フーリエ展開次数7l=1の不釣り合い物体力

丁一方向

α3(プ

α3G

α3G

β方向

こ方向

3+14ェ′+8ヱノ2r､つ1

16(1-レ)

つ.リ
レ4

り一

助

1-2レ

96ェノ4-72レ:i+206リブ+32レー45

16(1-レ)(1-2レ)
-16レコ+20レー

∩
く
リ

1-2ェノ

ワ】つ
一
4

β且

_γ2_16㌦-12㌦+10㌦+2ルー9

1′

2(1-2レ)▼ 16(1-レ)(1-2レ)

3+14レ+8レ2{つ116レ2-4〝-3

16(1-〃)
β0β1β

β:i+(1+4レ)β0β1β:i

っ1

1-2ェ/
〕し,〕1〟47-2

32レ4-8レ3-74レ2+15っ.∧-16レ2+4レ+1

r`+3
16(1-レ)(1-2レ) 1-2〝

エノ

2(1-2レ)
っ.16〝4-12〝3+1ル2+20〃-9

16(1-レ)(1-2〝)

1-21′+8ェ′2-12〝3

2(1-レ)(1-2レ) rエー24β0β計ヱ

フーリエ展開次数71=1の不釣合い表面応力

〆り'=α3c[6郎動昌一
レ(3+2レ)r,21扉+牟≠即1β言レ土
8(1-〝)~qT･1-2レ~U~⊥~q▼丁･

-41/3+2レ2-3

8(1-レ)(1-2レ)

J♂β=α3叶6郎動去+
-4〝3+2王ノ2-3

8(1-レ)(1-2レ)

β31ノr-
2〃3-8レ2+レ｡

〈3

8(1-レ)(1-2レ)

レ(3+2レ)
8(1-レ)

β3〝T-嶋

〆J=α3ヰ孟β0β1β2三･

β｡β言T･2

β3-(1+4レ)β0β1β:i

r3+隼憲鋸輝3･

l
一
rレ

り
一
4
一

βlβ0捗+

l
一
r

っ】4
β

一16〝3+2〝2-1｡ 〈3-ァ:i+6
8(1-レ)(1-2り' 1- 芸鋸言レ古

-4〝5+6〝4-8レ3-4レ2+8〝-3

4(1-レ)(1-2〃)

-4レ4+3レ3-3レ2-2レ+1‖H3

2(1-レ)(1-2〃)

β3r

レγ3+ヰ諾β0β2レ2丁･3･

〆●β=α:iG[6郎動去･孟琵叫-4β0β1叫+
J♂ニ=α3G β:1ニー

3-21′2+4レ3〔 3+2〝
nりヱβ

レ)〕4r216(1-レ)~◆'′~16(1-

+(4レー3)β0β1β2き+
3-6ェノー2ェ′2

16(1-レ)

1-リーリー

1-2ェ/

1-2上′-4〝2

8(1-〝)

r一之-β｡β1β3ヱ+3β｡β計2三
つ

)レ21(
りム

2]
丁-ニ~

sillβ

cosβ

cosβ

sillβ

]
り-

γ}r

147

cosβ
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Jこ,-=α3G

3-10レ+6レ2一触:i

16(1-レ)
β3ニー

+β0β㈲一旦芋β:-ニー

3+2ェノ

16(1-レ)
3+5レ っ
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現÷+(4レー3)β{)β1β言責丁'~

3(1-2リー4レ2ト2
J-~こ

16(1-〃)

r2ニー3(3-2〃)β【〕β言丁-2ニー6β0β言レ7■2こ

フーリエ展開次数†1=1の場合には次のように不釣合い断面力が発生する｡

Qo=-α:iG汀

フーリエ展開次数7l=3の不釣合い物体力

r方向

β方向

三方向

(1-2レ2)(7･宣-7･子)

α3G[3(1+4梱β3毎-
1+4ェノー16ェ′2

1-2ェノ

7･∠+3

5+5レ+8〝2-16レ3 り

α3G[3(1+4〝)臓毎-

郎減去
3-20レ+16レ2

1-21′

3-20ェ′+16上ノ2

1-2ェノ

7､ニー:i

5+5〝+8ェ′2-16レ3 っ

8(1+2レ)

α3G卜8β0即時】cos3β

フーリエ展開次数†l=3の不釣合い表面応力

〆●丁●=α3G[2諾即郎三+

Jβ∂=α3G[2諾β0β1可･
Jニニ=α3G[4苧完郎1β言レ2喜一
〆'β=α3c

(1+〝)〃

(リー1)(3+4レ)レ

4(1-2レ)

-41ノ3-5ェ′2+レ

4(1-2レ)

⊥′:l+Jノ

2(1-2レ)

うー∴一二~÷

3-20レ+16レ2

1-2ェ/

γ3-6‡諾β0埠㌦+

γ3･6‡諾β0β‡レ丁-3-

T-3-12孟β可cos3β
旨rニ2]γ3+12β｡β言レTt3-2β｡β1β3レ‥芸rニ2

J〝こ=α:中0β:塞-3郎1β持･
J汀=α3c[3郎3β緩-β0β1弔-

4〝2-〝+1

sin3β

2β0仇β3〝+;γヱ2

↑-㌔+3(4リー3)β｡β計2ヱ

4ェ′2一〃+1っ

7･2ニー3(4〝-3)β0β言一′･2ご

従って､解くべき釣合式は応力を用いて次のよう表記される｡

･J:;:･+三(〆･,･-J♂♂)･三J穿●小弓■

(8･20)

(8･21)
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+α3c
3+14ェ′+8レ2{つ116レ2- 3レ4

16(1-レ)~qr2
■

1-2レ

ー96レ4-72〃3+206〝2+32〝-

16(1-レ)(1-2〃) 1-2〝

つ一

丁.

り
】
4

β∩りβ.

149

〝 り 16〝4-12ェ′3+1ル2+201′一9

2(1-2レ)▼ 16(1-〝)(1-2レ)

J;;P+呈〆-β+土J晋+r 7-

+α3G β言責+
3+14レ+8レ2ナ､り116レ2-4レー3

16(1-レ)
β0β1β

β3+(1+4〃)β0β1β3

り1
1-2レ

)U〟1⊥ノ47､2

32〃4-8レ3-74レ2+1うっ_(一16レ2+4レ+

r`+3
16(1-レ)(1-2〝) 1-2レ

l

り.16レ4-12レ3+10レ2+2ルー9

)〃21()レl(61

[G
3
α+

"
,
予b+

わβ
b

l
一
γ+

'
～

b

l
一
r+

‥
ん
r

b

レ21

り】
l

h
T
l

つ一4βnuβ

β3-(1+4レ)β0β1β:i

+8レ2-12ェ′3

2(1-〝)(1-2レ)

フーリエ展開次数7l=3の釣合式

･J:;:･+土(J=･-Jβ∂)+土J写･‥ご･7t T▲

+α:車1+4楓β3毎一5+5レ+8レ2-16〃3

8(1+2レ)

げ+呈J州+三J芳…ヅr
,ん

+α3G[3(1+4梱β3毎-
5+5レ+8〝2-16レ3,

8(1+2レ)

1+4ェノー16レ2

1-2ェノ

γニー24β0β計z

β0β1β結
3-2ル+16レ2

1-2レ

3-20レ+16レ2

1-2ェノ

戸-3

β0鋸結
3-20ェノ+16レ2

1-2レ

+言赤い戸=評ご=ズα直-2〝)r

β｡β言γ2

cosβ=0

sillβ=0

COSβ=0 (8･24)

cos3β=0

sin3β=0

･鰐+三〆･ヱ･三堵恒ご･α3Gト8郎減吉]cos3β=0

また､以上の釣合式はα3の係数が乗ぜられる変位(霊り,(訪),(霊1),(霊戸),(許(誓)を用いて次のように
表される｡

フーリエ展開次数7l=1の釣合式

(α31) (α31)
(や) 11

ul'=uCOSO,′ue=lUSinO,･u-=IluCOSO,E=u,,･+-Lu+-V+w,2,f=u+′U,y=u-･Uとして

∂2 1∂ 1 ∂2

一
研
が
一

rし

J+土♀/∂r2ノ
r∂γ 一芸/+芸′+∂2 1∂ ∂2 1

∂戸ク+;訂ク+古手ク+TT㍍

1-2ェノ＼占

(芸･…)
完(宗一‡)等+ズα12r一

つ

=ズα21r2+ズα22+ズα23エー

済叫諒l〃一戸…扉…去芸=ズ(`3rヱ
ただし ズα0=

16〝3+36レ2-2リー7
〈.-4レ2+5〝-1(【り β()βj

(8･25)

2(1-レ)(2〝-1) (1-2〝)(1一レ)
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ズα11=
8レ2+14レ+3【つ

βご-2

3(1一レ)

∫α12=

∫αコ1=

.Yαつつ=

第8章 円筒シェルの幾何学的非線形解析

16レ2-4上′-3

4~~ん
1_2〃 β0β1現

-32ん′4+401/3+66〝2+16ユノー15 -16ヱノコ+12ェ/-

8(1-レ)(1-2レ)

-32〝4-16レ3+70〃2+8〃-15

4(1-〝)(1-2レ)
16レ4-12レ:i+10〃2+2ルー9

ズα23=-

ズα3=-

8(1-レ)(1-2レ)
ユノ

1-2l/

ー12レ3+8レ2-2〃+1

2(1-〝)(1-2レ)

フーリエ展開次数7l=3の釣合式

(α33) (α3.?) (α33)

1-2ェ/

-12竺ニユβ(〕β言1-2上ノ

β:うー2(1+4レ)β0β1β:5

+24β｡β言

1 3

丁､ 丁-

(8･26)

り
一
d
.

βnUβ

′"↑'′=･【↓COS3β,一uβ=･USin3β,･uこ′=て〃COS3β,ご=･u,,･+;一lけ羊γ+･【〃,｡,′=〟+･U,J=1∫-′Uと
して

∂2 1∂ 9 ∂2

有戸ご+;訂ご~戸ど+評ご
∂2
_
1∂

示′+子女/ +rノ
川戸 が

つ】

鋸

Ⅹco(1-2レ)

+
fノ

レ21

蕾けミ莞ダー吾+莞ご+孟糾)=1 鮎 ズc3三

万戸tβ+手訂〃~声l〃+済∽+r=訂訂
~

7-3

ただし ズco=8 (リー1)(4〝-1)β0β1現
(1-2レ)(1-レ)

ズcll=-6(1+4〝)β｡β3β芸

ズc12=主意鋸1現
ズc21=-2

ズc22=

1-12レ+16リ2

1-2レ β0β1β2

.Yclコ巻上+丁
ズc21

r2

5+5ェノ+8レ2-16レ3
一.3-2ル+161′2

4(1-2〝) 1-2ェノ

ズc3=8β0β1β言

(α2)

ここで′uPを得るのと同じ操作を行うと､次のような解が得られる｡

<フーリエ展開次数7l=1の補正解>

(霊ナ'=[喜G主+
40レ3+68王ノ2-3レー15｡.16王ノ4-12上′3+101′2+20ェ′-9

192(リー1)

+吉保ogγ一2恥埠㌦･喜(一Cl-q)r2+
1+4レn

r､n 2.レ22 3(4〝-3)

4(1-2レ)

32(1-〝)(1-2レ)

去告(2Cl+q)z2

(8･27)

+ズc22γ~

β0現

β3Z2

+

㌻-β躇1鋸2+計2ニ2-
28レ3+8レ2-23〝+9r､,16レ2

64(1-〝)(1-2レ)

β0現

3レ4

4(1-2〝)
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(昔'=[主c†2吉･-8レ3-4レ2+15レ+3｡16レ4-12〝3+10レ2+20リー9

192(レー1) 32(1-レ)(1-2レ)
β3ニ2

151

一言c3logr-2β{jβ完レ7-4+…(3仁一1+仰2-
3(4レー3)

4(1-2レ)

卜ニ
31▼～α

〃

(

ただし

l山勘

3-
-

+(

G=

64(1-レ)(1-2レ)

21-36〝-22ェノ2+32レ3

6上′2+2レー3

16(〝一1)

16(リー1)(1-2レ)

+3β｡β言)Tt3ニ+Gγニ

44〝3+4〝2-2ルー3β言
32(1-〝) β3

28レ:ぅー4㌦-45レ+3β呈

96(1-〟)
24レ3-6〝2-47上ノー9

16(1-レ)

3+3レー4レ2-2ル3β2
24(レー1)

<フーリエ展開次数乃=3の補正解>

(α3:i)

′uT■ =
3(1+2〃)n n

n61
β躇1β言古一

β0β3β呈

4(β言+2現)
401ノ2-10〝-9_

_ _.1
7･2

8(β言+2胡)

3(1+2〃)

4(β言+2現)
40王ノ2-10ェ′

8(β言+2現)

β0β1β3γ2-

β3

2 ~

sillβ

4-(2Cl+亡.-｡)｡2-≒半β.,β1批コ+プー｡一
Jノ･I･)

161′2-4リー3

4(1-2レ)

β三三一

cosβ

β{jβ1現

16〝2-4レー3

2(1-2〃)

12上′4-10〝3-12レ2-2〃+3

16(1-レ)(1-2〝)

ル碩
β言+24レβ｡現

28レ4-18レ3-46レ2-9レ+12

24(1-〝)(1-2〝)

3(1+2レ)(4リー
射り

2(β言+2β言)

64
β3β0β

3(1+2レ)(1+4レ)

4(β言+2β2)

β言-10β2

4(βヨ+2β2)

つ一

几
丁
一
-

(8･28)

(8･29)

一y

β躇1墾

β3+12城崇

β:i

3(1+2レ)(T-彗+↑-芋)

4(βヨ+2β言)β｡β3β三三γ~

β｡β呈丁-4+2(1-〝)レβ0β27-4+
一8レ3+30ェ′2+23ん′+9

192

郎㈲r2･…ァ2z2-2β0β1β車s3β
2(β言+2β2)

3(1+2レ)(4〝-7)

4(β三+2β言)

つ-

γ 4(β三+2β2)β0鋸毎
β｡β芸r4+2(1-〝)レβ0β言r4+

朝一10β2｢,r､r,2
β0β1β3エノγ

4(β言+2β2)

`誓)=[β0鋸積-β0β塞･〈
(レ･-1)(1+4レ)
24

従って､α:‡の変位は以下のようになる｡

(α3)(α31)(α33)

一㌦=′Ur +
祝--

一三r2z2+2β｡β1β三レ8

+(4〃功β0β言〉ヰos3β

,(′:;)=(訪).(諜),(;:)=(誓う).(誓)
8.2.3.4 解のまとめ

以上の操作により求められた変位は次のようにまとめられる｡

.u,･=α1㌦+α2(一;:).α‥i(.::)

192

sin3β



152 第β章 円筒シェルの幾何学的非線形解析

(α1) (α2) (α3)

㌦=α㌦+α2′u♂+α3′u♂

′uZ=α′が.α2(;;).α3(.;:)
また､これらの変位より生ずる応力は次のように表される｡

Jrl.=α2s.･.･20+α2sr,22COS20+α3s,･r31COSO+α3sr,･:33COS30

Jee=α2soo20+α2soe22COS20+α3s3e31COSO+α3soo33COS30

q=;=αS;;11COSO+α2s;;20+α2s;;22COS20+α3s;;31COSO+α3s=233COS30

Jl.0=α2sre22Sin20+α3s,･031SinO+α3s,･e33Sil130

JβJ=α35･β;31Sin♂

〆-●=α35'ヱ,.31COSβ

∫ヱぷ11=2(レ+1)Gγ

∫汀20 1(2レ+3)Gβ2.1(2レ+3)Gr2.1(-2レー3)Gβ3
8(1-レ)ァ2 -8 1-〝

∫ββ20=-

5ェヱ20

$･r31=-

1-レ

1(2〝+3)Gβ2.1(8〝2+6レ+1)CT･2.1(-2〝-3)Gβ3
8(1-レ)r2 8

1(2〝3+〃2+〃+1)GT･2

∫"･22=-6

∫♂β22=6

∫jヱ22=8

βoGβ3

γ4

β0(プβ3現
r4

1-レ 1-〝

1(-2レ3+レ2-レー3)Gβ3

丁･2
一2β1βoGβ3

一言い1)Gr2-24耶坤2･2β1β0鴫
β1β0(プβ言〝
7-2

∫rβ22=-6

+喜(-2〝2叫･1)Gr2-24β0坤γ2
βoGβ3現..β1βoGβ2
γ4

■

r2

+

一言(〝+坤2-12βoG野･2即0鴫
1(28レ3-4レ2-45〝+3)Gβ萱.1(-24レ4+4レ3+50〃2+レー9)Gβ2
48 (レー1)β3r3 '16 (レー1)(1-2〝)r

-16
β｡Gβ萱〝.β(-4〝+1)βoG胡レ.だβoGβ3β2レ.｡(4レー1)β1βoGβ2レ
β3r3 (1-2〝)r

1(20レ4-6レ3-56レ2-12レ+15)Gβ3r
24 (〝-1)(1-2レ)

1(-4〃3+2レ2-3)Gβ3レ丁-
+言

+

(〝-1)(2レー1)

1(32レ:i+4〃2-54レー30)Gr3
〝一1

+

βoGβ萱レr

γ3

■~

(1-2〝)r

l(-52〝3+4〝2+69〝-3)Gβ計
48 (〝一1)β3

β3

+8β｡Gβ言レγ3
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∫鋼31= 1(28レ3一触2-45レ+3)Cβ2
48 (リー1)β3r3

(8〃2+2リー3)β1βoGβ2
(1-2レ)γ

+

∫ニ｡31=6

+
(4リー3)βoCβ呈.1(12〝3-16〝2-23レ+9)Cβ言

γ ■16 (1-レ)r

153

βoGβ雲〝
ごβoCβ3β寺レ.1(16レ4-12レ3-12〃2+レ+3)Cβ3rβ3丁-3 T-:5 ■8 (リー1)(1-2レ)

1(4ル3+如2-27〝-3)Gβ計.｡JβoCβ言レ丁- 1(8レ:ヨー38〝2-27レー3)G･㍉
+

16 (リー1)β3 β3
■

24 レー1

(1-レ)(4〝-3)βoC胡

+4 +

+28レ3+レ2-32レ+15)Gβ言
(1-2レ)r ■8 (〝-1)(1-2レ)γ

β1βoGβ2レ2.1(-12レ5+46レ4-42レ3-58レ2+15レ+3)Gβ:ir
(1-2〝)γ ■12

1(-20〝3-4レ2+3レ+3)Gβ計
12 (〝-1)β3

+6

∫r昭1=-

(8レ‥--10レ2+レ+1)βoGβ言〝γ3
(1-レ)(1-2レ)

1(28レ3-4レ2-45レ+3)G現
48 (リー1)β3r3

1(16レ2-4〃-3)β1βoGβ2
(1-2〝)r

1(2〃+1)(2レ2-3〝+3)Gβ3ア
24 ェノー1

1(4レ3-4レ2+3レ+3)Gγ3
24

〝-1

5-♂｡31=-3

(リー1)(2リー1)

1(-16〝5+28〝4+10レ3-4レ2+■3リー3)G7-3

(レー1)(1-2レ)

+6βoCβ言T-3

3(16レ2-4レー3)βoG現
(1-2レ)r

βoGjヲ宝レ.ββoGβ3現〝
β3r3 7､3

+16βoGβ言レr‥i

1(48レ4-8レ3-8ル2+6〃+18)Gβ2
32 (1-レ)(1-2レ)7-

1(2〃+3)G月2レ｡β1βoGβ2レ
8 (1-

1(184〝3+8レ2-150リー6)Cβ2r
(〝-1)β3

-4βoG月2レγ3

(4〝-3)βoG現ヱ1(レ+1)(4レー3)Cβ言こ(4レー3)β1βoCβ2ご

-48

,-2

レ+1)Gβ言レZ
β3 β3

+4β1βoGβ3〝ニー(〝+1)Gβ3〝Z

∫ヱr31=-3

r2

(4レー3)βoGβ貨ヱ1(レ+1)(4〝-3)Gβ2z(-4〝+3.)β1βoGβ2z
γ2

+48

丁-2 丁-2

+
βoGβ萱レZ.｡(レ+1)Gβ2レZl(10レ2-4〝-6)Gァ2ヱ
β3 β:う ■16 ヱノー1

+言(2レー3)G月3Z+言(8㌦+ル+3)Gβ3Z一言(5レ+3)Gγ2エー4即oG勧

ふ,･33=-6

-8

+6

5'鋸ほ3=6

(2〝+1)β1βoGβg

(β宣+2β2)r5

β1βoGβ2

βoGβ呈レγ
β:う

1(26レ+9)βoGβ3胡.｡(朝一8現)(2レ+1)βoGβ3β呈
2 r3

■ソ

(β2+2β2)r3

レ1((β言-2β言)(2〃+3)-16β2レ)β1βoCβ3γ
r 2

(2〝+1)β0(プ胡丁-3
胡+2β言 一言(…1)(2〝-3)Gr3-8βoG坤T･3+2郎oG帥-

(2〝+1)β1βoGβ萱1n(2レ+1)βoGβ3β萱.1(26レ+9)βoGβ3β呈

(β三+2β言)γ5▲〉(β言+2β言)r3-2 r:1

(朝一2β言)(2〃+1)βoGβ3胡
ββ1βoGβ3β言7･.(朝一10β2)β1βoGβ:うレ7･

(β言+2β言)T･3

(γ書+4rヲ)(-8〃2+2レ+3)βoGr…γ3

β言+2β言

β言+2β2 β言+2現



154

-12
(2〝+1)2βoGβ芸r3

βヨ+2β言
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一6(-r‡+β言-2現)(-8〝2+2〝+3)βoG㍉

+喜(い+り(2〝-3)Gr3+珊瑚㌦+喜(-4レ･3)β1βoGβ3r
5'ニュ33=-24

一2

+2
(2レ+1)β0β3β淫〝G.｡(1ル2+4レ+1)β｡β3β呈G
β三+2β2 γ3t~ γ3

(4〃2+レ+1)β1βoGβ言
ハ.(2〝+1)β｡Gβ呈〃↑-3

r β三+2β言

+去(レ･項レ2-9〝一世3+2(8レ2…-3)β口瑚･3
5',･β33=-6 (2レ+1)β1βoGβ左.9(β三-2β2)(2レ+1)β0(プβ:iβ芸.｡β1βoGβ2レ

(β2+2β2)r5 -2 (β三+2β2)7-3

1((β吉-2β2)(2レー3)+32β言〝)β1βoGβ3r
~ラ

1

+盲

βヨ+2現

〈喜(2レ2-リー3)-72
(2〃+1)β0現
β3+2β言

+48β｡β言〃Gr3

8.2.4 シェル理論に基づく解析との比較

以上の解を用いて円筒断面の楕円化量とモーメントを計算し､シェル理論に基づいた解析と比較する｡

8.2.4.1 シェル理論に基づく解析

シェル理論に基づいた解析としては文献〔22】に記載のものを用いた｡この文献ではBrazierの論文〔17】

に基づき純曲げを受ける円筒シェルについて解析し､断面の楕円化と周方向伸び無し変形を仮定した上､

ポテンシャルエネルギー最小の原理に基づき限界モーメントを求めている｡

先ず､純曲げによる二次的な変位として円筒断面の楕円化を仮定し､楕円化.のパラメータ(()を用いて

いる｡この二次的な変位は周方向伸び無し仮定より､次のように表される｡

･ur=roぐcos2∂･uβ=一字sil-2β
よって､変形後の断面二次モーメントは次のように表される｡

∫(｡)=∫0(1-…い言(2)∫0=汀r言ま0
軸方向の曲率をKとして､･ポテンシャルエネルギーの停留条件により､次の関係が得られる｡

(= r言(1-レ2)._2

結果として､シェル理論に基づく解析により得られるモーメントは次式となる｡

〟=小一…(1一碩3〉
モーメントの限界値は以下のようになる｡

∨匂0
毘c月=

3r召ノ丁=ア

〟c月=百

r左耽≒臼⊂兎

(8･32)

(8･33)

(8･34)
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8.2.4.2 三次元解の中立面での変位

1に対して′0/T･口を省略して､三次元解析により得られる中立面での変位を以下に示すっ

･(′′･=α[喜(-ヱ2-可cosβ
巾2[一言ア0ニ2一言(㌦一叫車α2[小レ2)淳一去Tヰos2β
+〔叶品小塙一品(1･潅･去ニ4]cosβ
巾3[去(1･榊レ2-7〃-3)

〟
川 =(l■ [喜(ニ2-可cosβ

語+言･′,古ニー
〃･り

つ

+αコ[ト璃･去↑･0車s2β

+α3[孟小鳩+孟(1+痺
+α3[去(1

-uヱ=α卜0｣cosβ

+レ)(-14レ2+13レ+

cos3β

_⊥γ424～

レ･り つ

●言丁一石ヱ~

15う

+α2ト言ヱ3+去(2レー呵･α2ト;可cos2β
+α:∋[…(1…)(2リー凍一言7ヰosβ+α3ト字引cos3β

(8･35)

上記の変位より軸方向の曲率変化㍍を計算する｡本来､㍍は純曲げモーメントの作用下では軸方向に一定

と考えられるから､r方向変位のヱ2の項のみを考慮すると､以下のようになる｡

㍍:=一芸′αγ･=α+言(1･痺
(8･36)

8.2.4.3 精円化

三次元解析による中立面(r=ro)での楕円化を検討する｡断面の楕円化は式(8･35)の変位のフーリエ
展開次数7丁=2の項に表されている｡

･u,･=α2ト(1一璃-
㌦=α2[ト〝2)藷+

1 り

γ■りニ~

1 ワ

オT'0ヱ~

]
]

cos2β

cos2β (8･37)

ワ

今､円筒の中心軸のたわみ曲線は式(8.35)よりy=-α÷で表されるから､付録Eより見かけの楕円化は

次のようになる｡

′l上'●=-rO了ヱ~cos2β

′uβ=γ0‡ヱ2sil-2β
また､真の楕円化のγ方向変位とβ方向変位のフーリエ展開次数†丁=2の大きさの比は2:1である｡
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従って､式(8.37)の第1項は真の楕円化であり､第2項は見かけの楕円化である｡また､真の楕円化量

をシェル理論に基づく解析[17]と比較すると次のようになる｡

三次元解析 シェル理論に基づく解析

卜u-◆】

卜uβl

リ

α2(トレ2)T斬s2βり

ワトレ~堵sin2β
α~

2

T･0(cos20=((1-レ璃α2･･‥〉cos20
ro妄sin2β=(1≒"~γ酢ト〉sin2β

ただし､(=(1-レ2)碑2購式(8･36)を参照
従って､αの3次以上の項を無視すれば､シェル理論と三次元解析の楕円化量は同じであることがわかる｡

8.2.4.4 モーメント

三次元解析による変形後の断面におけるモーメントは次式を用いて得られる｡

モーメント ルーd言=γ｡t,mXテd言

(γ"･m:中立軸から微小面積までの位置ベクトル)

式(8･38)によってモーメントを求めると次のようになる｡

〟=-2α(1+〝)G埴0+α3…(1+項3-4レ)G汀也ま0

(8･38)

(8･39)

ただし､1に対してto/γ0を省略している｡

式(8･39)とシェル理論に基づく解析により得られるモーメント(式(8･33))とを比較するため､式(8･33)

に式(8･36)を代入する｡

〟=一叫恒)G軸+α3…(1･榊-4ゆ廷‥･ま0

そしてα4以上の高次の項を無視すると三次元解析により得られるモーメントに一致する｡よって､本解析

結果は軸方向の曲率変化をペき級数展開した解であることがわかる｡

8.2.5 今回の解析で得られた解の特徴

三次元解析により得られた中立面での変位を図8.3と図8.4に示す｡本節での解析では､荷重として純曲げ

モーメントを与えているので､断面の変形状態は材軸方向でどこでも同じであるはずが､図8.3ではヱ=0

を離れるにつれ､違いが大きくなっている｡これは純曲げの作用する円筒は変形後トーラスの一部となる

のに対し､解析の基底ベクトルに変形前の円筒座標系の基底ベクトルを採用したため､変形状態を表現し

きれず､誤差が生じるからである｡

しかし､逆に今回得られた解はトーラス状に変形するものをヱ=0のおいてペき級数展開したものと考

えられる｡また､純曲げ荷重下における断面の応力分布は理論的にごに無関係セある｡従って､ヱ=0の断
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図8･3:屈服座屈時の中立面での変形(γ0/fo=10･0)

図臥4‥屈服座屈時の中立面での変形(†･0/ま0=50.0)

1う7
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面について応力を検討すればよいと考えられる｡

円を放物線で表す

円筒座標系 変形と基底ベクトル

第β章 円筒シェルの幾何学的非線形解析

円を円で表す

円舞座標系

8.2.6 塑性座屈と局部座屈

以上のL解析結果を応用して､円筒断面における塑性化をMisesの降伏条件を用いて考察する｡

Misesの降伏条件はJi(i=1,2,3)を主応力､Jyを降伏応力として次のように表される｡

Je = 拉1-J2)2…2-J3)2…3-Jl)2)≦グッ(8･40)

Misesの降伏値の断面内での最大値を縦軸にとり､そのときのモーメントを横軸にとってグラフ化したの

が図8.5～8.7である｡ここでは､Misesの降伏条件はヤング係数で無次元化しており､モーメントは次に

示すシェル理論による局部座屈モーメント〟crで無次元化している｡

〟croご0.516
且ん ま0

榊2)r言

なお､最小局部座屈モーメントを計算するため､三次元解析においては､こ=0の断面をγ方向に4等分､

β方向に16等分した各格子点において式(8.40)を計算し､その最大値を採用した｡またシェル理論に基づ

いた解析においては､各格子点において､軸方向力から得られるJ;｡=〃芳/toと円周方向曲げモーメント

から得られるJ♂maX=〟β/(絹/12)の相互作用を次の計算式を用いて計算し､その最大値を採用した｡

Je= 喜眈一JβmaX)2‥言max+死)(8･41)
また､工学においては通常､初期形状における応力を用いて降伏値が与えられるので､本論においては､

真応力(変形後の応力)ではなく､初期形状における応力(変形前の応力)を用いて計算を行った｡

ここでシェルの材料を軟鋼(ヤング係数E=2･1×104Kgf/mm2､降伏応力J,=21ⅠくgUmm2)とする｡

Jγ作=1･0×10~3となるから､降伏限界をJe/且=1･0×10~3とした場合､弾性局部座屈が材料の塑性化

より先に発生するシェルの条件は､Je/β<1.0×10~3において〟/〟cr>1.0となるro/to>500である

ことが解る｡また､図8.7より､このような薄肉のシェルの場合は法線保持を仮定したシェル理論によって

も十分正確な解析が可能であると考えられる｡逆に､γ0/to<500の範囲で円筒シェルの屈服座屈を解析す

るには､材料の塑性化の考慮の必要性を示している｡

また､図8.6に示されるようなγ0/to=100の場合､Je岬<1.0×10~3の範囲では､モーメントに対す

るJeの値は幾何学的非線形性の考慮の有無に関わらずほぼ同じである｡よって､rO/壬0<100の範囲では三
次元線形解析によって､材料の塑性化の開始モーメントを予測して良いと考えられる｡
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図8･5‥Misesの降伏値(ro/to=10)
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図8･7‥Misesの降伏値(ro/壬0=500)
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8.3 横せん断力の働く円筒シェルの幾何学的非線形解析

本節においては､三次元幾何学的非線形解析の例としで,横せん断力の働く円筒シェル"を取り上げ､解

析するっまた､その結果を応用して､横せん断力が作用する場合発生するの局部座屈の種類の違いを検証

するっ

8.3.1 はじめに

塔状円筒シェル構造は､タンクやサイロなどの貯蔵構造物､煙突､原子炉の圧力容器として多用されて

いる｡これらの構造物では座屈が問題となる｡

これらの円筒シェル構造の座屈に関しての解析として､軸圧縮､純曲げ､一様外圧､捻り､等が単独に

作用する場合の座屈､また､軸圧縮と純曲げ､内圧と曲げ､内圧と軸圧縮などの混合荷重下での座屈が行

われてきた｡また､地震時の様に横荷重が作用する塔状円筒シェルに対しての座屈に関する報告は､実験

例[23]､[24]､[25]､[26]､[27]､[28]､[29ト[30]､等があり､理論的研究としては､半谷らによる断面

の楕円化の分布を仮定した解析〔31トS･Y･Luによる級数による解析[32トRu-LinLeeによるスチフナー

で補強をしたシェルの理論解析[33]､Ⅲ.M.Haydlは材料の剛塑性を考慮した数値解析[34]を行っている○

しかし､せん断力作用した場合の断面の変形性状を報告した例は見受けられない｡また､薄肉の円筒シェ

ルが座屈する場合に曲げ座屈とせん断座屈のどちらが先行して発生するか､理論的には示されていないよ

うである｡

前節において純曲げの働く円筒シェルに､幾何学的非線形性を考慮した三次元理論解析を行い､エネル

ギー原理に基づいたシェル理論で示される円筒断面の楕円化について三次元理論解析手法の有効性を示

した｡

そこで本節においては､せん断力の働く片持ち梁の幾何学的非線形解析を行い､横せん断力による断面

の変形を三次元有限幾何学的非線形解析により導きだす｡また､その結果を応用して横せん断力の作用し

た片持ち梁のシェルに発生する局部座屈がせん断座屈と曲げ座屈のいずれであるかを検証する｡

8.3.2 解析対象

横せん断力の働く円筒の屈服座屈を解析する｡

曲げ座屈(局部座屈)

図8.8:座標系及び解析対象

図8･8に示すように円筒シェルの平均半径をγ0､シェル厚をt{〕､内半径をrl=γ･(〕一言tO､外半径を



β･3･横せん断力の働く円筒シェルの幾何学的非線形解析 161

r2=丁･口+言ナ0､とする0このような荷重状態では円筒が短い場合には円筒の側面にせん断型の局部座屈が
発生し､円筒が長い場合には､円筒の圧縮側に局部座屈が発生する｡

なお､今回の解析例においては､変形前での基底ベクトルで表された釣合式(7.19)を採用する｡また､

三次元物体であるシェルの境界条件として､シェルの内外面(r=rl,r2)において表面力が0となる様に

する｡

J汀=〆●β=〆';=O a･tγ=γ1,γ-2 (8･42)

また､応力を断面上で積分した軸力(変形後の断面力の内､変形前の軸方向に向かう分力Ⅳ)を0とし､

ヱ=いこおける曲げモーメント〟を0､横せん断力(変形後の断面力の内､変形前の軸方向に直交する分力
Q)をQ口であるようにし､長さエの円筒の片持ち梁の端に横せん断力Q｡が作用している状態を再現する｡

∧r= /
r■αエ

ーαヱl
d∫=O at ヱ=0,ヱ=エ

Q=/訝d∫=Qo,〟=/(γαrmXr)･計∫=Oa七三=ム(8･43)

γ｡,･m:応力の中立点から微小面積までの位置ベクトル

ただし､ヱ=0,ヱ=エでのシェルの両端は､現実問題としてはスチフナーが存在し､シェル断面の変形が

拘束されることが多く､シェルの両端は固定端として解析すべきである｡しかし､ここで解析対象として

いるのは円筒に対する横せん断力の純粋な影響であるから､ニ=0,上のシェル両端の断面の変形(変位)､
並びに､断面内の応力分布を制限しないこととする｡

8.3.3 解析

釣合式(8･3)～(8･5)を満足し､シェルの内外面(γ=γ1,r2)において表面力(〆丁-,〆-♂,〆ヱ)が0となるよ

うな変位と応力を完全に得るのは難しいため､断面の変形性状の大枠をなすβ2･までの解を求める｡

ただし､lβ】<1であるパラメータβを用いて､変位を次のように表して解を求める｡

一㌦=β㌦.β2(£芸) (8･44)

8.3.3.1β1の解(£;)(線形解)
(β1)

前章と同じ解析手順を踏む｡つまり､祝pは剛体変位､剛体回転を除いた線形解を用いる｡これは図8.8

のモデルに相当し､解は以下のようになる｡

ど=2β(1-2〝)(z-エ)cosβ

[β二u (;ニ-ム )z2-レγ2(ヱーエ)+レ1β3ヱ
)
r山

い
り一

γレ

り】

ケル)rムヱ

l
一
3(トβニ

dU

u

ヱ(γ｢■■Lβニ
'ん

‖u
--ラミニニ

2エ)エー喜一･3…1β朴os♂
ただし､レ1=旦乎β｡

1+レ
r⊥~

2 )U~4(r…-rデ)2

ここで線形解析においてβはβ=纂(た

(8･45)

,β1=r壬+γヲr…+r塁,β3=rぎ+γ…,β4=γ1γ2

汀いき-γ子)
4

と表される微小な量である｡
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(〆)
8.3.3.2 β2の解･㌦

(β1) (β2)

次に8.1.3節に示される手順に従って､㌦を釣合式のβ2の項に代入して･㌦を求める｡

先ず､線形解(8.45)から､厳正な応力を求め､変形後の釣合式(8･3)～(8･5)に代入するっ釣合式の左辺で

は一βの一次の項は零となり､β2の項とβ3の項が左辺に残留し､付加物体力の項となる｡

ここで､釣合式のβ2の項を解析する｡これらは､軸対称("↑-一=0")物体力の部分と周方向フーリエ展開次

数"7l=2"の物体力の部分から成り立っている｡そこでこれらの項を打ち消すための新たな解を線形の釣合

式と線形な歪一変位関係を用いて求める｡ただし､厳正な歪一変位関係の非線形項に由来する付加応力が物体

表面(γ=γ1,7､2)において作用しているので､これらを加えて､自由表面の条件(〆,●=0,〆β=0,〆ヱ=0)

を満足するようにしなければならない｡また､ニが一定の断面において､変形後の軸力が零(Ⅳ=0)とな

るようにする｡

′βコの不釣り合い物体力を考慮するために解析する微分方程式は次のようになる｡

Jニご･+土(〆･丁･-J〝β)小弓･+β2G吉,･20=O

鰐+土〆･ヱ恒プ+β2Gズが0

J:;:･+三(〆･丁･-J鋼)+上帝‥ご●+β2cズ,t32COS2β=O
げ+呈J相･‡J晋…プ+β2Gズβ22Sil12β=0

咋+土〆･ヱ+三J穿恒プ+β耽22COS2β=Or

ズ,･20=-2

ズェ20=2

ズ,･22=

ズβ22=

Gβ2レ若.Gβ2〝1.｡(8レ2+2レー1)Gエ2T-
(1-2〝)γ5

■

r

(-6〝2+レ+4)Cr3
1-2王ノ

(-4レ+1)G(一之+上)r2

1-2ヱノ

(一16レ2-6レ+5)G(一之+2エ)rヱ
1-2ェノ -4Cβ3エル1r

(-2レ+3)G(エーエ)(エー2ム)z.｡Gβ3〝レ1(一之+エ)
1-2王ノ

(4レ+1)Gβ2〝1.｡(4レー

+2
Gβ2レ1(エー2上)ニ
(1-2〝)r3

(-8レ2+2リー1)Gβ2レ1

+2

ズ,つり=2

(1-2〝)r

Gβ2レ1(ニー2エ)ヱ
(1-2レ)γ3

1-2王ノ

1)Gエ2T･
__2望空三竺ビ1-2レ 1-2ェノ

(-3〝+1)G(-ニ+2エ)rz
1-2ェ/

1-2レ

1(-16レ3-2レ+7)G･J-3
2 1-2ェノ

(-4レ+1)G上2丁･.nGβ3ル1丁■
1-21/ 1-2ん′

(3レ･-1)C(一三+2エ)rヱ
1-2ェ′

(-4〝+3)Gβ2レ1(-ヱ+エ).(4レ2-4リー1)G(一三+上)丁･2

(1-2レ)r2 1-2レ

1(-16レ3+6レー3)G7-3
2 1-2ェノ

式(8.46),(8.47)はβ2の係数が乗ぜられる変位を用いて次のように表される｡･

軸対称(乃=0)の釣合式(8･46)は
(/〆り) (βコア) 1

′uT'=′ll,･u→=･l〃,ご=′u,,･+-･u+l〃,｡として

芸‥王墓ご･芸ご=一志彗(孟ズγ･20･三方↑tコ0･孟ズエコ0)

(8･46)

(8･47)

(8･48)
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∂2 1∂ 1 ∂2 1 ∂ご

済=;訂u~｢u+前㍗+r=五訂=~∬↑･2{-】

∂2 1∂ ∂2 1 ∂ご

訂lβ+;訂U+訂∽+丁=訂訂=~∫二20

(･慧?)=u｡｡S2｡,(て声)=′｡Sin2｡,(㌘)=WC｡S2｡,E=tL,,..与/LL.三｡.W,ニ,′=･L[..｡,｡=u,_,｡と
して

一裾旦語‥王墓い芸‥芸ご=一立岩(孟〃↑･2(J
J+土阜/∂丁-㍗′

一

っ-∂7･
+rノ
9戸 が

リ】～
】

.‥〃U +
rJ

1-2ん/

､芸
2≡)

+土方,.2｡+_∬β｡2+

=-(∬,･22+ズβ22)

蕾打モモクヤ莞ご･去(芸+2≡)=-(ズγt22一方β22)
万声Ⅷ+;訂〃~戸ひ+万言【〃+r=訂訂=~ズヱ32

不釣り合い表面力は､次のようになる｡

軸対称(T-=0)の場合の不釣合い表面力

J='=β2;G

+2警･4

Jββ=β2喜c[

J}ん =

β呈レぎ
(1-2〝)r4

+2

2[G

l
一
2

が

8〃3-8〝+9)γ4.｡(2〃+1)上2レ丁･2
4 1-2ユノ 1-2ん′

(8･49)

β言レ1(-ニ+2エ)ヱ.(-4レ+3)β言レ1

β3ル1(一ニ+2ム)ヱ(-8レ2-6〃+3)(ニー2ム)7-㌔
1-2レ 1-2ェノ

1(8レ3+8レ+1)7-4,｡(2〝+1)エ2レ7-2
1-2上′

β2レ1(ヱー2上)ヱ..β3ル1(-ヱ+2エ)ェ

1-2レ

r2

(2〝+1)(エー2エ㍉ヱ2
1-2ェ/

現∫ノ∫′デ
l(

+4

+2

2｢.■■■LG

l
一
2

2
β二

-
ん

b

1-2ェ/

+2竺空+

1-2ェノ

(2レ+1)(ニー2エ)2ニ2
1-2レ

(-8〃2-2レ+1)(一三十2エ)γ2ヱ
1-2ェ/

(4レー1)β言レ1
1-2ェ/ 1-2レ

+4レ+5)〝r4.(4レ3-レ+1)エ2γ2
2〃)γ4

■

2 1-2レ
ー

1-2レ

(-〃+1)β3レ1(-ニ+2エ)ヱ.J(4レ3-2レ+1)(ニー2エ)r2ヱ
1-2〝

(-レ+1)β言レぎ
1-2ヱノ

)
rム
+γ】(lレ

っ一4β

r

+

1-2レ

(エー2エ)2ニ2
1-2上ノ

(-4〝2･3)(一叫-3+2(エーム)(ヱ瑚rニ]
フーリエ展開次数7l=2の場合の不釣合い表面力

〆り●=β2喜G[警･

-~~=十ニー

1(-1ル+9)r4.ェ2レγ2
+4_~

ヘ ー4

β‥5レ2レ1丁-2 (-2レ+3)β2〝1
4 1-21′ 1-2〝 1-2ェノ 1-2上ノ

β言〝1(-ご+2エ)ヱ.(-4〃2-8レ+3)(一三+2ム)7-2ニ

(1-2レ)↑-2

胡レデ.1(10〝-1)γ4
†･4

-

4 1-2ェノ

1-2ェノ

･4諾

+(ニー2エ)2ヱ2
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∴=+二二二
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β3レ2レ1r2.∩β言〃1(-Z+2上)ヱ.(4レ2+1)(ニー2エ)r2こ
1-2リ

ー~

(1-2レ)r2 1-2レ

レγ4

｣(-レ+1)エ2r2J(-レ+1)β3ル1r2+4

-2レ
1-2レ 1-2レ

β言ル1(一ニ+2エ)ニ.｡(-2レ2-〃+2)(ニー2上)γ2ニ
(1-2レ)r2 1-2〃

-(ニー2エ)2ヱ2+

+4監]cos2β
〆･β=一再cト警+…T叫瑚2こ2･2(一両エ)T-㌔一叫sil12β

Jβニ=痺[2
Jニ↑･=β2…G

2ト

β2レ1(一之+上)

)rム+γ一(lレ
24
β

r

(2レ+1)β言レ1
1-2レ

cos2β

+(ニーエ)7-3+4β3〃均(ニーエ)丁--2(2レ+1)(エー上)(ニー2上)γヱsin2β

+3(-ニ+上)↑-3+4β3レ机(-ニ+エ)γ+2(2レ+1)(ニーエ)(ニー2エ)丁-ニ

また､不釣り合い断面力(軸力)は次のようになる｡

Ⅳβ2=β2汀

+盲

(γ･箋一丁一子)(一触3+4レ2+4レー1)G(-ニ+2エ)ニ
1-2ェ/

1(γヨーr若)(2レ+3)(-6レ2-リ+5)Gγ宣γ苦
1-2ェノ

1(r冒+r至)2(ァー…-r…)(2レ+3)(-2レ2
+盲

+

(T-孝一γ…)G(ヱー2エ)2ヱ2
1-2ェノ

1(r蔓-r至)(-4レ3-3レ+5)G
12 1-2レ

+レ+2)G.(T-箋-r子)(リー1)(4レ2-3)Gエ2
1-2ヱノ 1-2ェ/

(βつ)

解(一㌦)は､シェルの内外面及び断面における付加表面力･断面力を考慮して､次のようになる0

(£:)=(慧P)+(慧ヲ),(三;)=(誓),(£;)=(霊ナ).(㌘)
軸対称(T-=0)の解

(β20)

′u-●=β2

(β2タ)

･uル=β2

1β芸レぎ
8(-レ+1)γ3
1

1(log(γ2卜log(rl))(2〝3+3レ2+4レー1)β芸
(γ-ヨーr≡)(-〝+1)γ

(24レ3-2レ2-56〝-9)β3β2 1(

1(2レ+3)エ2β言
(-レ+1)γ

2〃4-48レ3-9ル2+3レ+15)γ宣γ≡γ
48 (-レ+1)丁- 24

1(r箋+丁一子)(16レ4+144レ3+18レ2-45レ+9)γ
96 (〝+1)(-レ+1)

+

(レ+1)(-〝+1)

1(4レ3-6レ2+10〝-3)エ2β:うT-

ー〝+1

+レ+1)(rヨlog(γ2)-rぎlog(rl))β計.1(10〝+9)(2レー1)γ5
2 (r…-γ…)(-〝+1) ■96

-〝+1

2レ2+1)β3r3+三ヒ1(12レ3+

+盲

〝+2)(2〝+3)β2(一之+2エ)ヱ,1(4レ3
(-レ+1)r

l(レ2+レ+1)β2rlog(r)

16
-〝+1

■

4

1(4レ2+3〝-2)(一三+2エ)r3ヱ

-レ+1

1(4レ+1)(一三+エ)↑-4
8

-レ+1

ー｢レ+1

1(8レ2-8レ+5)β3(エー上)T-2

-レ+1

1(36レ4+8レ3-78レ2+5ル+73)β2ヱ
(レ+1)(〝-1)

+

(8･50)

1(4レ2+2レー1)上2r3
4 -レ+1

-8レ2+12レー3)β3(ヱー2上)rヱ
ーレ+1

1(rき+rⅢ12〃4-16レ3.-27レ2+2如+37)ヱ
24

1(4レ3+4レ2+4〝-7)(T■ヨlog(丁-2トγ至log(rl))β2ヱ
(r…一丁･ぎ)(-〝+1)

一品ヱ5+

(レ+1)(リー1)

レ3+4レ2+4レー7)現(一之+エ)log(7う
-レ+1

喜エご4一言エ2ニ3+吉(4リー1)β3(ニー3エ)ニ2･喜(2レー3)エ翫]
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フーリエ展開次数7■1=2の解

苧'=β2[主旨-(-レ+1)C2.｡(4リー5)βt,胡.1(2ル2+リー12)β言
+

(1-2レ)r
■

β3γ■ -12 β:-γ

1(8レ2-4レー1)β言レ1γ.1(48レ3+32〃2-6〝-23)ァー5
+

+元

16
-レ+1 192

-レ+1

1(4レ2-レー12)β17-3.1(-2〃2-2レ+1)エ27-:i

+言

β:う
■

3 1-2ェ′

4(4レ2+レー3)β1β｡β計3
(レ+1)β3

+32

1C'1レ7-:∋ 1β言〃1↑-:i
~~⊥~~"~｣~+言31-2ユノ 6 β:i

+
-

- ▲

-て

β{〕β=うβ呈1β言レ1
r 2 β‥iT､

1β‥う〃プレ1γ:i｡β0⊥β:iβ貨

(-〝+1)β1β{)エβ2ヱ.ムβ言レ1こ1(16㌦-24レ2+4〝+1)エ7-3ヱ..(3〝⊥1)β1β｡エ7･3｡
γ r 6 1-2ェ′

(8レー3)(3レー1)β0エβ計3ヱ.64(レー1)β1β0ムレ2r3ヱ
+

β0β3β貨ヱ2

(レ+1)(1-2レ)
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(レ+1)(1-2レ)
一

3(レ+1)(1-2〝)

β1β0β言こ_4叫 1β2レ1ヱ21
T- 2 †･ 8

r:i

(8リー2)β言レ1′7-log(一r)

ーレ+1

+8(1-2レ)β1軋埠沌g(ァト去(リー1)(4刷)丁-5-(2刷)β0β言r5+β1β0β:う7-3+喜c｡7-

一2郎0坤+去(8レ2･7)7-3z2+16β跡:ミニ2-…(ニー2止)2丁-ニ2+4β1β0β‥う(車2エ)γニ]cos2β

(誓'=β2[三等+主旨-4(4レー5)β0現1(2ル2+リー12)現⊥タ0β3β芸.1β吉レ1
+

+

12 β3γ 丁- '2β:う7-

1(48〃3-48〝2-30〝+13)r5.1(4〝2-レー12)β1γ3

2r3 β3γ

1(8レ2-4レー1)β2〃1r

-レ+1

1(-2レ+3)Clr3
+百

+
192

-レ+1

●

36 β:‡

1(-2〝2+7レー2)エ2γ3.4(4レ2+リー3)β1β｡β2γ3
1-2ん′

■

3 1-2レ

1β2〝1r31(-2レ+3)β3レ均ア3
6 β3 6

+百

1-2ヱ′

1(-16〝3+48レ2-4ル+5)山･3z

ー4

1-2乙/

(-8〝+9)(3レー1)β0エβ計3ヱ

(レ+1)(1-2レ)

1(4〝-1)β言レ1γlog(r)
+盲

ー〝+1

3 (レ+1)β3

β0上β3現
T-:i

(2レー1)β1β0エβ三三エβ2レ1ヱ

4(-16〃3+40レ2-15レー3)β1β0上け､3ヱ

(レ+1)(1-2〝)

(1-2レ)β1β0β2z2.1β言レ1ヱ2
+盲~~て

-8(1-2レ)β1β｡β計log(r)

一志(〝-1)(4〝川γ5叶2レ+3)β0β2r5-β1β0β3丁-3一言c｡r-2卵躇言r

+去(8〝2-12両1)7-3z2坤2〃+3)β0畔2+去(ヱ瑚2rヱ2+4β1β頗-2エ)rヱ]sin2β
(βコア)

･uん=β2 8β1β0現(ヱーエ)+β言レ1(一三+ム)-16

1(レー2)か4
~百

+48

(2〝-3)β0エβ萱2(5〃2-2レー6)上境
β:iT-2 3 β3γ2
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表8.1:楕円化
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8.3.4 楕円化について

8.3.4.1 三次元解

ま口/7-{〕を1に対して省略すると､変位(■ur,′uβ,㌦)は以下のようになる｡

Qo

･u↑●=β[一項一打ト3エ)ニ2+(3+2呵cosβ
+β2[一芸↑帝-2げニ2
+β2

4レ2-5レ+5

78-218ん′-96〝2+216ェ/3

16

↑-言(ニー2エ)ニー2(1-レ+レ2)エ2Tl言-
1+14ん′-3上ノ2

璃一4(1-〝2)庫一小吉ro(ヱ瑚2ニ2]cos2β

一㌦=β[一亜一小言(ニー3上)ヱ2-(3+2呵sil-β
+β2

42-81ェ′-33〝2+70ェ′3
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-11-14レ+3〝24 19-36レ+32レ2▼ム
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1

10

2
~U▼
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~'U■
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(8･51)

エ璃log(7-0)(8.52)

+β2トレ2)痺一打亜一上)(ニー町]cos2♂
さらに､楕円化の影響を考察するため､Sil12β,COS2βの項のみを取り出すと､表8.1のようになる｡

8.3.4.2 楕円化の種類

今､片持ち梁のたわみ曲線は式(8.45)よりy=β

は次のようになる｡
(一言りニ2)となる｡付録Eより､見かけの楕円化

′uT●=β2〈一言7再刊2ニ2〉cos2β
･㌦=が〈去7･0(ニー畔2〉sin2β

これは三次元解析解の楕円化を表す変位の第一項に相当するっ
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また､曲げモーメントの働く場合の周方向に不伸張である真の楕円化は､純曲げモーメント〟の働く円

筒の解析結果より次式で示される｡

て▲丁･=-(芸)2(1-〝2)璃
一㌦=去(芸)2(1-レ明諸

本節の解析モデルのモーメントの分布は〟=Qo(エーこ),Qo=2丘'叩であるから､モーメントによる楕

円化は次のようになる｡

㌦=-4(β(トニ由一レ2)蠣
㌦=2(β(エー

っ望招U30
r)

り】

レl(
り一

)
いり

従って､楕円化の第二項は､モーメントによる楕円化と考えられる｡

よって､残った第三項はせん断力による楕円化の項であると考えられる｡

8.3.5 楕円化を考慮した局部座屈の発生予測

以上の解析結果を用いて､断面の楕円化を考慮した片持ち梁の円筒に発生する局部座屈を解析する｡な

お､局部座屈の発生基準として薄肉の仮定を適用したシェル理論のものを用いた｡

8.3.5.1 楕円化量

せん断力に起因する楕円化の評価 せん断力による楕円化と曲げモーメントによる楕円化の大きさを把握

するため周方向の曲率変化を比較する｡先ず､円筒シェルの楕円化に対して､周方向に不仲長の仮定を設

けた場合の変位と曲率変化を求める｡ここで､円周方向の伸び歪と曲率変化は次のように表される0

ごβ=⊥(一端+㌦)

･∴=≠∴-∴∴
楕円化のパラメータとして(を用い､･"丁-=γ｡(cos2βとする｡周方向に不仲長の仮定(ごβ=0)から､

′uβ=ro (主()sin2♂となる｡また､この変位から周方向の曲率変化を求めると次のようになる｡

Kβ=旦(cos2β

いま､三次元解析による断面の楕円化に関する変位は次のようであった｡

モーメントによる楕円化

30
叫レl(4

2
β二u

30

轟
7
一)

り-

レl(2トゲニ

▲〃リ

u

ワ

γ6

一局血軒
+

つ一

)
rム

ヱ(

り一

)rんγ一

せん断力による楕円化

78-218レー96レ2+216〝:∋▲_5丁､6

16

42_8ルー33レ2+70レ3

上記の変形のうち､モーメントによる楕円化の項は不伸長変形を満足しているが､せん断力による楕円化

の項は満足していない｡また､円筒シェルの局部座屈に影響する曲率変化代∂は次のようになる0

2､(ニーエ)2

㍍β=雛[-12(1-〝2)
r6

36-137レー63レ2+146〝3
cos2β
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上式の第1項はモーメント関する項であり､第2項はせん断力に関する項であるっ

これらの項の大きさを比較すると次のようになるっ

ム/

-12(1-レ2)

36-137〝-63ユノコ+146レこう

4

0.1
-11.88

5.45

0.2
-11.52 1.81

0.3
-10.92 -1.71

0.4
-10.08 -4.88

(ニーエ)コ
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=1として､

この結果､レが0･2～0･3の場合､せん断力に起因する曲率変化は小さいものと考えられる｡しかし､

l(ニー上)/丁-0】が1に比べ小さい場合にはせん断力による影響もあると考えられる｡

本節では､ポアソン比が0.3で軸長が1以上である円筒シェルの局部座屈を取り扱うので､せん断力に

起因する曲率変化を無視することにする｡

局部座屈の発生予測のための楕円化量の計算 楕円化は(を楕円化のパラメータとして､次のように発生す

･ul'=roくcos20,Iue=一言7･(〕ぐsil120
また､楕円化をもたらす要因として､曲げモーメントの影響を考慮し､解析モデルによっては､更にシェ

ル理論の線形解の曲げ解を加え､シェルの端部における楕円化の拘束を再現する｡

楕円化のパラメータ(は､例えばシェル端部において楕円化を拘束した場合､次のように計算される｡

ぐ=雄一レ2)藷(
(z-ム)Qo
βJo

+lγ1e〕Alニ+Ⅳ1euAlヱ+Ⅳ2eUβヱ+l7晦eU8エ+町∋e山Clヱ

+Ⅳ4e~〕｣1ニ+I坑e~〕Al;+岬5e~Uβヱ+†惰e~山βヱ+Ⅳ6e~Uclヱ

=A2(フ3 (8･53)

ただしJo=汀帝,A=2汀丁-0玩,山方‥シェルの特性値である｡また､Ⅳ1～レ晦は､端部の変形の固

定条件により決定される線形解析による曲げ応力解の未定定数であり､フーリエ展開次数乃=2の変位を

ヱ=0,いこおいて′U,■=0,･uβ=0,一uヱ=0,′"丁●､=0,･鴎=0とするように決める｡
この楕円化のパラメータ(を用いて､シェルの円周方向曲率変化Kβと円周方向の曲率半径〆ま次のように

表される｡

1 1 :i.

-=-+梢l,J鞘=-らCOS2β
〝 7-o ro

また､変形後の断面二次モーメントJ(()は次のようになる｡

相=ヰ+…い言ぐ2)
以上の楕円化パラメータぐに関する仮定を採用し､円筒シェルの両端の楕円化を拘束した場合の円筒シェ

ルの変形性状を図に示すと図8.9となる｡また解析手法の比較として､半谷の手法[叫を用いて､同じ材
端たわみ量を発生する円筒シェルの変形性状を同図に示す｡
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なお､半谷は､楕円化量をこ方向に正弦関数で分布すると仮定し､ポテンシャルエネルギーの停留によ

り､ニ=エでのたわみ量dを用いて次のように楕円化パラメータを計算している｡

(=-
162r3(1-レ2)(汀2-4)

汀:i土呂エ2(9エ2-3〝ポァ言)
rJ2sill言ニ=ぐ(〕Sin云ニ

Q(】=筈(喜+…ぐ0三景)d
図8.9からも､本論の楕円化パラメータ(に関する仮定が正しいと推測される｡

傭轍図

楕円化の様子

本手法

傭日敢図

楕円化の様子

半谷の手法

図8.9:シェルの変形

γ｡=1,ま0=0.05,エ=10,′β=0･03
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8.3.5.2 局部座屈の発生基準

横せん断力の作用する円筒に発生する局部座屈の種類として､せん断変形による座屈､曲げによる軸圧

縮座屈を仮定した｡

曲げによる軸圧縮座屈 軸圧縮による座屈値は､文献【22]を参照して､軸圧縮を受ける円筒シェルの古典

座屈応力を用いた｡

軸圧縮座屈は､円筒の圧縮側(こ=ヱ1,5汀/6<β<7汀/6)で発生するものとし､ニ=ニ1,β=5汀/6(=叫

での軸圧縮応力J｡を次式で計算した｡

1丁､=
Qo(エーニ1)

J(ぐ)
((↑･0+朝一●)cosβ0-一uβsill鋸)

また､軸圧縮の古典座屈応力J｡!tは､以下の式を用いた｡

g′r) 1
J.〃･=

/,∨ノ:1(l-′ノコ)

Jこ=J打となったとき座屈するものとし､最小座屈せん断力Q｡γ･はQoに関する6次式の最小値となるっ

筈AIA…c甜0射(言+言cos2♂0)射…Q3

-(cos200COSOo･喜sin200SinOo)A2Qg･(3cos200+…)AIA2Q岩-COSO｡Q｡+Al=0
Al=

Jo且fo l

(⊥一之l)7-言ノ和一巧

せん断座屈 せん断力による座屈は､限られた範囲で発生するものであり､シェル全体には発生しない｡

そこで､せん断力の作用する曲がったシートパイルの座屈応力(文献【35】p.464)を採用した｡

先の文献によれば座屈せん断力ち,.は次のように表される｡

㌔,t=0.8
汀β土呂
3(1-〃2)ムl二二∴-ニ1.‡

♭=み0γ0:座屈幅

シェルに作用するせん断応力はβ=汀/2士ム0/2の位置で計算する｡

㌔β=旦sin(汀/2-み0/2)

1畑=ち↑･となったとき座屈するものとした｡また､本節ではん｡=汀/2として計算している｡
座屈せん断力は次のようになる｡

Qo=
A3

∨:i■-1三一1コ+1

A3=0･8芸仰不語
8･3.5.3 円筒断面の変形の仮定

円筒断面の変形の仮定は､次の4種類とし､それぞれの場合の楕円化パラメータを示す｡

A)‥シェル端部において断面の変形の制約を受けないシェル

ぐ=-(1-〃2)藷〈
(ニーム)Qo
βJo
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B):シェル端部において断面の変形の制約を受けるシェル

(=小レ2)諸〈
(ニーム)Qt】
βJo

第β章 円筒シェルの幾何学的非線形解析

+Ⅳ1e山Å1こ+レrle山人lこ+レ巧e山βこ+レ巧e山βニ+†ル1e"'clこ

+†仇e~山人lニ+-叛e~山人lニ+レy5e~山βニ+†′杭e~"'βこ+一打;e~〕clこ

(8･54)

ただし､lγ1～レ拓は､端部の変形の固定条件により決定される線形解析による曲け応力解の未定定数で

あり､フーリエ展開次数71=2の変位をこ=0,いこおいて′"′●=0,･㌦=07･"ニ=0,′l↓:‡=0,′U･㌔=07(ぐ=0)
とするように決めるっ

C:)‥断面変形のないシェル

D)‥半谷の手法[31】

ぐ=-

(=0

162r諾(1-〝2)(汀2-4)
ポ射2(9エ2-3抑2丁一言)

Qo=筈(喜+…(0ど
d:ヱ=エでのたわみ量

また､解析結果と比較する実験例として､

E):Schr6derによる実験結果[36】 を採用した｡

600

500

400

⊂〉
1ヽ>

ヽ 300
■

200

100

0

d2sill三三=ぐosinfこ
..α

)宗

1 3 5 7 9

上/ro
Schr6derによる実験結果

ただし､以上に示された最小座屈せん断力が計算される座屈発生箇所は理論的に決定し難いので､円筒

の軸方向に計算点を均等に100個採り､それらの場所において座屈する場合のせん断力を計算し､最小の

せん断力を座屈せん断力とした｡
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8.3.5.4 解析結果

図8･10はβ(〕=5可6,みり=汀/2とした場合の"曲げによる座屈(以下､曲げ座屈)"どせん断による座屈

(以下､せん断座屈)"との境界線を示したものであるっ各境界線より下側でばつ曲げ座屈"か発生し､上側で

ば'せん断座屈"が発生するっ

ここで､横せん断力による楕円化は､横せん断力によるモーメントによって諸(ニー抑こ上ヒ例して発生
するっそのため､A)の場合はこ=0での材端において断面の変形が拘束されていないため曲げ座屈が発

生し易いっまた､C】)の場合はシェルの楕円化を考慮していないため､曲げ座屈が発生し軌､｡

B)の場合には曲げ応力解による変形の拘束が働き､A)とC)の中間の結果となっているっ

なお､今回提案した解析法B)の結果はSchr6(1erによる実験結果E)と良い対応がとれているっ

また､D)半谷の仮定を用いた場合は､曲け座屈が発生し易くなっている｡これは､図8.9に示されるよ

うに半谷の手法は､本論で提案した方法より楕円化量が大きく､より曲げ座屈の発生が容易になるためと

考えられるっ

1 3 5 7 9

エ/丁､0

図8.10:局部座屈の発生の違い

β0=5汀/6,♭0=汀/2
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8.3.5.5 座屈せん断力の比較

円筒断面の楕円化による座屈せん断力の低下を考察するため､''B)端部において断面の変形の制約を受

けるシェル､,の座屈荷重どCl)断面変形のないシェル"における座屈荷重とを比較したっ

ただし､"(7)断面変形のないシェル"における座屈荷重は次のように計算したっ

●軸圧縮による局部座屈荷重(ニ=0,β=汀において座屈するものとする)

軸圧縮座屈応力はJ一汀 =

Qヶ(ニーエ)

βfr) 1

m

v旬十→巧､

Qヶを軸圧縮による座屈せん断力として､軸力はげ｡=

･′-t}(J=打砕u)と計算されるから､軸圧縮による座屈せん断力Qパ次のようになるっ

Qヶ=筈
7-1)J()

㌦和一㌦)

･せん断座屈(β=汀/2において座屈するものとする)

座屈せん断応力はち,,=0.8 汀Ef岩
-･.‥‥

･,､1
v12(l一上′ハニ

〝 £(わ=ん∩･′･(-)7♭t}=汀恥QTをせん断応力に
よる座屈せん断力として､せん断応力は丁=ゼLと計算されるからQTは次のようになるっ

汀丁･l)h

QT=0･8貨仰=不語1-Jノご
(8.55)

以上に示されたQヶ,QTと座屈せん断力Q′:,･を比較したものが図8･11であるっ

図8.10と図8.11を比べて､座屈せん断力Q｡!･は､軸圧縮座屈が発生する場合にはQグの110～11う%であ

り､Qヶに対する比は大きく変化しない｡また､せん断座屈が発生する場合のQTに対する比も140～144%で

あり大きな変化はない｡これは､曲げ応力解を解析に加えることによりシェル断面の楕円化が押さえられ､"

断面変形のないシェル"と同様な形状を保たれるためと考えられるっこのことは図8･11における上/7-0=40

のような曲げ応力解の変形抑止効果が材全体に及ばないシェルにおいてQげ伯ヶが90%程度と小さくなる

ことからも推測される｡なお､今回計算された座屈荷重Q打がQヶ,QTよりも大きな値を示すのは､Qけ,QT

の計算を安全側で計算した為であると考えられる｡

また､D)半谷の手法[叫を用いて得られるQ.コ･に対して同様の比較を行ったものが図8･12であるっこ

の場合､座屈せん断力は､軸圧縮座屈が発生する場合にはQヶの50～70%である｡これは､図8･9で示さ

れるように同一たわみでも半谷の手法は本論で提案する手法より楕円化量が大きく､半谷の手法では曲げ

座屈荷重が小さくなるためと考えられるっなお､せん断座屈か発生する場合のQTに対する比ほ140%であ

り､本論で提案する手法と同様の結果となっている｡これは､せん断座屈が先行して発生する場合は円筒

が短く､円筒の楕円化によるせん断応力の変化が小さいためと考えられる｡
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Q.‥,イQT

Q一ニ,イQヶ

図8.11:座屈せん断カの比較

Q｡r/Qヶ

図8.12:座屈せん斬力の比較(半谷の手法)

q一二,イQT



8.4 本章のまとめ

第8章 円筒シェルの幾何学的非線形解析

本章においては前章で得られた関係式を円筒座標系に適用し､円筒シェルに対する三次元幾何学的非線

形解析を行う際に必要な歪一変位関係式､応力ー歪関係式､微小部分釣り合い式を示し､実際の解析におい

て使用する摂動法について解析手順を示した｡この解析手順の考察より､建築構造物など通常の物体に対

して非線形性まで含めた式の精度を保つためには､厳正な歪一変位関係と変形後の釣合式と変形後の断面に

働く応力方向を､同時に考慮して解析を行う必要があることを解析精度の考察から指摘した｡このことは

有限要素法などの数値解析を行う際も考慮すべきことと考えられる｡

次に解析例として､純曲げの作用する円筒シェルを幾何学的非線形性を考慮して三次元理論解析し､解

析上の注意点などを明らかにし､シェル理論に基づいた解析との比較から解の妥当性を検証した｡そして､

局部座屈の発生まではシェル理論でも応力の最大値は解析可能であることを指摘した｡ただし､今回示し
(α1)

た解析例では変位関数一㌦の精度にその後の修正された変位状態の精度が左右されるので注意が必要であ

る｡本解析例では円筒に対して純曲げモーメントを与えているので､断面の変形状態は材軸方向でどこで

も本来同じである｡しかし､ヱ=0を離れるにつれ､違いが大きくなる｡これは梁材の曲げ変形と同じよ

うに､材軸方向の変形が本来円弧の一部となるはずである円筒を変形前の基底ベクトルを基準に解析した

ため､材軸方向にべき級数(放物線)でしか表すことができず､誤差が生じたためである｡なお､この誤差

はヱ=0の断面において解の検証を行うことにより､本解析例においては工学的に無視できるものである｡

しかし､更に適正な解を得ようとするならば､解析の基底ベクトルに変形後の基底ベクトルを採用するか､
(α1)

変位関数㌦の分布関数を適正なものにする必要があると考えられる｡

また､片持ちの円筒梁に横せん断力が作用した場合について幾何学的非線形解析を行った｡β2までの精

度の解を求めることにより､曲げモーメントによる円筒断面の臥azier効果と横せん断力による断面変形

の効果が求められた｡この結果､横せん断力による断面変形の効果は横せん断力に起因するモーメントに

よる断面変形効果に対して小さいことが示された｡また､曲げモーメントによる円筒断面のBrazier効果

を利用して､端部の変形を拘束した場合の局部座屈の発生の予測方法を提案し､文献[36]に示された実験

結果に対して良好な結果を得､Brazier効果による座屈の解析にはシェルの曲げ応力解を考慮する必要性を

示した｡今回示したような理論による断面変形と曲げ応力解との組み合わせによる断面変形を考慮した局

部座屈発生の推定方法は､拘束条件に左右されるようなシェルの座屈問題に対して有効であると考えられ

る｡今後の課題として､座屈せん断力､座屈位置に関して､本章において提案した手法と実験との比較が

考えられる｡

前章と本章で提案した方法を用いれば三次元幾何学的非線形解析においても一定の精度の理論解を得る

ことが可能である｡変形後の形状に関しては､解析者が変位モードを仮定する必要はなく釣合式を解く過

程で必然的に求められてくるので､解析仮定を間違える可能性は少ない｡また､断面内の応力分布が正確

に計算でき､有限要素法などとの比較に用いやすい｡



第 9章

幾何学的非線形解析のまとめ

第ⅠⅠ部では､幾何学的非線形性を考慮した三次元理論解析手法を提案した｡

第7章では､幾何学的非線形性を考慮した三次元理論解析に必要な諸式をテンソル表記した｡

●変形後の釣合式をキルヒホッフ応力Jfブを用いて表す｡

変形後の基底ベクトルで表した場合

[品{㈲}+㍉愕+諦ガ]ち=0

[品{㍉J甥+･呵川+㍉明(軍+㌦い+涌ガ(∂デ+′uPt車=0
･幾何学的非線形項を考慮した厳密な歪一変位関係すなわちグリーンの歪テンソルを用いる｡

∈ij=喜(百よメーαよJ)=喜…+′uJい盲′up刷J
･応力は変形後の単位断面に働く応力として定義し､断面力･モーメントは変形を考慮して算定する｡

断面力 rd5t=♂J句有五d5-=Jりmよd5句

モーメント ルーd言=γ｡,.mXテd言

γ射.m
:中立軸から微小面積までの位置ベクトル

第8章では､テンソル成分で表された式を円筒座標系の物理成分で表した｡また､摂動法による解析手

順を示した｡そして､幾何学的非線形性を考慮した三次元理論解析の例題としでフ純曲げの作用する円筒

シェル'の解析を行い､シェル理論に基づく解析との比較により､三次元解析手法の妥当性を示した｡そし

て､局部座屈の発生まではシェル理論でも応力の最大値は計算可能であることを指摘した｡また､"せん断

力の作用する円筒シェル"の解析を行った｡β2までの精度の解を求めることにより､曲げモーメントによ

る円筒断面のBrazier効果とせん断力による断面変形の効果が得られた｡この結果､せん断力による断面

変形の効果はモーメントによる断面変形効果に対して小さいことが示された｡また､曲げモーメントによ

る円筒断面のBrazier効果を応用して､端部の変形を拘束した場合の局部座屈の発生の予測方法を提案し､

文献[36]に示された実験結果に対して良好な結果を得､Brazier効果による座屈の解析にはシェルの曲げ応

力解を考慮する必要性を示した｡
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以上の結果､本論で提案された三次元幾何学的非線形解析法により､三次元弾性論上で幾何学的非線形

性を考慮した解析が理論的に可能であることが示された｡また､この解法から得られた解は､幾何学的非

線形性を考慮した三次元有限要素法の解の検証に利用可能である｡

ただし､安定した解を得るためには､第一近似解を適正に採用する必要があ.る｡例えば今回例題として

取り上げだ'純曲げの作用する円筒シェル"では､第一近似解として､軸方向にべき級数で展開された解を

用いた｡しかし､純曲げ荷重下では､円筒はトロイド状に変形すると考えられる｡そのため､今回の解析

結果では､べき級数解が解を最も良く近似しているこ=0から離れるにつれて変位の誤差が大きくなった

と考えられる｡従って､今後の課題として第一次近似解の適正化が考えられる｡



第10章

結論

本論文で.は､円筒シェルを対象とした三次元理論解析について述べた｡ただし､構成式と･して等方弾性

体を仮定している｡

第Ⅰ部では､円筒シェルの三次元線形弾性問題の一般解を取り扱った｡

●第2章では三次元線形弾性解析を行うための解析理論を比較し､本論で取り扱う三次元解析解析手法

の利点を述べた｡

●第3章では､本論で取り扱う一般解の定義と三次元解析のための基礎式を示し､その基礎式から一般

解の定義を満足する解を求めた｡

周方向にフーリエ展開した場合の変位が軸方向にべき級数で表される解は､円筒の柱に軸引張りが作

用する場合､円筒にねじりが作用する場合､円筒の梁に純曲げが作用する場合､円筒の梁にせん断

力が作用する場合､剛体変位､剛体回転のみである｡加えて､シェル理論で曲げ応力解と呼ばれる軸

方向に指数関数で減衰する解を解析し､シェル理論では得られない断面内に高次の応力分布モード

を持つ解の存在を示した｡また､軸方向にフーリエ展開した場合の変位が周方向にべき級数で表さ

れる解は､変位がべき級数で表される解は､剛体回転､円筒シェルに面内せん断力が作用する場合､

円弧に純曲げモーメントが作用する場合である｡また､変位が周方向に三角関数で表される解は､剛

体変位､円弧にせん断力が作用する場合である｡加えて､シェル理論で曲げ応力解と呼ばれる周方向

に指数関数で減衰する解を解析し､シェル理論では得られない断面内に高次の応力分布モードを持つ

解の存在を示した｡

●第4章では､三次元解析とシェル理論を比較することにより､シェル理論の使用可能な半径一厚さ比

の範囲を示した｡

周方向にフーリエ展開された場合の一般解においては､今回の解析結果より､法線保持を仮定した

シェル理論ではγ0/壬0>30､せん断変形を考慮したシェル理論では↑-0/七0>10の範囲で信頼できる
と思われる｡また､軸方向にフーリエ展開された一般解においては､軸方向フーリエ展開次数山｡が1

以上の場合は特性値の精度のあまり関係なく特性モードの分布形状は良く､γ0/ま0が10程度の厚肉

シェルまでは特性方程式を数値解析すれば十分である｡しかし､山0=0.1の場合では特性値の精度

が良くても特性モードの分布形状が良いとは限らないので注意が必要である｡これは､山0が0に近

づくにつれ軸方向の変位分布が/トさい二次元的な変形になり､組曲げが作用する円弧やせん断力が作

用する円弧に近づくためと考えられる｡つまり､山0が0に近い場合に法線保持を仮定したシェル理論
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を用いるべきではないと結論される｡またこの場合､半径と厚さの比ro/toが25以下のシェルでせ

ん断変形を考慮したシェル理論を適用するのは危険と考えられる｡

･第5葦では､第3章で得られた一般解の未定定数の総数とシェル断面の拘束条件の数について考察
を行った｡また､高次の"曲げ応力解"を用いた三次元解析を行い､高次の解を用いた解析法として､

選点法とガラーキン法を取り上げた｡シェル断面内の応力分布などは有限要素法で得られる解との比

較から､応力分布精度の良いガラーキン法を採用すべきと考えられる｡ただし､支持端近傍におけ

る応力の断面内最大値は､選点法､ガラーキン法双方のレベルⅠⅠⅠの三次元理論解析によって予測可

能であると考えられる｡なお､シェル断面の変位拘束条件によっては高次の"曲げ応力解"が誘発され

ることも示された｡この結果､厚肉円筒シェルの端部の境界条件を弾性体の連続状態として解析す

る必要性を暗示していると思われる｡またこの場合､シェルとその支持構造体の剛性の差より､シェ

ル断面内の応力分布に通常の要素割りでは検出できない応力分布の発生が予測される｡

第Ⅰ部の解析結果より､シェル理論で示される断面力の範囲で応力を解析する場合には､特定の場合を除け

ば半径一厚さ比ro/foが30程度までシェル理論を使用可能であることを示した｡しかし､シェル断面の細か

い応力分布はその境界条件に強い影響を受けるためシェル理論で解析する場合には注意が必要である｡ま

た､三次元解析解を用いて解析する場合には断面内分布モードの次数が解析の精度を決定される｡

第ⅠⅠ部では､円筒シェルの幾何学的非線形解析を取り扱った｡

●第7章では三次元幾何学的非線形弾性解析を行うための諸式をテンソルで示した｡

●第8章では､円筒シェルに対して幾何学的非線形解析を行うための微小部分釣合式､応力ー歪関係式､

歪一変位関係式を物理成分で示し､その基礎式の解法を示した｡そして幾何学的非線形性を考慮した

三次元理論解析の例題としで,純曲げの作用する円筒シェル"の解析を行い､シェル理論に基づく解析

との比較により､三次元解析手法の妥当性を示した｡そして､局部座屈の発生まではシェル理論でも

応力の最大値は解析可能であることを指摘した｡また､せん断力の作用する円筒シェルに関して幾

何学的非線形解析を行い､せん断力による楕円化と曲げモーメントによる楕円化を計算した｡また､

曲げモーメントによる楕円化と曲げ応力解との併用によりシェルの局部座屈の予測を行い良好な結果

を得た｡

第ⅠⅠ部の解析結果より､三次元理論解析によっても幾何学的非線形問題を扱えることが示された｡また､

解析例より､シェル構造物の二次的な変形性状を計算過程で容易に得られることが示された｡

本論文により､三次元弾性論上で一般解を得る方法が示された｡また､三次元理論解析に幾何学的非線

形性を考慮するための諸式が示された｡

今後の課題として､シェルの一般解の解析として円筒シェル以外のシェルヘの応用が考えられる｡ただ

し､同時に精度の高い複素関数の計算手法の開発も必要である｡また､軸圧縮による局部座屈などの分岐

型の座屈に対しての幾何学的非線形性を考慮した三次元理論解析手法の応用が期待される｡
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付録A

周方向フーリエ展開次数れ≧2の膜応力解

周方向フーリエ展開次数m≧2の場合､膜応力解が存在しない理由を以下に示す｡

まず､周方向にn次にフーリエ展開された釣合式(3.7)をz方向にべき級数展開して､解がヱm以下の次

数で書き表されるとすると､町彗,G;,堅を未定定数として次のように書き表すことができる｡ただし､

門≧2とする｡

∈れ

=∈㌫ヱm+ご=:王ヱm~1

+(漂二…+漂_2)ヱm~2+(∈㌫二三+ど㌫=去)ヱm~2

+(⊂=二三+∈ニ=≡+ど㌫_｡)zm~4+(漂=喜+∈㌫:≡+ど=二三)ヱm~5

ん =漂zm+だこさzm~1

+(だ二言+帯_2)ヱm~2+(信二言+㍍二…)ヱm~2

+(信二g+㍍二2+J諾_｡)zm~4+(だ二言+㍍二ぎ+ノ芸二‡)ヱm~5

gm =〝㌶zm+膿二;zm~1

+(♂芸二…+g崇_2)ヱm~2+(措二…+措=去)zm~2

+(膿二‡+ダニニ2+〝芸_4)zm~4+(膿二言+躍二…+g㌶±去)ヱm~5

′U几

=ひ㌶zm+ひ芸二王zm~1

+(ノ∽㌶二…+Ⅷ㌶_2)zm~2+(ひ㌶二三十∽㌶二三)zm~2

+(′∽㌶二三+･喘二言+ひ崇_｡)ヱm~4+(′∽崇二…+w㌶二…巾〃崇二三)ヱm~5

ただし
ご;=gir乃+βろr~れ,ご;_2た‥ご;により生じるヱよ~2たの項

ガ=彗γ几+彗γ･~れ,ぷ_2た:ガにより生じるzi~2たの項

ク言=Ciγ-n+Gちr~n,ク;_2た‥g;により生じるヱf~2たの項

て〃;=Ⅳfγ乃+l砕~n,′∽;_2七:叫により生じるヱ£●2んの項

一un=(ん+ダれ)/2,･Um=(ムーgれ)/2

五=1,2,･‥,m, ふ=1,2,‥･J/2
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192 付録A 周方向フーリエ展開次数Ⅳ≧2の膜応力解

適合条件は､次のようになる｡

1 γl

ごれ=叫町+一′uれ+-γれ+叫り

上式を変形して次の式にする｡
1 †1

叫り･+-′Uれ+-･㌦+w帰一ご用=O

･と′n,一U乃,･l〃n,ごれを代入すると次のようになる｡

1 71

叫り･+-'uれ+-′Un+叫り一己m

=[((氾+1)町l一町)げ+(-(Tい1)G㌻-β押-~れ･】こm･

+[((m+1)町--~1一打~1)rれ+(一(Tユー1)G㌻~1-β㌻~1)γ~れ･いm･~1

=0

上記より

(氾+1)町一且｢丁-n=0

-(乃一1)G冒l-β㌻=0

(n+1)町~1-β｢~1rn=0

-(Tl-1)G㌻~1-且㌻~1=0

境界条件は､

"シェルの内外面において(r=γ1,r2)において表面力が働かない(〆丁●,Jrβ,〆ヱ=0)"

である｡よって

〆r/(Gcos呵=2(･u町+i一二五∈れ)

=[{(叫昭･丁完研一(叫1)町れ-2
+{-("∵-1)G㌻+丁蓋和一n+(両)町中
+[{(叫昭一1+丁完町1r几-(叫昭一1r巾2

‥二{-(↑い膵1･品卯~几…-1)押ヤ~1〆β/(Gsin71β)=町･-7′Uれ-;′U乃

=ト(m+1)符丁-~乃●2-2(和一1)G㍗r乃~2いm

+ト(71+1)町■~1r~几~2-2(7l-1)Gr~1rれ~2】zm~1

(A･1)

〆'Z/(Gcosれβ)=′勒,r+′町ヱ

=[2↑仰rrれ~1一円l町r~■矩1いm

+[m町γ叫1+(m町-2乃明い1)r~和一1+mG冒1rl~れ+(mG㍗+加朋T~1)γれ~1]znl~1



19:i

よって境界条件より､以下の結果が得られる｡

r=γ1,T･2において､〆'〟=0より町=GT-=Ⅳ~1=G㍗~1=O

r=7-1,γ2において､〆こ=0よりⅣ｢=lルア=0

丁-=7-1,7成おいて､J"･=0より(叫昭+丁完町=0-(和一1)C㌻+

また､式(A･2)と式(A･1)より

β㍗=ダr=β㌻=G?1=0

町~1=ダr~1=βざい1=C?-･~1=0

2ェノ

1-2レ▼J

(A･2)

gざ--=0

上記の結果を考慮すると､

Ⅳr~1=耶m~1=0

となる｡

以下､ニの次数をnlを汀い-2に下げて同じように解析をしていくと､最後には未定定数は全て0になり､

解は存在しなくなる｡よって､Tl≧2の場合には､有為な解は存在しない｡



194 付録A 周方向フーリエ展開次数〃≧2の膜応力解



付録B

せん断力が作用する円弧の解析

円弧にせん断力が作用する場合の変位と応力を求める｡

平)
図B.1:せん断力が作用する円弧

円弧にせん断力が作用した場合の解は､Airyの応力関数◎を用いて次のように得られている[2]｡

◎=(γ3一両-2(r…+舶logr)sin♂

〆り･=三笠+吉宗

=2(r･響一旦誓)sinβ
J掴=∂2◎

=∴_÷_
Jrβン孟(三芸)

(B･1)

=ヰ+撃一旦誓)cosβ
しかしAiryの応力関数により得られた応力より変位を導き､その変位を釣合式に代入すると釣合を満足

しない｡そこで､体積歪を用いた解析法を用いて再度解析する｡

この場合､先ず変位を未知関数とした釣り合い式(3.10)を用い､Airyの応力関数の解から三次元解を予
測し､変位と体積歪の適合条件を満足しシェル内外面での境界条件を満足しない変位解を求める｡その後､

m=1+£fを代入した解と乃=1一武を代入した解の和を作る｡そしてご→0の極限を採ると境界条件を

満足した変位を含めた理論解が得られる｡

以下に"せん断力の作用する円弧"の解を求める過程を示すっ
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196 付録β せん断力が作用する円弧の解析

先ず､釣合式(3･10)を満足する解はAl,A2,β2,Clを未定定数として次のようになるっ

ご=[吾仙･n]e捌
町=喜[仙]eよnβ
･uβ=去[トク]e調
/=
1(3-4レ)Alγ叫11A2r~叫1

2(m+1)(1-2レ)

ク=●~■
2

〆り'=G

Jββ=G

〆β=

1-2ェノ
+β2r一和一1

1AIT声+11(3一触)A2↑･~叫1
1-2レ 2(7l-1)(1-2レ)

+Clrれ-1

1(γけ2)A2 1(-7け2)Alγn

2サー′-･(1-2レ)-2 1-2レ

1(一乃+2)A3.1(7け2)Alrれ

2丁-n(1-2〝)'2 1-2レ

TIA2 171Alrれ

〆㍍=2Gェノ +

+(Tl-1)ClT･"･~2+(-7ユー1)β2r~n-2

+(1-71)ClT-れ･~2+(㍑+1)β2T-●几~2

eよ几β

eよれβ

喜‡諾･(ト岬-2叶7い1)β2r-m-2]e棚
A2 AlT･れ

丁-n(1-2レ)■1-2レ
e棚

境界条件(〆●-'=〆β=O at r=rl,γ2)を考慮すると次のような式になる｡

1(-7-+2)γ-㌢
1-2ェ′

1γlr㌢
21-2上ノ

1(-㍑+2)丁､ぎ
2 1-2ユノ

1乃r琴

▲21-2レ

1(7レ+2)

一
2
1
一
2
1
一
2
1

r㌢(1-2〃)

T-㌢(1-2レ)
(Tl+2)

r冒(1-2レ)

2r冒(1-2レ)

(一丁ユー1)7丁れ･~2(7ユー1)T-ご~2

+(一円-1)r｢n~2 +(ト7中r●2

(一7い-1)丁-;n~2(Tい-1)7-冒~2

+(一門-1)r;n~2 +(1-↑t)r冒~2

0

0

0

0

乃=1を上式に代入すると上式を満足することから､Tl=1は解である｡又､未定定数Al,A2!Cl,β2の比

は次のようになる｡ただし､Tlに1を代入しない｡

A2ン言(r…+伽1
Cl 1(r∃+T･≡)Al
4 ?l-1

(1-2〝)

β2=-…諾(1-2レ)
よって､境界条件を満足する解は次のようになる｡

∈=∈oe棚=
(7-ヨ+γデ)Al

rrl

叫=′ueinβ=喜[/･g]e棚
′と▲β=一Uefn♂=喜[′-〝]e棚
/=
1(3-4〃)Alr叫1

2(m+1)(1-2レ)

〝=~言T=訂+

+Alrm e棚

1(γ書+r至)Alr-叫11Alr宣r子γ~几~1

1Alr叫1.1(γ≡+

1-2ェノ

rぎ)Alrれ~1
丁.=....T.+三∫1-▲2レ ●4(乃･-1)(1-2〝)■4

2(m+1)(1-2レ)

r…+丁-≡)(3-4レ)Alγ~叫1
(7l-1)(1-2レ)
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〆'γ'=.ぎ11e棚=G

J銅=∫32e棚=G

[
[

1(r宣+γ至)(乃+2)Al
~盲 (1-2レ)γn

1(r蔓+ア子)(一円+2)Al
4

J再=-′J∫12e棚=-JC

Jニエ=∫3:∋efn♂=2Gレ

(1-2レ)γn

r書+r至)Aln
4(1-2〝)γ,れ

1(γヨ+r至)Alγn~2
4 1-2王ノ

1(r…+ア至)Alγ几~2
4 1-2王ノ

1(γ宣+γ…)Alrれ~2

1(rヨ+r≡)Al.Alγn
2(1-2レ)rn ■1-2レ

1ノ11r宣r≡γ~n~21(一円+2)Alγn
1-2ェ/

-

2 1-2ェ/

1Alr宣γデγ~れ~21(れ+2)Aげm
1-2ヱノ

■

2 1-2ェノ

1Alγ宣γ…r●乃~21
+

1-2ェノ
■

2

(B･2)

次に､71を1に近づける操作をする｡

先ず､㍑=1+∬五(ご<<1)を代入する｡代入した結果には添え字1をつけて区別する｡また､Al=

Aα1+Aα2∫とおくっ

1(r…+丁･≡)(Aα1+血2り
ごりl=~ラ

ム=

7-よ方+1

1(r宣+T-子)(Aα1+血扉)
(1-2レ)rよご

仇=
4

∫111=G

+(Aα1+血2り丁-わ+1

1(血1+血2盲)(3-4レ)ァ豆+2

(1-2レ)(わ+2)

1(γ宣+γぎ)(血1+血2宜)(3-4〝)哀
(1-2レ)rよ∬£

[
+盲

∫221=G

∫121=G

1(r書+rぎ)(血1+Aα2盲)(わ+3)
4 (1-2レ

1(Aα1+Aα2宜)γ一書γ…γ~玄ご~2
2 (1-2レ)(玩+2)

1(血1+Aα2よ)rね+21(r言+r至)(Aα1+Aα2去)存ね
1-2王ノ

ri∬+1+

(1-2レ)ご

1(Aα1+血2り(一夏ご+1)r盲叫1
2 1-2ェノ

1(r…+ア…)(血1+Aα2f)rよ訂~1.1(Aα1+Aα2りγ宣γ…r~ね~3
1-2ェノ

■

2 1-2〝

1(r…+γ≡)(Aα1+Aα2よ)(-わ+1).1(Aα1+血扉)(わ+3)丁-は+1
4 (1-2レ)r豆+1 ■2 1-2〝

1(γ-…+rぎ)(血1+血2りγよ∬~11(Aα1+Aα2よ)γ宣r行~古∬~3
1-2〝 2

[

1-2ェノ

1(r書+γ≡)(Aα1+Aα2碑ご+1).1(血1+血2坤ご+1)r豆+1
4 (1-2〃)r血+1 ■2 1-2〃

1(γ書+rぎ)(血1+血2よ)r£∬~11(血1+血詞埠車~盲∬~3

∫331=2Gェ′

1-2リ
ー

2 1-2ェノ

1(r言+r…)(Aα1+Aα2り.(血1+血2f)丁-は+1
(1-2レ)r豆+1

t

l-2レ

次に先の柁=1+ごfとは共役な乃=1一ご壱(ご<<1)を代入する｡ただし､Al=Aα1-Aα2よとする｡

代入した結果には添え字2をつけて区別する｡

亡02=

ム=

g2=
4

∫112=G

+

∫222=G

1(r書+γ至)(Aα1-Aα2り
2 ァー右打+1

+(血1一血2宜)γ~豆+1

1(Aα1一郎沖勃㌍~2.1(血1一血2り(-4レ+3)γ~ね+2
2(1-2〝)(-わ+2)12 (1-2〝)(-わ+2)

1(r宣+アぎ)(Aα1-Aα2j)r壱ガ
1-2ェ′

1(rヨ+rぎ)(血1一山2f)宜1(血1一血2言)r~豆+2-1(γ宣+r≡)(血1一血2壱)(3-4〝)fγ立方
(1-2レ)γよガ∬ 2 1-2ェノ `4 (1-2〝)ご

1(rヨ+γぎ)(Aα1-ノh2り(-i∬+3).1(Aα1一山扉)r書r行よこr~3
4 (1-2〝)γ~豆+1

-

2 1-2レ

1(血1一山2伸∬+1)r~豆+1.1(r書+r至)(Aα1一山扉)γ~よ∬~1
1-21ノ

■

4 1-2ェノ

と(γ宣+γ2)(A勘一血2坤∬+1)1(Aα1-Aα2りγ書γ至rよ訂~3
4 (1-2レ)r~豆+1 2 1-2レ



付録β せん断力が作用する円弓瓜の解析

1(血1-Aα2り(一正+3)γ~ね+11(γ∃+rぎ)(血1-Aα2よ)ァ~よ∬~1
+ラ 1-2〝 4 1-2ェノ

l
一
4トGニ〈フ一n

ノ
】

∫1 γぎ)(Aα1一山河(一言∬+1)1(血1-Aα2j)r宣r≡ァ五ご~3
(1-2レ)ァ~よ叶1 '2 1-2〝

α1-Aα2･∠)(-′∫∬+1)Tt~は+11(丁-ヨ+7,ぎ)(血1一山扉)r~上㌃~1
I41-2王ノ

∫332=2Gん′

1-2レ

(丁･≡+7･至)(.4勘一血2り.(血1-ん扉)ァ~止+1
(1-2〝)r~古叶1 1-2〝

添え字1と添え字2のついた解を足し合わせる｡

∈(〕=ど01+ご02

1(↑-ヨ+T､デ)(血1+ん扉)1(T･ヨ+丁､ぎ)(Aα1-ん扉)
2 T-エご+1 2 r一よガ+1

+(血1+血扉)rね+1+(Aα1一山扉)7t~抽斗1

/=ム+ム

1(r宣+γぎ)(血1+血扉).1(r三+γ子)(血1-血扉)γ盲㌶
(1-2〝)rf∬ ■4

1(血1+血扉)(3一触)r豆+2
2 (1-2レ)(わ+2)

1(A81-Aα2よ)↑一書r行よこr~2
2 (1-2レ)(一正+2)

ク =ク1+g2

1-2レ

1(血1一血2盲)(3-4レ)r-は+2
2 (1-2レ)(-わ+2)

1(血1+血扉)rヨγ…γ~よぉ~2
2 (1-2レ)(宜ご+2)

1(r宣+r至)(Aα1一山扉)盲1(r宣+rぎ)(Aα1+血扉)宜r恵方
4 (1-2レ)γ五訂∬ 4 (1-2レ)ご

1(7,萎+r…)(血1+血扉)(3-4レ)f.1(T-…+r至)(血1一山2り(3-4レ)五ri∬
(1-2レ)ri∬∬

+Aα2りγお+2 1(
1-2ェ′ 2

Aα1-Aα2壱)γ~`叫2
1-2〝

∫11=∫111+∫112

1(γヨ+丁-…)(Aα1+血扉)G(玩+3)
4

+盲

(1-2レ)T･豆+1

1(丁･ヨ+rぎ)(血1+Aα2りGri∬~1
1-21/

Aα2りGr≡rぎrf∬~31
一~′.､]▲ +二

1(Aα1一
2 1-2ェ/

■

2

1(血1+血2りG(一正+1)r豆+1

(1-2レ)ご

1(↑-宣+r…)(血1一山2i)G(一宜ご+3)
4 (1-2レ)7､~豆+1

1(r…+r≡)(Aα1-Aα2りG↑､~£ガ~1
4 1-2ェ′

(血1+Aα2りGγ宣r2r~よ芳~3
1-2王ノ

1(Aα1一血2りG(玩+1)r~止+1
2 1-2ェ′

∫22=∫221+∫222

1(r宣+r至)(Aα1一山2f)G(わ+1)
4

+

(1-2〝)r~は+1

1(r…+ア若)(血1+血2盲)Gγよガ~1
1-2レ

血2りGγ萱r…rよガ~311(Aα1-
2 1-21′ 2

2 1-2ェ′

1(γ…+γ至)(血1+血2りG(一言ご+1)
4 (1-2〝)r止+1

1(r宣+r子)(Aα1-Aα2りGr~五∬-1
4 1-2ェノ

(血1+血扉)Gγヨ7-ぎr~i:r~:】
1-2レ

1(血1+血扉)G(正+3)rね+1-1(血1-Aα2りG(一正+3)r~は+1
2 1-2ェ′

∫12=∫121+∫122

1-2レ
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1(r書+r至)(血1+血2壱)C(ね+1)
4 (1-2〃)r豆+1

1(T･宣+r至)(血1+血2岬γ言方~1
1-2ェノ

血2岬r…r至ri∬~31
.~′▲

`⊥

+て
1(Aα1-

1-21/
■

2

+壬

1(r享+r至)(Aα1-ん扉)C(-よご+1)
4 (1-2レ)r~盲叶1

1(r…+r至)(血1一血2よ)G･r~まガ~1
4 1-2〝

(Aα1+Aα2J)Gγ…rぎγ~よガ~3
1-2レ

1(血1一九扉)C(-わ+1)r~玩+1.1(Aα1+Aα2りG(止+1)声叶1
1-2レ

∫33=∫331+5'332

(7･宣+γぎ)(血1+血2i)C〝(γ宣
(1-2レ)γ豆十1

+2

1-2ェノ

+7,至)(血1一血2りGレ
(1-2レ)γ~ほ+1

(血1+Aα2盲)C〝r豆+1.n(血1一血2哀)Cレγ~豆+1
1-2ェ/

次にごを0に近づけ､極限を取る｡

eo =

′ =

〝 =4

(r宣+γヲ)Aα1
+2Aα1γ

1.4町一三r至1(3-4〝)血1r2
2(1-2レ)γ2

■

2 1-2レ

1(r三+r若)(血1一血2り才1
(1-2レ)riガ∬

1-2ェ/

1(r宣+r至)血1
2 1-2ェノ

(γ言+γぎ)(Aα1+血扉)存止
(1-2〝)ご

1(T-…+r…)(Aα1+Aα2ま)(3-4レ)仁1(r宣+r≡)(血1一血扉)(3-4レ)行わ
4 (1-2〝)γi∬∬ (1-2レ)ご

1(Aα1+血扉)rわ+21(血1-Aα2盲)r~豆+2
1-2ェ′ 1-2ェノ

(B･3)

1(γ宣+γ…)(2(2レー1)血1+4(リー1)血2り才.1(r書+ア…)(2(1-2〝)Aα1+4(リー1)血2宜)fγf訂Aα1γ2

(1-2〝)γf訂ご

4

(1-2レ)ご 1-2レ

1(r…+rf)i[(2(1-2u)Aal+4(L/-1)Aa2i)(cos(2Ⅹlog(r))+isin(2Ⅹlog(r)))+2(21/-1)Aal+4(L/-1)Aa2i]
(1-21/)(cos(Ⅹlog(r))+isin(Ⅹlog(r)))Ⅹ

Aα1γ2

1-2ユノ

X=0をcos(xlog(r)),Sin(xlog(r))に代入する

1(γ書+r≡)壱[(2(1-2〝)Aα1+4(〝-1)Aα2り(盲sin(2ごlog(γ))+1)+2(2〝-1)血1+4(リー1)Aα2f]
(1-2レ)∬

Aα1r2

1-2ェノ

1(rヨ+rf)i(4(-1/+1)Aa2Sin(2xlog(r))+2(1-2v)Aalisin(2xlog(r))+8(L/-1)Aa2i)Aalr2

(1-2〝)ご
Aα2=0として虚数部を零とする｡

Aα1γ2 1(r宣+r至)Aα1Sin(2ごlog(γ))
1-2レ

∫11=

2 Jニ

再度､極限を取ることにより次のようになる｡

Aα1r2

一丁=元一(r宣+丁銅α1log(γ)

Aα1Gr書r至

TTr_(γ岬+空竺(1-2レ)r3 (1-2レ)r ■1-2レ

∫りつ=- 血土Gr宣γ≡(r書+r至)血1G
(1-2小3 (1-2レ)r +3筈諾

1-2ェノ
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5'12= 血1GT･宣T･子(丁･萱+r…)Aα1G
(1-2りr3 (1-2レ)丁-

∫3:i=-2 (丁一書+rぎ)Aα1Cレ
(1-2レ)γ +4竿筈

従って解は次のようになる｡

か卜Clニr)

叫･=Cl

-C'･)

′uβ=Cl

【▲｡=0

〆●''=CI

Jββ=Cl

〆β=CI

Jβヱ=O

Jヱ†'=0

Aα1G7･

1-2レ

≒升osβ-C2ト
1
7-∃T･デ 1(3-4〝)r2
4(1-2レ)T-2 -41-2レ

7-蔓7･子 1(3-4小2
4(1-2〃)r2 ■41-2レ

1
丁■ヨ7-至1(3-4巾2

4(1-2レ)r2 ■41-2レ

1 r…γr

4(1-2レ)r2

1(3-4ゆ･2
1-2〝

半生]sillβ
1(一′-ヨ+↑･至)
41-2ェ′

1(↑-冒+7,…)
1-2レ

1(丁一言巾-…)

osβ-Cっ

1

1-2ェ′

付録β せん断力が作用する円弧の解析

2(1-2レ)
り

7'~

Gト⊥≠一

ー出log(γ)2

丁-ぎ+rヲ
γ

+7

cosβ

sinβ

βU
l
.u
S]3γ+

(B･4)



付録C

軸方向フーリエ展開山0=0の場合の特

性値

山=0の場合の平面せん断変形の曲げ応力解を求める｡

適合条件を満足する解はC5,C(Sを未定定数として次のようであった｡

一uヱ=[c'5(Tノり+C6(r~nう]e調

Jβヱ=一椙[C5〈一7汀n●1)+C6卜7-γ~γl~1)】e壱γ-'β

〆↑'=一泊〔C5(丁げn~1)+C6ト7げ~れ~1)】einβ

特性値を求める式は次のよう得られる｡

に妄二:二許]〈3;〉={0}
上式の左辺の配列の行列式を0とする特性値㍑と特性ベクトルは次のようになる｡

n~l汀

‖.= ■J

logr2-logγ1
=†10ヱ

C6=γ宣れC5

以上の町C5-,C6を･uヱに代入すると次のようになる｡

uz=2C5(cos(nologr2)+isin(nologr2))e-nOOcos(-nOlogr+nologr2)

C5=C7 COS(nologr2)-isin(nologr2) とおいて､解は次のようになる｡

一u｡=C7e~柁0βcos(-↑l｡logT十和0log7､2)

Jβニ=-C7G

Jこ!●=C7G

㍑oe~nO∂cos(一Tl口logγ+mologT-2)

T10e~れ0βsin(一丁-0logγ+T-ologr2)

201

(C･1)

(C･2)

(C･3)

(C･4)

(C･5)
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付録D

シェル理論による一般解

本章では､本論文で取り上げたシェル理論の曲げ応力解を示す｡

D.1 法線保持を仮定したシェル理論

D.1.1 仮定

● 中央面の法線は､曲板の変形後も新しい中央面において垂直で直線を保つ｡

● 曲板厚さに対して､変位は微小である｡

● 中央面に垂直に作用するヱ方向の応力度は､ほかの応力度に比較して微小であるとして､これによる

変形を無視する｡また､中立面の法線方向の伸縮などの歪を無視する｡

D.1.2 円周座標系におけるシェルの基本式

次に円筒座標系で基本関係式について説明する｡

シェルの母線方向に£軸､周方向(経線方向)にβ､半径方向にz軸(中心に向かう方向を正とする)

をとって､ご､y､ヱを流動座標系とする｡また､シェルの母線方向､周方向(経線方向)､半径方向の

中立面変位をそれぞれ叫･U,′∽とする｡

釣合式は¢を中立面半径､tをシェル厚､ズ,y,Zを外荷重として次のようになる｡

十･~‥-

÷∴--
+三晶鶴β+ズ=0
+‡品Ⅳβ一三Qβ･y=0α

土Ⅳβ+品々こじ+三晶QけZ=0α

墓場+
墓場β+
…品〟紬+Q∬=0
三晶〟けQβ=0
203



204

一r電′⊥ブ
→ニー_竿一
Qヱ

`'陀

Q

中央面での歪を次のようにおく｡

£方向歪

y方向歪

せん断歪 ニ
加7

∂′u

∂一∂(ご(l一α

付録か シェル理論による一般解

β≠
β

`て′盲｣､?
図D.1:変位､断面力の正方向

)W

γ
一
β
V
れ
一
朗

ご方向曲率変化
㍍∬=

y方向曲率変化 ㍍タ=

+揺)ねじり率
笹川 =

+∽

生卵

∂2一∽

2′卜＼∂l(批心⊥り車

い

次のノ仮定を設ける｡

･モーメントにおける叫γ,ごこ｡,ごβ,ご紬,山の項を無視する｡

(几先,〟β,〃船場βにおいて､∈｡,ごβ,∈紬,山は厚さ方向の応力分布を示すので､法線方向変位による

曲げの力より小さいと考えられる)

･ひ■■に対してwの項を省略する

(微小変形問題を考えるので､局部的な曲率変化の方がオーダー的に大きくなる)

以上の仮定の結果､断面力は次のよう表すことができる｡

Ⅳβ

Ⅳニー

Ⅳでβ

几先

〟β

β

α

β

α

(芸

β1-レ

(ユ

- て〃

川芸)
=β(どβ+〝eガ)

描一項一芸))=恥佃)
宇(詣･揺)=β÷γ∬♂=Ⅳ紬
上)

α2

β

=+6

〃~

(α砦+桜)



か.J.法線保持を仮定したシェル理論

〃rβ=一言(1-〃)豊富=叫1一両r♂=〟化
gf gま3

ただし β=一~∴ 引張剛性,β=
1-レ2

…ハ…■-
7

▼ 12(1-レ2)

また､断面内における変位と応力分布を次のように定める｡

uニ

†
)

u

r
-､【r

∂′u

∂;

ノ弧コ∴田
サ】

β

り一

∬･∂
ごβ=

…)一U -
ニ∂･l〃

(↓∂β

曲げ剛性,5'=

`【〃,= ■lβ

β t2

βα2 12(▲2

1 ▼▼;-▼が′∽ ∂･U l∂･u
▲ニ∂∂′tU

~~′l〃~許評｢掬=訂+言扉~2古壷扉α

Jこじ=盲(ごこじ恒ごβ)Jβ=示(ごβ+咋r)Jニ=0

Tl,∂=Gγ訂β

乃ニ=和一(芋)2〉

20う

D.1.3 膜応力解

D.1.3.1 周方向にフーリエ展開した場合のシェル理論解

膜応力状態では､面内応力のみで釣合が保たれるので､〟こ｡=〟β =〟ん
= 怖β =Q.｡= Qβ =

0,Ⅳ飢｡=Ⅳβ∬とする｡よって､釣合式は次のようになる｡

箸+三箸+ズ=0
警+三誓+y=0
Ⅳ〝+αZ=0

今､一般解を考えるため､シェルに外荷重が作用していない(ズ=y=Z=0)ものとする｡

これらを積分して応力Ⅳガ,Ⅳβ,Ⅳ;｡βを求めると次の通りである｡

〃β=0

鶴β=〃ん=〃1/1(β)

ルr=-〟1…旦欝+〟2醐
凡沃(β):βに関する任意関数

また変位と応力の関係より､次の関係が得られる｡

揺=叫r=芸(ルr一瑚

扉一･l〃=嘲=孟(Ⅳ♂-レ瑚

扉…房=αγ摘=2(1…)孟Ⅳ∬β
ただし､∫=孫≪土であるから､5･=0としているっよって､変位は以下の式で計算されるっ

α

(Ⅳこr-〝Ⅳβ)血
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変.位は次のようになる｡

`t上

'U =

I(- =

〝

βt

〃

方丈

封

√U=2!1･レ)去ノ●帰一‡./釦
′【ロ=両一芸(Ⅳβ一雄r)

[喜〟1雲誓-〟榊-〟:i.可

[-2(1+刷‡醐一言〃1岩壁評+喜〟コ宗rェ‥＼~′ 6~~⊥α:1 ∂β2
■

2~~ユα2 ∂β

2恒世竺廷遭〔l ∂β

付録D シェル理論による一般解

⊥-∴⊥-ニニ

+吉山一望許恒〟州一三〟コ宗雪許T〟:-≡璧評･〟∠Ⅰ等]
ここで荘沃(β)を以下のようにおく｡

結果として解は次のようになる｡

Ⅳ;F=(-〟r･…叫〟ざうcos71β
〃β=0

Ⅳガβ=〟㌘siI=-β
α

`u
= --

β壬

〟1ム(β)=〟㌘sin71β

∬2ノち(β)=〟ぎcos乃β

〃2ム(β)=〟言`cos7-β

〟4ム(β)=〟;'sinTlβ

[喜〟烙い〟ぎ…-ヰos↑-♂

･U=紳+購…一言〟瀞･喜囁けサ昭トlβ
･l〃=孟卜購…7い言〟烙13+〝〟ざ･+…〟瀞･〟言…712+可cos7-β

軸圧縮が作用する場合の解 以上の解に71=0を代入すると軸圧縮が作用した場合のシェル理論解となる｡

〃こ｡=〟り

Ⅳβ=ルFβ=0

即=

β王

･U=0

ト〃2…-〟3]

･【上ノ=芸〝〟り
せん断力､曲げモーメントが作用する場合の解 また､先の解にTl=1を代入するとせん断力､曲げモー

メントが作用した場合のシェル理論解となる｡

鶴=(-〟1…+〟2)cosβ



β.j.法線保持を仮定したシェル理論

Ⅳβ=0

ル｡β=〟1Sillβ

り=~石

`U =

tlノl=

(l

扇

(1

豆盲

[喜〃1宗一人･.,工_
(1

2(1+〝)〟1竺-
｢J.

2+〃)〟1-
r上

人･:t]
cosβ

吉〟1雲･喜〃2慧
り

+〟‥i竺+
α

一言〟1雲+項+喜竹

つ

:r~
〟4]
siIlβ

+〟:i-+〟4
〃

cosβ

207

〃･≧2の場合 71≧2のものは日置により､曲げ応力解の小さい複素数解をべき級数展開したものである

と証明されている【37]っ

ねじり 円筒の軸回りのねじりを受ける円筒シェルのシェル理論解は次のようになる｡

･u=･∽=0

-U=〟1ユ:+〟2

鶴β=Gt打1

D.1.3.2 軸方向にフーリエ展開した場合のシェル理論解

せん断変形 面内せん断をを受ける円筒シェルのシェル理論解は次のようになる｡

1J=〟1β+〃3

･U=一∽=0

鶴β=Gヱ〟1

剛体変位 円筒シェルの剛体変位のシェル理論解は次のようになる｡

･ll=0

′U=〟1SiIlβ+〟2COSβ

W=〟1COS∂-〟2Sinβ

純曲げを受ける円弧梁 純曲げを受ける円弧梁の基礎式は次のようになる

〟β=朗b=一芸(一町掴+仙)=-訪′l〃
〃β=里(･U,∂-1U)=0

よって､解は以下のようになる｡

′u=0

･U=〟1♂+〃2

′lU=〟1

〟β=一芸爪
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せん断を受lブる円弧梁 せん断を受ける円弧梁の基礎式は次のようになる｡

土〃β,〟一上々β=0

土∧√β+上々β,β=0
α α

1

-〃β,β+Q〟=0

Ⅳβ=空(叫β-･【〃)α

上〕
〟β=--て･l〃,掴

α~

よって､解は以下のようになるっ

JU=芸(-〟1COSβ一恒11β)+芸(付osβ+榊nβ)
て〃=芸(-〃直β･〟2COS♂)Qβ=〟1COS♂+〟2Sillβ

〃♂=〟1Sillβ-〟2COSβ

Mo=-aKISinO+aK2COSO

D.1.4 曲げ応力解

曲げ応力を考慮した釣合式は次のようになる｡

£鶴
£鮎
+三晶鮎+ズ=0
･…孟勅一三Qβ+y=0α

土〃β+孟Q訂+…品Qβ+Z=0α

ヱ怖+
∂ご

墓場β+
変位に対し､次のように変数分離を行う｡

…品怖ロ+Q;r=0
…品怖･Qβ=0

･u= ノuoe棚eu誉

･U=-ヱ′Uoe棚eし一誉

･l〃=･【勒e冊eu告

先の釣合式を変位で表すと次のようになる｡

α11=〕2一三デ(1+∫)T12α12=丁〕T1
1+レ

α21=-(`12

α:11=-α13
α22=-712+土デ(1･35･)〕2
α32=α2:】

α13=(叫÷∫乃2ト･∫〕3
α23=和一呈デた皿一
ん‥i3=-1-∫山4+25tTん2+5'(2γ12-714-1)



β.J.法線保持を仮定したシェル理論 209

上記の行列の行列式(l叫l)を零とする特性値〕を求めるっ行列式(特性方程式)ほ､文献[37]によったっ

特性方程式は∫<<1であるので､1に対して∫を無視することにより次のように導かれるっ

特性方程式山8-(4〝デー2ゆ㌦+(67…1ア+ギ)〕4
-(4･㌦-4+2〃)712(71コー1)㌦+"･4(7-･2-1)2

特に門.=0の場合には次のようになるり

㌦+れ㌦+一言-=0

この行列式は山2の4次式であるから､理論計算は可能である｡しかし非常に複雑な式であるので､正確

には解かれていない｡そこで､本論文では数値計算によって求めている｡この毎性方程式は､整数71を与
えると周方向にフーリエ展開した場合の特性方程式となり､†l=0の場合には複素数特性値が4個､Tl=1

の場合には複素数特性値が4個､Tl≧2の場合には複素数特性値が8個得られる｡

また､特性方程式を71について整理すると次のようになる｡

↑-8-2(2LJ2+1)7-6+(6(J4+8しJ2-2山2〝+1)714

+2(-2〕4-3〕㍉-2)〕2わ(〕4･2〕2叫1宇)〕4=0
この特性方程式に純虚数山=山ofを与えると軸方向にフーリエ展開された場合の特性方程式となり､山0=0

の場合には7l=0,士1となり､山0≠0の場合には複素数特性値が8個得られる｡

なお､周方向にフーリエ展開した場合について応力関数法を用いて計算を行うと次のように特性値が得

られる[38]｡

〕=士(α1一ノブ1J)〕=士α2β2

α1=√2

α2=フ扇

β1=
γ1

盲

∴-･.三て

-.一ニーー.丁て

β2=

伽=ぃて両㍍=仰司㍉
Jl=712(1.空)Tl=㍍2(1.望)

J2="2(1一望)丁2=㍍2(1一票)β†l

応力関数法による特性値の内､減衰の小さいものは膜理論解に含まれるものとして､減衰の大きなものを

簡素化して示すと次のようになる｡

山=士㍍(1士f)
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D.1.4.1 周方向にフーリエ展開した場合

周方向にフーリエ展開した場合･け=n‡汀,川･=0,1,2,･‥として未定定数の総数は次のようになる｡

膜応力解 曲げ応力解(e"一烹)

(D･1･3節) 減衰大 減衰小

汀1=0 2 4 なし

〃‡=1 4 4 なし

m>2 なし 4 4

D.1.4.2 軸方向にフーリエ展開した場合

軸方向にフーリエ展開した場合､〕=吉川小に0,1,2,‥･として､8個の複素数解が得られるっよって､

未定定数の総数は次のようになる｡

べき級数,三角関数で表される解 曲げ応力解(e冊)

(D･1･3節) (複素数解)

…=0 6 なし

nl≠0
なし 8

D･2 せん断変形を考慮したシェル理論(曲げ応力解)

平均せん断変形を考慮した場合の曲げ応力解を求める｡法線保持の仮定を用いた場合と同様の座標系を

採って､釣合式は〃を中立面半径､tをシェル厚､ズ,y,Zを外荷重として次のようになるっ

孟Ⅳ訂+三晶鶴β一姦品怖β･ズ=0
孟Ⅳガβ+…品〃β一上々∂+姦〃rβ･y=0α

土勅+孟Qこr+…品Qβ･Z=0
墓場+謡‰沌=0
墓場β･三晶怖･Qβ=0

中立面変位を叫･U,一lロ､βガをガー定断面の£方向の平均回転角､β#をβ一定断面のβ方向の平均回転角と

する｡

中立面での歪は次のようになる｡

1 ･【〃

∈タ=-`U,β--
α α

ごこr=1J,芳

1

γガβ=`U,芳+-`lJ,β

γ｡=･∽,こ｡-β∬
1 1

γβ=-･l〃,β+-′リーββ

㍍β=土師

笹川=去(‡β直ββ,こrト去(;一u･β-JU･こr)



8･2･せん断変形を考慮したシェル理論(曲げ応力解ノ

また､断面内における変位と応力分布を次のように定める｡

り二=り-こ▲ブ､.･

∂-u ∂鶴

し∵r~∂㌦~ぬ

ニ

二

●
～

dワ

γ

r)

Jこr=示(ごこF+鞠)Jタ=

ちβ=q佃 lノ
り一

)
む丁

(l{

1-レコ
Ef

∂･U l∂･【上 こ∂βこ｡
∂′β∂

γ相=訂十言扉~~~~γ~
α∂β

~∂Jプ

ゎこ=箸〈1-(芋)2〉
んを平均せん断角に関する断面係数として､断面力は次のようになる｡

Ⅳβ 品(ご〟頼r)
〃こ｡

丁早耳(㍉+レごβ)
〃調 =

凡才β =

怖 =

鳩β =

Qβ

Q芳 =

12(1-レ2)
且王3

12(1-レ2)
βf3

壬2(1訂)

(㍍β+レ㍍ガ)

(㍍ご｡+〝㍍β)

㍍:r♂

亨頸戸γβ
言コ(l+レ)1･-●

′u=
′uoefn♂e山号

一U=
一書ーUoe摘eし･告

-1〃= 明e棚eu告

βガ= &oe棚e〕吾

ββ=一兢｡e棚e山告

変位を次のように仮定する｡

歪は次のようになる｡

∈β =

r ･-

-こγ
■■~

｢′.州
=~

γβ=

つ■.r
=

Kタ =

㍍:ぢ =

(
‖.

~′Uo-
α …･l叫)
-uoe棚e誉ガ
α

f(
LJ

~`Uo-
α

一壱(-≡

e棚e芝ガ

…祝0)eimβe誉ガ

･‡一Uo-β帥)e棚謹し~言l〃汗言`Uo~伽

(≡一l〃0-β∬0)据;:
竺′β椚Je冊e誉こ!:

ヒβこ｡(Ie棚e誉こr
α

杭畑=一パ(喜(-≡′&0･≡β和)一去(-≡一"0-≡･Uo)〉e照

211
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断面力は次のようになる｡

Ⅳβ

丁詣伍+咋｡)
哨

丁芸(ごこr･〝亡β)gf

Jlん
=

几‰β =

Qβ

q､.･

12(ゝ声レ2)
12(1-レ2)
βf3

12(1+レ)
1 βf

(㍍β+レ㍍∬)=

(㍍ガ+レK♂)=

㍍こr∂

た2(1+レ)
1 丘'ま

た2(1+レ)

γβ

且ま

1-〃2

月'ま

1-〃2

βま3

山 丁!. 1

リー′uo+-′Uo--`し叫
(l rエ α

LJ 乃 〝

-`uo+〝-′Uo一一叫〕
α α α

]
]

付録か シェル理論による一般解

efれβe誉で

e調e誉:r

一庫示[≡･Uo一≡叫]e去れ･βe誉二r

12(訪レ2)
[…β銅…≡′β方0]eれβe誉こr

ト…β銅+≡β∬0]eよn催r

12(1+レ)

.1
丘'f

~′石コ(1+レ)

-‥l

=テ±二

ト芸旦ro+芸β〝0+
乃 1

-一一∽0+-･Uo-ββ0α α

LJ

~`∽0
α 一可打砕

結果として釣合式は変位成分を用いては次のように表される｡
u
｡
仇
肋
｡
‰
‰

ズ

y

Z

O

O

叫+志･ロ0]e棚e号∬
e棚e号ガ

α11=山~- 宇(1+言)乃2

｡15=_三1羊∫｡↑仙こ･二三
1
一一2

α21=-

α23=m+

11-ジ
α25

2 2

1-レ 1-レ∫

l

2
1
一
ん
ル

ソ
ー

2 4

1-レ1

∫α〕2+字去α

α12=(ミ
α14=…土デ∫αm2

1-レ
71U α22=

α33=岩妄て2-÷去↑12-1
;;:≡享享許
α43

α45 =

α51

(l
=眠

12一2
ニ

丁
た
l

αLJ

1一÷)∫α271〕ヒヱ∫｡皿
■1-レ1

α55=土デ克㌦2-∫α2乃2-÷去α2

1

21

1-レ∫

2 4

1
丁
紀

Ⅷ
L
匪

つ一

乃
2
〕)

〔J一4
+l(

一2一2
ニ
4り】α 〕l

ん
7
一

α
ぐ〕

レ
l

α32=7一丁二訂盲乃
鶴4=~丁盲αU

α42=喜三デ仇
α44=翫㌦2一三デ∫α2T-2一三デ去α2

1

α52=盲

α54 =-

1一

2

1(

ヒ∫α山2+



D･2･せん断変形を考慮したシェル理論〔曲げ応力解ノ

特性方程式は∫<<1として､1に対して∫を無視することにより次のように得られるっ

213

特性方程式.S'た山10-(55-γ12た+1)〕8+(105-たT14+加2+(3-レ)(1+レ)た)〕6

-(10謝+机{(3ルーレ2)た項12+宇ト4
+(5朗7-8+加l;一触4)山2-(.5一丁-6た+(乃2-1)2)7-4=O

-=士--=ニ
特に7l=0の場合には次のようになる｡

〕4-叫1…)〕2+一㌻-=0

この特性方程式は､整数Tlを与えると周方向にフーリエ展開した場合の特性方程式となり､T･乙=0の場

合には複素数特性値が4個､†1.=1の場合には複素数特性値が4個､実数特性値が2個､71≧2の場合に

は複素数特性値が8個､実数特性値が2個得られる｡

また､特性方程式をmについて整理すると次のようになる｡

-∫た7110+(5銅山2-1)↑18+2(-5銅山4+2山2+1)↑16+(10∫〃〕6-6〕4-8〕2-1)714

叶肌4+4古(〝2-2〝-3岬)〕47も2+(弛6〟+(1■+レ)(3-レ)た〕2一土宇)〕4=0
この特性方程式に純虚数山=叫Jを与えると軸方向にフーリエ展開された場合の特性方程式となり､〕0=0

の場合にはm=0,士1となり､山0≠0の場合には複素数特性値が8個､純虚数特性値が2個得られる｡

D.2.0.3 周方向にフーリエ展開した場合

周方向にフーリエ展開した場合､†l=ml汀,汀l=0,1,2,…として､未定定数の総数を表すと次のようにな

る｡なお､膜応力解はD.1.3･節で得られたものであり､円筒のねじりに関する未定定数を含めていない｡

膜応力解 曲げ応力解(e山号)

減衰大 減衰小 実数

ml=0 2 4 なし なし

nl=1 4 4 なし 2

ml>0 なし 4 4 2

D.2.0.4 軸方向にフーリエ展開した場合

軸方向にフーリエ展開した場合､〕=言m盲,m=0,1,2,‥･とすると解は8ヶの複素数解と2ヶの虚数解

が得られる｡よって､未定定数の総数は次のようになる｡なお､膜応力解はD.1.3節で得られたものであ

り､面内せん断変形に関する未定定数は含めていない｡

べき級数,三角関数で表される解 曲げ応力解(e調)
複素数 虚数

ml=0 6 なし なし

nl≠0
なし 8 2
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付録E

幾何学的非線形性を考慮した三次元理論

解析における円筒の楕円化の種類

幾何学的非線形性を考慮した三次元解析における周方向フーリエ展開次数乃=2の変位に示される楕円

化は､円筒断面が傾くことにより楕円に見える場合と円筒断面が変形して楕円になる場合の2種類が考え

られる｡

1)断面の傾きによる断面の"見かけの楕円化,(円形の断面が傾くことにより円が楕円に見える場合)

吾平〟海
図E.1:見かけの楕円化

いま､円筒中心軸のたわみをy､円筒断面の傾きを¢(¢=y′)､図E.1に示す変位量を∂とすると､次の式

が導かれる｡

∂=ro(1-COS¢)=2r{)Sil12

=27-0(書)2=γ-0丁=7-0丁
また､"見かけの楕円化"を発生する変位は次式で示されるっ

r方向変位:′u'●=Uo+U2COS2β

β方向変位‥′uβ=鴇sin2♂

ただしUo=一言,U2=--2

-
人
じ
一
っ
】

二佑一

従って､周方向フーリエ展開次数7l=2の変位は円筒の中心軸のたわみ〃を用いて次のように表されるっ

y/2

-uT'=-ア0TCOS2β

〟/2

-uタ=ro了Sil12β
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2)断面の"真の楕円化"(円筒断面が変形して楕円になる場合)

図E.2:真の楕円化

真の楕円化は､円周方向の伸びごβが0であると仮定する｡この場合次の式が導かれる｡

∈β=吉(′碕+㌦)=0
従って変位はC'を定数として次のように計算される｡

′uγ=Ccos2β

′uβン言sin2β




