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主 論 文 の 要 旨
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自然科学や工学の問題を数学的に扱うとき,収束する数列がしばしば登場す

る.それらの数列の中には,収束の速度がたいへん遅いものがあり,その極限値

を得るには,収束の加速が必要になる.

数列(βm)の収束の速さは,誤差の比の極限値
J

1im
βn+1~5

=入,-1≦入≦1

が(存在するときには,この値が)参考になる･一般に,囚が0に近いときは収.

束は速く,l入lが1に近いときは収束は遅い･-1≦入<0または0<入<1のと

き数列(βm)は線型収束するといい,入=1のとき対数収束するという･

任意の線型収束数列はAitkenの62法により加速される(Henrici)が,対数収束

数列についてはこのような加速法は存在しない(DelahayeandGermain-Bonne)'

ことが証明されている.したがって,対数収束数列の加速を考えるには,対数収●

.束以外の別の条件をつけ加える必要がある.本論文では,数列の第n項を漸近･

展開したときの漸近列(必ずしも収束しないある種の関数項級数に展開すること

を漸近展開するといい,展開に表れる関数列を漸近列という)により,線型収束

列と対数収束列をさらに細かく分類し,加速法を考察する.

数列の加速法は,級数の和,非線型方程式の反復解法,数値積分,常微分方程

式の初期値間題など広範に適用できる.本論文では,漸近展開が比較的容易に決●

定できる級数の部分和を数値例に取り,加速効果を調べる.また,加速法を数値●

積分(無限積分と広義積分)へ応用する･

序文では,まず数列変換と加速について定式化する.加速は通常,収束する

数列を別の数列へ変換することにより得られるからである.ついで,およそ300

年前に関孝和が円周率の計算の際に用いた方法(今日Aitke'nの62法と呼ばれて
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いる)を例に取り,加速法の有用性を示し,若干の理論的解説を行う･本論文で

取り上げる多くの数列変換は,数列の極限値を未知数とする方程式を解くことに

より得られるが,このような数列変換の導き方について簡単な説明を行う.その

●後,本論文の主題である漸近展開を利用する数列変換について,18世紀前半か●

ら現在までの小史を概観する.最後に,感文全体の構成を述べる.

第Ⅰ章では,収束の遅い数列に対する漸近的方法を扱う.第Ⅰ章第1節におい.

て,漸近的方法として必要になる,Landauの0記号や漸近展開,Bernoulli数や

Euler-Maclaurinの公式について説明する.第2節では,収束の速さに関する2

つの指標を与える.第一は,収束の位数,第二は線型収束と対数収束である.第

3節では,無限級数の部分和の漸近展開について述べる.扱う級数は,交代級数

●と対数収束級数で,いくつかの例も取り上げる.第4節は,数値積分の漸近展開●

に当てる.扱う積分は,収束の遅い3つの塑の積分,つまり被積分関数が単調滅･

.少な半無限積分,半無限振動積分,端点に特異性がある広義積分であり,それぞ.

れ典型的例を与える.第3節と第4節で取り上げた例は,第ⅠⅠ章で加速法の適

用対象として用いる.

第ⅠⅠ章では,数列の加速法を扱う.第5節は第ⅠⅠ章に対する序論の性格を有

し,加速法の基礎概念である数列変換,収束の加速,および補外について述べた

後,加速法を,計算に利用できるデータにより3通りに分類する.第ⅠⅠ章第6

節から第13節までは個々の加速法(数列変換やそれを計算するための算法)を取･

り上げる･それぞれの加速法の導出を行った乱加速定理(ある条件を満たす数･

列に加速法を適用すると収束が加速されるという定理)や漸近評価(加速された.

数列と極限値との差は,㍑が大きくなったとき,どの様なnの関数で近似できる

か)を述べる･既知の定理や評価式は引用にとどめ,筆者が与えた定理や評価式

2/r



主 論 文 の 要 旨

報告番号 ※乙第 号
氏針長田直樹

については証明を付ける･また,それぞれの加速法(且算法を除く)を典型的な

数列に適用し,その数値結果を与える.第6節から第9節で取り上げる加速法

は,数値例と7.1節のRichardson補外の誕生を除くとすべて既知の結果である●

が,10節以降の加速法との比較のために本論文に収録した.第10節から第13●

節までは,筆者が漸近評価を与えたり,一触化や自動化を行った加速法を扱って.

いる.

第6節では,BrezinskiのE一算法を導出し,基本定理と漸近評価を紹介する.

第7節ではRichardson補外を扱う.7.1節でRichardson補外の起源にふれた後,

7.2節でRichardson補外を導出し,漸近評価を与え,数値積分を用いて誤差の漸

近評価の妥当性を調べる.7.3節ではmchardson補外を2通りに拡張し,それぞ

●れ数値積分あるいは無限級数に適用した数値結果を与える.第8節では,Wynn

の∈一算法を扱う.8.1節でSbanks変換を導いた後,8.2節と8.3節でe一算法の定･

.義と漸近的性質を紹介し,8.4節で交代級数による数値例を与える.第9節では‥

Levin変換を取り上げる.9.1節でLevin変換を導出し,E一算法によるLevin変

換の計算方法を与える.ついで,9.2節でLevin変換の収束定理を述べ,無限級

数に通用した数値結果を与える.9.3節では,Levin変換の拡張であるLevinと

Sidiのd一変換を導出し,E一算法による計算方法と数値例を与える.

第10節では,Aitkenの62法とその変形を扱う.10.1節において62法の導出と,●

62法がすべての線型収束数列を加速するというHenriciの定理を述べる.ついで,･

反復Aitken62法を定義し,ある種の線型収束数列に適用したさいの漸近評価と.

数値例を与える･10.2節では,漸近展開を用いてBj@rstad等による変形Aitken

62法を導出し,彼らが与えた漸近公式を紹介し,数値例を与える.変形Aitken

∂2法は,ある種の対数収束数列に有力な加速法であるが,対象となる数列の漸
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近展開のべき指数が必要になるので,10･3節では,べき指数を自動的に計算し

ながら変形Aitk｡n62法を適用する箕法と数値例を与える･この算法は,筆者の

一考案によるもので自動的変形Aitken62法と名づけFORTRANによるプログラ●

･ムを付録に載せる.第11節では,LubkinのW変換を扱う･11･1節では,W変･

換を導出し,W変換と変形Aitken62法の幽係を述べる･11･2節において･W変･

換が真備を与えるための必要十分条件を紹介する･ついで,Ⅳ変換により加速.

されるための十分条件を述べる.11.3節では,反復Ⅳ変換と,その漸近公式を

述べる.漸近公式は,Sablonniとreが1992年になって与えたが,彼の示した係

数に誤りがあるので,正しい係数と証明を付録に載せる･第12節では,Wynn

のβ算法を扱う･12･1節では,逆差分を用いてp算法の導出を行う･12･2節では●

･p算法の漸近挙動について述べる･β算法が有効に働くための必要十分条件は筆･

者が与えたものである.第13節では,一般化β算法について述べる･13･1節で･

.は,原数列の第m項の誤差がある種の漸近展開により表されるときβ算法が有効

に働くように,β算法の一般化を行い,漸近公式も与える･一般化β算法は,変

形Aitken62法と同様に対象となる数列の漸近展開のペき指数が必要になるので,

13.2節では,ペき指数を自動的に計算しながら一般化β算法を適用する算法と数

値例も示す.この算法は,筆者の考案によるもので自動的一般化β算法と名づけ●

●FORTRANによるプログラムを付録に載せる.

第ⅠⅠ章第14節では,無限級数の部分和を用いて,8節から13節で取り上げ･

た加速法の比較を行う.14.1節では,数列を漸近展開の型により分類し,7個の.

数列の集合を定義し,14.2節で,それぞれの集合から1ないし2個の典型的級

数を取り上げる.14.3節では,漸近展開の型が未知であっても適用できる11通

りの加速法を,14.2節の12個の級数に適用し,得られる有効桁数により比較を
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